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Introducao

Ao se estudar uma equacao diferencial bem como um sistema de equacdes diferenciais, 0s
parametros que aparecem sao, de um modo geral, dificeis de serem medidos e as vezes da-se
uma interpretacéo subjetiva dos mesmos. Por exemplo, as equacfes que regem o crescimento
populacional em um sistema presa-predador proposto por Lotka-Volterra sdo

e _

i ar — axy
dy

_— = —b

7 y + Bry

onde a,b,a €  sado constantes positivas sendoa taxa de crescimento das presasa
taxa de mortalidade dos predadores g3 o0s coeficientes de interacdo entre as duas espécies.
Neste exemplo, as constantes e 5 nao estdo definidas de maneira objetiva. Alias, Lotka
propde em seu modelo que seja a probabilidade de um individuo da espécieer comido
por um da espéciey .

Em nosso trabalho, nosso principal objetivo € modelar os coeficientes que aparecem em um
sistema de equacdes diferenciais, usando técnicas da teoria fuzzy, pois em alguns casos nos
parece que tais coeficientes apresentam um forte grau de subjetividade. Assim, a teoria fuzzy
nos parece ser adequada para modelar tais coeficientes. Para isto, apresentamos uma boa parte
da teoria fuzzy nos trés primeiros capitulos, deixando o quarto e ultimo capitulo para apresen-
tarmos duas aplicacoes.

No primeiro capitulo, € dada a definicdo de conjuntos fuzzy, introduzida por Zadeh (1965),
apresentamos alguns exemplos e enunciamos as principais propriedades dos conjuntos fuzzy.

No segundo capitulo, apresentamos um pequeno resumo da teoria da medida e medida de
Lebesgue nolR™, o conceito de medida fuzzy, introduzido por Sugeno (1974), exemplos de



medidas fuzzy, em particular a medida de probabilidade e o conceito de medida de possibili-
dade, introduzida por Zadeh (1978).

No terceiro capitulo, estdo resumidos 0s principais conceitos da estatistica fuzzy que usamos
neste trabalho. S&o apresentados os conceitos de integral fuzzy, introduzidos por Sugeno (1974)
bem como suas principais propriedades, o conceito de variaveis inexatas, o de valor esperado,
além de enunciarmos varios teoremas de convergéncias tanto da teoria de medida classica como
da teoria fuzzy. E enunciada uma condi¢&o necessaria e suficiente para que uma sequéncia de
funcdes que converge em medida, tenha a convergéncia de suas integrais fuzzy e finalmente ap-
resentamos o principal resultado deste capitulo que € a comparacao entre as esperancas classica
e fuzzy.

No quarto capitulo, é feito um estudo comparativo entre 0 modelo estocastico classico e as
técnicas da estatistica fuzzy, usando o modelo estocéastico de Boltzman para fornecer o nimero
de individuos existentes em um grupo no instahteassumindo que as “causas mortis"sejam
naturais e também influenciadas pelo grau de pobreza de cada individuo do grupo estudado.

Finalmente, na segunda aplicacdo do ultimo capitulo, é apresentado um modelo de com-
peticdo entre espécies onde, diferentemente do que tinha sido feito até entédo, procura-se dar aos
coeficientes envolvidos, um carater mais bioldgico. Primeiramente, € sugerido por MacArthur e
Levins (1976) que os coeficientes de competicdo sejam baseados em uma utilizac&o preferencial
de um determinado tipo de recurso por uma espécie. Finalmente, Giering Ill e Kandel (1983),
sugerem que os coeficientes de competicdo sejam baseados na distribuicéo fenotipica nas espé-
cies e nos recursos de cada fenétipo, usando técnicas da teoria fuzzy. Neste caso obtemos uma
tabela de valores dos coeficientes de competicdo dados em fungéo das distancias entre-fenotipos
e inter-fendtipos, usando o Teorema do Ponto Fixo de Banach.



Capitulo 1
CONJUNTOS FUZzZY

1.1 Introducéo

A nocao de conjunto fuzzy foi dada por Zadeh, em 1965 com o objetivo de definir “conjun-
tos"que ndo possuem fronteiras bem definidas.

Nos conjuntos classicos, nds sabemos dizer se um dado elemento pertence ou ndo ao con-
junto, mais precisamente; dado um conjurdo e um elementox, dizemos quex € A ou
que = ¢ A. Por exemplo, sabemos quec ZZ e que 0,5 ¢ ZZ. Porém existem casos em
gue esta relacdo de pertinéncia ndo esta muito clara, isto é, ndo sabemos dizer se um elemento
pertence ou ndo a um dado “conjunto”. Por exemplo, o conjunto dos nimeros inteiros que sao
pequenos, ou seja,

F={xeZ:x épequend.

Os numeros 2 e 20 pertencemIB ? A resposta a esta pergunta € incerta pois nao sabemos
até que ponto podemos dizer objetivamente que um nimero inteiro € ou ndo pequeno. Porém,
podemos associar aos numeros 2 edus de pertinénciasompativeis com o conceito que
“caracteriza”o “conjunto”. Por exemplo, podemos associar a 2 e a 20 o0s respectivos graus de
pertinéncias 0,5 e 0,1, que representam, subjetivamente, os graus de pertinéncia de 2 e 20 ao
conjunto IF.

Podemos assim imaginar uma infinidade de conceitos que possuem a caracteristica de ndo
estarem bem definidos em suas fronteiras. Por exemplo, o “conjunto”dos homens altos, das ruas
grandes de uma cidade, o diagndéstico médico de um paciente, classificacao de bactérias quanto
a sua natureza vegetal ou animal, o “conjunto”dos pobres de uma determinada localidade, etc.



1.2 Conjuntos fuzzy

Seja U um conjunto (classico) universo.

Definicdo 1.1. Um subconjunto fuzzyF em U é um conjunto de pares ordenados
F = {(u,Xp(u)) : w € U} onde Xp : U — [0,1] €é uma fungdo chamadgau de
pertinénciade « em IF, com os graus 1 e O representando, respectivamente, a pertinéncia
completa e a ndo pertinéncia do elemento ao conjunto fuzzy.

Observacoes:

1. Quando quisermos nos referir a um conjunto classicoiremos apenas dizer con-
junto A, sem usar a palavra “classico". Porém #& for um conjunto fuzzy, usaremos a
palavra fuzzy para diferencia-lo do conjunto classico.

2. Veja que fixado o conjunto universtd, a funcdoXy caracteriza completamente o con-
junto fuzzy IF. Por esse motivo, muitas vezes iremos nos referir ao conjunto flizajtando
apenas a funcéo que o caracteriza. Omitiremos também o indic&', na notacaoXy , isto
€, X sera denotada apenas por

Convencionalmente, quandad é um subconjunto finito deU, cujos elementos sao
ai,as,...,a,, expressa-sed por:

A=A{ay,a9,...,a,}.
Para o caso de subconjuntos fuzzy finito émtemos:
IF:X1u1+X2u2+...+Xnun

ou
IF = Xl/ul +X2/U2 —i-...—l-Xn/un

onde X; = X(u;) . Quando X; = 0, omite-se o0 termoX;/u; da expressdo acima.

Exemplo 1. Seja IF o subconjunto dos nimeros naturais “ aproximadamente iguais a
10"dado por:

F=0,1/7+0,5/8+0,8/9+1,0/10 +0,8/11 +0,5/12 4+ 0,1/13.
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Observamos que quando o numero natural ndo aparece na expressao, significa que possui grau
de pertinéncia igual a zero.
Graficamente temos:

p

1r *

0.6~

0.4r

0.2

Exemplo 2.SejalF o subconjunto fuzzy dos nimeros reais bem maiores que 1.
Assim, TF = {(u,X(u)) :u € U =1R}.
Sempre temos uma infinidade de escolhas para

0 se u<l

o X(u) = u 1

se u>1
U

11



Graficamente

Observe quex é crescente,lim X(u)=1 e X(u)=0seu<l1.
A escolha dex € subjetiva porém nao téo arbitraria. Seria totalmente errado escolhermos:

—1
Y se u<l1

i X(u) = u
0 se u>1 porrazdes 6bvias.

0 se u<l1

1 — e 1000(u=1) g0 4 > 1

Neste casoX € crescente porém aproximadamente iguala L sel, 1.
Assim, esta também néo é uma boa escolha para

12



. t ,
Exemplo 3.0 conjunto fuzzy dos fumantes dado pofu,t) = | j”: ; onde u é propor-
u
cional ao numero de cigarros fumados por unidade de tempmdempo em que o individuo
fumou durante sua vida.

Exemplo 4. O conjunto fuzzy dos pobres de uma determinada localidade dado por

X(r) = {1 - (;)2] se 0<r<m

0 se r>rg

onde r é um parametro proporcional a algum indicador de pobreza (por exemplo, renda,
namero de calorias ou vitaminas consumidas, ete:) eseria um determinado valor deque,
a partir do qual, ndo se diferenciam os individuos quanto a pobreza.

Observe que o mais pobre é aquele individuo associad®a= 1. Ja aos menos pobres,
r >, estd associado o valot(r) = 0.

Graficamente,

13



1.3 OperacOes com conjuntos fuzzy

SejamIF e G' dois subconjuntos fuzzy em um mesmo conjunto univdsoDefiniremos
as seguintes operagdes com conjuntos fuzzy:

1. Diremos quelF = G se, e somente se,
Xp(u) =Xg(u) , YuelU.
2. Diremos quelF C G se, e somente se,
Xp(u) < Xg(u) , YuelU.
3. AunidodelF e G, denotada porF U G, € dada por:

Xrug(u) = Elelg{X]F(u),Xg(u)} , YVuelU.

4. A interseccao ddF e G, denotada podF N G, é dada por:
Xrne(u) = 3Q£{Xp(u),><@(u)} , Yuel.
5. O complementdF de IF é definido por:
Xg=1—Xp(u) , VuelU.

6. O produto cartesiano dos subconjuntos fulzye G de U e V respectivamente, é
dado por:

Xrxa(u,v) = inf {Xp(u), Xe(v)} .
veWV
7. O conjunto vazio terd como funcéo pertinéncia a funcéo
Xp(u) =0 , YVuelU.
8. O conjunto universdJ terd como funcéo pertinéncia a fungéo

XU(U):l , YuelU.

QuandoU c IR, podemos visualizar graficamente a interseccao, a unido e o complemento.
Considere os subconjuntos fuzzy ebth dados abaixo:

14
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Representacoes graficaslien G, FUG e TF .

4
!
¥
K
el

/ fﬁ \\_J////

Proposicao 1.1 As operacdes de unido, interseccao e complemento definidas anteriormente
gozam das seguintes propriedades:

1. FUG=GUTF
FNG =GN
FUGUH)=(FUG)UH
FN(GNH)=(IFNG)NIH
FUlF =1
FNIF=IF
FUGNH)=(FUG)N(FUIH)
FN(GUH)=(FNG)U(FnIH)
FNO=0
10.FNU =TF
11L.FUP=T

© ® N OA DN
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12 FUU =U

13. As leis de Morgan:
L (FNG)=TFUG
i.( FUG)=TFNG

As demonstracdes sdo aplica¢cdes imediatas das propriedades de maximo e minimo.
Faremos aqui apenas as demonstragdes das leis de Morgan.
Primeiro, observamos que:

max[f(z), g(x)] = s[f(x) + g(x) + | f(x) —g(x)]] e

i (2). g()) = 5(7(x) + 9(x) ~ |f(x) - 9(a)]

onde f e g sao fungbes quaisquer com contradominio Bn

Demonstracao de 13.i

Xgug(w) = max[l —Xp(u),1 = Xe(u)] = ;[1 =X (u) +1 = Xe(u) + [Xw(u) = Xg(u)]]

- ;[2 — (Xp(u) + Xg(u) — | Xp(u) — Xg(u)])]

- 1 ;[X]F(u) + Xg(u) — [Xp(u) — Xe(u)]

= 1 —min[Xg(u),Xg(u)]
= 1 —Xpre(u) =Xgrg(u) YuelU.

De modo analogo, demonstra-se 13.ii.

Exemplo 5. Vamos supor que o conjunto dos pobres de uma determinada localidade seja
dado por:

{1—()2}’g se 0<r<r

0 se r>rg

16



onde aqui,r € um parametro proporcional a rendg, € um determinado nivel de que a
partir do qual, os individuos nao sao mais diferenciados quanto a probrezawen parametro

gue nos da uma caracteristica do grupo estudado.
O valor 7y, pode eventualmente depender do ambiente onde vive o grupo estudado. A

seguir nés representamos graficamente alguns conjuntos fuzzy para alguns valbres:ge
fixado.

Podemos verificar facilmente que sg > k, entdo Xy, (r) < Xi,(r) paratodor e
portanto IF,, C IF,, onde IF,, e IF;, sao os conjuntos fuzzy dos pobres dados pgr e

Xk, respectivamente.
Vale ressaltar aqui uma interpretacédo pdfa C IF,, qual seja; se um individuo for pobre
em IFy, , entdo sera “mais"pobre ainda el .

Veja graficamente

My

)
&rkl(?*J
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O grafico acima mostra que se um individuo @, tem rendar* e outro individuo
de IF,, também tem a mesma renda, entéo o individuo delF,, tem um grau de pobreza
maior que o grau de pobreza do individuo Hig, .

Assim podemos dizer que, quanto a renda, € mais facil viver nas localidades/onde
grande. Portanto,k nos revela intuitivamente se o ambiente em que 0 grupo vive € mais
ou menos favoravel a vida. O parametto pode nos dar uma idéia do grau de saturagéo do
ambiente e por isso chamarembsde parametro ambiental

Observamos ainda que

0 se >0
se k — 400 entdo Xi(r) — Xoo(r) =
1 se r=0

Portanto, se por algum motivo, o parametro ambiehtale uma determinada localidade
diminuir, entdo a vida neste local torna-se mais cara. Assim, se houver danos ambientais tais
como destruicdes de rios, poluicdo do ar, etc., o nivel de renda naquela localidade deve ser
aumentado de maneira que o grau de pobreza permanec¢a 0 mesmo de antes do dano ambiental.

Graficamente,

My

L,

H.izltrljzu.i:g.rﬁ'j -------------

—_
(%] Il
=X
~

k,: parametro ambiental antes do dano ambiental.
ko: parametro ambiental depois do dano ambiental.

r1. renda de um individuo antes do dano ambiental.

18



ro: renda necessaria para que um individuo que, antes do dano, tinha nivel derempdassa
a ter depois do dano ambiental.

E claro que ha outras maneiras de compensar tais danos como, por exemplo, construcées
de hospitais, tornar mais baratos os produtos basicos como alimentacao, melhorar o saneamento
bésico, etc.

Os conjuntos fuzzy aqui sugeridos por nés para representar pobreza, com a interpretacao
dada acima para o parametkg nos parecem razoaveis para pequenas localidades.
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Capitulo 2
MEDIDAS FUZZY

2.1 Introducéo

O conceito de medidas fuzzy, introduzido por Sugeno em 1974, é uma forma natural para se
avaliar graus de incertezas, e tais valores dependem, quase sempre, da subjetividade de quem
esta medindo. Por exemplo, quando se faz uma avaliacdo de uma jéia, do valor do quilo de al-
guma mercadoria, do valor da remuneracéo de um trabalho executado por alguém, etc. Porém,
mesmo que esta avaliacdo seja subjetiva, somos unanimes em concordar que umanaiar
ou de melhor qualidade que uma joid (B C A), deve ter maior avaliacdo que a joia,
assim como quem produz mais em um mesmo servigo, deve ter maior avaliagdo, no caso remu-
neracao, do que quem produz menos.

Assim € de se esperar que Beé um subconjunto del, entdou(B) < u(A) sendop uma
medida subjetiva ou néo.

A seguir, faremos um pequeno resumo sobre medida em geral e medida de Lebesgue em
IR™. Antes porém daremos a seguinte

Definicdo 2.1.Dizemos qued C P(E), A # ¢, é umaoc-algebra se valem
1. Ac A= Ac A, onde A é o complemento del.
2.A,e A, keIN= (] Ar € A

kelN

20



2.2 Medida de Lebesgue

Sejam £ um conjunto e4 C P(FE), uma o-algebra de subconjuntos de.

1. Afungéop* : P(E) — [0, 00] € uma medida exterior se
L p*(¢) =0.

ii. u* € o-subaditiva, isto €,

Ac U A= (A €3 (A,

kelN k=1
2. Afungdom* : P(IR™") — [0, oo], definida por
m*(A) = mf{z on) - Ac | Ik},
k=1

kelN

€ uma medida exterior (medida exterior de Lebesgue).

3. Afuncdou : A — [0, 0] € umamedidase
L. p(g) =0.
ii. u é o-aditiva, isto é,
/~L< U Ak) = > n(Ag)
k=1

kelN

onde U Ay, denota a unido de conjuntos dois a dois disjuntos.
kelN

4. Se . € uma medida, entao
i. M( U Ak) = klimu(Ak) semprequed; C A, C...C A, C ...

kelN

il. M( ﬂ Ak> = ;}H&“(Aw semprequed; D A, D ... DA, D ...

kelN

5.IM C IR™ émensuravese para toddX c R”, temos

m*(X) =m*(XNIN) + m*(KXNM), onde M=TR"—-M.

6. Sem* € a medida exterior de Lebesgue Ry, entédo

i. AclasselM(IR™) de todos os subconjuntos mensuraveidiie € umac-algebra.

21



ii. Arestriciom dem* a o-algebralM(IR™) é uma medida, chamadgedida de Lebesgue
emR".
iii. Todo conjunto de medida exterior nula € mensuravel.

7. SejaE’ um conjunto mensuravel. Dizemos que uma propried8deale quase sempre
(g.s.) emFE se os pontos dé/ para os quais” nao esta definida ou entdo para os quais
nao vale, formam um conjunto de medida de Lebesgue nula.
A o-aditividade, exigida para que tenhamos uma medida classica, torna a teoria da me-
dida rica em conceitos e resultados. Porém, ha casos em que gostariamos de ter uma avaliacao

de um objeto e a aditividade n&o é nada natural ou nem mesmo se verifica para nossa medida
(ver exemplo 1 do paragrafo 2.3). Por esse motivo, damos a seguir o conceiealia fuzzy

2.3 Medidas Fuzzy

Sejam(2 # ¢ um conjunto eA uma o-algebra de subconjuntos de.
Definicdo 2.2.A uma fungéopu : A — [0, 1], satisfazendo:
(MF1) u(¢) =0 e u(Q) =1,
(MF2) u(A) < u(B) se; ACB,VA BeA.
(MF3) M(G An> :JLHC}OM(AH) seA ,CAyC...CA, C....A, € A, VneN
n=1
(MF4) M(ﬁ An> :JLIEOM(An) seAd1 DA D...DA,D... A, €A VneN
n=1

da-se o nome dmedida fuzzgm (2.

Aterna (2, A, ) € comumente chamada dspaco de medida fuzzy
De maneira geral, ndo ha necessidade de teqmi@$ = 1 e simquep : A — [0,00).

22



Proposicao 2.1.Sejam {2 um conjunto finito e A uma o-algebra def2. Uma funcao
w: A—[0,1] éuma medida fuzzy e se, e somente se, valem

(MF1) u(0) =0 e pu(Q)=1.

(MF2) u(A) <u(B) se; ACB,VA Bec A

Demonstracéo.
Claro que seu for uma medida fuzzy, nada temos a demonstrar. Por outro lado se tivermos
uma sequéncia crescente de subconjuntds,d&al sequéncia tem no maximo um namero finito

de conjuntos, digamod, Cc A, C ... C A,,, dai, ﬂ<U An) = u(A,) = nhl?o (A,) eassim

esta demonstrado (MF3). De modo analogo demonstra-se (MF4).

Exemplo 1. [15] Suponha quef2 seja o conjunto de trabalhadores de uma determinada
inddstria, portanto finito, e que eles produzem os mesmos tipos de produtes<3@((2) é
um grupo de trabalhadores;g A) o nimero de produtos feitos pet em uma hora. Entéo,
podemos definir uma medida de produtividade

Vamos supor que: : P(2) — [0, 00), (poderiamos supor também qué&?) = 1, fazendo
1 ser uma produtividade relativa, por exemplo).

As seguintes afirmagdes sao naturais:

1. u(¢) =0.

2. AC B = u(A) < u(B).

Isto &, 1 € uma medida fuzzy.

O que queremos aqui, € mostrar que a aditividade n&do é uma condicao natural para medidas
subjetivas.

\Voltando ao exemplo, sejam e B dois subconjuntos distintos de e vamos analisar a
produtividade do grupad U B. Se A e B trabalham separadamente, entdo é razoavel que
(AU B) = u(A) + u(B). Mas uma vez que eles geralmente interagem, a igualdade pode
n&o ser verdadeira. A desigualdadéA U B) > u(A) + p(B), mostra a efetiva cooperacao
entre os membros dd U B, isto €, ha uma melhor produtividade se o grupo néo se separar.
A desigualdade inversay(A U B) < u(A) + u(B), mostra a incompatibilidade entre as op-
eracdes ded e B. Por exemplo, a incompatibilidade, pode ser causada pela insuficiéncia de
ferramentas disponiveis ao mesmo tempo para os elementds.d&. E bom notar que se
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0 grau de cooperacédo é maior que o grau de incompatibilidade, entdo temos necessariamente,
u(AU B) > u(A) + u(B). Se nédo for o caso teremos a desigualdade contraria.
A fim de darmos mais exemplos de medidas fuzzy, vamos enunciar a seguinte

Proposigcéo 2.2.Se A € uma medida finita erf? e F': [0, A\(Q2)] — [0, 1] é uma fungédo
monotona, crescente, continua e tal qu@) = 0 e F(\(Q2)) = 1, entdo a fungdo composta
i = F o) éuma medida fuzzy em.

Demonstracdo:De fato

1($) = F o A6) = F(A()) = F(0) = 0.

w(2) = F(A(Q)) =1 e assim esta demonstrado (MF1).
Sejam agorad, B € A com A C B, entéo
p(A) = F(M(A)) < F(A(B)) = u(B) ,

pois A é medida el’ é crescente, o que demonstra (MF2). Vamos agora demonstrar (MF3) e
de maneira analoga, demonstra-se (MF4).
Sejam

AjCAyC...CA,C....A,e A

M( U Ak> _ F()\( U Ak>) — F(lim A(4y))

keIN keIN ko0

= lim F(A(Ag)) = 1}1—>I£1<> Fo XAy = kh_)rgo p(Ag), pois F' € continua.

k—o0

2.4 Medida de probabilidade

Seja 2 um conjunto néo vazio (espaco amostralleC P(2) uma o-algebra de subcon-
juntos def).
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Definicdo 2.3.Uma fung@oP definida em.A € uma medida de probabilidade €mnse:
(P1) P(A)>0, YVAc A

(P2) P(2) =1

(P3) (s-aditividade). SeA;, A,, ... € A séo disjuntos, entdo

P( U An) _ nfjl P(A) .

nelN
A seguir enunciaremos algumas propriedades para medida de probabilidade.
Proposicao 2.3Sejam P uma probabilidade erf2 e A umao-algebra. Paracadd € A
valem as seguintes propriedades:
i. P(A)=1-P(A),ondeA=0-A
caso particularP(¢) =1— P(2) =0
i. 0<P(A)<1
iii. (aditividade finita). SeA;, A,,..., A, € A com A, NA; = ¢ sei # j, entdo
P(U A) = X Pl
k=1 k=1

V. A C A — P(Al) < P(Ag)

V. P(O Ai> < iP(Ai)

=1

vii. (continuidade no vazio). S€A4,,),>1, onde A, € A, Vn, decresce para o vazio,
entdo P(A,) — 0.

viii. (continuidade da probabilidade). S&, 1 A, entdo P(A,,) T P(A). Se A, | A,
entdo P(A,) | P(A).
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Demonstracdo:Vamos demonstrar apenas algumas destas propriedades.

iii. Sejam A, = ¢ parak=n-+1,n+2,..., entdo A, A,, ..., sdo disjuntos, logo

P@l A) = P(kgm A) = i P(4) =Y P(A).

k=1

V. P(Ag) = P(Al) + P(A2 — Al) > P(Al), pOiS Al N (A2 — A1> = ¢

8

vii. Se A, | ¢, temosA; = (A} — As) U (Ay — A3)U ... = (Ap — Agyq).

k=1

Os conjuntosA; — A1 sao disjuntos, logo

P(Ay) = P< U (A — Ak+1)) — 3 P(Ay— A

kelN k=1

mas pela aditividade finita temos:

P(Ak) = P(Ak+1) + P(Ak — Ak+1) ou
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P(Ay — Agi1) = P(Ax) — P(Ag41) , assim

n—1 n—1
P(A) = lim Y P(Ay— Ap) = Jim. > (P(Ar) = P(Arr))
k=1 k=1

lim (P(A;) — P(A,)) = P(Ay) — lim P(A,), logo P(A,)—0.

n—oo n—oo

viii. Vamos supor queA,, | A, isto €, queAd, D A1 € ﬂ A, = A. Entao
nelN
P(A,) > P(A,.1) e (A, — A) | ¢, dai por vii., P(A, — A) — 0, mas
P(A, — A) = P(A,) — P(A), pois A C A, , logo (P(A,) — P(A)) | 0 ou
P(An) | P(A).

SeA, 1 A(stoé A, C A1 e |J A,=A4), entdo

nelN

A, | A, logo P(4,) | P(A) ou (1 —P(A,)) | (1—P(A)).
Portanto,P(A,,) T P(A).

SejamQ # ¢ , A C P(f2) umao-algebra eP uma probabilidade erf, entéo a terna
(2, A, P) é ditaespaco de probabilidade
Das propriedades acima e da definicdo de probabilidade, temos que todo espaco de probabil-
idade (2, A, P) € um espaco de medida fuzzy.

Exemplo 2. Sejam() # ¢ , A C P(Q2) uma o-4algebra de subconjuntos de e z, € ().
A funcéo p,, definida emA por:

VAe A

1 se xzp€eA
Nmo<A) =

0 se x9¢A

€ uma medida de probabilidade ey chamadamedida concentradem z, ou medida de
Dirac.
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Demonstracéo:
E claro quey,, satisfaz (P1) e (P2). Consideremos uma sequéfitja,~; de conjuntos
de A etalqued;,NA; =¢ sei#j

Mx()(U Ai) =

1 se xyp€ A; paraalgum i€ IN
ieN

0 caso contrario.

Sezxy € A; para algumi € IN, digamosiy, dai zo &€ A;, Vi # i, logo

:uﬂﬁo(U Al) =1= Mwo(Aio) = M(Aio) + § : Mg (Al) = § ::U':EO (Al)
€N i=1 i=1
iig

Sez, ¢ | J A, nadatemos a fazer.
1€IN
Portantoy,, € uma medida de probabilidade logo, uma medida fuzzy.

2.5 Medida de possibilidade

O conceito de medida de possibilidade foi introduzido por Zadeh [28].
Sejam() # ¢ e P(f2) o conjunto de todos os subconjuntos@de

Definicdo 2.4. Uma medida de possibilidadam 2, é uma funcéor : P(Q2) — [0, 1]
satisfazendo:

(73) w( AZ) = sup7(A;), onde I é um conjunto de indices, A; € P(NQ).

iel el
Verifica-se que sef : Q@ — [0, 1], entdo a fungéor : P(2) — [0, 1] definida por

sup f) se A#¢

TEA

m(A) =
0 se A=¢
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€ uma medida de possibilidade &m
A funcao f acima é chamadancao densidadde = em Q.

O exemplo abaixo mostra que, mesmo terdp f(z) = 1, nem toda medida de possibili-
z€Q
dade é uma medida fuzzy [17].

E facil ver que toda medida de possibilidade satisfaz (MF1), (MF2) e (MF3).

Exemplo 3. SejamQ = [0,1], f(z) = 1 parax € [0,1) e f(1) = 0. Considere
1 , .
A, =[1—— 1] aSS|m7r<ﬂn>1 An> = 0, enquanto lim 7(A,) =1, para
n - n—oo
7m: P(Q) — [0,1] definida porm(A) = sup f(x). No entantor é uma medida de possibili-
€A

dade com func¢éo de densidage

Proposicdo 2.4.Se 2 é um conjunto finito esup f(z) = 1, onde f é a funcdo densidade
e
da medida de possibilidade, entdor é uma medida fuzzy.

A demonstracao é trivial pois pelo fato de ser finito, basta verificar (MF1) e (MF2).

Proposi¢do 2.5. Suponha que f : R¥ — [0,1] seja fungdo densidade da medida de
possibilidade 7. Se * é uma medida fuzzy enR”*, entdo f(z) = 0 para todo ponto de
continuidadex de f.

Demonstracdo: Suponha quer, é um ponto de continuidade dg
. . 1
Seja a sequéncial, = {z € R : ||z — x¢|| < =, x # 20}
n

Temos A, # ¢, Ay D Ay D ... e ﬂ A, = ¢. Como 7w é uma medida fuzzy, entao
n>1
lim m(A,) = 0.
Seja a sequéncidz,} tal que x; — ¢, z; # x¢. Fixado n, entdo z; € A, para
todo j > j,, para algumy,. Assim f(z;) < sup f(x) para j > j,, segue entdo que
TE€A,
0 < lim sup f(z;) < sup f(z) = n(4,) ou 0 < lim f(x;) < w(A,), uma vez que a
J—00 TEAn J—ee

desigualdade vale para todo> 1, entdo lim f(z;) = 0 = f(lim x;) = f(xo) pois f €
Jj—0o0 Jj—o0
continua emzx, .

29



Corolario. Se «# € uma medida de possibilidade com densidade contfnlntdo = = 0
se m for uma medida fuzzy.

Demonstracdo:Basta ver quer(z) = n{z} = f(z), V.

2.6 Medida \-fuzzy ou medida de Sugeno

Estas medidas foram introduzidas por Sugeno (1974) com o intuito de enfraquecer a aditivi-
dade eco-aditividade na medida de probabilidade.

Definicdo 2.5.Seja Q2 # ¢ um conjunto. Uma fungég, : P(2) — [0, 1], com\ > —1,
é dita A\-fuzzy ou de Sugeno se

(A1) A () =
(A2) grA(AUB) = gA(A) + gr(B) + Aga(A)gr(B) se AN B = ¢.

) (o

(A1) 9» (ﬂz‘e]N Ai) = hm gA( i), para Ay D Ay O

z) = lim g\(4;), para A; C Ay C ...

Proposicédo 2.6. Se g, € uma medida de Sugeno, entdo as seguintes afirmacdes séo
verdadeiras:

i. g» € uma medida fuzzy.

ii. VA, B € P(Q2) tem-se

9A(A) + gr(B) — gA(AN B) + Aga(A)ga(B)

A =
AU B) 14+ Agr(ANB)

iii. ga(A) + ga(A) =1 — Aga(A)ga(A) onde A=Q — A.

Demonstracéo:(Ver [6]).

30



Proposicéo 2.7.Sejam €2 # ¢ um conjunto finito e g, uma medida de Sugeno ef .
Entao

i{g 1+ aneh] - 1) se A0

gA(A) =
Z a({z}) se A=0, paratodo A€ P(Q).
z€A

Demonstracao:(Ver [6]).

Para ver mais exemplos de medidas fuzzy, ver Bassanezi ([2], [6]).
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Capitulo 3

INTEGRAIS FUZZY, VARIAVEIS
INEXATAS E VALOR ESPERADO (FEV)

3.1 Integrais Fuzzy

A integral fuzzy, introduzida por Sugeno em sua tese de doutorado, € um instrumento préprio
para avaliar conjuntos fuzzy, usando medidas fuzzy.
Seja (2, A, 1) um espago de medida fuzzy.

Definicdo 3.1.Uma fung¢éo f : Q2 — [0, 1] é ditamensuravete
{fza}={zxeQ: f(x) > a} € A paratodoa € [0, 1].

Definicdo 3.2. Seja f : @ — [0,1], uma funcdo mensuravel. #tegral fuzzycom
respeito ai, € dada por:

; fdu = sup [minfo, pul{f > a}nA]]], AcA.

0<a<l

Observacoes:

1. /Qfd,u = sup [minfo, u{f > a}]].

0<a<l1

2./ fdM:/ f/Adu, umavez que paracad < a <1 ,
A Q
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{fzalnA={zecA: f(x)>a}.

3. SeH(a) = p{f > «} for continua, entdo o célculo de/ fdu, consiste em
Q
descobrir a interseccdo de= o comg = H(a), 0 < a < 1.

H(o)

| fdu

I I I I
0 I/Ju 1

Mais geralmente temos a seguinte

Proposicédo 3.1Seja H : [a,b] — [c,d], com [a,b] N [c,d] # ¢, uma fun¢do decrescente
tal que H(a*) = o* para alguma* € [a, b]. Entdo,

sup [minfa, H(a)]] = o = H(a").

a<a<b

Demonstragéo:

Seja g(a) = min[o, H(&)], a
Queremos mostrar que(«a) < g(

Sea < of, entdo H(a) (o*) = a* > a, assimg(a) = a < o* = g(a¥).

Sea > o, entdoH(a) (o) = o* < a, assimg(a) = H(a) < o* = g(a¥).
Portanto,g(a*) = sup g(a) =a* = H(a").

a<a<b
Veja que a observacdo 3 mencionada acima, € uma consequéncia imediata da proposicéo

3.1 umavez que a fungdf : [0,1] — [0,1] dada porH(«) = u{f > a} é continua por

< a<hb.

a*) paratodoa € [a, b)].
a*) =

a’)

> H
<H
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hipétese, logo tem ponto fixo, é decrescentd @) = 1.

Exemplo 1. Suponha qué? € o conjunto das pessoas de uma determinada localidite e
0 conjunto fuzzy das “pessoa altas"fle dado pelos graus de pertinéncias e X, . Isto &,

suponha que: pessoas estejam associados com b pessoas estejam associadas come
#Q=a+0b ™

S ~
Seu(S) = ZZEQ , VS eP(Q), eseld < X; <Xy <1, entdo
1 se 0<a<X;
b
H(a)=p{X>a} = se X1 <a<Xp
a+b
0 se Xo<a<l
Sex; < <X entéoH( b )— b e assim, pela proposicao 3.1
LS o S ard) " axo » P€la proposi¢ .

H(o) 1

1 =

%q avh %y 1 o

b
Xdy =
/Q H a—+b

Observe que:

0() # Q = cardinalidade do conjunte.
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a-+b
H(o)
1 .
P
/
//
///
///
X ¥l
1 —
//
//
)4
///y/
”%, X1 Xz 1 o
b
2. Xd/,L:XQ se Xy, <
Q a+b
H(er)
1 v
///
///
e
////
%y -
e
//
//,
////
//
r
/’//
L . 5
X &) 1 o

b
a+b

A proposicao abaixo, generaliza o exemplo anterior e nos ensina a calcular a integral
fuzzy, supondo qug’ assume um nuamero finito de valores.

Proposigédo 3.2.Suponha quef : Q — [0, 1], assume apenas + 1 valores;{f;}% e
sejam{u;}, os valores distintos de«{f > a} sendou; = {f > f;}, excluindo os valores

35



p=1e u=0.

Supondo, sem perda de generalidade, que f; < f; <1 sei < j, entéo

/ fdu= medianade A onde A= {fi, far. -+, fasts ity - fin)}
Q

e estd ordenado em ordem crescente.
Demonstracado:(Ver Kandel [13], teorema 4.2.3, pag. 80).

Exemplo 2. Suponhamos que o conjunto fuzzy das pessoas que “ganhavam bem"de uma
determinada empresa, seja dado por:

1 pessoa ganha por hora Cr$ 3;66 f; = 0,40

2 pessoas ganham por hora Cr$ 4;008 f, = 0,50

4 pessoas ganham por hora Cr$ 4,20 f; = 0,55

2 pessoas ganham por hora Cr$ 4,58 f, = 0,60

2 pessoas ganham por hora Cr$ 10,00 f5; = 1,00

#S  #S
Suponha queu(S) = — = —.
p que:(S) 20" 1
1= po se 0<a<fi
11
g =M se fi<a<f
8
g =M se fo<a<f3
p{f > a} = )
o~ M se f3<a< fy
2 _ fi<a<f
12—,&4 s€ 4 <> Js
0= us se fy<a<l
Portanto/fd —medianade{z‘ i-040-050'055~060'§- Ly 1}
Q_O/;S_ 12’127 ) y MV y ] 7127127
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Observe que a média aritmética é 0,61.

Como veremos mais adiante, a esperanca de uma variavel, assim como se faz no caso clas-
sico, sera definida como a integral fuzzy desta variavel.

Note que no exemplo acima, a integral fuzzy nos da uma indicacéo boa dos dados uma vez
que o valor extremo de Cr$ 10,00 ndo afeta o resultado. J& a média aritmética classica é afetada
pelos valores extremos.

Para encerrar este paragrafo, vamos enunciar uma proposi¢cao que nos d4 uma outra maneira
de obtermos a integral fuzzy de um conjunto fuzzy:

Proposigéo 3.3Seja f : 2 — [0, 1] uma funcdo mensuravel, entdo
/ fdu = sup mln[lnf fz),p(ANE)], VAe A.

Demonstracéo:
Sem perda de generalidade, vamos supor 4ue 2. Assim, devemos mostrar que

|, fdi = suplminfinf f(2). p(E)]).

EcA

SelamE e A e o= iggf(%). Entdo £ C {f > oy} eassimu(E) < u{f > ap}.
Dai,

minfp(E), ao] < minfulf > ao}ao] < [ fdp.

Agora sejama >0 e Ey = {f > a}. Como ienbf f(z) > «, nOs obteremos,
€k

zlelg[min[M(E) , inf f(2)]] 2 minfp(Eo), inf f(z)] = min[p{f > a},q].

Portanto sup [min[u(E) , inf f(z) 2/ fdu, terminando assim a prova.
EcA rek Q

3.2 Propriedades da integral fuzzy

Seja (€2, A, 1) um espaco de medida fuzzy.
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Proposi¢éo 3.4Se f,g : QQ — [0, 1] sdo fungBes mensuraveisces [0, 1], entdo:
[ Jdu< [ gdn se f<g,vacA
A A
ii./fdug/fdu se ACB
A B
i /Afd,u:() se u(AN{f>0}) =0

iv. / cdp = minfe, p(A)], ¢ constante
A

v./A(f+c)du§Afdu+min[c,u(A)] :Afdu+[4cdp, c constante.

Demonstragéo:
i. Dado « € [0, 1], temos que{f > a} C {g > a}, logo

[, fdu= sup fminjap({f > a} 1 A)] < sup minfu({g > a} N 4] = [ gdp.

0<a<1 0<a<l1

ii. Consequéncia imediata de (MF2): seC B, entdou(A) < u(B)

ii. Como {f>0}=J{f> i}, entdo{f > 0} e paratodoa € [0, 1],

n>1

{fza} C{f>0}. logo u(AN{f=a})<u(An{f>0})=0.

iv. Observe que
minfo, u(A)]  se >«

minfa, p(AN{c > a})| = {

0 se ¢ <. Assim,

/A cdp = sup [minfa, p({c > a} N A)]

0<a<l

—  sup [minfa, p(A)]] = minfe, u(A)].

0<a<l
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v. Antes vamos lembrar que quaisquer que sefam,n > 0, temos:

min[¢ + m,n] < min[¢, n] + min[m, n] < min[m,n] + ¢.

Pela proposicéo 3.3 temos

/A (f +c)dp

IN

IN

sup[min[inf (f(z) + ¢), u(AN E)]]

E€A zel

sup [min[inf (f(z) + ¢), u(A)]]
EcA zelk

sup [min[inf (f(x) + ¢), p(A)]]

EeA zek

sup (minfinf (f(z), u(A)] + minfe, u(A)]]

sup [min|inf (f(2), u(A)] + min[c, p(A)]]

EcA reE

/Afdu—i-min[c,,u(A)]:/Afd,u—l—/A cdi .

Devemos observar que nao valem as igualdades:

1. Jacfdp=c [, fdu

2. [4(f+9)dp=[4 fdu+ [y gdp.

Teorema 3.1.Sejaa € [0,1]. Se |f —g| <a em A, entdo

‘/ fdu—/ gdu‘éa.
A A

Demonstracdo:Se f < g+ a em A, temos

/fdMS/(g+a)du§/ gdu+/ aduS/ gdp+a.
A A A A A

Analogamente, sg¢ < f +a

/gdué/ fdp+a.
A A
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Consequentemente;a < / fdu —/ gdu < a,
A A

ou seja, ‘/A fdu — /Agdu’ <a.

Para encerrar este paragrafo, vamos apresentar uma outra maneira de definir integral
fuzzy, que tem uma certa semelhanca com a definicdo da integral de Lebesgue. Em seguida
mostraremos que as duas definicbes sao equivalentes (Ver Ralescu e Adams, [21]).

Seja (2, A, 1) uma espaco de medida fuzzy.
Seja S uma funcédo mensuravel, simples e positiva. Entdpode ser escrita por:

S=> all, com a;#a; para i #j, onde
i=1

Ai=5Ya)={reQ:9(x)=a;} e

1 se z€A
]lAi(m) =

0 se xédA

Seja@a(S) = sup [minfay, u(A; NA)]], A€ A.

0<i<n
Definicdo 3.3.Se f : Q@ — [0, 1] é uma fun¢@o mensuravel, definimos
fdp = sup Qa(S),
A 0<S<f

onde osup € tomado sobre todas as fungbes simples mensuraveis tais gue < f .
Observacoes:

1. Se A = Q, denotaremos)q(S) por Q(S), entdo
Ffdin= sw Q(S).

0<S<f
Z.ffdﬂ: ][ Fllydp = ][ f/Ady , onde
A Q Q
{ 1 se z€A

0 se axzdA

]1A<£L'> =
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Exemplo 2. A titulo de comparacdo vamos calcular, com os dados do exemplo 1 deste
paragrafo, o valor det Xdu:
Inicialmente obser\(}e qué& é uma fungao simples e que
#A1=a e #A,=0; onde A; = X"1(X;), para i=1,2.

%
Lo
Ly
A, A, Q
X = I Xia Az = I X777 I Xa
Q) = sup fmin[e, p(A)]] = supfaninfs, - minfa,
= sup[X b | = b
- P O T e

Por outro lado, seja5 uma fungao simples,

S = Z Oéille. S X e Bl = Sil(ai).

=1
Para caday; temos:
se B;n A1 # ¢ e BN AQ = ¢, entéOBi C Al e

min[a;, u(B;)] < min(Xy, p(A1)) < Xi < p(d2) = Q(X).
se B,NA #¢ e B;NAy+# ¢, entado

minfey, 4(B;)] < o < Xi < p(Az) = Q(X).
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se BiNAi=¢ e B,NAy#¢, entaoB; C A, e
min|a;, 4(B;)] < min(Xz, p(Az)) = pu(A2) = Q(X) .
Assim, para qualques < X temos

QS) = sup [min(ay, 1u(B:)] < Q) = pu(As) = —

1<i<n a-+b

Portanto sup Q(S) < Q(X).
Como X é uma funcao simples, entdo pela definicdo de supremo temos

b
0<5<X at+b
Pelo exemplo, vimos que o calculo acima nos da um certo trabalho. Isso deve-se ao fato de
que em geral, uma vez qu@ 4(S) ndo é crescente comi, temos Q4(S) # ]é Sdy .

Exemplo 3.Vamos aqui construir um exemplo para o qual temeses) # ][ Sdu -
Q
Sejam ) = [0, 1], » a medida de Lebesgue e as funcdes simples:

5) 01

] 5 e x €| ,5]
¢1(x):Z,VxE[O,1] e ¢ox) =

; se a:E(;,l]
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Assim temos¢; < ¢, no entanto

= Q(¢2) .

»Moo
[\.’)M—t

]£¢1dﬂ Q1) = ][(zﬁgd,u = sup Q(S) >

0<S<¢o

Y
el
N

Teorema 3.2.Se f: Q — [0,1] é mensuravel, entdo

| fn= f g

Demonstracédo:(Ver Ralescu e Adams, [21]).

Corolario.

/Afdu:]gfdu, VAeA.

Demonstracéo.Pelas observacoes 2 da definicdo 3.2 e 2 da definicdo 3.3 e o teorema 3.2,
temos

[ st [ sird - s~ s

A partir de agora, usaremos uma ou outra definicao de integral fuzzy.
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3.3 Convergéncias e teoremas de convergéncias

Neste paragrafo, iremos enunciar alguns teoremas de convergéncia da teoria de medida clas-
sica que ainda valem no caso da teoria fuzzy.

As fun¢des que aparecem neste paragrafo tém dominios em um cofjuamttontradominios
[0, 1].

Teorema 3.3. (teorema da convergéncia monétonape f, : & — [0,1] sdo mensu-
raveis, fi < fo < ... e fu.(xr) — f(z) paratodoz € 2, entdo

lhnt/ ﬁﬁubzt/ fdu.

Demonstracéo.(Ver Wang [26] ou Ralescu [21]).

Lema 3.1.
[, fdu=a = pAn{f = a}) > a.

Demonstragdo.Se (AN {f > a}) > o entdo é 6bvio que/ fdu > «.
Para mostrar a desigualdade no outro sentido, (ver Wang [56]).

Para uma sequéncia decrescente, temos

Teorema 3.4.Se {f,} é uma sequéncia decrescente de fungbes mensuraveis, convergindo
para f, entao

‘AhW—eAfw,VAeA

Demonstracdo.Vamos assumir, sem perda de generalidade 4ue ) .
Se / fdu = ¢, n0Gs temos/ fadp > ¢, pois por hipétesef,, > f Vn.
Q Q

Suponhamos qudim / fadp > ¢, entéo existed > 0, tal que
n—oo Q
lim / fadp > c+ 6. Como {f,} €& decrescente nos tem9é fadiw>c+0.
Q Q

n—oo

Por outro lado{ f,, > ¢+ 0} é decrescente com e
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(V{fn>c+ 6} ={f >c+d}, logo pela continuidade de,

n>1

M{fZC+5}IT}LH§O{fnZC+5} > ¢+ ¢, usando o lema 3.1 para g5 .

Agora usando o lema 3.1 parA temos que
/ fdp > c+6 o0que éuma contradi¢ao.
Q

Este resultado vale em um caso mais geral (Ver Wang [26]).

Teorema 3.5.Se{f,,} converge uniformemente parh em A € A, entdo

[, fude— [ fau.

Demonstracdo.Dado ¢ > 0, uma vez quef, — f uniformemente, exister, tal que
|fu(z) — f(x)] < e paratodox € A com n > ny. Segue, usando o teorema 3.1, que

[ = [ g <.

Em seguida enunciaremos uma condig&o necessaria e suficiente para convergéncia de in-
tegrais fuzzy.
Seja {f,} uma sequéncia de fung¢des tais gfie: Q — [0, 1].

Definicdo 3.4. Dizemos que a sequéncidf,} converge quase sempfg.s.) paraf e
escrevemosf,, — f q.s. seu{x : f.(x) —Af(z)} = 0.

Definicdo 3.5.Dizemos que a sequéncigf,,} converge paraf em medidae nll_{go pu{x
|fn(z) — f(x)] > €} = 0 paratodoe > 0.

Definigdo 3.6.Uma medida fuzzyu éautocontinuae, e somente se, temps§AAB,) —
u(A), semprequed € A, B, € A e u(B,) — 0.

Observacoes:

1. AAB=(A—-B)U(B—A)

2. Qualquer medida classica, em particular a medida de probabilidade, € uma medida auto-
continua (Ver Wang [26]).
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3. Se € uma medida (classica) e finita, entdo convergéncia quase sempre implica na
convergéncia em medida (Ver Honig [10]).

Teorema 3.6.Sejam {f,,} e f fungbes mensuraveis. Sgf,,} converge em medida para

f emAe A entdo
[ i — [ s
A A

se, e somente s, € uma medida autocontinua.
Demonstracédo.(Ver Wang [26]).

Ralescu e Adams [21] enunciam um teorema semelhante ao teorema 3.6, supondo que
a medida p satisfagau(A U B) < u(A) + p(B) e mostram através de um exemplo que
esta hipotese é imprescindivel. Porém, Wang [26] mostra que esse exemplo dado por Ralescu e
Adams néo estava correto e que a hipétese de subaditivigadeu B) < u(A) + u(B)), é
muito forte (subaditividade—=- autocontinuidade).
Uma generalizacao destes resultados € encontrada em Greco e Bassanezi [8].

3.4 Variavel aleatoéria

Vamos aqui fazer um pequeno resumo de variaveis aleatérias no sentido classico da teoria da
probabilidade.
Seja (€2, A, P) um espaco de probabilidade.

Definicdo 3.7.A funcdo X : 2 — IR € umavariavel aleatoriase X for mensuravel.

Definicdo 3.8.A funcéo F(z) = P{w € Q : X <z} = P{X <z} é chamada funcéo de
distribuicdo acumulada d& .

Propriedades de F'.

1. Sez <y, entdo F(z) < F(y).
2. F é continua a direita. Isto €, se, | =, entdo F(z,) | F(z).
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3. Se z, | —o0, entédo F(z,) | 0. Se z, T +oo, entdo F(x,) T 1. (Logo podemos
escreverF(—oco) =0 e F(0)=1).

Demonstracédo.(Ver James, [12]).
Observe que

n—oo

F(z)—F(z_) = F(z)— lim F<x_i):P{XS$}_7}LH§O P{ng—:b}

n—oo

1
= lim P{z—— <X <z} =P{X=uza}.
n

Portanto o “salto"der” em x éiguala P{X =z} e F é continua no pontar se,
e somente seP{X = z} = 0. Vejatambém que sendd’ mondtona crescente, seu conjunto
de descontinuidade é no maximo enumeravel.

Definicdo 3.9.A esperancale X é definida por:

E(X):/ XdP:/OO dF |
Q —00

onde a primeira integral € a integral de Lebesgue com respeito a medida de probabilidade e a
segunda é a integral de Stieltjes.

Teorema 3.7.Seja X uma variavel aleat6ria positiva, entao

E(X) = /0°° P{X > z}dr = /0°° P{X > z}dz.

Demonstragéo:
1
Veja que a area hachurada correspondﬁ avdy e
0

1 1 e ) 0o
EX) :/0 vdF :/0 zdy :/0 (1— F(z))dz :/0 P{X > z}dz.
A segunda igualdade no teorema, vem do fato que

P{X >z} =P{X>z}+P{X=xa}=P{X>z}qs.

47



v =F(x)

uma vez que o conjunto dos pontos de descontinuidades(dge= P{X > xz} € no maximo
enumeravel e assim o .
/ P{X > z}dx = / P{X > z}dx.
0 0

3.5 Variaveis inexatas e valor Esperado Fuzzy (FEV: Fuzzy
Expected Value).

Vamos voltar aos nossos conjuntos fuzzy do inicio de nosso trabalho, isto é,
X:Q—10,1 e X(w)€|[0,1] daaw € (2, ograu de pertinéncia de ao nosso conjunto
fuzzy.

Seja (2, A, 1) um espago de medida fuzzy.

Definicdo 3.10. Umavariavel inexata(v.i.) em 2 ¢é qualquer funcdo mensuravel :
Q — 1[0, 1].

Se X é uma variavel inexata, entdo a funcdp : [0,1] — [0,1] definida por
f(a) = p{X > «}, tem propriedades analogas as da fungdo de distribuicdo acumulada. A
funcdo f(a) = u{X > a} € chamadéuncéo de nivet tem as seguintes propriedades:
1. Sea < 3, entdo f(a) > f(B).
2. f €écontinua a esquerda, isto €,8g T «, entdo f(«,) — f(a).
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3. £(0) = 1.

De fato,
1. SeX > 3, entdoX > a. Logo {X > B} c {X > a} e f(B) = p({x > B}) < u({x >

a}) = f(a).

2. Se o, 1 a, entdo {X > a,} édecrescented) {X > o,} | {X > a}, logo pela

n>1
continuidade dey temos lim f(a,,) = lim p([) {X > an}) = p{X > o} = f(a).

n>1

3.Sew, | 0, entdo {X > «,} écrescenteel J {X > a,} 1 {X > 0}. Assim pela
n>1

continuidade dey temos lim f(a,) = lim p({J {X > a,}) = p{X = 0} = f(0) =
n>1

Definicdo 3.11.Se f(a) = u{X > «} for continua, entdo diremos que é umavariavel
inexata do tipo continua

Sejam {X,,} e X variaveis inexatas. Nos dizemos qug converge fracamenfgara X se
fn(a) converge paraf(«) em todo ponto de continuidade dé onde f,,(a) = p{X,, > a}
e f(a) =pu{X >a}. Porémse\{a:|f,—f| >¢e} — 0comn — oo, paratodos > 0, onde
A é amedida de Lebesgue dfMm oo), dizemos quex,, converge fracamente em medida para

Definicdo 3.12.0 valor esperado fuzzyF' E'V') ouesperanca fuzzyle uma variavel inex-
ata, é definido por

FEV(X / Xdp = sup [minfa, u{X > a}]].

0<a<1

Teorema 3.8.Se{X,,} é uma sequéncia de variaveis inexatas convergindo fracamente em
medida parax entéo FEV(X,) — FEV(X).

Demonstracédo:(Ver Ralescu [20]).

Corolario. Se {X,,} € uma sequéncia de variaveis inexatas convergindo fracamente para
X, entdo FEV (X,,) — FEV(X).
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Demonstracdo.Basta ver que convergéncia fraca implica em covergéncia fraca em medida
para este caso, uma vez que nossa funf@o = u{X > «} é descontinua em um ndmero no
maximo enumeravel de pontos.

Teorema 3.9. Se f : [0,1] — [0,1] é continua, decrescente ¢(0) = 1, entdo
sup [minfa, f(a)]] = a* = f(a*) para alguma* € (0, 1].
0<a<l

Demonstracdo. A funcdo f : [0,1] — [0,1] € continua, portanto tem ponto fixo
a* € [0,1]. Como f(0) =1, entdo o* € (0, 1].

Assim, f esta nas condi¢des da proposicao 3.1, logo segue o resultado.

Corolario. Se X € uma variavel inexata do tipo continuaze uma medida fuzzy, entéo
FEV(X) = p{X > o*}, paraalguma* € [0, 1].

Demonstracao.Basta ver que a funcag(a) = u{X > «a} esta nas condi¢bes do teorema
3.9.

3.6 Comparacao entre a esperanca classica e a esperanca fuzzy

Neste paragrafo vamos comparar as esperancas classica e fuzzy de uma variavel inexata.
Note que esta comparacao faz sentido uma vez que qualquer medida de probabilidade €, em
particular, uma medida fuzzy.

Nosso problema inicial é calcular

/01 f(a)da — sup [minfe, f(a)]]|  onde,

0<a<1

sup
feu

U={f:[0,1] — [0,1]: f €én&o crescente, continua a esquerdq® = 1}.
Antes porém vamos fazer a comparacao para (imaarticular; sejaf dada por:

1
1 se 0§a§§
fla) =
L 1< <1
5 se 5 a<l.
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Entdo, sup [min[o, f(a)]] = sup [minfa, =]] = <. Assim
0<a<1 0<a<] 9

! . IR U TR

J; S~ sup minle sl =[5+ 5= 5] = 5

SejaagoraV ={f €U : [ é continua.

Lema 3.2.

sup /1 f(a)da — sup [min[a,f(a)]]‘ < i

fevlJo 0<a<1

Demonstracdo.Pelo teorema 3.9, temos que para qualqyier V, existe o* € (0, 1] tal
que sup [minfa, f(a)]] = a* = f(a*). Portanto,
0<a<l

/01 fla)da — Oilalérg)l[min[oz, f(a)]]‘ = /01 fl@)da — o
ot _/01 f(a)da‘ _ /00‘*1da_/0a* f(a)doz—/o; f(a)da’

[ 0= st@yda~ [ f(a)dal.

. a* 1
i) Vamos supor que/0 (1 - f(a))da > /a*f(a)da.

/Oa*(l — fla))da < /Oa*(l — f(a*))do = /Oa*(l —a)da = (1 —a*)a* < T

1
Como/ f(a)da > 0, temos

[ (= j(@)da— [ flayda] < 7.
ii) Se /Oa*(l—f( ))doz</alf( )da, temos
O</ d&</ doz—/Ozd&:of‘(l—of")gjl
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como /la* (1 - f(a))dar > 0, temos
7 0= fanda [ flaia] < 5
0 a*

/Olf(a)da — sup [min[a,f(a)ﬂ’ < le

0<a<l

Assim, sup
fewv

Como vimos no inicio do paragrafo 3.6, infelizmente, esta majoracédo nédo pode ser mel-
horada paraf € U .

Corolario. Se X é uma variavel aleatoria do tipo continua em um espaco de probabilidade
(2, A, P), entdo
[E(X) — FEV(X)| <

N

Demonstracéo. Pelo corolario do teorema 3.9F°EV (X) = f(a*) = a*, onde f(a) =

1
P{X > a} e peloteorema 3.7F(X) = / f(a)do. Como f esta nas condigBes do lema
3.2, segue o resultado. ’

Teorema 3.10.Seja X uma variavel aleat6ria em um espago de probabilidgdeA, P),
entao

B0~ FEV(O] < §

Demonstracdo. Como f(«a) = P{X > «a} € mensuravel ef(a) € [0,1], existe uma
sequéncia{f,} de funcdes continuas tal qug(a) € [0,1] , lim f.(a) = f(@) g.s. e para
n suficientemente grand¢,, esta nas condi¢des do lema 3.2. (Ver Rudin [24], p4g. 57).
Sejam X,, : Q — [0, 1] tais que f,(a) = P{X,, > a} (Ver James [12], pag. 201).
Como, para cadan suficientemente grandef,, esta nas condi¢cdes do corolario do lema
3.2, entédo
[E(X,) - FEV(X,)| <

o

Pelo teorema 3.7, temas(X,,) = /01 fo(@)da e E(X) = /Olf(a)da.

Agora, se por um lado, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue,
1 1
/ fola)do — / fla)da
0 0
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por outro lado, pelo Teorema 3.BEV (X,,) — FEV(X), umavez quex,, — X fracamente
em medida. Assim temos

1 1
[E(Xy) = FEV(X,)| < - dai lim |B(X,) — FEV(X,)| < 7 ou
1
| Jim E(X,) — lim FEV(X,)| = |[E(X) = FEV(X)| <

Observacoes:

1) Se f, — f fracamente ondef,, = P{X,, > a} e f = P{X > «a}, entdo, pelo
coroléario do teorema 3.8., tem-se

B0 ~ FEV(X)| <

2) Se exisitir uma sequénc g, — X em medida, coma” é autocontinua, entdo pelo
teorema 3.6F'EV (X,,) — FEV(X) e dai tem-se também

B(X) - FEV(X)| <

2 e

3) O teorema 3.10 esta demonstrado na tese de doutorado de Michio Sugeno (1974).
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Capitulo 4
APLICACOES

4.1 Modelo |

“Hear the children crying.

But | know they cry not in vain

Now the times are changing

... As you can hear the children singing
Hallelujah!

As they grow singing by and by
Halleluiah, singing in the morning

Let them sing, never let them cry."
Jean WatbindThe Wailers.

Mortalidade x Pobreza

A salde estd, em grande parte, associada as caracteristicas do meio ambiente fisico e
social em que vivem os individuos, bem como as possibilidades que eles tém de se precaver ou,
pelo menos, sanar os eventuais danos fisicos e mentais causados por este meio. Antes mesmo
de nascerem, as pessoas ja se encontram sujeitas a varios fatores que podem contribuir em de-
sastrosas sequelas, devido as condigdes do ambiente onde vivem seus pais.

E sob este aspecto que somos levados a indagar como a salde de um determinado grupo
de pessoas é afetada pelo meio onde vive. Por exemplo, se o meio for urbano, destacamos
a poluicdo como grande causador de doencas bem como as altas densidades demograficas
poderem conduzir a rapida propagacao de doencas transmissiveis que decorrem, muitas vezes,
da auséncia de sistemas de saneamentos basicos. Para evitar ou, pelo menos, sanar os proble-
mas causados pelo meio ambiente, as pessoas devem residir em areas menos poluidas e com
melhor saneamento béasico. Para tanto, o grau de pobreza de cada um é que vai permitir ou nao
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0 acesso a tais areas.

A assisténcia médica e sanitaria, de carater publico, é, em principio, um servi¢co ao qual as
pessoas tém acesso independentemente de sua pobreza, porém a demanda é, em geral, maiot
que a oferta e assim o sistema fica comprometido.

A assisténcia médica de carater privado, que costuma ser mais abundante, mais especializado
e de melhor qualidade, evidentemente seleciona seus usuarios em fungao do seu nivel de renda.

Enfim, os problemas de salude, consequentemente da mortalidade, estdo muitas vezes, asso
ciados ao meio em que cada grupo vive.

Assim, citamos apenas a renda como um fator para se analisar os problemas de saude, porém,
temos outros indicadores importantes tais como uma boa alimentacao (consumo de calorias, de
ferro, de vitaminas), posse de bens, niveis de educacao, etc. Mas todos os indicadores men-
cionados aqui sdo indicadores de “pobreza“ou complementarmente de “riqueza”.

O objetivo de nosso trabalho € mostrar efetivamente a influéncia da pobreza na esperanca de
vida de um grupo. Poderiamos ter usado, se tivessemos dados suficientes, qualquer indicador
de pobreza ou mesmo uma composicao destes indicadores. Por simplicidade e sendo realistas
guanto aos dados obtidos, usaremos o indicador nivel de renda como medida subjetiva de po-
breza, isto €, alguém sera tanto mais pobre quanto menor for sua renda.

Os valores aqui apresentados tem como fontes o DIEESE (1988) e Carvalho - Wood (1977).
Carvalho - Wood calcularam com base no censo de 1970, a expectativa de vida ao nascer, nas
diversas regides brasileiras sendo consideradas, separadamente, as areas rurais e urbanas.

Neste trabalho fazemos um estudo comparativo entre o0 método estocastico classico e as téc-
nicas da estatistica fuzzy, usando um modelo de esperanca de vida para um grupo de individuos,
considerando seu nivel salarial. A comparacéo é feita com base na distribuicdo de Pareto para
a distribuicéo salarial.

A nosso ver o procedimento com os argumentos fuzzy, além de ser mais l6gico, natural e
mais simples que o estocastico usual, € uma nova ferramenta a ser usada.

4.2 O Modelo

Seja A um grupo de pessoas com(t) individuos num instantet. A questédo é saber
quantos elementos do conjuntel estardo vivos no instantet + At), assumindo que as
“causa mortis"sejam naturais e também influenciadas pelo grau de pobreza. Assim, estamos
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interessados em saber o valor d& + At). Estamos supondo que néo haja “entrada"de outros
elementos no grupod.
O modelo estocastico de Boltzman nos da:

n(t + At) = n(t)(1 — P(At))

onde P(At) é a probabilidade de um individuo do grupb morrer durante o tempa\t.
Agora, se considerarmos que a pobreza (aqui avaliada subjetivamente pelo nivel de renda)
seja um fator de reducao do tempo de vida de cada elementh g@demos considerar:

P(At) = At(A + X(r)\2)

onde \; € ataxa de mortalidade natural (obtida em um grupo que dispde de condi¢cbes satis-
fatérias de sobrevivéncia)

X(r)Ae indica a influéncia da pobreza no aumento da taxa

X(r) indica o conjunto fuzzy dos pobres, isto &(r) € [0,1] onde r é um pardmetro
proporcional a renda e, uma constante oportuna de cada grupo.

Observamos quex(r) € nédo crescente com e quando X(r) = 1, temos
P(At) = At(M\ + X2). Entdo, (A\; + X2) pode ser considerada como a taxa de mortalidade
dos mais pobres.

Temos entéo,

n(t+ At) = n(t)[1 — At(A + X(r)A2)]

ou
n(t + At) — n(t)

= —(M +X(r)A)n(t).

At
Passando ao limite com\t — 0, obtemos a equagéo diferencial
dn
E == —()\1 + X(T‘))\Q)n

cuja solucao é dada por
n(t) = n(0)e ™M e~ XMt
O conjunto fuzzyX(r) pode ser representado de uma maneira subjetiva por qualquer fungao

nao crescente com valores em [0,1].
No nosso caso especifico, achamos conveniente definir

) {1 — (700)2} se 0<r<rg

0 se r>nrg.
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O parametrok nos da uma caracteristica do grupo estudado.

Como ja foi observado no exemplo 5 do capitulo %, (r) < Xi,(r) para todo r
se k; > ko, e portanto, quanto maior for o valor dé menor sera a taxa de mortalidade
(A1 + Xg(r)A2) do grupo.

0 se r>0
se k— 400 entio Xi(r) — Xeo(r) =
1 se r=0

Queremos ressaltar que se alguém escolher um outro conjunto fuzzy para os pobres, de
acordo com o teorema (3.10), tem-se que a diferenca entre a média cldssi¢a, e a média

1
fuzzy, FEV[n(t)], n&o é superior a.

Observacédo.Dado uma equacéao do tipo
Lu+ (\p=0

onde L é um operador diferenciavel £\) a média de algum parametr ndo € geralmente
verdade gque a sua solucdo seja a mesma solugdo médfa) da equacgéo

Lu+ Ay =0.
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Nosso problema agora é determinar o valor esperade)) da populacéo do grupal no
instante t.
A esperanca matematica é dada por:

() = [ n(t)hlr)dr

onde h(r) € afuncgdo de densidade de

De um modo geral, ndo temds(r), porém se tivermos: proporcional ao salarioy(S) =
c¢S™ , onde ¢ e m Sao constantes €5 a variavel salario do grupo, entdo a esperanca
matematica pode ser dada por:

(n(t)) = / " n(6)h(s)ds

—00

onde h(s) € a densidade dé&.

Esperanga Matematica

Aqui o conjunto A é um grupo de trabalhadores do nordeste central [Tabela 3].
Para nosso caso especifico, vamos usar a distribuicdo de Pareto [4], com parametbos
para a variavel salaric":

Th

58



Reescrevendo(, em funcdo deS temos

[1 - (5)2mr se 0<S<S
Z1(S) = Xi(r(S)) = Xg(cS™) = 0

0 se S>5

onde ro = ¢Syt e assim, n(t) = n(0)e Mt e 229
Portanto

= n(0)e ™" ab® /oo e M2tak(s) gma=l gg
b

Agora,
se So<b, Z(S)=0 para S>0b e

(n(t)) = n(0)e " ab® /boo 57 1ds =n(0)e™™" paratodo a >0,
ou seja, o valor deb no grupo é (suficientemente) grande para que nao haja interferéncia
da pobreza na esperanca do grupo.
Se S, > b, entdo o valor de(n(t)) depende dos valores de todas as constantes envolvidas.
Para a avaliacdo dos parametrose b da distribuicéo salarial, usaremos a tabela 1.
Ja para obtermos\, \», k € m, usaremos a tabela 3.
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Tabela 1

DISTRIBUICAO DO TOTAL DOS TRABALHADORES,
POR FAIXAS DE SALARIO MINIMO E
PARTICIPACAO NA FOLHA DE PAGAMENTOS,
S.T.I. METALURGICAS, MECANICAS E DE
MATERIAL ELETRICO DE RECIFE

MARCO DE 1998

Faixa de Salarios Minimos  Distribuicdo % da folha de pagamentos

No.abs %
até 2 4003 45,0 21,1
2a3 2099 23,6 18,8
até 3 6102 68,7 39,9
3a4 933 10,5 12,09
4a5 670 7,5 11,0
5a6 300 3,4 6,0
6a’7 264 3,0 6,2
7al0 367 4,1 11,1
10a 15 171 1,9 7,8
+ de 15 81 0,9 6,1
Total 8888 100,0 100,0

Fonte DIEESE.

De acordo com os dados da tabela acima, achamos conveniente avaliarraos, usando a
funcéo de distribuicdo acumulada dos salarios:

F(s) = / ab®u " tdu=1-0b"s""=R
Jb

ou
n(l — R) = alnb — alns

gue é uma equacao da forma= A + BX
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Tabela 2 - Distribuicdo Salarial Linearizada

R X(log[s]) Y (loglH])
0,45 0,693147 -0,59783
0,687 1,09861 -1,16155
0,792 1,38629 -1,57022
0,867 1,60944 -2,01741
0,901 1,79176 -2,31264
0,931 1,94591 -2.67365
10 0,972 2,30259 -3,57555
15 0,899 2,70805 -4,71053

~No g wN®»

Pela regresséo linear dos dados acima encontraim®2,031 e b = 1,726, logo
6,155 3031 ge s> 1,726

h(s) =
0 se s<1,726.

Jé a tabela 3 abaixo nos permitira avaliar os valoreade\,, Sy, k e m.

Tabela 3 - Esperanca de vida ao nascer do Nordeste Central
(CE, RN, PB, AL e FN) por classe de renda familiar per capita (zona urbana)

Classe de RendaRenda (Cr$)| E. de Vida (anos)
1 1a150 40,0
2 151 a 300 45,9
3 301 a 500 50,8
4 + de 500 54,4

(Salario vigente nos quatro primeiros meses de 1970: Cr$ 156,00)
FONTE: CARVALHO e WOOD (1977).

A tabela 3 apresenta quatro faixas de esperancas de vida.

A taxa de mortalidade naturak,, se da quando a esperanca de vida é também a natural do grupo,
isto €, sem interferéncia do salario, que neste caso é 54,4 anos.

1

Assim =
SS A1 1

1

)
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Ja \o étalque\; + \o é ataxa méxima de mortalidade do grupo. Assim,

1 1 1
AM+XA=— ou Ay =

— - =6,618 x 1073 .
10 10 54 061810

Temos mais duas esperancas de vida intermediarias na tabela 3:

1 1 1
- =459 Ao X = — =3.404 x 1073
M o) 59 0w AXi(r) = g - g = 3,404 X

1

=1,303 x 1073

1
= 50,8 ou )\QXk(TQ) = m — 544

A1+ )\QXk(T’Q)
COMo Ay = 6,618 x 1073, temos X (r1) = 0,514 e Xy(rz) = 0, 197.

. . . . g . 500 L
A tabela 3 também sugere que o nivel salarial minimo satisfatorio Sgja — = 3,2 salarios

. 156
minimos.
Observamos que; corresponde a; = 1 salario minimo er, a sy = 2 salarios minimos.
Sendor = ¢S™, temos

1 k
{1 - ()%] =0,514
Xj(r1) = 0,514 So
ou 9 k
X (r2) = 0,197 {1 - (S(])?m] = 0,197

ou ainda

1 \2m 1
=1—-0,514%
(3,2) A

2 \2m .
(3 2) =1-0,197% donde m =0,4435 e k=1,51.

Parac = 1, como Sy = 3,2 temos g = (3,2)%4435 = 1,68.

s 7151
{1—()2] se 0<r<1,68
Assim r = c¢SOH35 e X (r) = "o

0 se r>1,68.
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X1.51

1
Enquanto Zy(S) = [

_ (5)0,887}1751

3,2

0 se

se 0<85<3,2

S$>3.2.

Voltando ao nosso problema que € o célculo ¢e(t)), com os valores: a = 2,031; b =
1
1,726; A1 = ——; A2 = 6,618 x 1073; k =1,51; m = 0,4335 e Sy = 3,2 obtemos a tabela

54,4
Tabela 4
ab® [7° em 2 Pk(s) g1 Interferéncia
. t
t e Mt (fator redutor devido <Z((O))> percentual

a pobreza) da pobreza
1 | 0,9817855 0,9992888 0,9810872] 0,07113
2 | 0,9639029 0,9985811 0,9625352|  0,1419
3 | 0,9463459 0,9978672 0,9443244| 0,2131
4 | 0,9291088 0,9971596 0,9264697|  0,2840
5 1 0,9121856 0,9964519 0,908949 0,3548
10 | 0,8320826 0,9929258 0,8261962| 0,7074
20| 0,6923615 0,9859474 0,682632 1,4052
40 | 0,4793644 0,972243 0,4660586|  2,7757
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Valor Esperado Fuzzy (FEV: Fuzzy Expected Value)

De acordo com a defini¢do 3.12 s6 se calcula a média fuzzy (FEV) para conjuntosxfuzgto
é, X €[0,1].
Aqui vamos calcularFEV[Y] onde

e—[>\1+>\2xk(7")]t se 0<r<mr

Y = 67[)\1+)\2X;€(T)]t —
e—)qt

ConsiderandoH (a) = P{Y > a} entdo
H(a) = P{r: e XMt > aeAlt}_

Assim, H(a) =0 se a>e ™M e H(0)=1.
Por outro lado, se a < e ! e a #0,

H(a) = P{a<Y <e M} 4 P{Y =e M}

= P{a<Y < e_)‘lt} + P{r >}

fna A\
= P{To\/l—[—(;?ﬁ—F)\;)}k §T‘<T0}—|—P{T’ZT‘0}

= P{eS™ 29} = P{S > (1)}

(2)m o
1-— aba/ s lds se <7> >b
b

cb™ “it
— se  Y(cb") <a<e M
— Y
0 se  a>e M
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Em resumo:

1 se  a<Y(ch)
b ”
H(a) = [ c - — se  Y(cb™) <a<e M
roy/1 = [=(5 + 301
0 se  a>e Mt
ou
1 se  a<Y(ch™)
b a
Hw =1 | rn| e Y <ase
So{1 — [—(5 + 3t}
0 se  a>e Mt
(b/S)?

- -
Y(cb™) oMt 1 o

E facil ver que H(a) é continua em [0,1] com excecgéo pata= ¢~*'! e que FEV(Y) esta
compreendido entr& (cb™) e e A,

Se (;) > e Mt entdo FEV(Y) = e Mt = FEV (e™M),
0
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E 0 caso em que a esperanca fuzzy independe da renda. Em particular quands, sempre

b\ .

teremos (S> > e Mt paratodoa > 0 etodo t. Porém, pode-se teb pequeno e um grande
0 . . ~ . :

achatamentoz e ainda assim a esperanca fuzzy do grupo nao ser influenciada pela renda. Basta que o

grupo estudado ndo precise de muita renda para sobrevivéncia.
b\? L . . { b\* . . _ . .
Como (S) esta fixado, entao<s> > e~M! a partir de um determinadd e a partir dai,

0 0
a esperanca fuzzy d& passa a independer da pobreza, o que é coerente com a nossa hipétese de que

ndo ha nascimento de pessoas no grupo estudado. Assim a pobreza influencia no nimero meédio fuzzy
de pessoas do grupo enqguanto houver pobreza.

Se <S> < e~M! vamos calcular FEV(Y) determinando o ponto de fixo dél, (usando a
0

proposicéo 3.1, uma vez quE é decrescente e continua pata< e~ ).

Observamos inicialmente quE tem os mesmos pontos fixos de

—[MHA2Zi ()]t
H Y (a)=c¢ Pk para(Si)“<a<1.
0

Assim,

dH1! 2)\2kmt(b>2m 1 P (b)e—wmzk(b)]t
- k—1

= o
do a So

Q a Qa
e
dH! 2o kmt [ b \?™ 1 b\ —MiHreZi (o))t
= o —zm T Zk—1{ 1 )€ ot <
da a So a1 Qe
2\ kmit (b)Qm 1 it _ 2o k:mt<So)“ ot
a So (SLO)Qera o a b ’

como 0s nossos dados; suponde- 1, sd0 Ay = 6,618 x 1073 ; k =1,51 ;

1
m = 0,4435 ; >\1:54—4; a=2,031 e b=1,726 temos

’dH1

te M <210 2te Mt < 2.10—216*A1ﬁ
do A

1

2)\2km (S{))a
a b

~ 0,40 < 1

de onde concluimos qué/—! é uma contragdo, qualquer que seja

H(a) = o~ [51aH6:618x1073 (1~ (Sp:a3memz) 5N 21
Agora, usando o teorema do ponto fixo de Banach [1], podemos determinade modo que
a
o* = H~1(a*). Iniciamos com um valorag satisfazendo(5> < ap <1 eobtemos:
0
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Tabela 5

n(t)

ot = FEV [0

n(0)

]

N =
ooU‘l-hOJl\)l—\

0,9800555
0,9605718
0,941537
0,9229397
0,9047686
0,8199376
0,6766003
0,4687494

. . 4
A seguir apresentamos uma tabela com as diferencas entre as esperancas cq%(?)%c)ase as
n

diversas esperancas fuzz¥,E'V B((to)] para alguns valores de
Tabela 6
t | (M | FEV[ZE] | (29) - FEV[2S ]|k
1 | 0,9810872| 0,9800555 1,0317
2 | 0,9625352| 0,9605718 1,9634
3 | 0,9443294| 0,941537 2,7924
4 | 0,9264697| 0,9229397 3,5300
5 | 0,908949 | 0,9047686 4,1804
10| 0,8261962| 0,8199376 6,2486
20 | 0,682632| 0,6766003 6,0317
40 | 0,4660586| 0,4687494 2,6908

A gquarta coluna da tabela 6 acima, nos mostra as diversas diferencas das esperangas. De um
: ~ . 1.
modo geral, o teorema (3.10) nos garante que estas diferen¢cas ndo poderiam ser supgrlores a

Para 0 nosso caso especifico, € facil ver MV[%} esta compreendido entrg(ch™) e e Mt

Assim

lim
t—o0

()
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n(0)

Vale observar que, em se tratando de idade de pessa@atimitado.

Ainda, como exemplificacdo, vamos comparar as médias classica e fuzzy para os valdfes de

t ~ .
n((o)) = ¢~ M+2Z(9)lt com os valores dos parametros como anteriormente.
n

Vamos supor que os elementos do conjumto com n(0) = 150 = #A, estejam divididos em
subgrupos classificados pelos distintos salarios distribuidos assim:

ou seja,<”(t)> = FEV[%] parat suficientemente grande.

n1 = 100 estd associado corfi; = 2,0 — Y; = ¢~ %0013t o=Ait
ne = 40 estd associado comy = 2,5 — Yy = ¢~ 0,00057t oAt
ns = 10 estd associado cors = 2,5 — Y3 = 1 e M,

#{n|Y > o}
ZA

e M2tXi(I(m) g=Mit J(n) =, e S; éovalordo salarioS associado com o grupa;.

Aqui podemos considerap{n |Y > a} = P{n|Y > a} = onde Y (n;) =

ng + N3 50
= — =0,333.
#A 150 ’

i 10
SeYa<a<Vs entaou{YZQ}:%zl—m:(),O%?.

SeVi <a<Yy entdou{Y >a}=

Assim de acordo com a proposicéo 3.2, temos
FEV[Y] = mediana{0, 0677;0,333; e~ 00013 =Mt = o=000057t =Mt 1 =Mty

Parat = 1, temos FEV[Y] 20,9987 e,
Enquanto que se tomarmos a média classica para estes mesmos dados, obteremos

100Y7 + 40Y> + 10Y: —M
) = 1+ 1502 + 3 _ 6150 (100 e00018¢ 4 40 ¢=0.00057¢ 4 1)

1

0,9998 ¢~ M .

Pelo que observamos neste modelo simples temos agora um outro instrumento de avaliacéo da esper-
anca, que pode ser adaptado em varios estudos, como sistemas bioldgicos, onde os pardmetros envolvidos
sdo fortemente subjetivos. Este € um campo ainda aberto para a pesquisa.

Para finalizar, queremos ressaltar a simplicidade de se fazer o calculo da esperanca fuzzy comparado
com o célculo da esperanca classica. Para obtermos a esperanca fuzzy foi necessario apenas uma maquina
de bolso. Ja para se obter a esperanca classica, precisamos de um microcomputador e um pacote sofisti-
cado uma vez que a funcéo envolvida ndo tinha primitiva.
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Modelo Il

“Eram milh&es de passarinhos...
Luiz Melodia.

“... Give them a food

And let them grow.

Let the roots, man,

Take a floor..."

Bob MarleyandThe Walilers.

Competicdo entre Espécies

A modelagem matemética para analisar a competicdo entre espécies € um instrumento relativa-
mente novo em ecologia. Ela é baseada na interrelacdo entre 0os organismos que competem por um
recurso abiético (luz, solo, agua, etc) ou bidtico (representado, por exemplo, por um item alimentar co-
mum em suas dietas) — se um organismo for presa do outro, h4 uma relagcédo presa-predador. Se um é
animal e o outro é vegetal por ele comido, temos uma relacao herbivora e assim por diante.

De um modo geral as populacdes se relacionam para persistirem, e para tal necessitam aumentar suas
densidades.

Os modelos mateméticos de competicao e predacgéo tiveram origem com os trabalhos independentes
de Lotka (1926) e Volterra (1931), formulados através de sistemas de equacdes diferenciais tais como:

le T "
dt = Ni(ri — E ]Zl Oziij) (41)

onde

n: € 0 numero de espécies presentes na competi¢ao.
Nj;: é apopulacao da espécieno instantet .
r;. € arazdo de crescimento intrinseca da espécie

K;: é a densidade populacional na espécigue poderia existir na auséncia de competicéo (a capaci-
dade de saturagéo do ambiente).

ij: € o coeficiente de competig&o caracterizando a competicdo entre as espécigs E assumido
gue a;; = 1 (isto é, a competicao dentro da mesma espécie € logistica).

Muito tem sido escrito e pesquisado sobre este modelo geral ainda que os ecélogos coloquem
fortes duvidas sobre sua validade pois tem se mostrado frustrante a tenta@/anddir a competicdo
na natureza. Acreditamos que neste aspecto a teoria fuzzy possa contribuir substancialmente.
No que se segue, mostramos um processo proposto por Giering IlI-Kandell [7] utilizando ferramentas
de Teoria Fuzzy para a obtengéo dos coeficientes de competigao

69



Medidas de competicéo

Como originalmente proposto por Lotka, os coeficienigs e K; séo constantes empiricas a
serem determinadas. Estudos mais recentes tém tentado dar a estes parametros um significado mais
biolégico. MacArthur e Levins (in [7]) propdem uma medida parg baseados em uma utilizagéo
preferencial de um determinado tipo de recurso por uma espécie. Eles assumem para seu modelo que o
conjunto de recursos pode ser colocado ao longo de um&ikor exemplo, a competicdo pode se dar
por comida e um competidor pode selecionar seu alimento baseado no “tamanho"do mesmo. Também
definem funcdes de utilizacéo;(s) para cada espécie Estas descrevem a utilizagdo de um recurso
no pontos sobre o eixoS como aprobabilidade com que um item de recurs@ consumido em uma
unidade de tempo por um membro da espéckentao a probabilidade de um membro da espéaaim
da espécigj de usar o mesmo recursg&(s)u;(s), dado que os dois eventos séo independentes. Uma
vez que a competicao é apenas por estes recursos, 0s autores supa@esumaalestas probabilidades
para todos os recursageva ser uma boa medida de competicdo. Para recursos variando discretamente

temos

2ses wils)u;(s)
Yses [ui(s)]?
onde o denominador sugere qug; = 1. Esta condi¢cdo é equivalente a assumir que cada espécie tem

um crescimento logistico na auséncia de competidores. Neste caso,«prao 1, as equacdes de
Lotka-Volterra sdo dadas por:

dN; T N;
dtl = ]\/vZ <7"i — Iélale) = Nﬂ‘i (1 — [(z) .

Qi =

(4.2)

Para recursos variando continuamente, temos

Qi = M
? JTui(s)]?ds

Neste modelo é assumido que os recursos sao rapidamente renovados comparados com a predacao
pelos competidores. Em uma série de trabalhos anteriores, contudo, MacArthur (in [7]) mostrou que uma
formula similar parac;;, poderia ser diretamente deduzida de um modelo mais detalhado de recursos
assumindo que a populacao cresce logisticamente.

A férmula deduzida por MacArthur é baseada em dois conjuntos de equacgdes diferenciais; um de-
screve o crescimento populacional dos competidores e o outro descreve o crescimento populacional dos
recursos. Este é mais facilmente visualizado como varias espécies de organismos que 0s competidores
utilizam como comida. Para os competidores € assumido que

dN;
dt

= N;C; [Z a; ()W (s)n(s) — M;| , (4.3)

sES

onde

s: @ um ponto no eixo de recursds aqui assumido discreto.
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a;(s): é a probabilidade que um dado membro dos competidores da esp&ud®ntra e consome um
dado individuo do recurss.

W (s): € o peso individual de um recurso

n(s): € o tamanho da populag&o do recukso

M;: € o custo de manutencdo de um individuo da espgécie

Ci. € o fator que governa a conversao de unidades de recursos em individuos
da espécie.

Para as populacdes s) assumem-se que estas serdo governadas por uma série de equagdes logisticas
modificadas pela predacéo

dn(s) r(s)
) () (1)~ (6]~ 3 s}

onde

K (s): é a capacidade de saturacdo ambiental para o resurso
(s): é arazdo intrinseca de crescimento dos recussos

<

Z a;(s)N;: € o nimero de individuos dos recursgseduzido pela predagéo dos competidores.
j

Assumindo o equilibrio tanto para a populacéo de recursos como para a de competidores, temos

) ) = (o] = s (s)} =0

ou

) = K~ =Y 06N =0 )
Zai(s)W(s)n(s) - M;=0 (ii)
e substituindo (i) em (ii) obtemos
S a )W) K — 250 (5)N] - i = 0
r(s) &
ou K W
S (W ()K(s) = M;] = Y {Z wai(s)aj(s) N;=0. (4.4)



Comparando este equilibrio com o da equacao (1), temos que os termos em colchetes sao respec-
tivamente K; e o;; de (1). A fim de termosy;; = 1, devemos dividir (4) por

> A o

s

e assim obtemos

K; = {Z a;(s)W (s)K (s) — MZ}/{ZS K(i)(?)/(s)[ai(S)F}

iy = { £ FO D ai(s)ay(s) | { S, S5 faito) )

Esta formula paray;; € a mesma dada em (2) onde

Similaridade Limite

Um importante principio em um sistema de competicadcRgincipio de Exclusdo Competitiva

ou Lei de Gause que estabelece que ndo podem coexistir duas espécies competindo fortemente pelos
mesmos recursos limitados, uma vai para a extingcdo. Como 0os modelos acima pressupdem recursos lim-
itados, eles podem ser usados para verificar este principio.

O grau com que uma espécie se sobrepfe a outra em um nicho, onde a coexisténcia torna-se impos-
sivel, € chamado damilaridade limite

Para se encontraty;; como fungéo do nicho sobreposto, nGs comegaremos com o caso continuo e
assumiremos que as fungdes de utilizagdts) estdo distribuidas normalmente

ui(s) = Cexpl— (s — 0:°/0%).

C: é uma constante de normalizacgéo.
o € 0 desvio padrdo das curvas de utilizacdo, assumindo o mesmo para todo
f;: € a média de todos os tipos de recursos usados pela espécie
A hipétese ques é o0 mesmo para todas as espécies significa que todas as ayfyastem a
mesma forma.
Para obtermosy;; como fungéo da distancia, ou similaridade, entre as espécgeg, nos faremos

uma mudanca de coordenadas. Pode ser assumido, sem perda de generalidatle<q@ge NOs
podemos agora mudar o significado do eixo de recursos de maneira que

0’-:0 € 0,~:9j—91':5

? J

72



onde § é a distancia entre as médias dos recursos utilizados pelas duas espécies, dependeado de
j. Agora as fungdes utilizacdes podem ser escritas como

wils) = C expl=3 (/%) e uy(s) = C expl— (s~ 9/

e assim

C? [ exp(—3 s*/o?) exp[—3 (s — 6)?/o?|ds
G [lexp(—1 2/oD)Pds

ﬁ) [ exp[—(s — %)2/02} ds

402 | exp(—s?/0?)ds

Q5 = 04(5) =

— exp(—

) N , -
Como as curvasexp(—s2/0?) e exp|—(s — 5)2/02] tém a mesma forma, as areas limitadas
por seus gréficos sdo as mesmas, quand@ria de —co a +oo. Assim

a;j = a0) = exp [— (;)2] . (4.5)

Noés devemos agora determinar as condi¢cdes que permitem a coexisténcia das espécies. Por sim-
plicidade nés iremos usar um sistema com apenas duas espécies.
Voltando ao sistema original (1) e supondg > 0, a condicdo de equilibrio nos da
dN; T
dtZ = Ni(ri — fl Z Oéiij) =0= Ki — Z Oél‘ij =0.
i ,
J

Para duas espécies,
Kl —N1 —a12N2 =0
K2 —NQ —0421N1 =0
dai

Ky — K Ko — K
M= 02R2 g e Ny = 22 g
1 — aga91 1 — ajga91

Como 1 — ajpae; € K; S&o positivos, temos



iy

Q™

gue da a restricdo sobre as relacdes das capacidades de saturacdo em termos das distancias dos nichos.
Este grafico mostra que par&; = K, a coexisténcia é sempre possivel, mas quanto mais
proximo estdo os nichos, mais restritas séo suas relagdes.

Modelo Fuzzy de Competicdo por Recursos (Giering IlI-Kandel)

Distancia do nichentre-fenétiposrefere-se as diferengas no estilo de vida de diferentes membros
de uma espécie devido a diferencas fenotipicas.
Distancia do nichanter-fenétipos refere-se aos diferentes nichos que um simples fenétipo pode
ocupatr.
A avaliacéo dosw;; € baseada na distancia do nicho, entre-fenétipos e inter-fenétipos.
Nos definimos o conjunto de todos os organismos da especimo O;. Um elemento genérico
deste conjunto &; . O fenétipo é uma funcao (caracter) de,

0; € 0; , Ol—>C(Ol)

O fendtipo é um atributo implicito do organismo.
Serd assumido que os fendétipos podem ser colocados ao longo de um eixo unidimensional continuo.

74



Poderia se considerar que uma caracteristica dominasse a competicédo a ponto de se ignorar as demais.
Poderia também representar varias caracteristicas que pudessem ser convertidas de algum modo para
uma dimens&o continua.
A imagem C(o;) paratodoi é o conjuntoW = {vy,vs,...,v,}, onde m € o numero total de
fendtipos medidos por’(.) entre todos os competidores.
A distribuicdo de um particular fenétipo na espéci& determinada pela probabilidade, ou frequén-
cia relativa,a;;, definida como
Vik
i —
ik Nz
onde
v+ € a cardinalidade do fendtipe, na espéciei, isto €, 0 nimero de; para o qualC(o;) = vg.
N;: € o numero de individuos na espécie
Os a;;'s aqui definidos ndo sdo os mesmos que aparecem em (3) no modelo néo fuzzy mostrado
antes. Os recursos usados podem variar mesmo em um individuo, mas cada individuo tem um fenétipo
fixado.
Para variacdo dentro do fenétipo, nés definimos uma restricdo fuzzy [28] para certos recursos pref-

erenciais dos organismos associados ao conjunto fuzzy de recursos 6timos para o fendtip@).
Usando a notacado de Zadeh [28],

R(Pref(vg)) = For(vg)
onde

R: denota uma restrigéo fuzzy.
Pref(v): denota aqueles recursos mais utilizados pelos organismos com fengtipo
F,:: é o conjunto fuzzy dos recursos 6timos para os organismos com fengtipo

A funcéo grau de pertinéncia d&,;(vi) €
Xot(vk) : S e [0, 1] .

Assim X, (vg, s) representa o grau de pertinéncia do recussno conjunto de recursos 6timos para 0s
organismos com fenétipa;,. Usando a notacao de conjunto fuzzy:

Fot(vk) = Z Xot(vkas)/s :

Esta sendo assumido que a Unica maneira de duas espécies interagirem é através de seus recursos
otimos; este fator determina totalmente a competicdo. Portanto, para medir os coeficientes de competigdo
a;j , NOs devemos determinar qual o grau que a espgcifeta os recursos dé. Uma vez assumido
gue 0s organismaos competem apenas por recursos 6timos, isto envolve 0s recursos que sao 6timos para
ambas as espéciese j.
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Vamos supor, que por simplicidade, existam apenas dois organismos competindo e que seus fenoétipos
séov; e vy. Erazoavel definir os recursos 6timos como os conjuntos fuzzy

Fot Ul Z Xot V1,8 )/S € Fot UZ Z Xot V2, S

Nés definimos o conjunto de recursos 6timos para ambos 0s organismos como

Fot(v1,v2) = For(v1) N For(va) ji: min[Xot (v, $)Xot , (v2,5)]/s —>j£: p(v1,va,8)/5.

Vamos supor que sempre exista algum recuwsétimo para cada organismo, isto é, existem
e s tais queXOt(vl, 81) = Xot(U2, 52) =1.

T

1 +
XolVz)

f Xoi(V1:S)

(v, V,,.S)

Giering Il e Kandel [7] sugerem uma medida para os coeficientes de competjgado modelo
inicial (1), baseados no conjunté,;(vi,v2) definido acima. Para isto é definido o conjunto fuzzy de
recursos 6timos comuns entre as espéciesj; como

Fij =Y nij(s)/s
onde

pij = sup [min(T,n;;(é7))];
0<T<1

&r = {(vg, ve) : pw(vg, v, 8) > T}
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mij = aixaj; parao caso discreto
kol

Mij = // a;raj0 dvg dve para o caso continuo
T
com (vg,ve) € &

Observe que quanto maiog;;(s), tanto melhor € o recursg para as duas especigse j,
portanto maior a competicao por este recurso.

Como p;; : S — [0, 1], entédo a fung¢éo, como visto no paragrafo 2.5, definida por

Sup pij(s) se  A#¢
7T(A) B se

, YVAe S
0 se A=2¢
€ uma medida de possibilidade solste
Nés poderemos interpretae;;(s) como a possibilidade de ser um recurso 6timo para ambas as
espéciesi e j, umavez que m{s} = p;;(s).
Em [7], define-se

sup Mz'j(s)
sesS

—_ (4.6)
sup f;i(s)
sesS

Oéz'j =

isto €, a;; édefinido como a possibilidade relativa de um recursos que € 6timo para a espécie
i, ser também Gtimo para a espéciej .

Veja que, como em (2),o;; = 1. Alias, as definicdes dadas em (2) e em (5) pasa s&o muito
semelhantes.

A fim de ilustrar a similaridade limite no modelo fuzzy, foi assumido que os fenétipos estéo
distribuidos normalmente, isto é,

\/% - exp|—(vg — mi)2/202]

aip = a;(vg) =

onde
m;: € o fendtipo médio na espécie
o € 0 desvio padrdo dos fenétipos nas espécies para todas as espécies.

Para a fungéo grau de pertinéncia dos recursos 6timos, foi escolhida a funcédo de Lorentz:

1
Xoulor8) = T g = O
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s: € um ponto no eixo de recursos.
v: € 0 fendtipo de um competidor.
w: € um parametro particular do fenétipo.

ot T

Funcédo de Lorentz

Observe que quanto maior fas, maior a faixa de recursos 6timos para os fenétipos. Assim é de
se esperar que quanto maior far, maior sera a competicao entre 0s organismos, dai maiores serdo 0s
coeficientesay;.
Como foi feito no modelo ndo fuzzy, vamos supor que haja apenas duas espécies competindo. Assim,
para a coexisténcia, devemos ter

K1 — oK Ko —an K
N, = 1 22 o, Ny — 2 a1
1 — aioam1 1 — ajoa1
ou
1 Ky
— > — > a2 umavezque 0<ajpa <1.
ag1 Ko

Para calcularmosy;; , temos de calcular
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1
2mo?

nij(&r) = //g exp[—(vg — mi)2/202] exp[—(ve — mj)2/202]dvkdvg .
T
Sem perda de generalidade, podemos suporiguée> m; e fazendom; =0,

m; =m; —m; = d obtemos uma espécie de distancia entre-fenotipos, e podemos escrever

1
Nij = W//T exp[—v,%/QaQ] exp[—(ve — d)2/202]dvkdvg ,

onde

. 1 . 1
§r = {(Uk,W) : mm<1 +4w2(vp — 8)2 T 144w 2(vy — 8)2> = T}

1 1
{”’“ 1+ 4w =2(vy, — 5)2 = }X{W 1+4w2(ve8)2>_ }

Assim, para todd@” # 0, os limites de integracéoy, e v, , S&o tais que

wVT-T—1 N wyVT—1T = 1]
S .
2 ’ 2

Vg, Vp € ls —

ParaT =0, ¢é&r =WV xWV.

Isto significa que para se obteg;({7) nos integramos a fungéo
h(vk, vg) = exp{[—vj — (v — d)?]/20%} (4.7)

sobre o quadrado no plang,v; com o centro(s,s) elado 2g = wvT—1 —1.

Observe qued nos da a distancia entre-fendtipos e assim é de se esperar que quanto maior for o
valor de d, tanto menor sera a competi¢éo entre os organismos, dai menores sergo 0s
Para obtersup p;;(s), n6s vamos posicionar o dominio de integracéo acima, de maneira a obter o

maior volume sf)b a superficie dada por (7)
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E facil ver que h(vg,v¢) tem um ponto de maximo enfwy,,v;) = (0,d) e o volume do sélido
limitado por
h(vg,ve) , com vg,vp € [s—g,s+ g]

é maximo quando a distancia do cen{tg s) do quadrado ao ponto de maxin{6, d) for minima
dist[(s, s), (0,d)] = /8% + (s — d)? .
O valor de s que minimiza a distancia acima € o mesmo que minimiza a fungéo quadratica
s+ (s —d)? = 2s* — 2ds + d? ,
assim o valor procurado para é % isto &, s = g € o centro do quadrado que maximiza o valor de

o /] ‘T exp{[—v} — (v¢ — d)*) /0 Yduvydvg

nij =n(s, T) =
independente do valor d&, de maneira que

d
sup [min(7,7n(s,T))] < sup [min(T,n((5,7))],¥s.
0<T<1 0<T<1 2

80



Logo,

. . d
sup{ sup [min(T,n(s, 7))} < sup{ sup [min(T,n(, T)l}
seS 0<T<1 seS 0<T<1

) d
= sup [mln(T,n(§7T))]a
0<T<1

porém, pelo que vimos acima,

. . d
sup{ sup [min(7,n(s,T))]} € assumido para = — .
s€S 0<T<1 2

Assim nos temos uma formula simplificada parg :

sup [min(T, 7](%7 T))]
i = a(d w) = 0<T<1
1J ) sup [min(T, 7](07 T))]
0<T<1

n(i,T) = ﬁ //£T exp{[—v} — (v¢ — d)?]/20%] }dvyduvg

d
2

1 S+g +
= — /2 exp[—v,%/202]dvk'/

! exp[—(vy — d)?/202]dvy
2o Jd_4 g

[-¥
I

»
N

Como exp[—(ve — d)?/20?%] é simétrica em relagdo & = d, temos

dig Htg
2 2
/j exp[—(vy — d)?/202]dvy = /3d exp[—(vg — d)?/202]dv,
279 2
e da mudancay = v, — d, vem
Mg 9+g
’ exp[—(vg — d)* /20°|dv; = /2 e V2% qy .
3d_ d_
2 9 579

Assim,




S

/ \ s , - d
Desta forma (/n(=,T) corresponde a area da figura limitada pelas retas- 59 e

[\)

d 1 1-T : . -
v=g +g,o0ndeg= sv\W 7 ) pelo eixo das abscissas e pela curva normal de média zero.

Observacodes:
1) Para cada pafw,T) fixado, n decresce com o aumento d&, ou sejadado um conjunto de
recursos 6timos a competicao diminui conforme a distancia entre-fenétipos aumenta.

2) Para cada par(d,T') fixado, n cresce comw :-organismos que tém a mesma distancia
entre-fenotipica tém sua competicdo aumentada quando existem mais recursos 6timos comuns.

3) N6s observamos o crescimento dg; com o aumento dew, numericamente, COmo mostra
atabela dosw;; e para alguns valores dé. [tabela pag. 74]

A similaridade limite, isto é, a rela(;a%{—l de modo queN; > 0 e Ny > 0, pode ser melhor
2
entendida através do gréfico seguinte:
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O calculo dos coeficientes de competicag; = «(d,w) pode ser efetuado se considerarmos

~_ . d . . ,
gue a fungaon(i, T) é decrescente e continua €m para todod, e ainda

d .
n(5, 0) = lim n(

d
5 T)=1.

57
, . d
Desta forma, para cadad fixado existeT* tal que 77(5, %) =T* e

sup [min[T*m(iT*)]] =T* (cf. Proposicéo 3.1), (4.8)
0<T<1 2

Apresentamos a seguir uma tabela com valoresge considerando, por simplicidade, o valor

A ~ d . »
da varianciac? = 1, na expressao de;(g, T) e calculamos numericamente (Mathemética) usando a
férmula (8) acima.
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Tabela dosay;;

d W 2 4 6 8 10
0 1,0000000 1,0000000 1,0000000 1,0000000 1,0000000
0,2 0,9970502 0,9980361 0,9985858 0,9989281 0,9991541
0,4 0,9882793 0,9921985 0,9945392 0,9957495 0,9966528
0,6 0,9739117 0,9826468 0,9875473 0,9905805 0,9925953
0,8 0,9543162 0,9696502 0,9782675 0,983603 0,9871408
1,0 0,9300118 0,9535717 0,9668449 0,9750534 0,9804898
1,2 0,9016454 0,9348605 0,9536099 0,9651967 0,9728574
1,4 0,8699605 0,9140098 0,93892 0,9543003 0,9644508

d W 12 14 16 18 20
0 1,0000000 1,0000000 1,0000000 1,0000000 1,0000000
0,2 0,9993125 0,9994299 0,9995171 0,9995847 0,9996396
0,4 0,9972843 0,9977469 0,9980954 0,9983654 0,9985795
0,6 0,994004 0,9950335 0,9958086 0,9964089 0,9968837
0,8 0,9896133 0,9914145 0,9927691 0,9938157 0,9946437
1,0 0,9842815 0,9870387 0,9891077 0,9907045 0,9919635
1,2 09781892 0,9820582 0,9849568 0,9871855 0,9895723
1,4 09715024 0,9766075 0,980423 0,9833551 0,9856585

Observacgbes Finais:

O processo de calculo dos coeficientes; de interacé@o entre espécies, introduzido por Giering
Ill-Kandel é uma primeira tentativa de se usar a subjetividade da teoria fuzzy na modelagem de sistemas
ecolégicos. A validade do modelo utilizado assim como as dificuldades de ordem praticas ndo foram
testados ainda convenientemente, mesmo porque pressupde-se que se deva ter em laboratérios condicbes
analogas as existentes nos nichos das espécies que interagem.

Acreditamos que a principal utilidade do processo ou modelo aqui proposto é conceitual. Eles apre-
sentam uma nova relacédo entre os componentes de distancia do nicho e seus efeitos na competi¢cdo. A
distancia d entre-fenétipos depende da distribuicdo dos fenétipos e pode ser modelado por processos
estocasticos, enquanto que a distancia no nicho inter-fen6tipo esta associada a escolha feita pelo con-
sumidor e € modelada com as técnicas da estatistica fuzzy.

De qualquer forma, seria muito interessante ter-se um processo mais simples para o calayjo dos
e uma interpretacdo mais clara sobre as diferentes componentes do nicho, e suas “distancias".
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