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Introdução

A partir de 1965, ano em que Lotfi A. Zadeh publicou seu clássico artigoFuzzy Sets[42]

sobre a teoria fuzzy, muito tem-se feito na tentativa de modelar, matematicamente, conceitos

que se julgam subjetivos. Para isto, muitos autores têm generalizado vários tópicos clássicos

de matemática, de engenharia, computação e outras áreas, para incluir os casos fuzzy. Este é

o caso de Sugeno [37] que introduz o conceito deesperança fuzzy, baseando-se na definição

demedida fuzzy, onde aσ-aditividade da medida de probabilidade deixa de ser exigida. Ainda

em seu trabalho, Sugeno faz um estudo comparativo entre as esperanças clássica e fuzzy, para

uma variável aleatória normalizada, concluindo que tais esperanças diferem no máximo em
1
4
. Muitos outros conceitos de medida foram introduzidos na teoria fuzzy como, por exemplo,

medida de Sugeno, medida de possibilidade, introduzida por Zadeh [43], etc. Puri e Ralescu

[28], provam que uma medida de possibilidade não é uma medida fuzzy e finalmente Wang [40]

faz um estudo mais completo sobre os diversos tipos de medidas e integrais fuzzy.

O nosso trabalho tem embasamento teórico, principalmente nos artigos de Puri e Ralescu

[29] e [30] onde são dadas, respectivamente, as definições dediferencial e integralparafunções

fuzzyF : [a, b] ⊂ IR → En, ondeEn é uma certa classe de conjuntos fuzzy com uma estrutura

linear, sem ser espaço vetorial [29]. Em [30] também é definida uma métrica,D, para uma

classe de conjuntos fuzzy,F(IRn), que contémEn, com a qual o espaço(F(IRn), D) é completo

(mas não separável). Por outro lado, Kloeden [22] define uma métrica,H, emF(IRn) com a

qual(F(IRn), H) é separável (porém não é completo). Pelo fato deEn ser fechado emF(IRn)

[31], temos que(En, D) é espaço métrico completo e com a estrutura linear, mencionada antes,

é que torna-se possível fazer uma teoria de cálculo diferencial e integral para funções com

valores emEn.

Baseado nos conceitos de diferencial e integral para funções fuzzy, Kaleva [17], dentre

outros, desenvolve uma teoria de cálculo diferencial e integral e dá início, paralelamente a

Seikkala [36], ao estudo das equações diferenciais fuzzy, principal ferramenta, junto com as

equações de diferenças, para o nosso trabalho.

Os modelos de crescimento populacional tais como os decompetição entre espéciese
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o de presa-predador, propostos inicialmente por Lotka e Volterra (ver Bassanezi e Ferreira

[05]), apresentam graus de subjetividade principalmente no que diz respeito às interpretações

dos parâmetros que neles aparecem (ver Modelo 2 no Capítulo 7 deste trabalho). Também

a condição inicial de umproblema de Cauchypode, muitas vezes, apresentar algum grau de

imprecisão quanto ao seu verdadeiro valor e mesmo as próprias variáveis de estado podem ap-

resentar subjetividade. No modelo presa-predador, por exemplo, o que significa ser predador?

Quantas presas devem ser abatidas para que o indivíduo passe a ser considerado predador?

Mesmo que um grupo de indivíduos seja considerado predador, certamente existem vários graus

de predação dentro deste grupo. Se considerarmos estas questões relevantes, então julgamos ser

a teoria fuzzy uma ferramenta indicada para tratar tais problemas.

A estratégia básica, neste trabalho, é estudar os modelos da Biomatemática, que utilizam as

teorias de equações diferenciais e de diferenças, tratando-os dentro da teoria fuzzy. Para isto,

tais teorias são generalizadas (Capítulos 4 a 6) e duas formas de extensão são tratadas: uma

quando apenas o parâmetro multiplicativo é fuzzy e outra utilizando o princípio de extensão de

Zadeh. Tal princípio é amplamente estudado em nosso trabalho (principalmente no Capítulo 3),

possibilitando algumas aplicações (Capítulo 7).

As teorias do cálculo para multifunções, resumidas no Capítulo 1, alicerçam as respectivas

teorias do cálculo para funções fuzzy, apresentadas nos Capítulos 3 a 6. O grande elo de ligação

é o Teorema 2.3 que relaciona, univocamente, uma família de subconjuntos doIRn com um

conjunto fuzzy, cuja definição encontra-se no Capítulo 2.

Nos Capítulos 5 e 6, além de teorias de equações diferenciais fuzzy e de equações discretas,

apresentamos teoremas que, em certo sentido, nos indicam serem as soluções clássicas preferi-

das. Questões de estabilidade, ainda polêmicas para equações diferenciais fuzzy, são discutidas

e no final do Capítulo 6 apresentamos um pequeno estudo sobre as órbitas periódicas para um

sistema dinâmico fuzzy discreto.

O Capítulo 7 é dedicado às aplicações das teorias, estudadas anteriormente, em modelos da

Biomatemática. Para tanto, são feitas considerações de como deve ser tratado cada modelo e de

que forma a subjetividade, que julgamos relevante, deve ser incorporada aos modelos.
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A exemplo do que se faz para incorporar a estocasticidade nos modelos da Biomatemática

(May [25] e Turelli [39]), entendemos também ser basicamente dois os tipos de subjetividade

que aparecem nos modelos da Biomatemática: quando as variáveis de estado são consideradas

subjetivas (tratadas aqui por fuzziness demográfica) ou quando os coeficientes de modelos clás-

sicos é que têm interpretações subjetivas (fuzziness ambiental). Estas questões são ilustradas

através de exemplos e um diagrama debifurcaçãopara o modelo logístico fuzzy é apresentado,

usando o princípio de extensão de Zadeh.

Norteados pelo princípio de extensão de Zadeh, o qual nos permite estender equações difer-

enciais clássicas em questões diferenciais fuzzy, encerramos o nosso trabalho comentando que

qualquer conceito de estabilidade que venha a ser dado a uma solução de equação diferencial

fuzzy deve ser compatível com o clássico já existente, isto é, soluções que eram estáveis para

as equações clássicas devem assim permanecer para o caso estendido fuzzy.
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Capítulo 1

Multifunções

1.1 Introdução

Neste capítulo, apresentaremos alguns conceitos relacionados amultifunções, isto é, funções

que associam pontos a conjuntos. Estes conceitos servirão de base para o estudo de funções

com valores em conjuntos fuzzy. Por exemplo, os conceitos deintegral de Aumann, bem como

o dederivada de Hukuharapara multifunções, alicercam os respectivos conceitos de integral e

derivada para funções com valores em conjuntos fuzzy.

1.2 Preliminares

SejamA e B dois subconjuntos limitados e não vazios deIRn. A distância de Hausdorffentre

A eB é dada por

h(A,B) = max[ρ(A,B), ρ(B, A)]

ondeρ(A, B) = sup
a∈A

inf
b∈B

||a− b|| e || · || é a norma euclidiana emIRn.

Proposição 1.1(Puri-Ralescu [30])SejamA eB, conforme acima, então

(a) ρ(A,B) = 0, se e somente se,A ⊂ B, onde B é o fecho deB.

(b) ρ(A,C) ≤ ρ(A,B) + ρ(B,C).
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Q(IRn) denota a família de todos os subconjuntos compactos e não vazios deIRn enquanto

QC(IRn) é a família de todos os subconjuntos, compactos não vazios e convexos deIRn.

Teorema 1.2 (Puri-Ralescu [30])O espaço métrico(Q(IRn), h) é completo e separável.

Proposição 1.3SejamA, B, C ∈ Q(IRn) e A ⊂ B ⊂ C, então

h(B, X) ≤ max(h(A,X), h(C, X))

para todoX ∈ Q(IRn).

Prova: Pelo fato deA ⊂ B ⊂ C e A, B e C serem compactos, da Proposição 1.1, tem-se:

ρ(X, B) ≤ ρ(X,A) + ρ(A,B) = ρ(X,A)

ρ(B,X) ≤ ρ(B, C) + ρ(C,X) = ρ(C, X)

Portanto,

seh(B, X) ≥ h(A,X) então h(B, X) = ρ(B,X) ≤ ρ(C, X) ≤ h(C, X);

e

seh(B, X) ≥ h(C, X) então h(B,X) = ρ(X, B) ≤ ρ(X,A) ≤ h(A,X);

Isto é o que queríamos demonstrar.

EmQ(IRn) a métricah pode também ser definida por:

h(A,B) = inf{ε : B ⊂ B(A, ε) eA ⊂ B(B, ε)},

ondeB(A, ε) = {x ∈ IRn : ||a− x|| < ε para alguma ∈ A}.
Diz-se que a seqüência de subconjuntos(Ap) de IRn converge paraA ⊂ IRn, no sentido

de Kuratowski, se

lim
p→+∞ sup Ap = lim

p→+∞ inf Ap = A

onde

lim
p→+∞ sup Ap =

∞⋂

p=1

( ∞⋃

j=p

Aj

)

= {x ∈ IRn : x = lim
j→+∞

xpj
∈ Apj

, Apj
subsequência deAp}

lim
p→+∞ inf Ap = {x ∈ IRn : x = lim

p→+∞xp, xp ∈ Ap}

5



Teorema 1.4 SejamA, Ap ∈ Q(IRn), então são equivalentes

(a) lim
p→+∞h(Ap, A) = 0.

(b) i. lim
p→+∞ inf Ap = lim

p→+∞ sup Ap = A.

e

ii. todos osAp e A estão contidos em um mesmo compacto.

Prova: (Ver Hausdorff [14] ou Quelho [32]).

Agora, se tivermos(Ap) uma seqüência não decrescente (não crescente) de compactos de

IRn e se(Ap) admitir subseqüência convergindo para um compactoA, com respeito à métrica

de Hausdorff, entãolim
p→+∞h(Ap, A) = 0 (Kaleva, [16]).

Teorema 1.5 Sejaf : IRn → IRn uniformemente contínua. Então a aplicaçãoK 7→ f(K),

definida em(Q(IRn), h) é uniformemente contínua.

Prova: Dadoε > 0, seja δ > 0 tal que

||x− y|| < δ então ||f(x)− f(y)|| < ε para todox, y ∈ IRn.

SeK,C ∈ Q(IRn) e h(K, C) < δ, então para todox ∈ K, inf
y∈C
||x− y|| < δ se, e somente se,

||x − y|| < δ para algumy ∈ C e, assim,||f(x) − f(y)|| < ε, logo inf
y∈C
||f(x) − f(y)|| < ε

para todox ∈ K.

Portanto,

sup
x∈K

inf
y∈C
||f(x)− f(y)|| < ε.

De maneira análoga, temos:

sup
y∈C

inf
x∈K

||f(x)− f(y)|| < ε.

E portanto,

h(f(K), f(C)) < ε.
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Corolário 1.6 Sejam a seqüência(Ap) e A subconjuntos deQ(IRn) e f : IRn → IRn,

contínua.

Se lim
p→+∞h(Ap, A) = 0 então lim

p→+∞h(f(Ap), f(A)) = 0.

Prova: É uma conseqüência do Teorema 1.5, já que, pelo Teorema 1.4,Ap e A estão contidos

em um mesmo compactoK e f/K é uniformemente contínua.

Teorema 1.7 A funçãof : IRn → IRn é contínua se, e somente se, a aplicaçãoK 7→ f(K),

definida em(Q(IRn), h) é contínua.

Prova: Suponha que lim
p→+∞h(Ap, A) = 0. Pelo Teorema 1.4, existe um compactoIC com

Ap ⊂ IC e A ⊂ IC. Do Corolário 1.6, segue quelim
p→+∞h(f(Ap), f(A)) = 0. Consequentemente,

a aplicaçãoK 7→ f(K) é contínua. Por outro lado, é claro quef é contínua já que é restrição

de função contínua eh({x}, {y}) = ||x− y||.

Corolário 1.8 Sef : IRn → IRn é contínua e lim
p→+∞h(Ap, A) = 0, então

(1) lim
p→+∞ inf f(Ap) = f( lim

p→+∞ inf Ap) = f(A)

e

(2) lim
p→+∞ sup f(Ap) = f( lim

p→+∞ sup Ap) = f(A).

Prova: É uma conseqüência imediata dos Teoremas 1.4 e 1.7.

Para encerrar esta secção, vamos fazer um pequeno resumo sobre a função suporte de um

conjunto, cuja aplicação tem grande importância no cálculo de integrais com valores em con-

juntos. Para maiores informações, ver (Aubin [01], Kisielewicz [21]).

Definição 1.1SeA ∈ P(IRn), A 6= φ, define-se a funçãosuportedeA por

SA(x) = sup
a∈A

< x, a >

onde< ·, · > é o produto interno emIRn eP(IRn) é o conjunto das partes deIRn.

Teorema 1.9 SejamA,B ∈ QC(IRn), então :

(1) SA+B = SA + SB

(2) SλA = λSA, λ ≥ 0

(3) A = B ⇔ SA = SB.

7



Prova: Ver (Aubin [01], Kisielewicz [21]). A parte (3) é uma conseqüência do Teorema 2.4.2

[01] ou da Proposição 1.3 [21].

Teorema 1.10SejamA,B ∈ QC(IRn), então

h(A,B) = max{|SA(x)− SB(x)| : ||x|| = 1}

Prova: Ver Lema 1.4 [21].

1.3 Integral e diferencial de multifunções

A seguir, faremos um resumo dos principais resultados sobre integral e diferencial de multi-

funções, que servirão para definir a integral e a diferencial de funções com valores em conjuntos

fuzzy.

Os resultados, aqui mencionados, encontram-se em Puri e Ralescu ([29], [30]), Kaleva [17]

e suas referências.

SejaT = [a, b] ⊂ IR;

Uma multifunção emT é uma funçãoG : T → P(IRn) tal que G(t) 6= φ para todot ∈ T .

SejaS(G) o conjunto de todas asseleções integráveisdeG, isto é,

S(G) = {f : T → IRn : f é integrável ef(t) ∈ G(t), ∀t ∈ T}

A integral de AumanndeG em T é definida por

∫

T
G =

{ ∫

T
f(t)dt : f ∈ S(G)

}

Teorema 1.11SeG : T → P(IRn), então
∫

T
G = φ ou

∫

T
G é um subconjunto convexo de

IRn.

A funçãoG : T → P(IRn) é ditamensurávelse seu gráfico{(t, x) : x ∈ G(t)} é mensu-

rável, isto é:

{(t, x) : x ∈ G(t)} ∈ A × B

8



ondeA denota aσ-álgebra dos subconjuntos deIRn Lebesgue mensuráveis eB denota os sub-

conjuntos Borel mensuráveis deIRn. G é dita integravelmente limitadase existe uma função

integrávelg : T → IR tal que ||x|| ≤ g(t) para todox ∈ G(t).

Teorema 1.12SeG : T → P(IRn) é mensurável e integravelmente limitada, então

∫

T
G 6= φ

Teorema 1.13SejaG : T → P(IRn), comG(t) fechado para todot ∈ T . SeG é mensurável

e integravelmente limitada, então
∫

T
G é um subconjunto compacto deIRn.

Em virtude dos Teoremas 1.11 a 1.13, tem-se o seguinte:

Corolário 1.14 SejaG : T → P(IR), com G(t) fechado para todot ∈ T . Se G é

integravelmente limitada, então

∫

T
G = [c, d]

para c, d ∈ IR com c ≤ d.

O seguinte teorema relaciona a integral de Aumann com a integral de Lebesgue para funções

de IRn em IR através da função suporte, o que nos possibilitará e facilitará em muito o cálculo

da integral de Aumann de algumas multifunções:

Teorema 1.15SejaG : T → Q(IRn) mensurável e integravelmente limitada, então

S∫
T

G(x) =
∫

T
SG(t)(x)dt

Prova: Ver Teorema 8.6.2 [01] ou Teorema 3.2.1 [21].

Exemplo 1.1SeG(t) = [a(t), b(t)] é mensurável e integravelmente limitada, entãoa(t) e b(t)

são mensuráveis (Kaleva [17]) e

∫

T
G =

[ ∫

T
a(t)dt,

∫

T
b(t)dt

]
.
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De fato, temos que

SG(t)(x) = max{xa(t), xb(t)}

e

∫

T
SG(t)(x)dt = max

{
x

∫

T
a(t)dt, x

∫

T
b(t)dt

}
= S[

∫
t
a(t)dt,

∫
T

b(t)dt](x) ∀x ∈ IR.

Pelo Teorema 1.15 temos

S∫
T

G = S[
∫

T
a(t)dt,

∫
T

b(t)dt](x).

Como
∫

T
G é convexo e compacto, podemos usar a parte (3) do Teorema 1.9 para concluir que

∫

T
G =

[ ∫

T
a(t)dt,

∫

T
b(t)dt

]
.

Exemplo 1.2SejamT = [0, 1] e G : T → P(IRn) com G(t) = B[0, t], t ∈ [0, 1], onde

B[0, t] é a bola de centro na origem de raiot emIRn.

SG(t)(x) =< x, t
x

||x|| > se x 6= 0 e SG(t)(0) = 0

isto é,

SG(t)(x) = t||x||.

Logo

∫

T
SG(x)dt =

||x||
2

= SB[0, 1
2
](x).

Pelos Teoremas 1.9 e 1.15, tem-se

∫

T
G = B[0,

1

2
].

Exemplo 1.3Sejamf : T → IR, integrável eA ∈ Q(IRn) convexo comf(t) ≥ 0, ∀t ∈ T .

Então a funçãoG(t) = f(t)A é integravelmente limitada e,
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∫

T
G =

[ ∫

T
f(t)dt

]
A.

Usando a parte (2) do Teorema 1.9, tem-se

SG(t)(x) = f(t)SA ⇔
∫

T
SG(x)dt =

[ ∫

T
f(t)dt

]
SA = S(

∫
T

f(t)dt)A(x).

Pelos Teoremas 1.15 e 1.9, parte (3), concluímos que

∫

T
G =

[ ∫

t
f(t)dt

]
A.

O teorema seguinte é uma generalização do teorema da convergência dominada de Lebesgue:

Teorema 1.16 (Puri-Ralescu [30])SeGk : T → P(IRn) são mensuráveis e se existeh : T →
IR, integrável tal quesupk≥1 ||fk(t)|| ≤ h(t) para todo fk ∈ S(Gk) e se Gk(t) → G(t), no

sentido de Kuratowski, então
∫

T
Gk →

∫

T
G.

Observação:Segue do Teorema 1.4 que seGk e G tomarem valores emQ(IRn) com Gk(t)

e G(t) dentro de um mesmo compacto, então a convergência acima pode ser trocada pela

convergência na métrica de Hausdorff.

Para diferenciabilidade, usaremos a definição segundo Hukuhara [15]:

A função G : T → QC(IRn) é H-diferenciável em um pontot0 ∈ T se existe

DG(t0) ∈ QC(IRn) tal que

lim
k→0+

h
(

G(t0 + k)−G(t0)

k
,DG(t0)

)
= 0.

e

lim
k→0+

h
(

G(t0)−G(t0 − k)

k
, DG(t0)

)
= 0

Nos pontos extremos deT , considera-se apenas um dos limites acima.

DG(t0) é chamado deH-diferencialdeG no pontot0.

Teorema 1.17SeG : T → QC(IRn) éH-diferenciável emT , então

11



d(SG(t)(x))

dt
= SDG(t)(x)

Prova: Parax = 0, é óbvio. Dadox 6= 0, temos

lim
k→0+

∣∣∣∣S(G(t+k)−G(t))/k(x)− SDG(t)(x)
∣∣∣∣ = ||x|| lim

k→0+
h

(
G(t + k)−G(t)

k
, DG(t)

)
= 0

já queG éH-diferenciável.

A primeira igualdade vale pelo Teorema 1.10 que pode ser usado uma vez queDG(t) ∈
QC(IRn).

Agora,

d(SG(t)(x))

dt
= lim

k→0+

1

k

[
SG(t+k)(x)− SG(t)(x)

]
= lim

k→0+
S(G(t+k)−G(t))/k

(x)

= S lim
k→0+

(G(t+k)−G(t))/k
(x) = SDG(t)(x)

Note queG(t + k) − G(t) ∈ QC(IRn) para k > 0 suficientemente pequeno já queG é H-

diferenciável. De modo análogo ao que foi feito para a derivada à direita, faz-se para a derivada

à esquerda.
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Capítulo 2

Conjuntos fuzzy

2.1 Introdução

Em se tratando de “conjunto"no sentido clássico, a relação dicotômica de pertinência de um ele-

mento e um conjunto deve estar bastante clara como um conceito primitivo. Mais precisamente,

dado um conjuntoA e um elementox temos quex pertencea A (x ∈ A) ou x não pertence a

A (x /∈ A). Por exemplo, sabemos que2 ∈ IN (2 é um número inteiro positivo);1
2

/∈ IN ( 1
2

não

é um número inteiro positivo).

A noção deconjunto fuzzy, dada por Zadeh [42] em 1965, generaliza a idéia de conjunto

quando o conceito de pertinência de um elemento a um conjunto deixa de ser um conceito prim-

itivo como no caso clássico. Por exemplo, sejaIF o "conjunto"dos números inteiros positivos

"pequenos", isto é,

IF = {x ∈ IN : x é pequeno}.

Os números 2 e 20 pertencem aIF? Intuitivamente poderíamos dizer que se20 ∈ IF então

2 ∈ IF, isto é, 2 teria umgrau de pertinênciamaior que 20 em relação ao conjuntoIF. A

atribuição de um grau de pertinência de cada elemento a um conjunto passa então a ser uma

caracterização do próprio conjunto. No caso de nosso exemplo, se considerarmos a função

u : IN → [0, 1], dada poru(n) = 1
n

definindo o grau de pertinência aIF, teremos que2 ∈ IF

com grau de pertinência 0,5 e20 ∈ IF com grau de pertinência1
20

= 0, 05,ou n ∈ IF com grau
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de pertinência1
n
. Observemos que o atributopequenoparax ∈ IN é subjetivo no sentido que se

poderia ter uma infinidade de funçõesu : IN → [0, 1] definindo o grau de pertinência de cada

elemento deIF.

Podemos ainda imaginar uma infinidade de conceitos que possuem a característica de não

estarem bem definidos em suas fronteiras. Por exemplo, o “conjunto"dos homens altos, das ruas

grandes de uma cidade, o diagnóstico médico de um paciente, classificação de bactérias quanto

a sua natureza vegetal ou animal, o “conjunto"dos problemas de uma determinada localidade,

etc.

2.2 Conjuntos fuzzy

SejaX um conjunto (clássico).

Definição 2.1 Um subconjunto fuzzyIF em X é um conjunto de pares ordenados

IF = {(x, uIF(x)) : x ∈ X} onde uIF : X → [0, 1] é uma função chamadagrau de pert-

inênciadex em IF, com os graus 1 e 0 representando, respectivamente, a pertinência completa

e a não pertinência do elemento ao conjunto fuzzy.

Observações:

1. Quando quisermos nos referir a um conjunto clássicoA, iremos apenas dizer conjuntoA,

sem usar a palavra “clássico". Porém seIF for um conjunto fuzzy, usaremos a palavra

fuzzy para diferenciá-lo do conjunto clássico.

2. Veja que fixado o conjuntoX, a funçãouIF caracteriza completamente o conjunto fuzzy

IF. Por esse motivo, muitas vezes iremos nos referir ao conjunto fuzzyIF citando apenas

a função que o caracterizauIF. Omitiremos também o índiceIF, na notaçãouIF, isto é,uIF

será denotada apenas poru.

Exemplo 2.1SejaIF o subconjunto fuzzy dos números reais bem maiores do que 1. Assim,

IF = {(x, u(x)) : x ∈ X = IR}.
Sempre temos uma infinidade de escolhas parau:
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(i) u(x) =





0 se x ≤ 1

x−1
x

se x > 1

Graficamente

Figura 2.1:Conjunto fuzzy dos números bem maiores que 1.

Observemos queu é crescente,lim
x→∞u(x) = 1.

(ii) µ(x) =





0 se x ≤ 1

1− e−1000(x−1) se x > 1

também caracteriza o conjuntoIF. Observamos queµ(x) ≤ u(x), x ∈ X. Neste caso, dizemos

queµIF ⊂ uF .

A escolha deu é subjetiva porém não tão arbitrária. Seria totalmente errado

escolhermos:

(iii) u(x) =





x−1
x−2

se x ≤ 1

0 se x > 1

para representar o conjuntoIF, por razões óbvias.

Exemplo 2.2(Kandel [19])O conjunto fuzzy dosfumantesdado poru(x, t) =
xt

1 + xt
onde

x é proporcional ao número de cigarros fumados por unidade de tempo et o tempo em que o

indivíduo fumou durante sua vida.
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Exemplo 2.3(Barros-Bassanezi [04]) Vamos supor que o conjunto dospobresde uma determi-

nada localidade seja dado por:

uk(r) =





[
1− ( r

r0
)2

]k

se 0 ≤ r < r0

0 se r ≥ r0

onder é um parâmetro proporcional à renda,r0 é um determinado nível der que a partir do

qual os indivíduos não são mais diferenciados quanto à pobreza ek é um parâmetro que nos

dá uma característica do grupo estudado. O valorr0 pode eventualmente depender do ambiente

onde vive tal grupo.

A seguir nós representamos graficamente alguns conjuntos fuzzy para alguns valores dek

e r0 fixado.

Figura 2.2:uk para diversos valores dek.

Podemos verificar facilmente que sek1 ≥ k2, entãouk1(r) ≤ uk2(r) para todor.

Veja Figura 2.3.

O gráfico a seguir mostra que se um indivíduo deuk1 tem rendar∗ e outro indivíduo deuk2

também tem a mesma rendar∗, então o indivíduo deuk2 tem um grau de probreza maior que o

grau de probreza do indivíduo deuk1.
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Figura 2.3:Mesma rendar∗ em ambientes distintos.

Assim podemos dizer que, quanto à renda, é mais fácil viver nas localidades ondek é grande.

Portanto,k nos revela intuitivamente se o ambiente em que o grupo vive é mais ou menos

favorável à vida. O parâmetrok pode nos dar uma idéia do grau de saturação do ambiente e por

isso chamaremosk deparâmetro ambiental.

Observamos ainda que

se k → +∞ então uk(r) → u∞(r) =





0 se r > 0

1 se r = 0

Portanto, se por algum motivo, o parâmetro ambientalk de uma determinada localidade diminuir,

então a vida neste local torna-se mais cara. Assim, se houver danos ambientais tais como de-

struições de rios, poluição do ar, etc., o nível de renda naquela localidade deve ser aumentado

de maneira que o grau de pobreza permaneça o mesmo de antes do dano ambiental.

k1 : parâmetro ambiental antes do dano ambiental.

k2 : parâmetro ambiental depois do dano ambiental.

r1 : renda de um indivíduo antes do dano ambiental.

r2 : renda necessária para que um indivíduo que, antes do dano tinha nível de rendar1, passe a

ter depois do dano ambiental.
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Figura 2.4:Variação do parâmetrok com ambiente agredido.

É claro que há outras maneiras de compensar tais danos como, por exemplo,

construções de hospitais, tornar mais baratos os produtos básicos como alimentação,

melhorar o saneamento básico, etc.

Os conjuntos fuzzy que sugerimos para representar o grau depobreza, com a interpretação

dada acima para o parâmetrok, nos parecem razoáveis para pequenas localidades.

2.3 Os espaços métricos(F(IRn), D) e (F(IRn), H)

Com a finalidade de se obter propriedades topológicas nas famílias dos conjuntos fuzzy, vamos

nos restringir aos conjuntos fuzzy com níveis compactos não vazios:

F(IRn) = {u : IRn → [0, 1] / [u]α é compacto e não vazio para todoα ∈ [0, 1]},

onde

[u]α = {x ∈ IRn / u(x) ≥ α} se α ∈ (0, 1]

é oα-níveldeu, e

[u]0 = {x ∈ IRn / u(x) > 0}

éo suportedeu.
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Proposição 2.1O conjunto fuzzyu ∈ F(IRn) se, e somente se,

(i) u é semicontínua superiormente

(ii) [u]0 é compacto e[u]1 é não vazio.

Prova: Como[u]α ⊂ [u]0, ∀α ∈ (0, 1] e [u]0 é compacto, basta provarmos que (i) é equivalente

a [u]α ser fechado.

Dadosa ∈ Aα = {x ∈ IRn : u(x) < α} e 0 < ε < α− u(a), existe δ > 0 tal que

u(x) < ε + u(a) < u(a) + α− u(a) = α

para todox tal que||x− a|| < δ, isto éAα é aberto e portanto,[u]α = IRn − Aα é fechado.

Reciprocamente, dadosx ∈ IRn e ε > 0, com u(a) + ε < 1, a ∈ Au(a)+ε que é aberto,

existeδ > 0 tal que se||x − a|| < δ, então x ∈ Au(a)+ε, isto é, u(x) < u(a) + ε, logou é

semicontínua superiormente. Seu(a) = 1, nada a fazer.

O conjuntoF(IRn), munido da métrica

D(u, v) = sup
0≤α≤1

h([u]α, [v]α)

é um espaço métrico completo não separável (Puri-Ralescu [29]).

Kloeden [22] também define uma métrica, dosendográfico, emF(IRn):

H(u, v) = h∗(send(u), send(v))

onde

send(u) = ([u]0 × [0, 1]) ∩ end(u)

end(u) = {(x, α) ∈ IRn × [0, 1]) / u(x) ≥ α}

eh∗ é a métrica de Hausdorff no espaçoIRn × [0, 1].
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Figura 2.5:send(u).

O espaço métrico(F(IRn), H) é separável mas não completo (Kloeden [22]).

Puri e Ralescu [31] definem uma estrutura linear emF(IRn) por:

(u + v)(x) = sup
y+z=x

min[u(y), v(z)]

e

(λu)(x) =





u(x/λ) se λ 6= 0

χ{0} se λ = 0

ondeχA é a função característica do conjuntoA.

De acordo com o princípio de extensão de Zadeh e devido à continuidade das operações de

adição e multiplicação clássicas, podemos usar Nguyen [27] para concluírmos que

[u + v]α = [u]α + [u]α e [λu]α = λ[u]α, λ ∈ IR.

No que segue denotamos por

En = {u ∈ F(IRn)/u é fuzzy convexo; isto é,u(λx + (1− λ)y) ≥ min(u(x), u(y)),

∀λ ∈ [0, 1]}.
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Não é difícil provar queu é fuzzy convexo se, e somente se,[u]α é convexo,∀α ∈ [0, 1].

As operações de adição e multiplicação definidas acima estão de acordo com as correspondentes

operações de adição e multiplicação por números, para conjuntos compactos doIRn.

SejamA,B, C ∈ QC(IRn) e α, β > 0, então(α+β)A = αA+βA; α(A+B) = αA+αB

e h(A + B, A + C) = h(B,C). Da mesma forma, sejamu, v, w ∈ En, então(α + β)u =

αu+βu; α(u+v) = αu+αv, D(u+v, u+w) = D(v, w) e D(λu, λv) = |λ|D(u, v) Kaleva

[17].

O conjuntoEn é fechado emF(IRn) ([31]). Conseqüentemente,(En, D) é completo e, em-

boraEn tenha uma estrutura linear, o mesmo não é espaço vetorial. Porém, temos o importante

teorema:

Teorema 2.2 (Kaleva [18])O espaço métrico completo(En, D) pode ser imerso isometricamente

em um espaço real de Banach.

Uma importante conseqüência deste teorema consiste no fato de que conceitos dados a

funções definidas nesse espaço de Banach podem ser naturalmente transportados para o es-

paço(En, D). Este poderia ser o caso da diferencial de funçõesF : [a, b] → En, conforme Puri

e Ralescu [29]. No entanto, utilizaremos a diferencial de Hukuhara para definir a diferencial de

funçõesF : [a, b] → En, como veremos no Capítulo 4.

O próximo resultado terá importância fundamental para nosso trabalho, pois será ele o

grande elo de ligação entre conceitos clássicos (como os de mensurabilidade, integrabilidade,

diferenciabilidade, etc.) para multifunções, vistos no Capítulo 1, com os respectivos conceitos

dados às funções fuzzy.

Teorema 2.3 (Negoita e Ralescu [26])Se{Aα/0 ≤ α ≤ 1} é uma família de conjuntos com-

pactos convexos e não vazios deIRn tal que

1.
⋃

0<α≤1

Aα ⊂ A0,

2. Aα2 ⊂ Aα1 para 0 ≤ α1 ≤ α2 ≤ 1,
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3. seαk é uma seqüência não decrescente convergindo paraα, α > 0 com

Aα =
⋂

k≥1

Aαk ,

então existe umu ∈ En tal que

[u]α = Aα para todo0 < α ≤ 1

e

[u]0 =
⋃

0<α≤1

Aα ⊂ A0

É claro que seu ∈ En, então seusα-níveis satisfazem às condições 1, 2 e 3 acima.

Observamos que seu, v ∈ E1 com os α-níveis dados por:[u]α = [uα
1 , uα

2 ] e [v]α = [vα
1 , vα

2 ],

então amultiplicação fuzzydeu porv é definida através de seusα-níveis por

[u.v]α = [min uα
i vα

j , max uα
i vα

j ] para i, j = 1, 2.

A unicidade do produto está garantida pelo Teorema 2.3.

Encerramos esta secção observando que, a exemplo da multiplicação entre elementos deE1,

poderíamos ter usado o Teorema 2.3 para definir as operações de adição e a multiplicação de

conjuntos fuzzy por número real, usando estas operações nos seus níveis.

2.4 Sobre convergência de conjuntos fuzzy.

Nesta secção vamos enunciar os principais resultados e definições relacionados com tipos de

convergências nos espaços de conjuntos fuzzy, que podem ser encontrados em Quelho [31],

Kaleva [16] ou Rojas-Román [34], com o propósito de estudarmos a continuidade das funções

definidas no espaçoF(IRn).

Sejamu ∈ F(IRn) e {up} uma seqüência deF(IRn).

Definição 2.2(D-convergência). Diz-se queup D-converge parau, up
D−→ u, se
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lim
p→+∞D(up, u) = 0

Definição 2.3(L-convergência). Diz-se queup L-converge parau, up
L−→ u, se

lim
p→+∞h([up]

α, [u]α) = 0 para todoα ∈ (0, 1].

Definição 2.4(Γ-convergência). Diz-se queup Γ-converge parau, up
Γ−→ u, se

lim
p→+∞ end(up) = end (u)

no sentido de Kuratowski.

Definição 2.5(H-convergência). Diz-se queup H-converge parau, up
H−→ u, se

lim
p→+∞H(up, u) = 0.

Proposição 2.4up
Γ−→ u se, e somente se,

{u > α} ⊂ lim
p→+∞ inf{up ≥ α} ⊂ lim

p→+∞ sup{up ≥ α} ⊂ {u ≥ α}, ∀α ∈ [0, 1]

onde{u ≥ α} = {x ∈ IRn : u(x) ≥ α}

Prova: Ver (Quelho [32]).

Proposição 2.5up
H−→ u se, e somente se,

up
Γ−→ u e lim

p→+∞h([up]
0, [u]0) = 0

Prova: Ver (Quelho [32]).

A fim de se obter equivalências entre as diversas convergências de conjuntos fuzzy, pode-se

consultar (Quelho [32], Kaleva [16], Rojas-Román [34]).

Kaleva [16] prova a seguinte:

Proposição 2.6EmF(IRn) valem as seguinte implicações:
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1. D-convergência implicaL-convergência.

2. D-convergência implicaH-convergência.

Kaleva [16], através de alguns exemplos, mostra que as implicações (1) e (2) não podem ser

invertidas. Aqui nós também ilustramos este fato com o seguinte exemplo:

Exemplo 2.4Sejam

u(x) =





1 se −1 ≤ x ≤ 1

−|x|+ 2 se −2 < x ≤ −1 ou1 ≤ x < 2

0 se x ≤ −2 oux ≥ 2

e

up =





−|x|+ 2 se −2 ≤ x < p
1−p

ou p
p−1

< x ≤ 2

− |x|
p

+ 1 se p
1−p

≤ x ≤ p
p−1

0 se x ≤ −2 oux ≥ 2

para p ≥ 2

u1 =





− |x|
2

+ 1 se −2 ≤ x ≤ 2

0 se x < −2 oux > 2
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Figura 2.6:up
H−→ u, up

L
6−→ u e up

D
6−→ u.

É claro queup
H−→ u. Porémh([up]

1, [u]1) = 1 para todop ≥ 1 de maneira queup não

converge em nível e nem emD parau.

Este exemplo mostra que podemos ter uma seqüência de funções contínuas comsend(up)

convexos convergindo parasend(u) sem que hajaL-convergência. Isto não acontecerá se[up]
1

e [u]1 tiverem apenas um ponto.

Na verdade, Kaleva [16] mostra que a implicação (1) da Proposição 2.6 pode ser invertida

se nos restringirmos ao subconjuntoG de F(IRn) dos u côncavos e fuzzy convexos enquanto

que a implicação (2) poderá ser invertida se nos restringirmos ao subconjuntoG1 de G com

[u]1 tendo apenas um elemento.

Com o propósito de se obter as equivalências nas implicações (1) e (2) em outros subcon-

juntos deF(IRn) diferentes deG e G1 e que têm propriedades mais adequadas para nossos

estudos, daremos a seguinte definição:

Definição 2.6Dizemos queu ∈ F(IRn) não tem pontos de máximos locais própriosse para

todox ∈ IRn com 0 < u(x) < 1, x não é ponto de máximo local da funçãou : IRn → [0, 1].

Note que para todou ∈ F(IRn), dizer queu não tem pontos de máximos locais próprios é

equivalente a

{x ∈ IRn : u(x) > α} = [u]α
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para todoα ∈ (0, 1).

Proposição 2.7Sejamup, u ∈ F(IRn). Se u não tem pontos de máximos locais próprios

então são equivalentes.

(a) up
D−→ u

(b) up
H−→ u e [u]1 = lim

p→+∞ inf[up]
1

(c) up
L−→ u,

∞⋃

p=1

[up]
0 é limitado e lim

p→+∞ sup[up]
0 ⊂ [u]0.

Prova: Ver (Quelho [32]).

Proposição 2.8Sejamup, u ∈ F(IRn). Se u não tem pontos de máximos locais próprios e

[u]1 contém apenas um elemento, então

up
D−→ u se, e somente se,up

H−→ u.

Prova: Ver (Quelho [32] ou Rojas-Román [34])

Observação:Rojas e Román [34] mostram que o fato deu não ter pontos de máximos locais

próprios é equivalente au ter todos seusα-níveis contínuos, isto é, a funçãoα 7→ [u]α é de

níveis contínuos, ou seja, a funçãoα 7→ [u]α é contínua na métrica de Hausdorff, para todo

α ∈ [0, 1].
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Capítulo 3

Sobre a extensão de Zadeh

3.1 Introdução

A extensão de Zadeh é um exemplo concreto de uma aplicação que leva conjunto fuzzy em

conjunto fuzzy. Sua importância vai além da subjacente à própria evolução: como ferramenta

é indispensável, a nosso ver, para a estruturação matemática quando se modelam fenômenos

envoltos em grande grau de incerteza.

As aplicações vão desde modelagem de crescimento populacional Bassanezi e Barros [04]

a estudo de construções de imagem Forte e al. [09].

Nossa intenção aqui é estudar as principais propriedades da extensão de Zadeh, bem como

provar teoremas de continuidade da mesma, nos espaços métricos(F(IRn), D) e (F(IRn), H).

Propriedades sobre a extensão de Zadeh de uma função contínuaf : IR × IR → IR, foram

inicialmente estudadas por Nguyen [27] e mais recentemente por Cabrelli e al. [06] para uma

família de contrações definidas em um espaço métrico compacto. O fato de estudarmos a exten-

são de Zadeh nos espaços métricos(F(IRn), D) e (F(IRn), H) não particulariza as conclusões

se substituímosIRn por qualquer outro espaço métrico completo.
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3.2 Definição e propriedades da extensão de Zadeh

Definição 3.1A extensão de Zadehda funçãof : IRn → IRn é a funçãof̂ dada por

(f̂(u))(x) =





sup
τ∈f−1(x)

u(τ) se f−1(x) 6= φ

0 se f−1(x) = φ

para todo conjunto fuzzyu : IRn → [0, 1].

Segue imediatamente da definição que sef(x) = c, constante, entãôf(u) = ĉ = χ{c} onde

χA é a função característica do conjuntoA.

A extensão de Zadeĥf de fato estende a funçãof : IRn → IRn, identificandoIRn com

{χ{x} ∈ F(IRn) : x ∈ IRn},

uma vez que

f̂(χ{x}) = χf(x)

para todox ∈ IRn.

Gostaríamos de ressaltar quef : IRn → IRn poderia ser substituída por

f : X → X, (X, d) espaço métrico ou mesmo escolherf : A ⊂ IRn → IRn e usar teore-

mas de extensões para resultar emf : IRn → IRn. Nosso interesse em que o domínio def seja

o espaço inteiroIRn é porque o domínio dos conjuntos fuzzyu é o espaço todoIRn.

Se f é bijetora, então(f̂(u))(x) = u(f−1(x)) e assim podemos construir o gráfico do

conjunto fuzzyf̂u.
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Figura 3.1:Gráfico def̂u.

Para o caso em quef(x) = Ax + b, comA matrizn× n e b ∈ IRn, a extensão é dada por

(f̂(u))(x) =





sup
Aτ+b=x

u(τ) se Aτ + b = x tiver solução

0 se Aτ + b = x não tiver solução

Assim, se existirA−1, entãof̂ se reduz a

(f̂(u))(x) = u(A−1(x− b)).

É fácil ver que, para o caso em quef(x) = ax com a ∈ IR e x ∈ IRn, tem-se

(f̂(u))(x) =





u(a−1x) se a 6= 0

0 se a = 0

ou seja,f̂(u) = au de acordo com a definição de multiplicação de número poru (Ralescu,

[29]).
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A seguir, vamos enunciar e demonstrar um resultado que é central para futuras conclusões

neste nosso trabalho. Este resultado foi demonstrado em [27] para o caso em quef : IRn ×
IRm → IRp é sobrejetora, e mais recentemente uma generalização, usando o conceito det-

norma, foi dada por Fuller e Jeresztfalvi [10].

Teorema 3.1 Sejaf : IRn → IRn sobrejetora. Uma condição necessária e suficiente para que

[f̂(u)]α = f([u]α),

para todou : IRn → [0, 1] e α ∈ [0, 1], é queu atinja o máximo emf−1(x) para todox ∈ IRn.

Prova: Suponha sup
τ∈f−1(x)

u(τ) = s ou (f̂(u))(x) = s,

daí

x ∈ [f̂(u)]s = f([u]s).

Isto é, existey comu(y) ≥ s tal quef(y) = x. Mas, pela definição des, tem-seu(y) = s.

Por outro lado, sex ∈ [f̂(u)]α, então

(f̂(u))(x) ≥ α ou sup
τ∈f−1(x)

u(τ) ≥ α.

Como, por hipótese, existey ∈ f−1(x) tal que u(y) = sup
τ∈f−1(x)

u(τ) ≥ α, segue quex ∈
f([u]α).

Agora, sex ∈ f([u]α), existe x = f(y).

Daí

(f̂(u))(x) = sup
τ∈f−1(x)

u(τ) ≥ u(y) ≥ α, isto é x ∈ [f̂(u)]α

O teorema seguinte foi inicialmente demonstrado por Nguyen [27] para o caso em que

f : IR × IR → IR e mais recentemente por Cabrelli e al. [06] para o caso de um sistema de

conjunto fuzzy interados, no estudo de construção de imagens.
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Teorema 3.2 Sef : IRn → IRn é contínua, então a extensão de Zadeh

f̂ : F(IRn) → F(IRn) está bem definida e,

[f̂(u)]α = f([u]α)

para todoα ∈ [0, 1].

Obs: Lembremos que para provar quef̂(u) ∈ F(IRn), basta verificar que os conjuntos[f̂(u)]α

são não vazios e compactos para todo0 ≤ α ≤ 1. Assim, provaremos apenas que[f̂(u)]α =

f([u]α), já quef([u]α) é não vazio e compacto pela continuidade def , uma vez queu ∈ F(IRn).

Observemos também que sendof contínua,f−1(x) é fechado e tem-se[u]0 ∩ f−1(x) com-

pacto por ser fechado dentro do compacto[u]0.

Prova: Vamos dividir a prova em dois casosα > 0 e α = 0.

i. Paraα > 0

Sejax ∈ [f̂(u)]α, então f̂u(x) ≥ α e assim,f−1(x) 6= φ, bem como[u]0 ∩ f−1(x) 6= φ.

Assim,

(f̂(u))(x) = sup
τ∈f−1(x)

u(τ) = sup
τ∈[u]0∩f−1(x)

u(τ) = u(y) ≥ α

para algumy ∈ [u]0 ∩ f−1(x), uma vez queu é semicontínua superiormente e[u]0 ∩ f−1(x) é

compacto (Ver Rudin [35] pág. 195). Logof(y) = x e u(y) ≥ α, isto é, x ∈ f([u]α).

Por outro lado,f([u]α) ⊂ [f̂(u)]α vale sempre já que sex ∈ f([u]α), existe y ∈ [u]α e

x = f(y).

Daí (f̂(u))(x) = sup
τ∈f−1(x)

u(τ) ≥ u(y) ≥ α ou x ∈ [f̂(u)]α.

ii. Paraα = 0, tem-se

A = {x : (f̂(u))(x) > 0} = f{x : u(x) > 0} = f(B).

Sex ∈ A, então

31



sup
τ∈f−1(x)

u(τ) > 0,

daí existey com f(y) = x e u(y) > 0, isto é, x ∈ f(B).

Sex ∈ f(B), então existey ∈ B com x = f(y), logo

sup
τ∈f−1(x)

u(τ) ≥ u(y) > 0

isto é,x ∈ A.

Agora,

A = f(B) ⊃ f(B) por f ser contínua

e

A = f(B) ⊂ f(B) = f(B) pela compacidade deB e a continuidade def .

Portanto

[f̂(u)]0 = f([u]0).

Note que a família{f([u]α), 0 ≤ α ≤ 1} define um único conjunto fuzzy, já que há uma

correspondência biunívoca entre um conjunto fuzzy e a família{[u]α, 0 ≤ α ≤ 1}.
Uma conseqüência imediata do teorema acima é o seguinte:

Corolário 3.3 Sef é contínua, entãôf é monótona no seguinte sentido

f̂(u) ≤ f̂(v) se u ≤ v,

ondeu ≤ v significa u(x) ≤ v(x) para todo x ∈ IRn.

Prova: Basta verificar que[f̂(u)]α ⊂ [f̂(v)]α para todoα ∈ [0, 1].

Mas, como

[u]α ⊂ [v]α para todo α ∈ [0, 1]

e

[f̂(u)]α = f([u]α)

tem-se o resultado.
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3.3 Continuidade nos espaços métricos
(F(IRn), D) e (F(IRn), H)

Nosso objetivo é mostrar a continuidade uniforme def̂ e quef̂ ék-lipschitziana em(F(IRn), D)

sef for uniformemente contínua ek-lipschitziana respectivamente. Em seguida vamos mostrar

a equivalência entre a continuidade def̂ em(F(IRn), H) e a continuidade def emIRn.

Estes teoremas, que constituem uma parte importante de nosso trabalho, serão utilizados

nos capítulos seguintes, como por exemplo na secção 5.3 do capítulo de equações diferenciais

fuzzy.

Teorema 3.4 Sef : IRn → IRn é uniformemente contínua, então a extensão de Zadeh,

f̂ : (F(IRn), D) → (F(IRn), D)

é uniformemente contínua.

Prova: Dadoε > 0, pelo Teorema 1.5, existeδ > 0

se h([u]α, [v]α) < δ então h(f([u]α), f([v]α)) < ε.

Assim

se D(u, v) < δ então h([u]α, [v]α) < δ

que implica em

h(f [u]α), f([v]α)) = h([f̂(u)]α, [f̂(v)]α) < ε ∀α ∈ [0, 1].

Logo

sup
0≤α≤1

h([f̂(u)]α, [f̂(v)]α) < ε.

isto é

seD(u, v) < δ então D(f̂(u), f̂(v)) < ε.

Note que sêf for contínua, entãof também será já que
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D(f̂(χ{x}), f̂(χ{y})) = ||f(x)− f(y)|| para todo x, y ∈ IRn.

Teorema 3.5 Sejamf : IRn → IRn e f̂ : (F(IRn), D) → (F(IRn), D),ondef̂ é a extensão

de Zadeh. Entãof é lipschitziana com constantek se, e somente se,̂f é lipschitziana com

constantek.

Prova: Primeiro observemos que sendof lipschitziana, é também contínua e portanto podemos

usar o Teorema 3.2.

Por definiçãoD(f̂(u), f̂(v)) = sup
0≤α≤1

h(f([u]α), f([v]α)).

Agora,

h(f([u]α), f([v]α)) = max{ sup
x∈[u]α

inf
y∈[v]α

||f(x)− f(y)||, sup
y∈[v]α

inf
x∈[u]α

||f(x)− f(y)||}

≤ max{ sup
x∈[u]α

inf
y∈[v]α

k||x− y||, sup
y∈[v]α

inf
x∈[u]α

k||x− y||}

= k max{ sup
x∈[u]α

inf
y∈[v]α

||x− y||, sup
y∈[v]α

inf
x∈[u]α

||x− y||}

= kh([u]α, [v]α)

Logo,

D(f̂(u), f̂(v)) ≤ kD(u, v).

Por outro lado, como

[f̂(χ{x})]α = f(x)

para todox ∈ IRn e α ∈ [0, 1], então

D(f̂(χ{x}), f̂(χ{x})) = ||f(x)− f(y)||,

donde se conclui o teorema.

Teorema 3.6 Suponhamosf : IRn → IRn contínua e queup
L−→ u. Entãof̂(up)

L−→ f̂(u).
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Prova: Sejaα ∈ (0, 1]; pelo Teorema 1.4[up]
α e [u]α estão em um mesmo compacto. Assim,

pelo Corolário 1.6, temos a conclusão, já que[f̂(up)]
α = f([up]

α).

Teorema 3.7 f : IRn → IRn é contínua se, e somente se,f̂ : (F(IRn), H) → (F(IRn), H), é

contínua.

Prova: Suponhamos quef seja contínua; como(F(IRn), H) é espaço métrico, basta mostrar

que se up
H−→ u então f̂(up)

H−→ f̂(u), para obtermos a prova do teorema.

De acordo com a Proposição 2.5, precisamos provar que

f̂(up)
Γ−→ f̂(u) e lim

p→+∞h([f̂(up)]
0, [f̂(u)]0) = 0.

Agora, da continuidade def e da Proposição 2.4, precisamos provar que

(i) lim
p→+∞h(f([up]

0), f([u]0)) = 0

e

(ii) {f̂(u) > α} ⊂ lim
p→+∞ inf{f̂(up) ≥ α} ⊂ lim

p→+∞ sup{f̂(up) ≥ α} ⊂ {f̂(u) ≥ α},
para todoα ∈ [0, 1].

Para (i), a prova é análoga à do teorema anterior, já que podemos usar o Corolário 1.6 para

f([up]
0) e f([u]0).

Para (ii), o caso em queα = 0 é trivialmente verdade. Seα 6= 0, como no Teorema 3.2,

concluímos que

{f̂(u) > α} = f{u > α}.

Assim, da hipótese:

{u > α} ⊂ lim
p→+∞ inf[up]

α ⊂ lim
p→+∞ sup[up]

α ⊂ [u]α

temos

{f̂(u) > α} = f{u > α} ⊂ f
(

lim
p→+∞ inf[up]

α

)
⊂ f

(
lim

p→+∞ sup[up]
α

)
⊂ f([u]α).

35



Vamos finalmente provar (ii) mostrando:

(a)f
(

lim
p→+∞ inf[up]

α

)
⊂ lim

p→+∞ inf f([up]
α).

(b) f
(

lim
p→+∞ sup[up]

α

)
= lim

p→+∞ sup f([up]
α).

Verificação de (a):

Sey ∈ f
(

lim
p→+∞ inf[up]

α

)
então y = f(x) com x = lim

p→+∞xp e xp ∈ [up]
α. Comof é

contínua, temos quelim
p→+∞ f(xp) = f(x) = y. Portantoy ∈ lim

p→+∞ inf f([up]
α).

Verificação de (b):

Suponhamos quey ∈ f
(

lim
p→+∞ sup[up]

α

)
, entãoy = f(x) com

x = lim
j→+∞

xpj
e xpj

∈ [upj
]α.

Pela continuidade def ,

lim
j→+∞

f(xpj
) = f(x) = y.

Logo,

y ∈ lim
j→+∞

sup f([up]
α).

Por outro lado, sey ∈ lim
j→+∞

sup f([up]
α) então y = lim

j→+∞
f(upj

) com xpj
∈ [upj

]α.

Como [up]
α ⊂ [up]

0 e [up]
0 está em algum compactoK, pois [up]

0 h−→ [u]0, existe uma

subseqüênciaxpi
→ x. Portanto,

x ∈ lim
p→+∞ sup[up]

e

y ∈ lim
j→+∞

f(xpj
) = lim

i→+∞
f(xpi

) = f(x),

pela continuidade def e a unicidade do limite. Logoy ∈ f
(

lim
p→+∞ sup[up]

α

)
.

Provamos assim que
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seup
H−→ u então f̂(up)

H−→ f̂(u),

ou seja,

f̂ é contínua em(F(IRn), H).

É claro que sêf é contínua, entãof é contínua uma vez quêf estendef e H(χ{x}, χ{y})

= h(x, y) = ||x− y||.
Agora, para que a continuidade def acarrete a continuidade dêf na métricaD, vamos nos

restringir ao subconjunto deF(IRn) :

F∗(IRn) = {u ∈ F(IRn) : [u]1 contém apenas um elemento eu não contém pontos de

máximo local próprio}.

Corolário 3.8 Sef : IRn → IRn é contínua, então

(1) f̂(F∗(IRn)) ⊂ F∗(IRn) e

(2) f̂/F∗(IRn) é contínua na métricaD.

Prova:

(1) Sejau ∈ F∗(IRn), então pela observação feita na Definição 2.6, precisamos provar apenas

que

{f̂(u) > α} = [f̂(u)]α para α ∈ (0, 1)

e

[f̂(u)]1 contém apenas um elemento.

Mas, pela continuidade def eα 6= 0, como no Teorema 3.2, temos

{f̂(u) > α} = f{u > α} = f{u > α} = [f̂(u)]α,

onde a segunda igualdade é conseqüência da continuidade def e do fato deIRn ser espaço

métrico. A última igualdade é conseqüência do Teorema 3.2, que também nos garante:
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[f̂(u)]1 = f([u]1)

e assim[f̂(u)]1 tem apenas um elemento.

(2) Sejaup, u ∈ F∗(IRn); de acordo com a Proposição 2.8,

up
D−→ u é equivalente aup

H−→ u

que, pelo Teorema 3.7, implica em

f̂(up)
H−→ f̂(u)

e de novo, pela Proposição 2.8 e da parte (1), temos

f̂(up)
D−→ f̂(u).
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Capítulo 4

Integral e diferencial de uma função fuzzy

4.1 Introdução

Este capítulo tem como principal objetivo apresentar algumas generalizações de certos con-

ceitos e resultados básicos do cálculo diferencial e integral, com o intuito de estudarmos equações

diferenciais fuzzy (Capítulo 5). Para isto, o Teorema 2.3 será de extrema importância, pois o

mesmo, como já mencionamos na seção 2.3, nos permite olhar uma função com valores em

conjuntos fuzzy como uma família de funções com valores em conjuntos clássicos, a saber: os

α-níveis do conjunto fuzzy imagem. Assim, as definições e resultados para multifunções, vistos

no Capítulo 1, serão utilizados aqui, possibilitando-nos obter resultados na teoria fuzzy.

Iremos nos restringir, neste capítulo, ao espaço métrico completo(En, D), pois osα-níveis

de seus elementos são convexos e, como sabemos, há uma teoria bem adiantada para subcon-

juntos não vazios compactos e convexos, como resumo feito no Capítulo 1.

De um modo geral, os resultados que iremos apresentar aqui encontram-se em Puri Ralescu

[29, 30] e Kaleva [17]. Porém, muitas vezes lançaremos mão das propriedades da função su-

porte, vistas no Capítulo 1, para apresentarmos demonstrações diferentes daquelas que estão

em [17], [29] e [30].
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4.2 Mensurabilidade

Definição 4.1(Kaleva [17]). A aplicaçãoF : T → En é fortemente mensurávelse para todo

α ∈ [0, 1] a funçãoFα : T → QC(IRn) definida por

Fα(t) = [F (t)]α

é mensurável.

Observação:QC(IRn) é o subconjunto formado pelos elementos deQ(IRn) que são convexos.

Estamos usando aqui a mesma notação da Secção 1.3 em queT = [a, b] ⊂ IR.

Para ver as demonstrações dos lemas abaixo, ver Kaleva [17].

Lema 4.1 SeF : T → En é fortemente mensurável entãoF é mensurável com respeito à

topologia gerada porD.

Lema 4.2 SeF : T → En é contínua entãoF é fortemente mensurável.

Lema 4.3 SejaF : T → E1 fortemente mensurável e denote[F (t)]α = [λα(t), µα(t)] para

α ∈ [0, 1]. Entãoλα e µα são mensuráveis.

4.3 Integrabilidade

A aplicaçãoF : T → En é dita integravelmente limitadase a funçãoF0 é integravelmente

limitada.

Definição 4.2SejaF : T → En. A integraldeF emT , denotada por
∫

T
F ou

∫ b

a
F , é definida

através de seusα-níveis

[ ∫

T
F

]α

=
∫

T
Fα

para todo0 ≤ α ≤ 1, sendo
∫

T
Fα, a integral de Aumann.F é integrável sobreT se

∫

T
F ∈ En
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Teorema 4.4 (Puri e Ralescu [30]).SeF : T → En é fortemente mensurável e integravelmente

limitada, entãoF é integrável.

Embora a prova deste teorema encontre-se em [30], vamos repeti-la com mais clareza, a

nosso ver.

Prova: Precisamos verificar que

1.
∫

T
Fα existem, são compactos não vazios e convexos deIRn, para todoα ∈ [0, 1], e, de

acordo com o Teorema 2.3, também verificar

2.
⋃

0≤α≤1

∫

T
Fα ⊂

∫

T
F0,

3.
∫

T
Fα2 ⊂

∫

T
Fα1 se 0 ≤ α1 ≤ α2 ≤ 1,

4. seαk ↑ α > 0, então
∫
T Fα =

⋂

k≥1

∫

T
Fαk

.

As afirmações feitas em 1 são conseqüências dos Teoremas 1.11 a 1.13, uma vez queFα são

funções mensuráveis, integravelmente limitadas e com valores emQC(IRn), por hipótese.

As inclusões em 2 e 3 seguem do fato de

Fα2(t) ⊂ Fα1(t) se 0 ≤ α1 ≤ α2 ≤ 1.

Suponha agora queαk ↑ α > 0, então para todot ∈ T, F (t) ∈ En e assim

Fα(t) =
⋂

k≥1

Fαk
(t). Como a seqüênciaFαk

(t) é decrescente eFαk
(t) são compactos, temos

Fαk
(t) → Fα(t) no sentido de Kuratowski.

Uma vez queFα1 é integravelmente limitada eFαk
forma uma seqüência decrescente de

funções mensuráveis, existe uma função integrávelh : T → R+ tal que

supk≥1 ||fk(t)|| ≤ h(t) para todofk ∈ S(Fαk
).

Segue do Teorema 1.16 que
∫

T
Fαk

→
∫

T
Fα, no sentido de Kuratowski. Como

∫

T
Fαk

é um

seqüência decrescente de compactos doIRn, ela deve convergir para sua intersecção. Assim,

pela unicidade do limite, tem-se
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∫

T
Fα =

⋂

k≥1

∫

T
Fαk

.

que é a verificação de 4.

Teorema 4.5 (Kaleva [17]).SeF : T → (En, D) é contínua, entãoF é integrável.

Apresentaremos uma prova ligeiramente diferente daquela apresentada em [17].

Prova: Pelo Lema 4.2,F é fortemente mensurável. ComoF é contínua,F0 também o é na

métrica de Hausdorffh. Assim a funçãog : T → R+ definida porg(t) = h({0}, F0(t)) é

contínua emT já que

h({0}, F0(t0)) ≤ h({0}, F0(t)) + h(F0(t), F0(t0))

ou

h({0}, F0(t0))− h({0}, F0(t)) ≤ h(F0(t), F0(t0))

isto é

|g(t0)− g(t)| ≤ h(F0(t), F0(t0))

e a continuidade deF0 garante a deg. Logo g é integrável emT . Mas para todox ∈ F0(t),

tem-se||x|| ≤ g(t), ou seja,F é integravelmente limitada. Portanto, pelo Teorema 4.4,F é

integrável.

Teorema 4.6 (Kaleva [17]).SejaF : T → En integrável ec ∈ T . Então

∫ b

a
F =

∫ c

a
F +

∫ b

c
F .

A prova que apresentaremos é uma conseqüência do Teorema 1.15:

Prova: É claro queF é integrável em qualquer subintervalo de[a, b].

Sejaα ∈ [0, 1]. Do Teorema 1.15, tem-se
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S∫ b

a
Fα

(x) =
∫ b

a
SFα(t)(x)dt =

∫ c

a
SFα(t)(x)dt +

∫ b

c
SFα(t)(x)dt = S∫ c

a
Fα

(x) + S∫ b

c
Fα

(x).

Finalmente, usando o Teorema 1.9, concluímos

∫ b

a
Fα =

∫ c

a
Fα +

∫ b

c
Fα.

Corolário 4.7 (Kaleva [17]). SeF : T → (En, D) é contínua entãoG(t) =
∫ t

a
F é lips-

chitziana emT .

Nossa prova é uma alternativa à do Kaleva [17].

Prova: Sejams, t ∈ T com s > t. Pelo Teorema 4.6 e do fato deD(u + v, u + w) = D(v, w),

temos

D(G(s), G(t)) = D
( ∫ s

t
F, χ{0}

)
= h

( ∫ s

t
F0, {0}

)
.

Como no Teorema 4.5, a funçãog(t) = h(F0(t), {0}) assume máximo,M , em T por ser

contínua e||x|| ≤ g(t) para todox ∈ F0(t), isto é,F0(t) ⊂ B[0,M ] (bola fechada de centro na

origem e raioM ) donde

∫ s

t
F0 ⊂

∫ s

t
B[0,M ].

Logo,

h
(( ∫ s

t
F0

)
, {0}

)
≤ h

(( ∫ s

t
B[0,M ]

)
, {0}

)

= h((s− t)B[0,M ], {0}) = M(s− t)

onde a penúltima igualdade é conseqüência do Exemplo 1.3, Capítulo 1. Assim, concluímos o

corolário.
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Teorema 4.8 (Kaleva [17]).SejamF,G : T → En integráveis eλ ∈ IR. Então

(i)
∫

T
F + G =

∫

T
F +

∫

T
G

(ii)
∫

T
λF = λ

∫

T
F

(iii) D(F, G) é integrável

(iv) D
( ∫

T
F,

∫

T
G

)
≤

∫

T
D(F, G)

Prova: Ver Kaleva [87]. Notemos que a prova de (i) também poderia ser feita usando a função

suporte já que(F + G)α = Fα + Gα.

Teorema 4.9 (Kaleva [17]).SeF : T → En é integrável então a função real

(t, α) 7→ diâmetro
[ ∫ t

a
F

]α

, t ∈ T e α ∈ [0, 1],

é não decrescente emt ∈ T e não crescente emα ∈ [0, 1].

Notemos que a primeira parte é conseqüência do Teorema 4.6 e a segunda é conseqüência de∫ t

a
F ∈ En.

Exemplo 4.1SejaF (t) = f(t)u onde u ∈ En e f : T → IR é uma função integrável e

positiva. Então
∫ t

0
F =

( ∫ t

0
f(s)ds

)
u.

É claro queF é fortemente mensurável e integravelmente limitada porg(s) = af(s) onde

a = max[u]0.

A conclusão segue do fato de[λu]α = λ[u]α e do Exemplo 1.3. Este exemplo generaliza aquele

em queF (t) = A ∈ En dado por Kaleva [17] e ilustra a força do Teorema 1.15, já que foi ele

que nos possibilitou concluir o Exemplo 1.3.

Exemplo 4.2(Kaleva [17]). DefinaF : T → En por

Fα(t) =
n∏

i=1

[aα
i (t), bα

i (t)], α ∈ [0, 1].
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onde aα
i , bα

i : T → IR são integráveis, contínuas à esquerda e[aα
i (t), bα

i (t)] são os

α-níveis de um elemento deE1. F é fortemente mensurável e integravelmente limitada por

g(t) = nmax
t∈T

|bi(t)|, 1 ≤ i ≤ n.

De acordo com a demonstração do Teorema 4.4, tem-se
[ ∫

T
F

]α

=
n∏

i=1

[ ∫

T
aα

i (t),
∫

T
bα
i (t)], α ∈ [0, 1].

4.4 Diferenciabilidade

O conceito de diferenciabilidade será baseado na definição de diferenciabilidade para multi-

funções, dada por Hukuhara [15] como vimos na secção 1.3. De novo, o Teorema 2.3 nos

possibilitará a sua extensão para funçãoF : T → En.

Sex, y ∈ En e existez ∈ En tal quex = y + z, entãoz será chamado deH-diferença dex

ey, denotada porx− y. A seguinte definição é devido a Puri e Ralescu [29].

Definição 4.3A aplicaçãoF : T → En é diferenciável emt0 ∈ T se existeF ′(t0) ∈ En tal

que os limites

lim
h→0+

F (t0 + h)− F (t0)

h
e lim

h→0+

F (t0)− F (t0 − h)

h

existem e são iguais aF ′(t0).

Os limites são tomados no espaço métrico(En, D) e nos ponto extremos deT consideram-

se apenas as derivadas de um dos lados.

Puri e Ralescu [29] também usaram o conceito clássico de diferencial em espaços normados,

para dar outra definição de derivada para a funçãoF acima e provou que esta última é mais fraca

que a dada aqui.

Queremos ainda lembrar que, embora(En, D) não seja espaço vetorial, o mesmo pode ser

imerso isometricamente em um espaço de Banach (Teorema 2.2) e assim definir a diferencial

da funçãoF , como comentada acima (Ver Puri e Ralescu [29] e Kaleva [18]).

Proposição 4.10SeF : T → En é diferenciável, então a multifunçãoFα é H-diferenciável

para todoα ∈ [0, 1] e DFα(t) = [F ′(t)]α onde DFα é aH-diferencial da funçãoFα.
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Prova: conseqüência imediata da definição deF ′(t).

É claro que a recíproca da Proposição 4.10 não é verdadeira uma vez que a diferença de

Hukuhara[x]α− [y]α, α ∈ [0, 1], não implica naH-diferençax−y. Contudo, tem-se o seguinte

Teorema 4.11 (Kaleva [17]).SejaF : T → En satisfazendo as hipóteses:

(a)Para cadat ∈ T existeβ > 0 tal que asH-diferençasF (t + k)− F (t) e F (t)− F (t− k)

existam para todo0 ≤ k ≤ β;

(b) As funçõesFα, α ∈ [0, 1] são uniformementeH-diferenciáveis com derivadasDFα, isto é,

para cadat ∈ T e ε > 0 existe δ > 0 tal que

h((Fα(t + k)− Fα(t))/k, DFα(t)) < ε

e

h((Fα(t)− Fα(t− k))/k, DFα(t)) < ε

para todo0 ≤ k < δ e α ∈ [0, 1].

EntãoF é diferenciável e a derivada deF é dada pela Proposição 4.10.

Teorema 4.12 (Kaleva [17]).SejaF : T → E1 diferenciável e denote[F (t)]α = [fα(t), gα(t)],

α ∈ [0, 1]. Então fα e gα são diferenciáveis e

[F ′(t)]α = [f ′α(t), g′α(t)].

Prova: Basta ver que

1

k
[F (t + k)− F (t)]α = [(fα(t + k)− fα(t))/k, (gα(t + k)− gα(t))/k]

e passar ao limite. Para[F (t)− F (t− k)]α faz-se o mesmo.

Teorema 4.13 (Kaleva [17]).SeF, G : T → En são diferenciáveis eλ ∈ IR, então

(a)F e G são contínuas

(b) (F + G)′(t) = F ′(t) + G′(t)

(c) (λF )′(t) = λF ′(t).
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Prova:

(a) Sejak > 0 de modo que aH-diferençaF (t + k)− F (t) existe, então

D(F (t + k), F (t)) = D(F (t + k)− F (t), χ{0})

≤ kD((F (t + k)− F (t))/k, F ′(t)) + kD(F ′(t), χ{0}),

e pela diferenciabilidade deF , o lado direito da desigualdade vai para zero sek → 0+. De

maneira análoga tira-se a continuidade à esquerda deF .

Para provar (b) e (c), basta usar as propriedades da métricaD:

D(u + v, u + w) = D(v, w)eD(λu, λv) = |λ|D(u, v).

Teorema 4.14 (Kaleva [17]). SejaF : T → En contínua. Então para todot ∈ T a função

G(t) =
∫ t

a
F é diferenciável eG′(t) = F (t).

Prova: De acordo com o Teorema 4.5,F é integrável e parak > 0, suficientemente pequeno

G(t + k)−G(t) =
∫ t+k

t
F .

Sejaε > 0. Pelo Exemplo 4.1, Teorema 4.8 e pela continuidade deF , tem-se

D((G(t + k)−G(t))/k, F (t)) =
1

k
D

( ∫ t+k

t
F (s)ds,

∫ t+k

t
F (t)ds

)

≤ 1

k

∫ t+k

t
D(F (s), F (t))ds < ε

De modo análogo, conclui-se quelim
k→0+

G(t)−G(t− k)

k
= F (t).

Teorema 4.15 (Kaleva [17]). SejaF : T → En diferenciável e suponha queF ′ é integrável.

Então para todos ∈ T tem-se

F (s) = F (a) +
∫ s

a
F ′
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Faremos a prova deste teorema para ilustrar, mais uma vez, a importância da função suporte

no estudo do cálculo de funções com valores em conjuntos fuzzy.

Prova: Como existeF ′, então, de acordo com a Proposição 4.10, devemos apenas mostrar que

para todoα ∈ [0, 1],

Fα(s) = Fα(a) +
∫ s

a
DFα.

Agora, usando os Teoremas 1.15 e 1.17 e os fatos queFα(s) − Fα(a), DFα e
∫ s

a
DFα são

subconjuntos não vazios deQC(IRn), temos

S∫ s

a
DFα

(x) =
∫ s

a
SDFα(t)(x)dt =

∫ s

a

d

dt
[SFα(t)(x)]dt

= SFα(s)(x)− SFα(a)(x) ∀x ∈ IRn

Logo, de acordo com o Teorema 1.9, tem-se

Fα(s) = Fα(a) +
∫ s

a
DFα

Teorema 4.16 (Kaleva [17]). SejaF : T → En diferenciável emT . Se t1, t2 ∈ T com

t1 ≤ t2 então existeC ∈ En tal queF (t2) = F (t1) + C.

Prova: SeF ′ for integrável, o resultado segue do teorema anterior. Para a demonstração geral

ver Kaleva [17].

Corolário 4.17 SeF : T → En é diferenciável emT então para cadaα ∈ [0, 1] a função real

t 7→ dim[F (t)]α é não decrescente emT , ondedim A é o diâmetro do conjuntoA.

Teorema 4.18 (Kaleva [17]).SeF : T → En é continuamente diferenciável emT . Então

D(F (b), F (a)) ≤ (b− a)sup
t∈T

D(F ′(t), χ{0}).
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Prova: Usando os Teoremas 4.8 e 4.15, obtemos

D(F (b), F (a)) = D(
∫

T

F ′, χ{0}) ≤ (b− a)sup
t∈T

D(F ′(t), χ{0}).

Teorema 4.19 (de Rolle) (Kaleva [17]).SejaF : T → E1 diferenciável emT . SeF (a) = F (b)

então existet0 ∈ T tal queF ′(t0) = χ{0}.

Prova: Pelo Teorema 4.16,F (t) = F (a) + R(t) para algumR(t) ∈ E1. Uma vez queF (b) =

F (a) então pelo Corolário 4.17diam Fα(t) é constante emT para todoα ∈ [0, 1]. Segue que

diam Rα(t) = 0 e conseqüentementeR(t) = χr(t) para alguma funçãor(t) ∈ IR diferenciável

já queF o é. Mais ainda,r(a) = r(b) = 0 e assim existet0 ∈ T tal quer′(t0) = 0. Como

existeF ′(t) então, pela Proposição 4.10, basta mostrar queDFα(t0) = 0:

SDFα(t)(x) =
d

dt
SFα(a)+r(t)(x) = Sr′(t)(x) ∀x

ou

DFα(t) = r′(t), ∀t ∈ T e ∀α ∈ [0, 1],

logo

F ′(t0) = χr′(t0) = χ{0}

Exemplo 4.3SejaF (t) = f(t)u onde u ∈ En e f : T → R+ é crescente e de classeC1.

EntãoF é derivável eF ′(t) = f ′(t)u.

Prova: Vamos mostrar quef ′(t)u é contínua, portanto integrável e, usando o Exemplo 4.1,

temos

F (t) = F (a) +
( ∫ t

a
f ′(s)ds

)
u = F (a) +

∫ t

a
f ′(s)u

e finalmente, dos Teoremas 4.13 e 4.14 tem-se

49



F ′(t) = f ′(t)u.

A funçãof ′(t)u é contínua pois, parat ∈ T e ε > 0, existe δ > 0 tal que se |s − t| < δ

então

D(f ′(t)u, f ′(s)u) = sup
0≤α≤1

h(f ′(t)[u]α, f ′(s)[u]α)

= sup
0≤α≤1

max
||x||=1

∣∣∣∣Sf ′(t)[u]α(x)− Sf ′(s)[u]α(x)
∣∣∣∣

= sup
0≤α≤1

max
||x||=1

∣∣∣∣(f ′(t)− f ′(s))S[u]α(x)
∣∣∣∣

= |f ′(t)− f ′(s)| sup
a∈[u]0

|a| < ε.

Exemplo 4.4SejamF (t) = f(t)u como no exemplo anterior er : T → IRn uma função

diferenciável. Então a funçãoG(t) = χr(t)+F (t) pode ser interpretada comoF (t) se deslocado

ao longo da curvar no IRn.

De acordo com os Teoremas 4.8 e 4.13 temos

∫

T
G = χ∫

T
r(t)dt +

( ∫

T
f(t)dt

)
u

e

G′(t) = χr′(t) + f ′(t)u.

Fazendof(t) = 1, obtemosG(t) = χr(t) + u, exemplo dado por Kaleva [17].
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Capítulo 5

Equação diferencial fuzzy

5.1 Introdução

Com o intuito de modelar fenômenos com algum grau de incerteza, apresentamos aqui os princi-

pais resultados sobre equação diferencial fuzzy, ferramenta esta apropriada para tais fenômenos,

a exemplo das equações diferenciais clássicas, que modelam fenômenos que admitimos serem

determinísticos.

Os resultados aqui apresentados foram basicamente desenvolvidos por Kaleva [17,18] Seikkala

[36]. Kaleva [17] desenvolve uma teoria mais abrangente, emEn, enquanto Seikkala [36] se

restringe ao espaçoE1. Mais recentemente, Wu e al. [41] demonstram a existência e unici-

dade do problema de Cauchy para equações diferenciais fuzzy com o campo satisfazendo uma

condição de Cauchy generalizada e também estudam a relação entre a solução de uma equação

diferencial fuzzy e suas soluções aproximadas.

Considerações sobre parâmetros fuzzy, bem como apenas a condição inicial fuzzy, são feitas

e, para este caso, verificamos que, em um certo sentido, a solução determinística é “preferida".

5.2 Equação diferencial fuzzy

SejaF : T × En → En e consideremos o problema de valor inicial

u′(t) = F (t, u(t)), u(a) = u0, a > 0 (5.1)
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Lema 5.1 SejaF : T × En → En contínua. A funçãou : T → En é solução de (5.1) se e

somente se é contínua e satisfaz a equação integral

u(t) = u0 +
∫ t

a
F (s, u(s))ds (5.2)

para todot ∈ T .

Prova: Seu(t) é solução de (5.1), então de acordo com os Teoremas 4.13 e 4.15,u(t) é contínua

e satisfaz (5.2). Por outro lado, seu(t) satisfaz (5.2), entãou(t) satisfaz (5.1) pelos Teoremas

4.13 e 4.14.

Notemos que o Lema 5.1 não pode ser estendido parat < a pois, em vista do Corolário 4.17,

diam [u(t)]α é não decrescente já queu(t) é diferenciável. Porémdiam [u(t)]α ≥ diam [u0]
α

por satisfazer (5.2) mesmo parat < a.

Como para o caso de espaços de dimensão finita, aqui também temos uma condição que nos

garante a existência e unicidade do problema de valor inicial (5.1) emT . Mais ainda, a solução

depende continuamente do valor inicial.

Teorema 5.2 (Kaleva [17]). SejaF : T × En → En contínua e lipschitziana na segunda

variável, isto é, existek > 0 tal que

D(F (t, u), F (t, v)) ≤ kD(u, v)

para todot ∈ T, u, v ∈ En. Então o problema (5.1) tem solução única emT .

Apresentaremos aqui a prova dada por Kaleva [17].

Prova: Dado(t1, v) ∈ T × En e η > 0 tal que ηk < 1, então o problema

u′(t) = F (t, u(t)), u(t1) = v (5.3)

tem solução única emI1 = [t1, t1 +η], pois paraζ ∈ C(I1, E
n), conjunto das funções contínuas

deI1 emEn, defina a função

Gζ(t) = v +
∫ t

t1
F (s, ζ(s))ds, t ∈ I1

e a métrica
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H(ζ, ϕ) = sup
t∈I1

D(ζ(t), ϕ(t))

emC(I1, E
n). Pelo fato de(En, D) ser completo,C(I1, E

n) também é completo.

Pelo Corolário 4.7,Gζ ∈ C(I1, E
n). Mais ainda, pelo Teorema 4.8 e a continuidade deF bem

como o fato deF ser lipschitziana na segunda variável, temos

H(Gζ, Gϕ) = sup
t∈I1

D
( ∫ t

t1
F (s, ζ(s))ds,

∫ t

t1
F (s, ϕ(s))ds

)

≤
∫ t1+η

t1
D(F (s, ζ(s)), F (s, ϕ(s))ds ≤ ηkH(ζ, ϕ)

para todoζ, ϕ ∈ C(I1, E
n). Portanto, pelo Teorema de Banach para contrações,G tem ponto

fixo que, pelo Lema 5.1, é a solução de (5.3).

ExpressandoT como reunião finita de intervalosIk com comprimentos menores queη e,

unindo cada uma das soluções obtidas emIk, obtemos a única solução emT .

Corolário 5.3 SejaF como no Teorema 5.2. Denote poru(t, u0) a solução para o problema

(5.1) com valor inicialu0. Então existe um número realq tal que

H(u(·, u0), u(·, v0)) ≤ qD(u0, v0)

para quaisqueru0, v0 ∈ En.

Prova (dada por Kaleva [17]) SejamIk, k = 1, ..., m como no Teorema e denoteu = u(tk, u0)

e v = u(tk, v0). Fazendo

Guζ(t) = u +
∫ t

tk

F (s, ζ(s))ds

temos

H(Guu(·, u0), Gvu(·, u0)) = D(u, v)
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e usando o Teorema 5.2, vem

H(Guu(·, u0), G
n
vu(·, v0)) ≤ H(Guu(·, u0), Gvu(·, v0))

+
n∑

i=2

H(Gi−1
v u(·, u0), G

i
vu(·, u0))

≤ (1 + ηk + ... + (ηk)n−1)D(u, v)

ComoGn
vu(·, u0) converge para o ponto fixou(·, v0) = Gvu(·, v0) de Gv em C(Ik, E

n),

temos

H(u(·, u0), u(·, v0)) = H(Guu(·, u0), Gvu(·, v0)) ≤ 1

1− ηk
D(u, v)

Fazendo indução sobrem, tem-se o resultado.

Para um caso mais geral, consideremosF : T ×U → U contínua ondeU é um subconjunto

fechado de(En, D). O teorema abaixo nos fornece uma condição necessária e suficiente para

existência de solução do problema:

u′(t) = F (t, u(t)), u(a) = u0 ∈ U (5.4)

Teorema 5.4 (Kaleva [18]). O problema de valor inicial (5.4) tem uma soluçãou ∈ C(T, U)

se, e somente se,U é localmente compacto.

Os exemplos abaixo são devidos a Kaleva [18].

Exemplo 5.1O conjuntoU ⊂ En, formado pelos conjuntos fuzzy triangulares bem como os

trapezoidais, são localmente compactos.

Figura 5.1:(a)u triangular (b)u trapezoidal.
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Exemplo 5.2O conjuntoU ⊂ En formado pelos conjuntos fuzzy comα-níveis equi-lipschitzianos,

isto é, existeM > 0 tal queh([u]α, [u]β) ≤ M |α − β| para todou ∈ U e α, β ∈ [0, 1], é

localmente compacto.

Notemos que de acordo com a observação feita na Proposição 2.8, seu ∈ U entãou não

tem pontos de máximos locais próprios.

5.3 Equação diferencial fuzzy com o campo dado pela exten-
são de Zadeh

Nesta secção, nosso principal objetivo é comparar as soluções dos problemas de Cauchy clás-

sico e fuzzy. Mais ainda, nossa conclusão, como era de se esperar, é que a solução do problema

clássico é, em um certo sentido, a “preferida".

Antes porém, vamos observar que paraf : T × IRn → IRn, a extensão de Zadeh,

f̂ : T × En → En é dada por

f̂(t, u)(x) =





sup
Bt(x)={(t,τ):f(t,τ)=x}

u(τ) se Bt(x) 6= φ

0 se Bt(x) = φ

para todo conjunto fuzzyu : IRn → [0, 1] e continuam valendo os resultados obtidos na Secção

3.2 do Capítulo 3, desde quêf esteja bem definida. Queremos salientar que o fato def ser

contínua não é suficiente para quef̂(t, u) ∈ En se n ≥ 2, já que [f̂(t, u)]α = f(t, [u]α) para

todo t ∈ T e α ∈ [0, 1]. Está claro também que sef : T × IRn → IRn for linear afim, então

f̂ está bem definida para todon ≥ 1 e que seF : T × En → En for dada porF (t, u) = a(t)u,

onde a : T → IR é contínua, entãoF é extensão de Zadeh da funçãof : T × IRn → IRn dada

porf(t, x) = a(t)x. Finalmente, sef : T × IRn → IRn é dada porf(t, x) = A(t)x com A(t)

matriz deIRn × IRn inversível para todot, então, de acordo com observações feitas na Secção

3.2 do Capítulo 3, a extensãôf(t, u) = u(A−1(t)) para todot ∈ T e u ∈ En.

Consideremos agora o problema determinístico

x′(t) = f(t, x), x(a) = x0 (5.5)

e o problema fuzzy
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u′(t) = f̂(t, u), u(a) = u0 (5.6)

ondea > 0 e f̂ é a extensão de Zadeh def .

Teorema 5.5 Sejaf : T × IRn → IRn uniformemente contínua e lipschitziana na segunda

variável. Sef̂ : T × En → En estiver bem definida, isto é,f leva convexo em convexo para

cadat fixo, então

(a)cada um dos problemas (5.5) e (5.6) tem solução única.

(b) a solução do problema determinístico (5.5) é preferida, isto é, sex(t, x0) e u(t, u0) são

as soluções de (5.5) e (5.6) respectivamente, entãou(t, u0)(x(t, x0)) = 1 para todot ∈ T , se

u0(x0) = 1.

Prova:

(a) O problema (5.5) é clássico. Quanto ao problema (5.6), uma única solução é garantida pelo

Teorema 5.2, pois de acordo com o Teorema 3.5,f̂ é lipschitziana na segunda variável, sef o

for, e é contínua pelo Teorema 3.4.

(b) Precisamos provar que para todot ∈ T ,

x(t, x0) ∈ [u(t, u0)]
1 se x0 ∈ [u0]

1.

Dadox0 ∈ [u0]
1, seja v0 ∈ En cujos níveis são

[v0]
α =





{x0} se 1
2

< α ≤ 1

[u0]
1 se 0 ≤ α ≤ 1

2

.

Como o problema (5.6), com condição inicialv0, tem soluçãov(t) única e, lembrando que

[f̂(t, v(t))]α = f(t, [v(t)]α), o nível [v(t)]α é a única solução do problema de Cauchy

DX(t) = f(t,X(t)), X(0) = [v0]
α, (5.7)

para funções com valores em conjuntos, ondeD indica a derivada de Hukuhara.

Assim, seα = 1 então {x(t, x0)} e [v(t, v0)]
1 são soluções do mesmo problema e, pela

unicidade, tem-se

{x(t, x0)} = [v(t, v0)]
1

56



para todot ∈ T .

Por outro lado, seα = 1
2

então [u(t, u0)]
1 e [v(t, v0]

1
2 são soluções do mesmo problema e,

de novo pela unicidade, tem-se

[u(t, u0)]
1 = [v(t, v0)]

1
2

para todot ∈ T e como[v(t, v0)]
1 ⊂ [v(t, v0)]

1
2 , concluímos que

x(t, x0) ∈ [u(t, u0)]
1

para todot ∈ T .

Figura 5.2:x(t) e u(t): soluções de 5.5 e 5.6 respectivamente.

Note que a conclusão obtida no item (b) do teorema acima, continua valendo se as suas

hipóteses forem trocadas por outras que garantam a existência e unicidade da solução do prob-

lema (5.6). Neste caso, podemos também observar que seu0 ∈ IRn em (5.6), então as soluções

clássica e fuzzy coincidem. Finalmente, de maneira análoga à que fizemos para concluir que

x(t, x0) ∈ [u(t, u0)]
1, podemos concluir que seA,B ∈ QC(IRn) com A ⊂ B, então

X(t, A) ⊂ X(t, B) onde X(t, A) e X(t, B) são as soluções de (5.7) e condições iniciais

A e B respectivamente.
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5.4 Equação diferencial fuzzy emE1

Nesta secção vamos nos restringir ao estudo do problema de valor inicial (5.1) para o caso em

que a funçãoF : T × E1 → E1 e T = IR+, exceto quando for especificado. Mais ainda,

vamos nos restringir aos casos em que o campoF é “linear afim"ou é obtido via extensão de

Zadeh.

Lembramos que seu : T → E1 é diferenciável e[u]α = [uα
1 , uα

2 ], então pelo Teorema 4.12,

uα
1 , uα

2 são diferenciáveis e

[u′(t)]α = [(uα
1 )′(t), (uα

2 )′(t)]

para todoα ∈ [0, 1].

5.5 Valor inicial fuzzy em E1

Consideremos o problema de valor inicial fuzzy

u′(t) = f̂(t, u(t)), u(0) = u0 (5.8)

ondef̂ é a extensão de Zadeh da função contínuaf : IR+× IR → IR e u0 ∈ E1 com α-níveis

[u0]
α = [uα

01, uα
02], α ∈ [0, 1].

Como sabemos, seu ∈ E1 então

[f̂(t, u)]α = f(t, [u]α)

= [min{f(t, x) : x ∈ [u]α}, max{f(t, x) : x ∈ [u]α}].

Notemos que a continuidade def é suficiente para quêf esteja bem definida já quef leva

intervalo fechado em intervalo fechado para cadat fixo.

Se denotarmos[u]α = [uα
1 , uα

2 ] e

f1(t, u
α
1 , uα

2 ) = min{f(t, x) : x ∈ [uα
1 , uα

2 ]}

f2(t, u
α
1 , uα

2 ) = max{f(t, x) : x ∈ [uα
1 , uα

2 ]},
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entãou(t) será solução de (5.8) no intervalo[0, b) se




(uα
1 )′(t) = f1(t, u

α
1 , uα

2 ), uα
1 (0) = uα

01 (5.9a)

(uα
2 )′(t) = f2(t, u

α
1 , uα

2 ), uα
2 (0) = uα

02 (5.9b)

para t ∈ [0, b) e α ∈ [0, 1]. Assim paraα fixado, temos um problema de valor inicial

em IR2. Se nós o resolvermos de maneira única, teremos apenas que verificar se os intervalos

[uα
1 (t), uα

2 (t)] definem um conjunto fuzzy, isto é, se os intervalos satisfazem ao Teorema 2.3.

Teorema 5.6 (Seikkala [36])Suponha que

|f(t, x)− f(t, x)| ≤ g(t, |x− x|), t ≥ 0, x, x ∈ IR

ondeg : IR+× IR → IR+ é contínua tal quer 7→ g(t, r) é não decrescente, o problema de valor

inicial

r′(t) = g(t, r(t)), r(0) = r0 (5.10)

tem uma solução emIR+ para r0 > 0 e quer(t) ≡ 0 é a única solução de (5.10) parar0 = 0.

Então o problema (5.8) tem única solução fuzzy.

Exemplo 5.3A funçãof(t, x) = −x satisfaz às hipóteses do Teorema 5.6 comg(t, r) = r e

portanto o problema

u′(t) = −u(t), u(0) = u0 ∈ E1

tem solução única fuzzyu em IR+ e seus níveis são dados por

uα
1 (t) =

uα
01 − uα

02

2
et +

uα
01 + uα

02

2
e−t

uα
2 (t) =

uα
02 − uα

01

2
et +

uα
01 + uα

02

2
e−t

que são obtidos através das equações (5.9a) e (5.9b). É facil ver neste exemplo que sex(0) =

r0 ∈ IR, a solução é
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x(t, r0) = r0e
−t

e se r0 ∈ u0, então

x(t, r0) ∈ [uα
1 (t), uα

2 (t)],

para todoα ∈ [0, 1], isto é,x(t, r0) tem grau de pertinência 1 para todot ≥ 0.

Figura 5.3:Evolução das soluçõesu(t, u0) e x(t, x0) no tempo.

Devido ao fato das soluções fuzzy teremα-níveis crescentes comt, conceitos tais como

ponto de equilíbrio, estabilidade de soluçãoou equilíbrio assintóticosão questões ainda não

muito claras em se tratando de equação diferencial fuzzy. Seikkala [36], define

lim
t→+∞u(t) = ζ ∈ E1

se

[ζ]α =
[

lim
t→∞uα

1 (t), lim
t→∞uα

2 (t)
]

e u : IR+ → E1.

Teorema 5.7 (Seikkala [36])Suponha que

|f(t, x)| ≤ g(t, |x|), t ≥ 0, x ∈ IR,
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ondeg : IR+ × IR+ → IR+ é uma aplicação contínua tal quer 7→ g(t, r) é não decrescente

e para cadar0 > 0, a solução maximal de (5.10) existe e é limitada emIR+. Então o maior

intervalo de qualquer soluçãou de (5.8) éIR+ e

lim
t→∞u(t) = ζ ∈ E1

Observação:Sef e g são como no Teorema 5.7 e se para cadat0 ≥ 0 e r0 > 0 a solução de

(5.10) existe e é limitada em[t0,∞), então qualquer solução fuzzy de (5.8) através de qualquer

condição(t0, u0) ∈ IR+ × E1 existe em[t0,∞) e tem um limiteζ ∈ E1 comt tendendo a∞.

Notemos também que o limiteζ ∈ E1 é tal que o diâmetro de qualquerα-nível deve ser maior

ou igual ao diâmetro doα-nível da soluçãou(t) para todot, uma vez que o diâmetro de[u(t)]α

cresce comt.

5.6 Equação “linear afim"com coeficientes fuzzy emE1

Considere o problema de valor inicial fuzzy

u′(t) = A(t)u(t) + B(t), u(0) = u0 ∈ E1 (5.11)

comt ≥ 0 e coeficientesA,B : IR+ → E1.

Das definições de soma e multiplicação entre números fuzzy (ver secção 2.3) segue que se

u : IR+ → E1 é solução de (5.11) então seusα-níveis satisfazem




(uα
1 )′(t) = min{Aα

i (t)uα
j (t) : i, j = 1, 2}+ Bα

1 (t), uα
1 (0) = uα

01

(uα
2 )′(t) = max{Aα

i (t)uα
j (t) : i, j = 1, 2}+ Bα

2 (t), uα
2 (0) = uα

02

(5.12)

Teorema 5.8 (Seikkala [36])Se para cadaα ∈ [0, 1] as funçõesAα
i são integráveis, então

(5.12) tem solução única que são osα-níveis da única solução de (5.11)

Corolário 5.9 SejaT um intervalo fechado deIR+. SeA,B : T → E1 são contínuas, então o

problema (5.11) tem solução única, dada por (5.12).
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Prova: De acordo com o Teorema 4.5 e o Exemplo 1.1, as funçõesAα
i são integráveis e assim

o Corolário 5.9 vale pelo Teorema 5.8. Um cálculo direto também nos mostra que as hipóteses

do Teorema 5.2 estão satisfeitas.
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Capítulo 6

Sistemas dinâmicos fuzzy discretos

6.1 Introdução

Neste capítulo, serão apresentadas as definições clássicas de estabilidade bem como estabilidade

assintótica de ponto fixo, para funçõesF : (F(IRn), D) → (F(IRn), D).

Como mencionado antes, o Teorema 2.3 relaciona univocamente cada elementou ∈ F(IRn)

com uma família de subconjuntos compactos deIRn, seusα-níveis. Assim, estudaremos quais

propriedades terão osα-níveis de pontos fixos estáveis bem como assintoticamente estáveis.

Para tanto, conceitos como os de conjunto invariante, conjunto atrator,ω-limite, etc. serão

importantes e podem ser encontrados em Hale [12].

A maior parte de nossas conclusões refere-se ao campo fuzzy obtido via princípio de ex-

tensão de Zadeh de uma função contínuaf : IRn → IRn, cujas propriedades encontram-se no

Capítulo 3. Baseando-se também nesse princípio, Cabrelli e al. [06] e Forte e al. [09] estudam

sistemas iterados fuzzyonde as funções envolvidas são contrações. Tais sistemas generalizam

os clássicossistemas de funções iterativosusados no estudo de construção de imagens. Com-

parações entre as soluções fuzzy e as determinísticas serão analisadas e, como no Capítulo 5,

veremos também que a solução deterministica é “preferida".

6.2 Sistemas dinâmicos fuzzy discretos

Um sistemadinâmico fuzzy discretoé um sistema iterativo
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un+1 = F (un) (6.1)

onde, F : F(IRn) → F(IRn) é uma função.

Dadou0 ∈ F(IRn), a seqüência de iteradas

u0, F (u0), F (F (u0)),...

é chamada desolução ou órbita positiva de (6.1) poru0 e F n(u0) denota a composição deF

n-vezes.

Consideremoŝf a extensão de Zadeh da função contínuaf : IRn → IRn e (6.1) dado por

f̂ , isto é,

un+1 = f̂(un). (6.2)

Dizemos que (6.2) é o sistema fuzzyassociadoao sistema determinístico

xn+1 = f(xn). (6.3)

O teorema a seguir nos diz que, como já havíamos observado para equações diferenciais, as

soluções determinísticas são preferidas.

Teorema 6.1 Suponha queun e xn sejam soluções de (6.2) e (6.3) poru0 e x0 respectiva-

mente e queu0(x0) = 1. Então un(xn) = 1 para todo n ≥ 0.

Prova:

un+1(xn+1) = f̂(un)(xn+1) = sup
xn+1=f(τ)

un(τ) ≥ un(xn)

já queun e xn são soluções. Assim,

un+1(xn+1) ≥ un(xn) ≥ ... ≥ u0(x0) = 1.

Notemos que não foi preciso usar a continuidade def . Porém, sendof contínua, o teorema

acima pode também ser provado usando a monotonicidade def̂ vista no Corolário 3.3. Observe
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ainda que a monotonicidade dêf implica f̂n+1(u0) ≥ f̂n(u0) para todo n ≥ m fixo, se

f̂m+1(u0) ≥ f̂m(u0).

Para encerrar esta secção, enunciaremos alguns resultados para pontos fixos.

Definição 6.1Seja a aplicaçãoF : F(IRn) → F(IRn). Dizemos queu ∈ F(IRn) éponto fixo

de F seF (u) = u.

Notemos queF (u) = u se, e somente se,

[F (u)]α = [u]α

para todoα ∈ [0, 1].

Teorema 6.2 Seja F : F(IRn) → F(IRn). SeF for contração, entãoF tem único ponto

fixo.

Prova: A demonstração é clássica, já que(F(IRn), D) é completo.

Vale a pena ressaltar que seu for o ponto fixo, então

D(F n(u), u) ≤ kn

1− k
D(F (u), u)

nos dá uma cota superior ao se tomar an-ésima iterada como valor aproximado parau, onde

k é a constante de contratação.

O teorema seguinte é uma conseqüência do teorema do ponto fixo de Tychonoff, enunciado

e demonstrado por Kaleva [16], no caso fuzzy.

Teorema 6.3 SejaK um subconjunto compacto e convexo de(En, D). Toda aplicação con-

tínua de K em K tem ponto fixo.

Observe que seF : F(IRn) → F(IRn) for extensão de alguma funçãof : IRn → IRn e se x

for ponto fixo def , entãoχ{x} será ponto fixo deF já que

F (χ{x}) = χf(x) = χ{x}.
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Teorema 6.4 Se f : IRn → IRn é contração, então a extensão de Zadeh

f̂ : (F(IRn), D) → (F(IRn), D) tem único ponto fixo que é a função característica do ponto

fixo def .

Prova: É uma conseqüência imediata do Teorema 3.5, do Teorema 6.2 e da observação acima.

Notemos que seF : (F(IRn), D) → (F(IRn), D) for contração e o seu ponto fixo não for a

função característica dex ∈ IRn, entãoF não é extensão de Zadeh

Teorema 6.5 Sef : IRn → IRn é contínua eA ⊂ IRn é um conjunto compacto, entãoA é

invariante para f (i.é. f(A) = A) se, e somente se, a função característicaχA é ponto fixo da

extensão de Zadeh,̂f .

Prova: Pelo Teorema 3.2, temos

[f̂(χA)]α = f([χA]α) = f(A) = A = [χA]α ∀α ∈ [0, 1].

Na secção seguinte, vamos estudar algumas propriedades de estabilidade do ponto fixo,

levando-se em conta as particularidades do espaço(F(IRn), D).

6.3 Estabilidade do ponto fixo

Definição 6.2Dizemos que um ponto fixou deF : F(IRn) → F(IRn) é estável se para todo

ε > 0 existir umδ > 0 tal que, para todou para o qualD(u, u) < δ, as iteradas poru satisfazem

D(F n(u), u) < ε para todo n ≥ 0. Um ponto fixou é dito instávelse não for estável. Um

ponto fixou é assintoticamente estávelse ele for estável e mais, existirr > 0 tal que para todo

u com D(u, u) < r, tem-se lim
n→+∞D(F n(u), u) = 0.

Observemos que, de acordo com a Proposição 2.6, seu é assintoticamente estável, então

F n(u)
H−→ u para todou tal queD(u, u) < r.

A seguir, vamos reescrever a definição acima, para os níveis do ponto fixou.

Definição 6.3O ponto fixou de F : F(IRn) → F(IRn) é estável se e somente se para todo

ε > 0 existir δ > 0 tal que, para todou para o qual sup
0≤α≤1

h([u]α, [u]α) < δ, as iteradas poru
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satisfazemsup
0≤α≤1

h([F n(u)]α, [u]α) < ε, para todon ≥ 0 e u é assintoticamente estável se for

estável e lim
n→+∞ sup

0≤α≤1
h([F n(u)]α, [u]α) = 0 desde que sup

0≤α≤1
h([u]α, [u]α) < r.

Agora, seu é estável entãoh([F n(u)]α, [u]α) < ε para todo α ∈ [0, 1] e n ≥ 0, que é

equivalente a

inf{s : [F n(u)]α ⊂ B([u]α, s) e [u]α ⊂ B([F n(u)]α, s)} < ε.

Conseqüentemente temos

[F n(u)]α ⊂ B([u]α, ε) e [u]α ⊂ B([F n(u)]α, ε) para todoα ∈ [0, 1] e n ≥ 0.

Se lim
n→+∞ sup

0≤α≤1
h([F n(u)]α, [u]α) = 0 então para todoα ∈ [0, 1] tem-se

lim
n→+∞h([F n(u)]α, [u]α) = 0

que implica

lim
n→+∞ inf([F n(u)]α) = lim

n→+∞ sup[F n(u)]α = [u]α,

de acordo com o Teorema 1.4.

Assim, se lim
n→+∞D(F n(u), u) = 0 temos

[u]α = {y ∈ IRn : y = lim
n→+∞ yn, yn ∈ [F n(u)]α}

= {y ∈ IRn : y = lim
j→+∞

ynj
, ynj

∈ [F nj(u)]α}

=
⋂

j≥0

⋃

n≥j

[F n(u)]α

para todoα ∈ [0, 1].

Exemplo 6.1Sejaun+1 = max[â, un] onde

â(t) =





a se t ∈ [0, 1]

0 se t /∈ [0, 1]
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com 0 ≤ a ≤ 1. Através de um cálculo direto, podemos verificar que todo ponto inicialu0

tem órbita com apenas um ou dois elementos e existe uma infinidade de pontos fixos estáveis,

porém não assintoticamente estáveis.

Exemplo 6.2(Caso “linear"). Seja

un+1 = F (un)

ondeF : E1 → E1 é dada porF (u) = λu, λ ∈ E1. É claro quê0 = χ{0} é ponto fixo.

Supondo[λ]α = [λα
1 , λα

2 ], [u]α = [uα
1 , uα

2 ] com λα
i e uα

i positivos, temos

[F (u)]α = [λα
1uα

1 , λα
2 uα

2 ], α ∈ [0, 1]

de acordo com a definição de multiplicação, dada no final da Secção 2.3.

Dada uma condição inicialu0 com [u0]
α = [uα

01, u
α
02] e uα

01 positivo, é fácil ver que

[F n(u0)]
α = [λnu0]

α = [(λα
1 )nuα

01, (λ
α
2 )nuα

02], α ∈ [0, 1].

Assim,

D(F n(u0), 0̂) = sup
x∈[fn(u0)]0

|x| = (λ0
2)

nu0
02 para todou0 ∈ E1.

Portanto, comoD(u0, 0̂) = u0
02, tem-se estabilidade assintótica em0̂ se [λ]0 ⊂ [0, 1) e insta-

bilidade se[λ]0 6⊂ [0, 1].

Notemos que diferentemente da solução de equações diferenciais fuzzy, o diâmetro doα-

nível da solução é

(λα
2 )n uα

02 − (λα
1 )n uα

01

que decresce comn se [λ]α ⊂ [0, 1).

Observemos também que, embora o campoF acima não tenha sido obtido via extensão de

Zadeh, temos que qualquer problema determinístico linear com coeficientea e condição inicial

x0 satisfazendoλα
1 ≤ a ≤ λα

1 , uα
01 ≤ x0 ≤ uα

02 para todox ∈ [0, 1], tem-se
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(λα
1 )n uα

01 ≤ an x0 ≤ (λα
2 )n uα

02, ∀α ∈ [0, 1].

Isto é, a solução do problema determinístico

xn+1 = axn, x0

tem grau de pertinência 1 (i.é, é preferida), resultado análogo ao Teorema 6.1.

Como veremos no Capítulo 7, esse é um exemplo que terá utilidade na modelagem de fenô-

menos onde julgamos apenas os parâmetros multiplicativos serem fuzzy.

A próxima secção será dedicada ao estudo de estabilidade de pontos fixos, apenas para o

caso em que o campo é obtido via princípio de extensão de Zadeh.

6.4 Estabilidade do ponto fixo da extensão de Zadeh

Nesta secção a funçãôf : F(IRn) → F(IRn) será a extensão de Zadeh da função contínua

f : IRn → IRn e assimu é ponto fixo def̂ se, e somente se, seusα-níveis[u]α são conjuntos

invariantes paraf , uma vez que o Teorema 3.2 nos permite concluir que

[u]α = [f̂(u)]α = f([u]α), ∀α ∈ [0, 1].

Por outro lado, como[f̂n(u)]α = fn([u]α), então se lim
n→∞h([f̂n(u)]α, [u]α) = 0, temos

[u]α = { lim
n→∞ fn(xn), xn ∈ [u]α}

= { lim
j→+∞

fnj(xj), xj ∈ [u]α}

=
⋂

j≥0

⋃

n≥j

fn([u]α)
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ou seja,[u]α = ω([u]α) onde ω(B) é o conjuntoω-limite do conjuntoB, cuja definição é

ω(B) =
⋂

j≥0

⋃

n≥j

fn(B) (ver Hale [12], pág. 8).

Em particular,ω(x) ⊂ [u]α para todox ∈ [u]α.

A seguir, enunciaremos um lema que será usado repetidamente neste capítulo.

Lema 6.6 SejaX̂ ∈ F(IRn) a função característica do conjunto compactoX ⊂ IRn. Então a

bola aberta

B(X̂, r) = {u ∈ F(IRn) : D(X̂, u) < r}
= {u ∈ F(IRn) : [u]0 ⊂ B(X, r) e X ⊂ B([u]1, r)} = F

Prova: Seu ∈ B(X̂, r), então sup
0≤α≤1

h(X, [u]α) < r

ou

sup
0≤α≤1

inf{ε : [u]α ⊂ B(X, ε) e X ⊂ B([u]α, ε)} < r

que implica

i(α) = inf{ε : [u]α ⊂ B(X, ε) e X ⊂ B([u]α, ε)} < r

para todoα ∈ [0, 1].

Portanto[u]α ⊂ B(X, r) e X ⊂ B([u]α, r) para todo α ∈ [0, 1]. Em particular tem-se

[u]0 ⊂ B(X, r) e X ⊂ B([u]1, r) e assimu ∈ F .

Seu ∈ F , então [u]0 ⊂ B(X, r) e X ⊂ B([u]1, r), logo [u]α ⊂ [u]0 ⊂ B(X, r) e

X ⊂ B([u]1, r) ⊂ B([u]α, r) para todo α ∈ [0, 1]. Assim, comoX e [u]α são compactos,

B(X, r) e B([u]α, r) são abertos e tem-sei(α) < r para todoα ∈ [0, 1]. Agora,

i(α) ≤ max{i(0), i(1)} < r

para todoα ∈ [0, 1], de acordo com a Proposição 1.3, já que
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i(α) = h([u]α, X) e [u]1 ⊂ [u]α ⊂ [u]0.

Logo,

sup
0≤α≤1

i(α) < r isto é, u ∈ B(X̂, r).

Analogamente, prova-se que a bola fechada

B[X̂, r] = {u ∈ F(IRn) : [u]0 ⊂ B[X, r] e X ⊂ B([u]1, r)}

Agora, de um modo geralB(u, r) = B[u, r]∀u ∈ F(IRn), pois B(u, r) ⊂ B[u, r] porque

F(IRn, D) é espaço métrico. Por outro lado, seb ∈ B[u, r], b ∈ B(u, r) ⊂ B(u, r) ou

D(u, b) = r, então, dadoε > 0, tomemost > 0 tal que0 < r−t < ε ex = r−t
r

u+ t
r
b ∈ F(IRn).

Uma vez queαv + βv = (α + β)v e queD(ω1 + ω3, ω2 + ω3) = D(ω1, ω2), concluímos que

x ∈ B(u, r) ex ∈ B(b, ε) logo b ∈ B(u, r). Em particular temos

B(X̂, r) = B[X̂, r].

Corolário 6.7 Se o conjuntoX for unitário, X = {x}, então segue do Lema 6.6 que

B(X̂, r) = {u ∈ F(IRn) : [u]0 ⊂ B(x, r)}

e que, da definição da métricaD,

D(χ{x}, u) = sup
x∈[u]0

||x− x||.

Baseando-se no corolário acima, demonstraremos um resultado que nos permite relacionar

a estabilidade do ponto fixox com a estabilidade do conjunto fuzzyχ{x}. Antes, porém, é

interessante notar que o Corolário 6.7 nos garante ainda a continuidade def̂ em todos os pontos

da formaχ{x}, x ∈ IRn.
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Teorema 6.8 Sejaf : IRn → IRn contínua comf(x) = x e f̂ sua extensão de Zadeh. Então,

a)χ{x} é estável para o sistema (6.2) se, e somente se,x é estável para o sistema (6.3).

b) χ{x} é assintoticamente estável para o sistema (6.2) se, e somente se,x é assintoticamente

estável para (6.3).

Prova:

a) Por hipótese dadoε > 0 existe δ > 0 tal que se||x − x|| < δ então ||fn(x) − x|| < ε

para todon ≥ 0. Se D(u, χ{x}) < δ então sup
x∈[u]0

||x− x|| < δ que implica ||fn(x)− x|| < ε

para todox ∈ [u]0 ⊂ B(x, δ). Logo sup
x∈[u]0

||fn(x) − x|| < ε ou sup
y∈fn([u]0)

||y − x|| < ε ou

ainda sup
y∈[f̂n(u)]0

||y − x|| < ε poisf é contínua.

Logo, pelo Corolário 6.7,

D(f̂n(u), χ{x}) < ε.

Para mostrar a estabilidade dex, a partir da estabilidade deχ{x}, basta observar que

||x− x|| = D(χ{x}, χ{x})

e

f̂n(χ{x}) = χfn(x).

b) Por hipótese, exister > 0 tal que se||x− x|| < r então lim
n→∞ ||f

n(x)− x|| = 0. Suponha

que D(χ{x}, u) < r.

A partir do Corolário 6.7, devemos provar que para cadaε > 0, existen0 tal que sen > n0

entãofn([u]0) ⊂ B(x, ε).

Pela estabilidade dex, dadoε > 0, existeδ > 0 tal que se||x−x|| < δ então||fn(x)−x|| <
ε para cadan > 0.

Agora, para cadax ∈ [u]0, existe um naturalnx tal quefnx(x) ∈ B(x, δ), já que o ponto

fixo x atrai cada ponto deB(x, r). Pela continuidade def podemos escolher uma vizinhança
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abertaVx de x de modo quefnx(Vx) ⊂ B(x, δ). Variandox no compacto[u]0, obtemos uma

cobertura aberta de[u]0 : C = {Vx : x ∈ [u]0}.
Seja{Vx1 , Vx2 , ..., Vxk

} uma subcobertura finita de[u]0, correspondente aos pontosx1, x2, ..., xnk

en0 = max{nx1 , nx2 , ..., nxk
}. Para cadax ∈ [u]0 en > 0, fn0+n(x) ∈ B(x, ε) já quex ∈ Vxi

,

para algumi ∈ {1, 2, ..., k}. Logofn0+n([u]0) ⊂ B(x, ε).

Assim temos,

0 = lim
n→∞ sup

x∈[u]0
||fn(x)− x|| = lim

n→∞ sup
y∈fn([u]0)

||y − x|| =

= lim
n→∞ sup

y∈[f̂n(u)]0)

||y − x|| = lim
n→∞D(f̂n(u), χ{x})

que é o que queríamos.

O argumento usado no fim da demonstração do item a) serve para provar queχ{x} é assin-

toticamente estável sex o for.

A estabilidade, tanto num sentido quanto no outro, é garantida pelo item a).

Corolário 6.9 Sejaf : IRn → IRn, de classeC1 e f(x) = x. Sendoλi os autovalores de

f ′(x), então

a)Se|λi| < 1, para todoi, χ{x} é assintoticamente estável para (6.2).

b) Se|λi| > 1, para algumi, χ{x} é instável para (6.2).

Prova: É uma conseqüência imediata do teorema anterior já que, nestas condições, o corolário

vale para (6.3).

Com o propósito de tornar o Teorema 6.8 mais geral, lançaremos mão do Lema 6.6 e das

propriedades da funçãôf , vistas no Capítulo 3, para investigar que relações de estabilidade há

entre o conjunto clássicoA ⊂ IRn e o conjunto fuzzyχA. Para isto, iremos precisar de vários

conceitos como o de conjunto invariante isolado, conjunto atrator, etc.

A seguir, daremos algumas definições de acordo com Hale [12].

Um conjunto invarianteJ é dito isolado, se existe uma vizinhança deJ tal que seK é um

conjunto invariante e está nesta vizinhança, entãoK ⊆ J .
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Um conjuntoA ⊂ IRn atrai um conjuntoB ⊂ IRn sob a aplicaçãoT : IRn → IRn se

para todo ε > 0 existir um n0 = n0(ε, A, B) tal que T n(B) está contido emB(A, ε)

para n ≥ n0 onde B(A, ε) é a bola aberta de centroA e raioε. A é atrator global se for

compacto maximal invariante (qualquer outro compacto invariante está contido emA) e atrai

todo conjunto limitado deIRn. Diz-se que um conjuntoA é atrator local seA é compacto

invariante e há uma vizinhança limitadaB de A tal que A atrai B.

Corolário 6.10 Sejau ∈ F(IRn) e ûβ a função característica do nível[u]β. Então ûβ ∈
B(ûα, r) se, e somente se,[u]β ⊂ B([u]α, r). Isto é, ûα são isolados se, e somente se, existe

r = r(α) > 0 tal que [u]β 6⊂ B([u]α, r) paraβ < α e [u]α 6= [u]β.

Prova: É uma conseqüência do Lema 6.6 e do fato que[u]α ⊂ [u]β se α > β.

Observamos que as funçãos escadasu : IRn → [0, 1] são desse tipo.

Teorema 6.11Seja f̂ : F(IRn) → F(IRn) a extensão de Zadeh, da função contínua

f : IRn → IRn. Se u é ponto fixo def̂ e lim
n→∞D(f̂n(u), u) = 0 para D(u, u) < r, en-

tão os níveis[u]α atraem os níveis[u]α através def .

Prova: Por hipótese, seu ∈ B(u, r), vale que para todoε > 0 existe n0 = n0(ε) tal que se

n ≥ n0, D(f̂n(u), u) < ε o que garanteh(fn([u]α), [u]α) < ε ∀α
ou

h(fn([u]α), [u]α) = inf{s : fn([u]α) ⊂ B([u]α, s) e [u]α ⊂ B(fn([u]α), s)} < ε ∀α

e daí

fn([u]α) ⊂ B([u]α, ε)

que é o que queríamos. E mais, devido à métricaD, existe uma uniformidade emα no sentido

de quen = n(ε) para todoα.

O fato defn([u]α) ⊂ B([u]α, ε) para n ≥ n0 nos permite concluir também que sex ∈ [u]α,

então
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{fn(x)} ⊂ B([u]α, ε) ⊂ B([u]α, ε).

ComoB([u]α, ε) é compacto, pois[u]α é compacto, entãofn(x) possui subseqüência conver-

gente. Logoω(x) 6= φ para todox ∈ [u]α.

Corolário 6.12 Sef e f̂ são como no Teorema 6.11,lim
n→+∞D(f̂n(u), u) = 0 para todo

u ∈ B(u, r), r > 0, e X ⊂ IRn é compacto e invariante paraf com [u]0 ⊂ B(X, r) e

X ⊂ B([u]1, r), então u = X̂.

Prova: Do Lema 6.6 segue queD(u, X̂) < r, logo lim
n→+∞D(f̂n(X̂), u) = 0 ou lim

n→+∞D(X̂, u) =

0 já que X̂ é fixo para f̂ . Assim

D(X̂, u) = 0 ouu = X̂.

Corolário 6.13 Sef, f̂ e u são como no Corolário 6.12 eu é ponto fixo dêf com [u]α ⊂
B([u]1, r) e [u]0 ⊂ B([u]α, r), para algumα ∈ [0, 1], então [u]0 = [u]1.

Prova: conseqüência imediata do Corolário 6.12 fazendo[u]α = X.

Corolário 6.14 Sef, f̂ e u são como no Corolário 6.13 e[u]0 ⊂ B([u]1, r) então [u]0 = [u]1.

Prova: Conseqüência do Corolário 6.13.

Observação:Dos Corolários 6.12 a 6.14 concluimos que os únicos pontos fixos def̂ , assintoti-

camente estáveis, comh([u]0, [u]1) < r, são do tipo função característica de algum subconjunto

compactoX deIRn e para este caso temos o

Corolário 6.15 Sef e f̂ são como no Teorema 6.11, então o ponto fixoX̂ de f̂ é estável

se, e somente se, para todoε > 0 existe δ > 0 tal que seu ∈ F(IRn) com [u]0 ⊂ B(X, δ) e

X ⊂ B([u]1, δ) então fn([u]0) ⊂ B(X, ε) e X ⊂ B(fn([u]1), ε) para todo n ≥ 0.

Demonstração:Conseqüência imediata da definição de estabilidade e do Lema 6.6.
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Corolário 6.16 Sef, f̂ e X̂ são como no corolário acima, entãoω(x) ⊂ X para todo x

próximo a X.

Prova: Seja [u]α = B[X, δ] com 0 < δ < r. Pelo Lema 6.6,u ∈ B(X̂, r) e assim

X = ω(B[X, δ]), dondeω(x) ⊂ X.

Observe queB[X, δ] ⊂ IRn é compacto seX o for.

Como no estudo de dinâmica do ponto fixo, os casos em que os pontos fixos são isolados

desempenham um importante papel. O Corolário 6.10 sugere que nossa atenção esteja voltada

para pontos fixosu : IRn → [0, 1] com gráficos tipo escada. Mais ainda, os Corolários 6.12

a 6.15 nos informam que o caso em que o ponto fixoX̂ de f̂ é a função característica do

conjunto compactoX ⊂ IRn merece atenção especial.

A seguir, enunciaremos alguns resultados para o ponto fixoX̂ de f̂ , que generalizam o

Teorema 6.8.

Teorema 6.17SejaX̂ a função característica do conjunto compactoX ⊂ IRn tal que f̂(X̂) =

X̂ e X̂ é assintoticamente estável parâf . Nestas condições tem-se

X =
⋂

n≥0

fn(B[X, δ]).

para todoδ ∈ [0, r[ com r dado pela Definição 6.2.

Prova: Sejau ∈ F(IRn) tal que [u]α = B[X, δ] onde δ ∈ [0, r[.

Pelo Lema 6.6 é fácil ver queu ∈ B(X̂, r). Logo, pelo Teorema 6.11,X atrai B[X, δ]. Como

X ⊂ B[X, δ] e w(B[X, δ]) = X, segue do Lema 2.1.1, pág. 9, Hale [12], que

X =
⋂

n≥0

fn(B[X, δ]).

Notemos que em particular o conjuntoX é atrator local já queX atrai a vizinhançaB[X, δ],

como visto no Teorema 6.11. No entanto,X ser atrator local não é suficiente para queX̂ seja

assintoticamente estável paraf̂ . Veja exemplo a seguir.

Exemplo 6.3Sejaxn+1 = f(xn), onde
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f(x) = 3
√

x− 3 + 3− 2
√

3

9
.

Os pontos fixos def sãox1 = 3− 8

3
√

3
e x2 = 3 +

1

3
√

3
, com f ′(x2) = 1.

Figura 6.1:f do exemplo 6.3 e seus pontos fixos.

O conjunto X = [x1, x2] é atrator local paraf . Entretanto, a função característicaX̂, de X,

não é assintoticamente estável paraf̂ , já que dado qualqueru0 ∈ F(IRn) próximo aX̂, da

forma

[u0]
α = [u0]

0 = [x1 + δ, x2 − δ]

para todoα ∈ [0, 1], e δ > 0, apropriado, temos

[f̂n(u0)]
α = fn([u0]

0)

e

lim
n→+∞h(fn([u0]

0), {x1}) = 0,

que implica
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lim
n→+∞h(fn([u0]

0), [uo]
0) 6= 0.

Portanto, pela Proposição 2.3,f̂n(u0)
H

6→ X̂ e conseqüentementêfn(u0)
D

6→ X̂, que é o que

queríamos.

Na verdade, o que podemos observar nesse exemplo é queX 6⊂ B(fn([u]1, ε) para infinitos

valores den, seja qual for o intervalo[u]1 contido propriamente emX e, em vista do Lema 6.6,

X̂ não é assintoticamente estável.

Os resultados seguintes referem-se às condições necessárias para pontos fixos assintotica-

mente estáveis da funçãôf .

Lema 6.18 Sejaf̂ a extensão de Zadeh da função contínuaf : IRn → IRn. Se

lim
n→+∞D(f̂n(x̂), u) = 0 para algumx ∈ IRn, entãou é a função característica de algum ponto

deIRn.

Prova: Em vista do Teorema 3.2 e Corolário 6.7, basta ver que

lim
n→+∞D(f̂n(x̂), u) = 0 ⇒ lim

n→+∞ sup
y∈[u]0

||fn(x)− y|| = 0

e conseqüentemente tem-se o resultado.

Teorema 6.19Sef e f̂ são como no Lema 6.18 eu é um ponto fixo dêf , assintoticamente

estável, comdiam[u]0 < r, comr dado pela Definição 6.2, entãou é a função característica

de algum ponto deRn.

Prova: Se diam[u]0 < r, então de acordo com o Lema 6.6, para todox ∈ [u]0, tem-se

D(u, x̂) < r. Logo lim
n→+∞D(f̂n(x̂), u) = 0 e daí, pelo Lema 6.18, tem-se o resultado.

Teorema 6.20Sef e f̂ são como no Teorema 6.19 eu é globalmente assintoticamente estável,

entãou é a função característica de algum ponto deIRn.

Prova: É uma conseqüência imediata do Lema 6.18 já que, neste caso,lim
n→+∞D(f̂n(x̂), û) = 0

para todox ∈ IRn.
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Notemos que de acordo com o Teorema 6.8, o estudo da dinâmica de pontos fixosu, que

estão nas hipóteses dos Teoremas 6.19 ou 6.20, se resume ao estudo da dinâmica dos pontos

fixos para a funçãof : IRn → IRn.

Vamos encerrar este capítulo com uma pequena introdução ao estudo de órbitas periódicas.

Definição 6.4Um pontou∗ ∈ F(IRn) é chamado deponto periódico de períodop ou p-

periódico da funçãoF : F(IRn) → F(IRn) sep é o menor inteiro positivo tal queF p(u∗) = u∗,

ondeF p indica composição. O conjunto de todas as iteradas de um pontop-periódico é chamado

deórbita p-periódicaoup-ciclo.

Um pontop-periódicou∗ é um ponto fixo da aplicaçãoF p. Conseqüentemente, a noção de

estabilidade deu∗ segue aquela de ponto fixo.

Definição 6.5Um pontop-periódicou∗ é dito serestável, assintoticamente estável, ou instável

seu∗ é, respectivamente, um ponto estável, assintoticamente estável ou instável da aplicação

F p.

Se f̂ é a extensão de Zadeh da função contínuaf : IRn → IRn, então é fácil ver quex∗

é um pontop-periódico def se, e somente se, a função característicax̂∗ de x∗ é um ponto

p-periódico def̂ , uma vez que[f̂n(x̂)]α = fn(x) para todon ≥ 0 e α ∈ [0, 1], ondex̂ é uma

função característica dex ∈ IRn. Lembremos também quêf é contínua em̂x, como vimos na

observação do Lema 6.6. Agora, baseando-se no Teorema 6.8, nós temos o seguinte:

Teorema 6.21Sef̂ é a extensão de Zadeh da função contínuaf : IRn → IRn, entãox∗ é p-

periódico estável (assintoticamente estável, instável) paraf se, e somente se,x̂∗ é p-periódico

estável (assintoticamente estável, instável) paraf̂ .

Prova: é uma conseqüência imediata do Teorema 6.8 aplicado à funçãofp.

Corolário 6.22 Sejax∗ um ponto 2-periódico da função de classeC1, f : IR → IR. Se

|f ′(f(x∗))f ′(x∗)| < 1, então a órbita por̂x∗ é estável.

Prova: É uma conseqüência do Teorema 6.21 e do fato de|f ′(f(x∗)).f ′(x∗)| < 1 implicar a

estabilidade da órbita porx∗. Ver Edelstein [08].
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Assim como fizemos com o corolário acima, que relaciona as dinâmicas das órbitas dex∗

e x̂∗, questões comobifurcaçãoe caospodem ser transportadas do caso clássico para o caso

fuzzy, quando tratamos da extensão de Zadeh. Para o caso mais geral em queF : En → En,

Kloeden [23] nos dá uma condição suficiente para queF sejacaótica.
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Capítulo 7

Considerações sobre a modelagem fuzzy

7.1 Introdução

O estudo de problemas e situações reais usando matemática como ferramenta para sua com-

preensão, simplificação e resolução, visando uma possível tomada de decisão com relação ao

objeto estudado, faz parte do processo que se convencionou chamarModelagem Matemática.

Quando o problema a ser analisado é das Ciências Biológicas, a modelagem matemática recebe

o nome deBiomatemática.

Os modelos biomatemáticos são usualmente propostos por meio de equações diferenciais

quando se considera as variáveis de estado dependentes do tempot, variando continuamente.

O uso de equações de diferenças é indicado para modelar fenômenos em quet assume valores

discretos.

Os paradígmas, para os quais as variáveis de estado são discretas, são de natureza estocástica

e portanto suas soluções são processos estocásticos, isto é, em cada instantet, tem-se uma

função de densidade de distribuição para as variáveis de estado.

A estocasticidade em um modelo biomatemático pode ser uma imposição ou da própria

variável de estado, que tem esta característica, ou devido a alguns parâmetros introduzidos no

modelo, inicialmente determinísticos, estarem sujeitos à flutuações aleatórias. Estes dois casos

são denominados estocasticidade demográfica e ambiental, respectivamente (May [25], Turelli

[39]).
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Em se tratando de modelagem matemática, até mesmo os clássicos modelos determinísticos

estão sujeitos às imprecisões que podem ser causadas tanto pela natureza das próprias variáveis

de estado envolvidas, como pelos parâmetros que são introduzidos nas formas de coeficientes do

modelo, condições iniciais, etc. Nestes modelos, a identificação dos parâmetros é normalmente

baseada em métodos estatísticos, a partir de dados obtidos experimentalmente e da escolha de

algum método adequado para a identificação dos mesmos.

Ráfikov [33] discute e exemplifica algumas metodologias de identificação de parâmetros.

De qualquer forma, os dados coletados, bem como o método adotado, quase sempre estão

carregados de imprecisão e elementos de incerteza causados tanto pelo próprio processo de

medição como por algum tipo de subjetividade na adoção do método.

O que propomos neste capítulo é, de certa forma, generalizar os conceitos deestocastici-

dade demográfica e ambiental, utilizando a subjetividade proveniente do "fuzziness"a que os

fenômenos biológicos estão sujeitos.

A teoria de conjuntos fuzzy, formalizada por Zadeh [42], tem o intuito de dar um tratamento

matemático às questões subjetivas e pode ser, em muitos casos, uma ferramenta indispensável

para a análise e compreensão de certas situações reais, especificamente emdinâmica de popu-

lação.

As idéias de fuzziness demográfica e fuzziness ambiental serão dadas através dos conceitos

de equações diferenciais fuzzy, desenvolvido no Capítulo 5, e de equações de diferenças fuzzy

(ou sistemas fuzzy discretos) apresentados no Capítulo 6.

7.2 Fuzziness demográfica

Em uma mesma espécie a variação comportamental pode ser bastante acentuada quando consid-

eramos seus elementos isoladamente. Entretanto, quando analisamos os grupos destes indiví-

duos, a diversidade comportamental acontece em grau mais reduzido. Por exemplo, o conceito

depredadorpode estar carregado de subjetividade se olharmos cada indivíduo de uma determi-

nada espécie que pode estar sujeito às mais variadas situações particulares. Pode um predador,

com um certo nível de predação, se tornar presa dependendo de circunstâncias intrínsecas da
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espécie ou mesmo ambientais. Em casos como estes devemos nos preocupar com ograu de

predaçãoda espécie. De modo geral, se quisermos quantificar a qualidade subjetiva em estudo,

devemos atribuir valores ou graus que traduzam satisfatoriamente esta qualidade e isto nem

sempre pode ser conseguido através de medição ou estatísticas.

Os modelos estocásticos são bastante úteis para se investigar as conseqüências das variações

sujeitas às distribuições de dados estatísticos como esperança de vida, fertilidade, captura, etc.

Porém, para se analisar a dinâmica populacional de uma espécie baseada nos diferentes graus

de predação, competição, sobrevivência, etc. acreditamos que a teoria fuzzy possa ser a mais

adequada.

Assim como nos casos determinísticos e estocásticos, as ferramentas de modelagem aqui

são também asequações diferenciais fuzzye ossistemas fuzzy discretos. Em ambos os casos,

as estruturas fuzzy podem ser introduzidas devido apenas à condição inicial (imprecisão ou

mesmo subjetividade do quanto o indivíduo é inicialmente presa ou predador, por exemplo).

Se estivermos modelando um fenômeno desta natureza, isto é, com condição inicial fuzzy, o

princípio de extensão de Zadehpode ser a ferramenta ideal para a modelagem.

Vamos em seguida ilustrar o conceito de fuzziness demográfica onde a condição inicial é

um conjunto fuzzy emE1.

Exemplo 7.1(Malthus-contínuo)

u′(t) = au(t), u(0) = u0 ∈ E1 (7.1)

Para achar a solução de (7.1), façamos[u(t)]α = [uα
1 (t), uα

2 (t)] e, pelo que vimos na Seção 5.5,

devemos resolver os sistemas



(uα
1 )′(t) = auα

1 (t) , uα
1 (0) = uα

01

(uα
2 )′(t) = auα

2 (t) , uα
2 (0) = uα

02

a ≥ 0 (7.2)





(uα
1 )′(t) = auα

2 (t) , uα
1 (0) = uα

01

(uα
2 )′(t) = auα

1 (t) , uα
2 (0) = uα

01

a < 0 (7.3)

para cadaα ∈ [0, 1].

As soluções de (7.2) e (7.3) existem, pelo Teorema 5.6, e são dadas respectivamente por:
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uα
1 (t) = uα

01e
at

uα
2 (t) = uα

02e
at

a ≥ 0

e





uα
1 (t) =

(uα
01−uα

02)

2
e−at +

uα
01+uα

02

2
eat

uα
2 (t) =

(uα
02−uα

01)

2
e−at +

uα
01+uα

02

2
eat

a < 0

Notemos que para o caso em quea ≥ 0, o nível[u(t)]1 se afasta da soluçãonula enquanto que

sea < 0, as soluções tornam-se cada vez mais difusas, porém o nível[u(t)]1 aproxima-se da

soluçãonula, supondo[u0]
1 com apenas um ponto (Fig 7.1).

Figura 7.1:Comportamento das soluções do Exemplo 7.1 paraa ≥ 0 e a < 0.

Exemplo 7.2(Malthus- discreto).

un+1 = aun, u(0) = u0, a > 0 (7.4)

cuja solução éun = anu0, de acordo com a definição de multiplicação de número real por

conjunto fuzzy. É fácil ver que o único ponto fixo é0̂ sea 6= 1 e que qualquer pontou ∈ E1 é

fixo sea = 1.
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A dinâmica desse sistema é a mesma do sistema determinístico, de acordo com o Teorema

6.8, ou seja,̂0 é assintoticamente estável sea < 1, estável sea = 1 e instável sea > 1.

Observemos que (7.3) e (7.4) foram obtidos pela extensão de Zadeh da funçãof : IR → IR

dada porf(x) = ax.

Nos exemplos 7.1 e 7.2, podemos notar a grande diferença do ponto de vista qualitativo

quanto às suas soluções: enquanto o diâmetro da solução de 7.1 cresce com o tempot, tornando-

a mais difusa, o mesmo não ocorre com as soluções 7.4 sea < 1.

O exemplo seguinte tem sido objeto de estudo intensivo nos últimos anos. Por ser não linear,

ele exibe muitos fenômenos importantes que são generalizados em sistemas dinâmicos. May

[24] já o explorou interpretando-o como modelo de crescimento populacional. Questões tais

comobifurcação, caos e construção de imagenssão tópicos nos quais o nosso exemplo está

presente (Ver Hale [13] , Edelstein [08], Devaney [07] , Forte [09]).

Aqui não estudaremos as estabilidades das órbitas, a não ser dos pontos fixos e também

daquelas que são funções características das órbitas determinísticas.

Exemplo 7.3(logístico-discreto).

Seja a função logística normalizada

f(x) = ax(1− x),

com1 ≤ a ≤ 4, uma vez que queremosx ≥ 0. Vamos investigar os pontos fixos da extensão

de Zadehf̂ , além das funções características0̂ e x̂a, xa = 1− 1
a
. De acordo com o que vimos

na Secção 6.2, devemos resolver a equaçãof([u]α) = [u]α = [uα
1 , uα

2 ], para todoα ∈ [0, 1], isto

é 



uα
1 = min

uα
1≤x≤uα

2

f(x)

uα
2 = max

uα
1≤x≤uα

2

f(x)
(7.5)

Se1 ≤ a ≤ 2, entãoxa = 1− 1
a
≤ 1

2

Sejau ∈ E1 tal quef̂(u) = u. Então.

u0
2 = max

u0
1≤x≤u0

2

f(x) ≤ max
x∈IR

f(x) = f(1
2
) = a

4
≤ 1

2
.
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Logo,uα
2 ≤ 1

2
para todoα ∈ [0, 1]. Portanto, comof é crescente em(−∞, 1

2
], (7.5) é dado por





uα
1 = f(uα

1 ) = auα
1 (1− uα

1 )

uα
2 = f(uα

2 ) = auα
2 (1− uα

2 )
(7.6)

Assim, a única solução de (7.6), além de0̂ e x̂a, é o conjunto fuzzyu ∈ E1 tal que[u]α = [0, xa],

para todoα ∈ [0, 1].

Sea > 2, entãoxa = 1 − 1
a

> 1
2
. Neste caso, consideremos todas as possibilidades de pontos

fixos baseados nos valores deu0
1 e u0

2.

• Parau0
2 ≤ 1

2
, as soluções de (7.6), para todoα ∈ [0, 1], sãouα

1 = 0 e uα
2 = xa > 1

2
o que

contradiz o fato deuα
2 ≤ u0

2 ≤ 1
2
. Portanto não existem novos pontos fixos seu0

2 ≤ 1
2
.

• Parau0
2 ≥ 1

2
, (7.5) é dado por





uα
1 = f(uα

2 ) = auα
2 (1− uα

2 )

uα
2 = f(uα

1 ) = auα
1 (1− uα

1 )
(7.7)

uma vez quef é decrescente em[1
2
, +∞).

Mudando as variáveis a fim de simplificar a notação de (7.7) temos:

{
x = ay(1− y)
y = ax(1− x)

daí,

x = a2x(1− x)[1− ax(1− x)] = f 2(x),

isto é, as coordenadas das soluções do sistema acima são exatamente os pontos fixos def 2(x)

que são dados porx = 0, xa = 1 − 1
a

e x1, x2 =
a + 1±

√
(a− 3)(a + 1)

2a
, (Ver Edelstein

[08]). Assim, se2 < a < 3, x1 e x2 não são reais, portanto a única solução de (7.7)

é uα
1 = uα

2 = xa, ∀α ∈ [0, 1]. Por outro lado, se3 ≤ a < 4, as soluções de (7.7) são

uα
1 = uα

2 = xa ou uα
1 = x1 e uα

2 = x2, ∀α ∈ [0, 1]. Porém, neste último caso, devemos

observar queu0
1 = x1 ≥ 1

2
se, e somente se,3 ≤ a ≤ 1 +

√
5. Desta forma, além dê0 e x̂a,

temos o novo ponto fixou definido por[u]α = [x1, x2] = [x1, f(x1)] para todoα ∈ [0, 1].
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Finalmente, sea = 4, temos novamenteuα
1 = uα

2 = xa como única solução de (7.7).

• Agora, seuα
1 < 1

2
e uα

2 > 1
2

para algumα, então (7.5) é dado por




uα
1 = min{f(uα

1 ), f(uα
2 )}

uα
2 = f(1

2
) = a

4

(7.8)

Portanto, seuα
1 = f(uα

1 ) entãouα
1 = 0. Seuα

1 = f(uα
2 ), entãouα

1 = f(a
4
) = a2

16
(4 − a), neste

caso não é difícil ver quef(a
4
) ≤ 1

2
, isto é,

a2

16
(4− a) ≤ 1

2
se, e somente se,a ≥ 1 +

√
5.

Em resumo temos

• Se1 ≤ a ≤ 2, os únicos pontos fixos do exemplo 7.3 são os seguintes:0̂; x̂a e u1 definido

por [u1]
α = [0, xa], ∀α ∈ [0, 1].

• Se2 < a ≤ 3, além dos pontos fixoŝ0 e x̂a, temos o ponto fixou2 definido por[u2]
α = [0, a

4
].

• Se3 < a ≤ 1 +
√

5, além de0̂, x̂a e u2, temos também o ponto fixou3 com [u3]
α =

[x1, x2], ∀α ∈ [0, 1].

• Se1 +
√

5 < a < 4, os pontos fixos sãô0, x̂a, u2, u4, com [u4]
α = [f(a

4
), a

4
] e u5 definido

por:

[u5] =





[0, f(a
4
)] se α ≤ α

[f(a
4
), a

4
] se α > α

para todoα ∈ [0, 1] e algumα.
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• Sea = 4 os únicos pontos fixos sãô0, x̂a e u6 com [u6]
α = [0, 1] para todoα ∈ [0, 1]:

Figura 7.2:Os pontos fixos dêf do exemplo 7.3.

Vamos agora estudar a estabilidade dos novos pontos fixos encontrados para a funçãof̂ já

que os antigos pontos fixos têm as mesmas características que no caso determinístico, (Teorema

6.8).

Para1 < a ≤ 2, o ponto fixou1 é instável (cf. Corolário 6.15) poisD(u, u1) < δ se [u]α =

[δ, xa] e fn([δ, xa]) = [fn(δ), xa] para δ > 0, suficientemente pequeno, já quef é crescente

[0, 1
2
]. Assim [0, xa] 6⊂ B(fn([u]1, ε) para infinitos valores den ∈ IN.

Para2 < a ≤ 4 temos:
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• u2 e u6 não são estáveis de acordo com o Corolário 6.15.

• u5 também não é estável pois dado0 < δ < f(a
4
), o conjunto fuzzyu definido por seus níveis

[u]α =





[ δ
2
, a

4
] se α ≤ α,

[f(a
4
), a

4
] se α > α

é tal queD(u, u5) = δ
2

< δ e D(f̂n(u), u5) > ε para infinitosn ∈ IN tomando-se0 < ε < δ,

já que

D(f̂n(u), u5) = sup
0≤α≤1

h(fn([u]α), [u5]
α) = h(fn([ δ

2
, a

4
]), [0, a

4
])

efn([ δ
2
, a

4
]) ⊂ [ε, a

4
] paran grande, dado quef é crescente em(0, 1

2
].

• u3 = [x1, x2] é assintoticamente estável:

I)- Estabilidade: Sejamε > 0 en ≥ 0

• Sen é par, tome0 < δ1 < ε tal que

xi − ε < fn(x) < xi sexi − δ1 < x < xi, i = 1, 2

ε < fn(x) < xi + ε sexi < x < xi + δ1, i = 1, 2

• Sen é ímpar, tome0 < δ2 < ε tal que

x2 < fn(x) < x2 + ε sex1 − δ2 < x < x1

x2 − ε < fn(x) < x2 sex1 < x < x1 + δ2

x1 < fn(x) < x1 + ε sex2 − δ2 < x < x2

x1 − ε < fn(x) < x1 sex2 < x < x2 + δ2

Seja0 < δ < min{δ1, δ2}. Como

fn([x1 − δ, x2 + δ]) =





[fn(x1 − δ), fn(x2 + δ)] ⊂ [x1 − ε, x2 + ε] se n é par

[fn(x2 + δ), fn(x1 − δ)] ⊂ [x1 − ε, x2 + ε] se n é ímpar
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segue que

fn([u]0) ⊂ B([u3]
0, ε) se [u]0 ⊂ B([u3]

0, δ). (*)

Por outro lado, como

Sen é par[x1, x2] ⊂ [fn(x1 + δ)− ε, fn(x2 − δ) + ε]

Sen é ímpar[x1, x2] ⊂ [fn(x2 − δ)− ε, fn(x1 − δ) + ε]

Isto é,

[x1, x2] ⊂ B(fn[x1 + δ, x2 − δ], ε).

Assim

[u3]
0 ⊂ B(fn([u]1), ε) se [u3]

0 ⊂ B([u]1, δ). (**)

De (*) e (**) e com a ajuda do Corolário 6.15 segue queu3 é estável.

II)- limn→+∞ D(f̂n(u), u3) = 0.

• Sen é par, sabemos que existemr1 > 0 e r2 > 0 tal que

lim
n→+∞ fn(x) = x1 se ‖x− x1‖ < r1

e

lim
n→+∞ fn(x) = x2 se ‖x− x2‖ < r2

• Sen é ímpar, sabemos que existemr3 > 0 e r4 > 0 tal que

lim
n→+∞ fn(x) = x2 se ‖x− x1‖ < r3

e
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lim
n→+∞ fn(x) = x1 se ‖x− x2‖ < r4

Agora, tomer = min {ri}, i = 1, 2, 3, 4. Com argumentos análogos aos feitos na parte

I), podemos concluir que:

lim
n→+∞D(f̂n(u), u3) = 0

seu ∈ B(u3, r).

De I) e II) temos queu3 é assintoticamente estável.

• u4 é assintoticamente estável:

Vamos primeiro mostrar sua estabilidade:

Pela continuidade def , temos que dadoε > 0, existe0 < δ < ε com a
4
− δ > xa > 1

2
e

f(a
4
)− δ > 0 tal que f(a

4
− δ) < f(a

4
) + ε < 1

2
. Portanto, seD(u, u4) < δ, ou seja,

[u]0 ⊂ B([f(a
4
), a

4
], δ) e [f(a

4
), a

4
] ⊂ B([u]1, δ),

temos, pelo fato dexa > 1
2
, que

f([f(a
4
) + δ, a

4
− δ]) = [f(a

4
− δ), a

4
]

e

f 2([f(a
4
) + δ, a

4
− δ]) = [f(a

4
), a

4
],

donde concluímos que

fn([f(a
4
) + δ, a

4
− δ]) = [f(a

4
), a

4
] ∀n ≥ 2.

Assim [f(a
4
), a

4
] ⊂ B(fn([f(a

4
) + δ, a

4
− δ]), ε) ∀n ≥ 0.

Como por hipótese[f(a
4
) + δ, a

4
− δ] ⊂ [u]1, segue que

[f(a
4
), a

4
] ⊂ B(fn([u]1), ε) ∀n ≥ 0.
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Fazendo[u]0 = [l, m] e supondo[u]0 6⊂ [f(a
4
), a

4
] = [u4]

0, pois neste caso não teríamos nada a

fazer, temos

fn([u]0) = [min{fn(l), fn(m)}, a
4
]

para todon ≥ 1.

Comofn(l) e fn(m) são seqüências crescentes com limites iguais af(a
4
), temos

fn([u]0) ⊂ B([f(a
4
), a

4
], ε) ∀n ≥ 0.

Logo, usando o Corolário 6.15, temos queu4 é estável.

É claro queu4 é assintoticamente estável, pois pelo que fizemos acima,lim
n→+∞D(f̂n(u), u4)

= 0 para todou ∈ E1 com D(u, u4) < r onder é tal quef(a
4
)− r > 0 e a

4
+ r < 1.

Como é sabido, no caso clássicoa = 3 é um valor debifurcação, isto é, sea for ligeira-

mente maior que 3, o ponto fixoxa deixa de ser estável e aparece uma órbita estável de

período 2. Para valores dea ligeiramente maiores que1 +
√

6, aparece uma órbita estável

de período 4. A partir do valor 3,89, aproximadamente, surge um comportamentocaóticona

dinâmica desta equação (Ver Hale [13], Edelstein [08], Devaney [07]). Para o caso fuzzy,

a = 1, a = 2, a = 3, a = 1 +
√

5 são também valores de bifurcação. Ilustraremos abaixo

nossos resultados através de umdiagrama de bifurcação.
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Figura 7.3: Diagrama de bifurcação da função logísticaf̂(u). Embora o ramo determinístico apre-
sente pontos fixos e ciclos, no ramo fuzzy apresentamos apenas pontos fixos def̂ . As linhas tracejadas
significam instabilidade e as cheias estabilidade.

Vamos encerrar esta secção observando que a fuzziness ilustrada nos exemplos acima surge

devido à condição inicial ser supostamente fuzzy e não o conceito dado à variável de estado.

7.3 Fuzziness ambiental

Variações abióticas ou ambientais podem também influenciar fortemente no processo de inter-

ação entre espécies e nas suas dinâmicas populacionais. As conseqüências, devido às variações

no ambiente, podem ser analisadas incorporando-se estocasticidade e, neste caso, as soluções

são processos estocásticos. Já no caso em que tais ambientes influenciam subjetivamente, temos

novamente a teoria fuzzy como opção.

Aqui, as ferramentas também são as equações diferenciais ou as iteradas, formalmente de-
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terminísticas, mas com alguns de seuscoeficientesmodelados por conjuntos fuzzy. Neste caso,

as equações podem ser tratadas de maneira clássica ou através do cálculo para teoria fuzzy

desenvolvido nos Capítulos 5 e 6, dependendo da modelagem adotada. Aqui o princípio de

extensão de Zadeh não é aparentemente, adequado.

Vamos ilustrar o conceito de fuzziness ambiental através de exemplos. Inicialmente no

Modelo 1 consideramos apobrezacomo um fator que supostamente influencia a esperança de

vida de um grupo (Veja [02, 04]):

Modelo 1 (esperança de vida)

SejaA um conjunto comn(t) indivíduos no instantet. Supondo que não haja nascimento de

indivíduos neste grupoA e que a dinâmica do número de indivíduos obedeça ao problema de

Cauchy

n′(t) = −λn(t), n(0) = n0, (7.9)

surge a questão:de que maneira o ambiente ou mesmo a forma de vida dos indivíduos in-

fluenciam na expectativa de vida do grupo? Uma possível resposta será dada supondo que

o ambiente interfere no grupo como um todo. Isto é, não levaremos em conta características

individuais tais como qual é o mais forte, a que raça pertence, qual a cor, etc. Esta é a caracterís-

tica principal para que adotemos a fuzziness apenas nos parâmetros da equação, originalmente

determinística, a exemplo de estocasticidade ambiental (Turelli [39], May [25]).

Para incorporar a fuzziness no parâmetroλ, podemos supor queλ = λ1 + uk(r)λ2, onde

λ1 é ataxa de mortalidade natural(tomada em um grupo com condições satisfatória de sobre-

vivência) euk(r)λ2 é o coeficiente que representa a influência da pobreza na taxa de mortalidade

λ do grupo. A taxa de mortalidade é máxima e igual aλ1 + λ2 quandouk(r) = 1. Para nosso

modelo, escolhemos como “conjunto dos pobres"o conjunto fuzzy dado no Exemplo 2.3:

uk(r) =





[1− ( r
r0

)2]k se 0 ≤ r < r0

0 se r ≥ r0

cujos comentários e interpretações a respeito dos parâmetrosk er0 e da variávelr, encontram-se

no Capítulo 2.
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Vamos supor agora quer seja proporcional ao salário S do grupo estudado:r = cSm, com

c em duas constantes. Então, temos o conjunto fuzzy

vk(S) = uk(cS
m) =





[1− ( S
S0

)2m]k se 0 < S < S0

0 se S ≥ S0

ondeS0 = (
r0

c
)

1
m .

Para obtermos os valores deλ1, λ2 e S0, utilizamos uma tabela de esperanças de vida

baseada em faixas salariais distintas (cf. [02]). Os valores encontrados foram:λ1 =
1

54, 4
, λ2 =

6, 618× 10−3 e S0 = 3, 2.

De acordo com a distribuição salarial de um grupo de trabalhadores da mesma região, para a

qual definimosλ1, λ2 e S0, encontramos os valoresk = 1, 51 em = 0, 4435, supondoc = 1.

Assim, o problema (7.9) pode ser resolvido usando a teoria clássica de equações diferenciais

ordinárias, cuja solução é conhecidamente dada por

n(t) = n0e
−[λ1+vk(S)λ2]t

para cada valor deS. Desta forma, obtemos uma família de realizações (soluções) para o

problema (7.9). A análise destas soluções bem como da média entre delas, no sentido clássico

e também no sentido fuzzy (cf. Sugeno [37]), podem ser encontradas em [02].

Agora, vamos dar uma solução para (7.9), entendendo que tal problema é o problema de

Cauchy fuzzy:

n′(t) = −(λ1 + vk(S)λ2)n(t), n(0) = n0 ∈ IR+ (7.10)

cuja solução em cada instante é um conjunto fuzzy como vimos no Capítulo 5.

Temos então que osα-níveis devk en(t) são

[vk]
α = [0, S0(1− α

1
k )

1
2m ] e [n]α = [nα

1 , nα
2 ]

para cadaα ∈ [0, 1].

Logo, em conseqüência das operações de multiplicação e adição, temos
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[−(λ1 + vk(S)λ2)n]α = [−(λ1 + λ2S0(1− α
1
k )

1
2m )nα

2 , −λ1n
α
1 ]

e, portanto, a solução de (7.10) é obtida do sistema determinístico bidimensional:




ṅα
1 = −(λ1 + λ2S0(1− α

1
k )

1
2m )nα

2 = −bnα
2 , n0

ṅα
2 = −λ1n

α
1 , n0

(7.11)

para todoα ∈ [0, 1].

Acoplando as duas equações de (7.11), vem

n̈α
1 = −bṅα

2 ou n̈α
1 = λ1bn

α
1

obtendo assim as soluções




nα
1 = n0[

(1+

√
b

λ1
)

2
exp(−√λ1bt)−

(

√
b

λ1
−1)

2
exp(

√
λ1bt)]

nα
2 = n0[

(

√
λ1
b

+1)

2
exp(−√λ1bt) +

(1−
√

λ1
b

)

2
exp(

√
λ1bt)]

(7.12)

Observemos que o problema (7.10) tem solução única comα-níveis dados por (7.12), de acordo

com o Corolário 5.9, e que o diâmetro de cadaα-nível desta solução é dado por:

d(α, t) = nα
2 − nα

1 = n0(
√

b
λ1
−

√
λ1

b
)senh(

√
λ1bt).

Comentários

O problema de valor inicial tem como solução um subconjunto fuzzy para cadat, dado por seus

α-níveis. No modelo anterior temos que o parâmetroλ1+vkλ2 é um conjunto fuzzy; entretanto,

se tivermos informações mais precisas a respeito de tal parâmetro, podemos ter também uma

melhor precisão na solução:

a) Quanto menor for o valor deS0, ou seja, regiões com menores necessidades de uma renda

mínima, para que não haja interferência do fator renda na dinâmica populacional, têm melhor

precisão nas suas soluções, já queb diminui aproximando-se deλ1, seS0 aproximar-se de zero.

Mais ainda, supondoS0
∼= 0, (7.12), vem dada por
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nα
1 = nα

2 = n0e
−λ1t

que é a solução do problema determinístico onde não há interferência da renda na taxa de

mortalidade.

Conclusões semelhantes seriam tiradas se considerássemos o parâmetro ambientalk cres-

cente. Isto nos confirma a interpretação de que tal parâmetro revela se o ambiente em que vive

o grupo é mais ou menos favorável à vida, como visto no Exemplo 2.3.

b) Se desejamos modelar o mesmo fenômeno utilizando, desde o princípio, uma equação deter-

mínistica, obtemos

n(t) = n0e
−µt (7.13)

como solução do problema determinístico

dn

dt
= −µn, n(0) = n0. (7.14)

Neste caso,µ é um parâmetro fixo e seλ1 ≤ µ ≤ λ1 + λ2 temos

nα
1 (t) ≤ n(t) ≤ nα

2 (t), ∀α ∈ [0, 1].

Estas desigualdades indicam que a solução determinística (7.13) épreferida, com o sentido

dado no Capítulo 5.

Observamos ainda que o modelo (7.10) só tem algum significado “realista"se a solução (7.12)

satisfizer a condição

nα
1 (t) ≥ 0 =⇒ t ≤ 1

2
√

λ1b
ln


1 +

√
b

λ1√
b

λ1
− 1


 = tα.

Os casos extremos parat são:

t0 ≤ lim
α→0+

tα =
1

2[λ1(λ1 + λ2S0)]
.ln


1 +

√
1 + λ2

λ1
S0√

1 + λ2

λ1
S0 − 1




e
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t0 ≤ lim
α→1−

tα = +∞.

A limitação det0, como sabemos, não aparece no caso determinístico, quando o fenômeno

é modelado através de uma equação diferencial linear.

c) Se optássemos por modelar o fenômeno supondo que o tempo fosse discreto, então a equação

que daria a dinâmica populacional, se considerada linear, seria

n(t + 1) = (λ1 + vk(S)λ2)n(t) (7.15)

cuja solução, como visto no Exemplo 6.2, temα-níveis:

[nα
1 (t), nα

2 (t)] = [λt
1n0, (λ1 + λ2S0(1− α

1
k )

1
2m )tn0], α ∈ [0, 1].

Ainda, de acordo com o Exemplo 6.2, a solução nula0̂ é assintoticamente estável já que

[λ1 + vk(S)λ2]
0 = [λ1, λ1 + λ2S0] ∼= [0, 018; 0, 04] ⊂ [0, 1).

Podemos notar também que, como não poderia deixar de ser, a diminuição deS0, bem como o

aumento do valor dek (isto é, aumento nos recursos ambientais), torna menos difusa a solução,

acarretando maior precisão na previsão do número futuro de indivíduos do grupo que, no limite,

é dado porλt
1n0, solução do problema determinístico

n(t + 1) = λ1n(t), n0. (7.16)

Esta solução é preferida já que

λt
1n0 ∈ [nα

1 (t), nα
2 (t)] ∀α ∈ [0, 1].

Para encerrarmos esta secção, comentaremos o modelo de Lotka-Volterra para competição

entre espécies, onde os coeficientes de competição são “estabelecidos"através dos recusos “óti-

mos"para os competidores. Giering III e Kandel [11] sugerem que tais recursos ótimos sejam

modelados usando a teoria de conjuntos fuzzy.

Modelo 2 (competição entre espécies)
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Suponhamos quen espécies estejam competindo em um único nível trófico (alimentos por

exemplo) segundo o modelo de competição clássico:

dNi(t)

dt
= Ni(t)[ki −

n∑

j=1

βijNj(t)]. (7.17)

Aqui, vamos suporki > 0 e que a competição se dê apenas por recursos ótimos que podem ser

colocados ao longo de um eixo S (May [25]).

A cada recursos ∈ S nós associamos um númerou0t(vk, s) ∈ [0, 1] que significará o quanto

s é ótimo para o fenótipovk. Iremos supor que para cadavk existes tal queu0t(vk, s) = 1.

Giering III e Kandel [11] sugerem que os recursos ótimos, comuns às espéciesi e j, sejam

definidos pela função grau de pertinência:

uij(s) = sup
0≤T≤1

[min(T, ηij(ξT ))]

ondeξT = {(vk, vl) : min[u0t(vk, s), u0t(vl, s)] ≥ T},

ηij =
∫ ∫

ξT

fikfjldvkdvl

efik é a densidade de distribuição do fenótipovk na espéciei.

Note que o conjuntoξT nos informa quais são os indivíduos que, de acordo com seu fenótipo,

julgam o recursos superior aT , para cadaT ∈ [0, 1] eηij nos dá uma “medida"de tal conjunto.

Giering III e Kandel [11] definem finalmente os coeficientes

βij =

sup
s∈S

uij(s)

sup
s∈S

uii(s)
,

isto é,βij é definido como apossibilidade relativa de um recursoss, que é ótimo para a espécie

i, ser também ótimo para a espéciej. Ver ([02] ou [28]).

A fim de obtermos valores concretos paraβij, vamos supor que existam apenas duas espécies

competindo(N = 2) e que

fik =
1√
2πσ

exp[−(vk −mi)
2/2σ2],
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ondemi é o fenótipo médio da espéciei eσ é o desvio padrão para ambas espécies. Os recursos

ótimos para o fenótipov é dado pela função da Lorentz:

u0t(v, s) =
1

1 + 4w−2(v − s)2
,

ondew é uma constante que representa a versatilidade de recursos para o fenótipov.

Chamando ded = |m2 − m1| a distância entre os fenótipos das duas espécies, obtemos uma

fórmula simplificada paraβij (cf. [02]):

βij = β(d, w) =

sup
0≤T≤1

[min(T, η(d
2
, T ))]

sup
0≤T≤1

[min(T, η(0, T ))]
.

e

η(d/2, T ) =




1√
2πσ

d/2+g∫

d/2−g

exp(−v2/2σ2)dv




2

ondeg =
1

2
w

√
1− T

T
.

É fácil ver queβii = β(0, w) = 1, para todow e que βij = βji = β. Assim (7.15) passa a ser




dN1

dt
= N1(t)[k1 −N1 − βN2]

dN2

dt
= N2(t)[k2 − βN1 −N2]

. (7.18)

Agora, para cada par(d, w) fixado, podemos encontrar uma solução do sistema determinístico

(7.18). Por exemplo, a solução de equilíbrio, não trivial, é

N∗
1 =

K1 − βK2

1− β2
e N∗

2 =
K2 − βK1

1− β2
,

e se considerarmosK1 = K2 = K, temos

N∗
1 = N∗

2 =
K

1 + β
. (7.19)

A questão da estabilidade das soluções é tratada neste caso de maneira clássica. Pode-se mostrar

(cf. [03]) que o ponto de equilíbrio (7.19) é assintoticamente estável se1− β > 0. Neste caso,
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se considerarmos que quanto maior for o valor ded, tanto maior é a complexidade do sistema,

então parad = 0 (menor complexidade possível), tem-seβ = 1 e a eventual estabilidade do

ponto de equilíbrio pode não ser assintótica. Questões de “estabilidade e complexidade", que

têm grande interesse em Ecologia, podem ser encontradas em vários livros clássicos. Ver (May

[25] , Svirezhev e Logofet [28], Kindlmann [20], etc).

7.4 Fuzziness demográfica-ambiental

Em geral, ambos os tipos de fuzzieness estão presentes nos fenômenos biológicos. No entanto,

as dificuldades na análise das possíveis soluções dos modelos matemáticos para estes casos

poderiam tornar o problema intratável. Porém, se nos restringirmos aos modelos lineares (7.10)

e (7.15), suas soluções não são afetadas do ponto de vista qualitativo, apresentando apenas

algumas complicações matemáticas. Especificamente, temos (7.10) e (7.15) transformados em

(7.20) e (7.21) respectivamente:

a) Caso contínuo

n′(t) = −(λ1 + λ2vk(S))n(t), n0 ∈ E1 (7.20)

como solução dada por seusα-níveis:





nα
1 =

(nα
01+

√
b

λ1
nα

02)

2
exp(−√λ1bt)−

(

√
b

λ1
nα

02−nα
01)

2
exp(

√
λ1bt)

nα
2 =

(

√
λ1
b

nα
01+nα

02)

2
exp(−√λ1bt) +

(nα
02−

√
λ1
b

nα
01)

2
exp(

√
λ1bt)

b) Caso discreto

nt+1 = (λ1 + λ2vk(S))n(t), n0 ∈ E1 (7.21)

e portanto osα-níveis da solução são

[nt]
α = [(λ1)

tnα
01, (λ1 + λ2S0(1− α

1
k )

1
2m )tnα

02],

onde[n0]
α = [nα

01, n
α
02], ∀α ∈ [0, 1].
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Comentários finais

A noção de estabilidade, bem como a de pontos críticos para soluções de equações diferenciais

fuzzy, ainda não está bem clara já que seus diâmetros são crescentes com o tempot (Kaleva

[17]). Assim, questões comosimilaridade limitepara nichos sobrepostos ou análise de extinção

devem ser tratados modelando o fenômeno através de equações discretas onde o conceito de

estabilidade está bem definido.

Nos Capítulos 5 e 6 fizemos análise comparativa de sistemas fuzzy com os respectivos sis-

temas determinísticos associados. Concluímos que as soluções determinísticas são preferidas

(têm grau de pertinência 1 conforme Teoremas 5.5 e 6.1). Tais sistemas fuzzy são, em geral,

obtidos de sistemas determinísticos usando a extensão de Zadeh (Capítulo 3). Neste caso,

funções características das soluções determinísticas são soluções do sistema fuzzy associado

(cf. Lema 5.1). Diante disto é de se esperar que qualquer conceito de estabilidade que venha

a ser dado para as soluções de equações diferenciais fuzzy deve generalizar o já existente para

as soluções determinísticas. Isto é, funções características de soluções estáveis (instáveis ou

assintoticamente estáveis) devem ser soluções estáveis (instáveis ou assintoticamente estáveis)

para o sistema fuzzy associado. Mais ainda, as soluções dos sistemas fuzzy, que são obtidos

usando o princípio de extensão de Zadeh, poderiam ser ditas estáveis (instáveis ou assintotica-

mente estáveis) se seus níveis[u(t)]1 contivessem soluções determinísticas estáveis (instáveis

ou assintoticamente estáveis) para os sistemas originalmente determinísticos, dado que estas

são preferidas.

Vale a pena lembrar que osα-níveis dos pontos fixos assintoticamente estáveis, para sis-

temas iterativos fuzzy, obtidos pela extensão de Zadeh, são conjuntos atratores do sistema de-

terminístico original, como vimos no Teorema 6.11.

No Capítulo 7 apresentamos exemplos e técnicas de soluções de equações diferenciais e

discretas onde julgamos ser relevantes os diversos graus de subjetividade, tanto nas variáveis

de estado como nos parâmetros de equações, originalmente determinísticas. Estes foram os

casos do exemplo 7.3 (logístico-discreto), onde surgem pontos fixos diferentes daqueles do

caso clássico e novos valores de bifurcação; do Modelo 1 (esperança de vida) em que a taxa de

102



mortalidade, supostamente, depende da renda dos indivíduos; e do Modelo 2 (competição entre

espécies), onde a competição se dá pelos seus recursos ótimos.

Podemos concluir que, a exemplo dos casos estocásticos, é preciso avaliar se tais com-

plicações matemáticas são relevantes para um melhor entendimento do fenômeno estudado.

Acreditamos, no entanto, que quando se consideram relevantes os diferentes graus de subjetivi-

dade do fenômeno estudado, a melhor forma de olhar o problema é por meio da teoria fuzzy.
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