Solucionario do livro “Topicos de Légica Fuzzy
e Biomatematica’

Laécio Carvalho de Barros & Rodney Carlos Bassanezi
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2 Errata

o Capitulo 7, pagina 247:
A férmula (7.22) NAO significa que as varigveis aleatérias ¢4 e @g sao
nao correlacionadas, como aparece no texto, uma vez que (7.22) nao
envolve distribuicao conjunta bivariada. Veja solugoes dos exercicios

78 e 7.9.

3 Solucionario

1. Conjunto Fuzzy como Modelador de Incerteza
Exercicio 1.1 Suponha que A e B sejam conjuntos cléssicos de U.

' 1 eANB
a) Verifique que xanp(x) = { 0 :(:: i ¢ ANB "’

b) Verifique que xanar(z) = 0 (ANA" = 0) e que xauar(z) =1 (AUA" =TU)
para todo x € U.

Demonstragao. (a) Por definigao temos:
(z) = lsexec A . (z) = lsexeB
XAVE) = Osex ¢ A XB\L) = Osex ¢ B’
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Também segundo a defini¢ao temos panp(x) = Min{pa(z), vp(z)}. E

entao:

lsexcecAexeB
0 cc ’

Xanp(z) = {

E portanto
(z) = lsex e ANB
XAnBIT) = Osex ¢ ANB "’

(b) Por definigao temos pa/(x) =1 — pa(z). Logo temos:

_flsexg A
XA,(@_{OsexEA'

E entao:
lsexzceAexec A

0 cc

Xana(r) = {

Como x € Aex € A’ é impossivel, temos xana/(x) = 0, 0 mesmo que
dizer AN A" =10.

Pela defini¢ao paup(x) = Maz{pa(x), pp(x)}. Entao:
Osex ¢ Aex ¢ A
1 cc )

Xavar(T) = {

Comox ¢ Aex ¢ A é impossivel, temos xaua/(x) = 1, 0 mesmo que
dizer AUA' =U. O
Exercicio 1.2 Considere que o conjunto fuzzy dos jovens seja dado por

() :{ = (&)2]4, z € [10,120]
0, x ¢ (10,120

a) Defina um conjunto fuzzy dos idosos.

b) Determine a idade de um individuo de “meia vida”, isto é, grau 0,5
tanto de jovialidade como de velhice, supondo que o conjunto fuzzy dos
idosos seja complemento fuzzy dos jovens.

c¢) Esboce os gréficos dos jovens e idosos do item anterior e compare com
o Exemplo 1.6.

Demonstracao. (a) Considere o mesmo conjunto fuzzy dos jovens agora com
a fungao de pertinéncia p;(x) =1 — ¢ () ou ainda

or(z) =1— ¢, (x) = { 1- [1 - (%)2}4, z € [10,120]
L, x ¢ [10,120]



(b) Jovialidade
z \2 4
i(z) = (1 — (%) ) , para @;(z) = 0,5 temos:

0,5= (1— (15”70)2) — (0,5)T =1 - (%)2 -

L
120

1
2 0,5

e= 20 (1-05) = 0= 201 0.5 =

(55 )2:1—(0,5)i — L _ (1—(0,5)5)%:>

120

z =120 (1 —0,8408)"° = 2 = 120 (0, 1592)"° —=
x = 120 x 0, 39899,
portanto z ~ 47, 8.

Velhice

wr(xr) =0,5, assim

N (M) N

dai temos que

o

2
)

z =120 (1-(0,5)7)

portanto ¢;(x) = 0,5 =1 — p;(x) ~ 47, 8.



(c) Veja figura a seguir:

4
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O

Exercicio 1.3 Considere o subconjunto fuzzy das pessoas altas (em me-
tros) do Brasil, definido por

0 sex <1,4
pa(r) =<5 (x—1,4) seld<2<1,8
1 sex >1,8

e das pessoas de estatura mediana por

;

0 sex <1,4
é(:c—l,él) sel,4<2<1,6

pp(r) =41 se ,6<x<1,7
0%1(1,8—55) sel,7<x<1,8
0 sex >1,8

\

onde x é a altura em metros. Obtenha (AU B) e A’ U B’ e dé uma inter-
pretacao para estas operacoes.



Demonstracao.

1-0 sex<1,4
oa () = —ﬁ(:c—l,él) sel,4<x<1,8
(1—1 sex >1,8
(1 sex <1,4
= ﬁ(l,S—x) se ,4<x<1,8
0 sexr >1,8
¢ (
1-0 sex<1,4
1—&(3:—1,4) sel,4<x<1,6
vp () =<1-1 sel,6<x<1,7
1—%(1,8—:17) se,7<x<1,8
(1-0 sex > 1,8
(1 sex <1,4
5 (1L 6—z) seld<z<16
=<0 se,6<ax<1,7
sr(r—1,7) sel,7<z<1,8
1 sex >1,8



(AU B)" é o conjunto fuzzy dado pela funcao de pertinéncia

P(AUB)’ () = P(A'NB’) (z)

p

min [1, 1] sex <14
min ﬁ(l,S—x),O%(lﬁ—x)] seld<z<1,6
— {min ﬁ(l,S—x),O] sel,6<z<1,7
min ﬁ(l,é%—x),ﬁ(x—l,?)] se 1,7<x<1,8
| min [0, 1] sex>1,8
(1 sex <14
L(1,6-2) sel,d<z<1,6
B 0 se ,6<ax<1,7
B ﬁ(:ﬁ—l,?) se 1,7<x<1,72
= (1,8—2) sel,72<z<1,8
\O sexr >1,8

e AU B’ é dado por

max [1,1] sex < 1,4

max ﬁ(l,S—x),%Q(lﬁ—x)} sel,d<2<1,6
Yy (r) = { max 0—,4(1,8—33),0} se,6<x<1,7

max ﬁa,s-x),ﬁ(x—l,?)} sel,7<2<1,8

| max [0, 1] sex>1,8

(1 sex <14

)& 8-1) seld<z<1,72
s —17) sel,72<x <18
1 sex>1,8

As operacoes uniao e interseccao e o complementar de subconjuntos fuzzy sao
extensdes do caso cldssico, assim, (AU B) e A'UB’ podem ser interpretados
como, respectivamente, subconjuntos fuzzy das pessoas baixas (complemen-
tar das pessoas altas ou de estatura mediana) e pessoas pessoas baixas ou
altas (complementar de pessoas altas ou complementar de pessoas com esta-
tura mediana). O



2. O Principio de Extensao e Numeros Fuzzy

Exercicio 2.1 Considere o subconjunto fuzzy A de nimeros reais com
funcao de pertinéncia dada por:

Considere ainda a funcao f(x) = 2%,z > 0. Obtenha [f(A)]a paraa =0, =
3/dea=1

Demonstracao. Observe que os a—niveis de A s@o os intervalos

1(1-@),%(1+ﬂ)}.

A = |3

Como f é crescente e continua, temos

P = 7041 = |10~ V=P g0+ vImap|

Em particular, obtemos:

Exercicio 2.2 Refaca o Exemplo 2.3, ou seja, com

0,4 05 1, 05 0,2 0,2, 05 1, 05 0,2
=+ . +--B=-"-+ +

A

3 4+5+6 7 6 7+8+9 10

a) Tomando f(z,y) = 2* +y, determine f (A, B) e os graus de pertinéncia
de z=10e z=25em f(A, B).

b) Agora tomando f(z,y) = 2z + y, determine f(A, B) e o grau de per-
tinéncia de z = 18 em f(A, B).



Demonstragao.  a)

onde z = f(z,y) =2* +y e,

oo m(2) = { Zupmin[@A(SL’)vSOB(y)] zz? 18 ig

wn s g gy
RRRERER

+ + |

©f(a.p)(10) = 0 pois f7410) = 2.

Pfap)(25) = Sup s minfpa(2), u(y)]
= max[minfp4(4), p5(9)]] = 0,5

f(A,B) = i i i (j) ,

onde z = f(z,y) =2x+vye

0,2 0 0,5 0,5 0,5 005 1 0,5 0,5 0,5 0,2 0,2 0,2

f(4.B) = 12 s e T Ts T 10 T20 T T _3+_4
@f(A,B)(18) = sup;-1(5) minfpa(z), p5(y)] = max[0,2;1;0,2] = 1.

]

Exercicio 2.3 Obtenha os resultados das operacoes definidas acima para
os intervalos

A=[-1,2] e B=][56]
Demonstracio. e [A+ B] = [4,8];
o [A-B]=[-7-3];
o [A.B] =[-6,12];

o [A/B] =[-33]



Exercicio 2.4 Considere os nimeros fuzzy triangulares A e B que in-
dicam, respectivamente, aprorimadamente 2 e aprorimadamente 4, dados
por

A=(1;2;3) e B=(3;4;5).

Calcule o resultado de A ® B para cada uma das operacoes aritméticas entre
numeros fuzzy mostradas a seguir.

Demonstracao. Do principio de extensao de Zadeh, obtém-se os seguintes
resultados:

a)

SUp,,(,) Min z),08(y)}, sep(z) #0
%B(Z):{ o minea(@), psn)} seplz) £0
0, caso contrario

onde ¢(z) = {(z,y);z +y = z}.

Analisando os intervalos de variagao das variaveis x e y, tem-se:

% -2, sed<z<6
parp(2) =9 —-5+4, se6<2<8
0, caso contrario

ou, simplesmente, A+ B = (4;6;8).
b)

) SUPy(z) min{goA(:c), @B(y)}v se (p(z) # 0
pa-p(2) = .
0, caso contrario

onde (2) = {(z,y);z —y = z}.



Analogamente, através dos intervalos de variagao das varidveis = e vy,
tem-se:

s+2, se —4<z< -2
va_p(z) =14 =% se —2<2z<0

0, caso contrario

ou, equivalentemente, A — B = (—4;—2;0).

ou(®) = o fea@} = (3)

Novamente, através dos intervalos de variagao de x, tem-se:

i -1, sed <z < -8
0aa(z) = —2+3, se8<z2<12
0, caso contrario

ou seja, 4A = (4;8;12).

Sup,,) min ), . se p(2) £ 0D
ornle) = { o min{pa(@) on(y)}h, e plz) 20
0, caso contrario

onde p(z) = {(z,y);zy = 2}.

Analisando os intervalos de variacao das variaveis x e y, tem-se:

—2++vVz+1, se3<2<8
wap(z) =<4 —+/2+1, se 8 < 2<15

0, caso contrario

) supy,ymin{pa(z), oY)}, se w(z) #0
SOA/B(Z) = L
0, caso contrario

onde ¢(z) = {(z,y);x/y = z}.
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Analisando os intervalos de variagao das variaveis x e y, tem-se:

=l se1/5<2<1/2

z+17
va/B(2) = i‘f’f, se1/2<z2<1
0, caso contrario

Observa-se que nos itens d) e e) as fungoes de pertinéncia nao corres-
pondem a ntumeros fuzzy triangulares.

O

Exercicio 2.5 A partir do Teorema 2.1 e das propriedades das operagoes
aritméticas, mostre que a Extensao de Zadeh de uma funcao linear afim,
f(z) = ax 4+ b, é a funcao linear afim f(X) =aX +bse X € F(R).

Demonstragao. Tomando o nimero fuzzy A e a fungao linear afim f(z) =
Ax + b, com A # 0. Sendo assim, f é uma funcao bijetora e, portanto,

P z) = fs,lfg) pa(r) = pa(f7(2)) = pa <Z ; b) '

Como A é um numero fuzzy,

~

Portanto, f(A) = A + b.

3. Relagoes Fuzzy

Exercicio 3.1 Compare o Exemplo 3.1 (pdgina 60) com o exemplo 1.8
(pagina 26)

Demonstracao. Tanto o exemplo 3.1 quanto o exemplo 1.8 possuem mesmos
valores de pertinéncia para todos os pacientes, tanto para Febre quanto para
Mialgia. O exemplo 1.8 temo como objetivo ilustrar as operagoes fuzzy de
uniao, interseccao e complementar, ja o exemplo 3.1, tem como objetivo diag-
nosticar qual paciente esta com gripe, que nesse caso, o grau de pertinéncia de
gripe de um paciente é dado pela intesecao fuzzy de Mialgia com Febre. [
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Paciente | Febre: A | Mialgia: B | AUB | AnB | A | AnA | AUA
1 0,7 0.6 0,7 06 103 023 0.7
2 1,0 1,0 1,0 1,0 | 0,0 0,0 1,0
3 0,4 0,2 0,4 02 06| 04 0.6
4 0,5 0,5 0,5 05 |05 0,5 0,5
5 1.0 0,2 1.0 02 00| 00 1.0

Tabela 1.1: Tlustragao das operagoes entre subconjuntos fuzzy.

Paciente Febre: A Mialgia: B Coriza: C A B C ANBNC AUBUC
1 0,7 0,6 0,8 0,3 0,4 0,2 0,6 0,8
2 1,0 1,0 0,4 0,0 | 0,0 | 0,6 0,4 1,0
3 0,4 0,2 0,5 0,6 | 0,8 | 0,5 0,2 0,5
1 0,5 0,5 0,3 0,5 | 0,5 | 0,7 0,3 0,5
5 1,0 0,2 0,9 0,0 | 0,8 | 0,1 0,2 1,0
Paciente | AN A’ ATuB ucC’ ATnB ' nC’ (AuB)NC | (AnB)UC (AnC)uB
T 0,3 0,4 0,2 0,7 0,8 0,7
2 0,0 0,6 0,0 0,4 1,0 1,0
3 0,4 0,8 0,5 0,4 0,5 0,4
4 0,5 0,7 0,5 0,3 0,5 0,5
5 0,0 0,8 0,0 0,9 0,9 0,9

Exercicio 3.2 Investigue mais um sintoma tipico de gripe (coriza, por
exemplo) e inclua-o, como subconjunto fuzzy, na Tabela 1.1 para diagnosticar
0s pacientes com gripe.

Demonstracao. Observacao: A coriza pode ser avaliada pela cor da secrecao.
A secrec@o nasal (coriza) pode ser um destes tipos:

e Transparentes e ralas: resfriado comum, alergia, rinite alérgica ou febre
do feno;

e Espessas e amarelas ou marrom ou verde: sinusite, gripe ou tuberculose;
e De cor ferrugem ou verde: infecgoes bacteriana ou lesao encefélica.
O

Exercicio 3.3 Suponha que os conjuntos universos envolvidos U e V'
sejam finitos, de maneira que A, B e R tenham representacoes na forma de
matriz. A partir da observacao anterior, verifique que

B=AoR e A=BoR'

onde A e B sao as formas matriciais em linha dos respectivos conjuntos fuzzy,
cujos elementos sao obtidos a partir da equagao (3.3).
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Demonstragao. Suponhamos U = {uj,ug, ..., uyn}t e V.= {vy,v9,...,0,}
com suas respectivas classes de subconjuntos fuzzy F (U) e F (V) e R uma
relagao binaria sobre U x V. Para cada A € F (U), o funcional de F (U) em
F (V) definido por R faz correnponder o elemento B € F (V) cuja fungao
de pertinéncia é dada por

bi = pp(v;) = s [min (pa (uk) , PR (Uk, vi))]

= 21615 [min (pa (7), or (T, 0;))]

= PAoR (flf, Ui)u

portanto, B = A o R. Analogamente, para cada B € F (V), o funcional de
F (V) em F (U) definido por R faz correnponder o elemento A € F (U) cuja
funcao de pertinéncia é dada por

a; = @a(u;) = 1315” (min (¢ (i) s pr-1 (Vk, 17))]
= j}én [min (o5 (V) , or (Ui, vr))]
— sgg_[min (5 (¥) PR (Ui, y))]
= ;;1615 min (5 (y), ¢rr (¥, w))]

= YBoRT (y, Ui)>

logo, A= BoR".
U

Exercicio 3.4 Defina 6 .S = min{t;;, s;;} e obtenha a diferenca a partir
do raport determinado pela operacao. Use também estas operagoes com a
composicao entre sarja e cetim.

Demonstracao. Tomando os multiplos de cada padrao adequadamente, te-
mos:

010101 001001
101010 010010
p_|0LO0O Lo o F100 100
101010 001001
010101 010010
10101 0| (10010 0]
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Assim, obtemos:

000O0O0T1

000O0T1PQ0

001000
010000
100 00O

0001O0O0

min{tij, sij} =

ToS=

Para a composicao sarja-cetim as matrizes tém dimensao 15 e obtemos:

0o 01 0 0 1 0 0 1 0 O

0

0 O 0
0 0 0
1 0 O

1
0

0 0 1 0 O
0
0 0

1

1

0 0

0 0

0 0 0 0 1
0 O

0

0 0 1 0 0 1

1

0 0 1 0 0 1

1

0 0 0
0 0 0
1 0 O

1
0

0 0 1 0 O
0
0 0

1

1

0 O

0 0

0 0

1

0 0

0

1 0 0 1. 0 01 0 O 0

0 0

0 0 1 0 0 1

1

0 0 1 0 0 1 0 O 0

0

01 00 0 0 1 0 0 0 0 1 O
0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O

1

1

0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0O
0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O

1

1

1

1

1 0 0 0 01 0 0 0 O
0 0 0 O 0 0 0 O

0 0 0 O

0

1
0 0 0 O

1
0 0 0 O

0 1
0 0 0 O

1

1

1 0 0 0 01 00 0 0 1 0 0 O
0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O

1

1

1

0 0 001 000 0O 1 0 0 0O
0 0 0 O 0 0 0 O

0
0 0 0 O

0

1

1

1

0 0 0 0 1 0 0 0 O
0 0 0 O

1
0 0 0 O

0 0 O

1
0 0 0 O

1
0 0 0 O

1
0 0 O

1

0

1 1

1
0 0 0 O

0 0 0 0 1 0 0 0 O

1
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001000O0O0OO0OO0OO0OOO0OO0@O
000010O0O0OO0OO0OO0OOO0OO0®O
0000O0OO0O1O0O0O0OO0OO0OO0OO0®O
0000O0OO0OO0OO0O1O0O0OO0O0®O0OO
0000O0OO0OO0O0O0OO0OO0O1O00O0O0O0
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOT1O0® 0
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O®O0O0T1
010000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0®O
00010O0O0O0OO0OO0OO0OO0O0®O0OO
0000O0O1O0O0OO0OO0OO0OO0O0®O0OO
0000O0OO0OO0O1O0O0O0OO0O0®O0OO
0000O0OO0OO0OO0OO0O1O0O0OO0OO0®O0
0000O0OO0OO0OO0OO0OOOTO0OO 0O
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0OT1PO0

100000O0OO0OO0OOOO0OO0OO0O®O

min{tij, Sij} =

SoC

Exercicio 3.5 Considere as matrizes

o o~ O

— o O

o — O O

o o~ O

— O - O

O — O -

— O - O

O — O

[max — min] para obter um novo raport.

e faca a composicao Ao B

O — O

o

— O - O

O — O

Ao B

Demonstracao.

4. Nocgoes da Logica Fuzzy

Exercicio 4.1 Verifique que Az < Ay < Aj.

max {0,z +y— 1} <

Demonstra¢do. Primeiramente mostremos que Aj

Ay = xy.

0, logo para qualquer x,y €

i. Suponhamos que max {0,z +y — 1}

[0, 1] temos xzy > 0.
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ii. Agora, suponhamos que max{0,z+y—1} = x+y—1 > 0. Para
(x,y) € (0,1) x (0,1), faremos z = 1 —a, 0 <a < ley =1-0b,
0<b< 1l Assim, Ag=ay=(1—-a)1-0) = (@+y—1)+ab>
x+1y— 1= A3. Portanto, Az < A,.

Portanto, de i. e ii. temos Az < As.

Agora mostremos Ay = zy < Ay min {z, y}.

Suponha sem perda de generalidade que min{x,y} = z. Logo, para
qualquer x,y € [0,1] temos = > xy. Analogamete pra min{z,y} = v.
Portanto, Ay < Aj. O

Exercicio 4.2 Prove que para quaisquer t-norma A, t-conorma v/ e
negacao 1, as leis de De Morgan sao equivalentes.

Demonstracao. Sejam as leis de De Morgan:

i) n(x Ay)=n(z) v ny)
i) n(z 7 y) = n(z) An(y)

Assumindo i) como hipdtese, mostra-se primeiramente que ii) também é
valida.

Se n(z A y) = n(zx) v n(y) entdo
nn(x) Any) =nn(z) vnnly) =2y

e, portanto,

n(x) An(y) = n{nn(x) Any)l} =nlz 7 y),

que é a igualdade 71).

Assumindo, agora, que i) seja verdadeira, mostra-se que i) também serd
verdadeira.

Analogamente ao primeiro caso, se n(z <7 y) = n(z) A n(y), entao

nn(z) v n(y) =nnx) Annly) =z Ay

e, portanto,

n(z) v n(y) = n{nn(z) v )} =nlz Ay),

que é a igualdade 7). Dessa maneira, esta provada a equivaléncia das leis de
De Morgan para quaisquer t-norma A\, t-conorma T/ e negagao 1. ]
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Exercicio 4.3 Deixamos a cargo do leitor.

Exercicio 4.4 Verifique em quais dos sistemas dados abaixo, as t-normas
e t-conormas sao duais em relagdo a negacao n(x) =1 — x:

) rAy=max{r+y—1,0}
V\evy=min{z+y1)

b) Ay =uy .
ryy=v+y—ay’

) r Ay =max{r+y—1,0}
TVY =Tty —wy ’

VAN = i
Hy_a—l—(l—a)(z—l—y—xy)
d) ( ) ,com a > 0.
_(a=2)xzy+zr+y
ALt a+(1—a)zy

Ay e /gy sao denominadas t-norma e t-conorma de Hamacher;

=)

x Apy =log, [1—1—

(@™ —1)(a'™¥ — 1)]

xVFy:]-_loga|:1+ a—1

coma>0eas#l.

Ap e r sao denominadas t-norma e t-conorma de Frank.

Demonstracao.
a)

nxAy)=1—(xAy)
=1—max{z+y—1,0}
=14+ min{l —z —y,0}
=min{l+1—2z—y,1}
=min{(l —z)+ (1 —y),1}
= min{n(z) + n(y), 1} = n(z) v n(y)

Portanto, a t-norma e a t-conorma dadas sdo duais pela negagao n(x) =
11—z
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nxhy)=1-(xAy)

=1—-uay

=l—-zs+1—-y—-1+2x+y—2xy

=(1l-2)+(1-y)-(1-2)(1-y)

= n(x) +ny) —n(x)n(y) = n(x) v n(y)

Portanto, a t-norma e a t-conorma dadas sdo duais pela negacao n(x) =
1—x.
c)
nzhy)=1-(zAy)

=1—max{x +y— 1,0}
=1+ min{l — 2z —y,0}
=min{2 -z —y, 1}

n(x) 7 ny) = n(z) +ny) —n(z)n(y)
=(1-2)+(1-y)-(1-2)1-y)
=1—-uzy

Como 1 — zy # min{2 — # — y, 1}, a t-norma e a t-conorma dadas NAO
sao duais pela negacao n(z) =1 — .
d)
ez Apy)=1-(rlny)
1— it
a+(L—a)(z+y—ay)
_ a+(1—a)(z+y—2zy) —axy
a+(L—a)(z+y—ay)
_ a+(1—a)z+ (1 —a)y+ (a—2)zy
a+ (1 —a)(z+y—ay)
L a—2—ar+2x—ay+2y+2—-x—y+(a—2)zy
l—-1+a+(1—a)(z+y—xy)
C(a=-2)l-z—y+ay)+2-x—y
I+(1—a)(z+y—azy—1)
_(@=2)0-2)A-y)+(1-2)+(1—y)
I+(1—-a)(l—2)(1—1y)
_ (a=2)n(x)n(y) + n(x) + n(y)
1+ (1 —a)n(z)n(y)

=n(x) Vu ny)
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Portanto, a t-norma e a t-conorma dadas sdo duais pela negacao n(x) =
1—x.

e)
nxAry)=1-(zAry)

Tz _ [
—1—log, [1 Gl C 1>}
a—1
=n(=) _ 1)(g'="® — 1
=1-log, l1+ (a )(“1 )]
a_

=n(z) Vrn(y)

Portanto, a t-norma e a t-conorma dadas sdo duais pela negacao n(x) =
1—x. ]

Exercicio 4.5 Verifique que cada uma das operacoes S e R, da de-
finicao 4.4 sao de fato implicagobes fuzzy, quaisquer que sejam as t-normas,
t-conormas e negagao.

7

Demonstracao. Como sabemos uma implicacao ¢ dita ”implicacao fuzzy”

quando reproduz a tabela verdade para o caso discreto.

e S-implicac¢ao: Por definicao n(0) =1, n(1) =0 e z v 0 = z, com isso
temos:

1. Fronteira:

x|y =y
L1 [nDvi=1
110|n(1)sy0=0
011 |{n0)vl=1
010[7n0)v0=1
2. Crescente na segunda variavel: Se a > b entdao ¢y a > ¢/ b, Ve.

Dai,
S(z,a) =n(z) vV a=n(x) v b=5(zb)
3. Decrescente na primeira varidvel: Se a > b entdao n(a) < n(b) e
dai,
S(a,z) =nla) vz <n(b) vz =5(b,z)
e Seja
Qr,y) =n(z) v (z Ay).
Entao as condigoes de fronteira e o crescimento na segunda variavel sao
sempre satisfeitos:
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1. Fronteira:

i) Q(L)=n1)v(1Al)=0v1=1
i) Q(L,0)=n(1)vy(1A0)=070=0
iii) Q0,1)=n0)7 (0A1)=150=1
iv) Q(0,0) = n(0) v (0A0) = 1y 0 = 1, onde usamos que
0A0=0pois0<1=0A0<1A0=0=0A0=0
2. Crescente na segunda variavel:
Se a>bentao x Aa >z Ab, Vr. Dal,

Q(x,a) = n(x) v (x A a) 2 n(z) v (x A b) = Qx,0)

onde usamos a monotonicidade de /.

3. No entanto, o decrescimento na primeira varidavel nao é sempre
satisfeito. Por esse motivo essa operacao nao é uma implicacao
fuzzy. De fato, vamos considerar o seguinte exemplo: a = 1,b =
1/2,n(z) = 1 —2,A = min,57 = max. Tome 1/2 < y <1
arbitrario, dai

Qla,y) =Q(Ly)=n) v (1Ay)=0v(1Ay)=1Ay=y.
Por outro lado,

Qlb.y) = Q(1/2,y) =n(1/2) v (1/2Ay)
= 12v(1/28y)=1/2v1/2=1/2

e assim, a > b e Q(a,y) > Q(b,y),Vy > 1/2.

Observe que tal propriedade nao é satisfeita mesmo quando A e
Vv sao duais em relagao a 1. Outro exemplo a seguir:

a=1b=12nx) =1—-z,A =2y,v = x+y — xy. Tome
2/3 <y < 1 arbitrério, dai

Qla,y) =Q(Ly)=n1) v (1Ay)=0v(1Ay)=0vy=y.
Por outro lado,

QM y) = Q1/2,y) =n(1/2) v (1/2Ay)
= 1/2vy/2=1/2+y/2—y/4=1/2+y/4

Mas, y > 1/2+y/d=y—y/d>1/2< (3/4)y>1/2<y > 2/3
e assim, a > b e Q(a,y) > Q(b,y), Yy > 2/3.
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Um contra-exemplo mais “geral”:
Sejam A\, 7 e n quaisquer. Tome a = 1,a > b e seja y arbitrario,
tal que 1 >y > b. Assim,

Qa,y)=Q(lLy) =0v (1Ay)=1Ly=y.

Por outro lado, como 1 >y > b = n(b) > n(y) > n(1) = 0 temos:

QU y)=n) v (bAy) >0 bAy)=bAy.

Agora, y = 1 Ay > b Ay e portanto Q(1,y) > Q(b,y), sempre
que 1 >y >b.

Observamos que alguns autores costumam chamar essa operacao de
implicacao fuzzy.

e R-implicacao: Por definicao x 7 0 = = , com isso temos:

1. Fronteira:

T |y rT=vy

1|1 |sup{ze[0,1]talque 1y 2<1}=1
110 |sup{z€[0,1]tal que 1y 2 <0} =0
0|1 ]|sup{ze0,1]talquey2<1}=1
0]0|sup{z€l0,1]talque 0y z2<0}=1

2. Crescente na segunda varidvel: Se a > b entao

R(xz,a) = sup{z€[0,1] tal que z 7 z < a}
> sup{z € [0, 1] tal que x 7 z < b}
= R(z,0)

ja que todo z tal que x 7 z < b satisfaz = 7 2 < a pois b < a.

3. Decrescente na primeira variavel: Se a > bentao ax/z > by z,Vz.
Dali,
R(a,y) sup{z € [0,1] tal que a7 z < y}
sup{z € [0,1] tal que by z < y}
R(b,y)

ja que todo z tal que axy/z < y satisfaz bz < y poisas/z > by z.

Al

O

Exercicio 4.6 Resolva os itens abaixo.
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a) Verifique que as implicagoes de Godel e de Goguen sao R-implicagoes,
supondo A = minimo para Godel e A = produto para Goguen.

b) Dentre as implicades fuzzy acima, dé exemplo de S-implicagoes e de
R-implicagoes, supondo n(x) =1 — x.

c¢) Verifique que g(z,y) < g.(z,y) para x e y no intervalo [0, 1].
Demonstracao. (a)Para Godel temos que

1, <y
Yy, T>y

g9(z,y) = {
Usando A = mim para R-implicacao temos
(x = y) = sup{z € [0,1]; 2Az < y}

a =, b=sup{z €[0,1];mim{z,a} <b}
(mim{l,a} =a < b= 1€ {zlmin{z,a} < b})
(z>b) = min{z,a} >b=2¢ (2 >b) coma>b
z<b<a= min{z,a} =z2<b
{z €10,1];min{z,a} < b} = [a,b].
Para a implicacao de Goguen temos que:
Goguen(x:>y):g:{1’ Ty

" 2 sex >y’
Usando a A = produto temos:
R- implicagdo (r = y) = sup{z € [0,1];2Az < y}
(x = y) = sup{z € [0,1]; Az < y}
(a =>4, b) = sup{z € [0,1];2Az < y}
temos que .z =<y, dai vem que z < % portanto temos que g, T >.

Agora considere x.z =< y. Observe que o maior valor de z € [0,1] que

satisfaz a equacao é z = 1, portanto, dai temos que Goguen (r = y) =
)1, <y

n = { Y sex >y

é uma R-implicacao com A = produto.
(b) Exemplo de S— implicagao

Implicagao de Kleene- Dienes (r = y) = Ky (v,y) = maz{(1 — z),y}

(z = y)=n(z)Ay

tomando z,y € [0, 1]

se z,y > 0,5, com z >y = maz{(l —z),y} =y
se © < y temos maz{(l —z),y} = (1 —x)
se x,y < 0,5 temos que o maz{(1 —z),y} = (1 — ).

R-implicacao temos:
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(r = y) =sup{z € [0,1]; (1 —x) Az <y}
(a =, b) = sup{z €[0,1]; (1 —z) Az < y}
temos que (1—1z).z < y dal vem que z < 1L, portanto temos que
-
Y

T— 2 l—xz>uy.
-z
Agora considere (1 — ).z < y observe que o maior valor de z € [0,1] que

satisfaz a equacdo é z = 1, portanto dai temos que Goguen (r = y) = g, =
1, T <y
Y
, ser >y
1—2z

¢ uma R-implicacao.

_J L <y
(©) Sendo g () = { 1+ 75V
L r<y
cagn(my)=93 Y ..,
T

No caso em que x <y temos que g (z,y) < g, (x,y) para todo z e y € [0, 1].

Paraocasoquex>y,temosque0<:c§1entéol§—:>y§g.
z z

Portanto vale a desigualdade ¢ (x,y) < g, (z,y) paraz e y € [0, 1]. O

Exercicio 4.7 (Exemplo 4.3: Implicagoes fuzzy) As seguintes operagoes
sao implicagoes fuzzy:

a) Implicacdo de Godel:

1 sex <y

($=>y)=g(x,y)={

y sex >y

b) Implicagdo de Goguen:

sex <y

1
rT=vyY)=g,(x,y) = .
( Y) = gn (2, y) {% >y

¢) Implicagao de Lukasiewicz:
(r = y) =L (z,y) =min{(l —z+y),1}.
d) Implicagao de Kleene-Dienes:

(= y) =ka(r,y) = max {(1 —x),y}.
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e) Implicagao de Reichenbach:
(r=y)=r(zy)=10-z+zy).

f) implicacdo de Gaines-Rescher:

1 sex <y
($=>y)=gr(x,y)={ :
0 sex>y

g) Implicacdo de Wu:

1 sex <y
r=vy)=w(x,y) = _ :
( v) () {mm{l —x,y} sex >y

Esboce os graficos das implicagoes do Exemplo 4.3.
Demonstracdao. As figuras a seguir mostram o esbogo dos graficos.
U

Exercicio 4.8 Vamos voltar a expressao (4.1) e obter seu valor légico
quando consideramos A = A, 7 = V,n(x) = 1 — z e as implicagoes:

1, =<
a) Goguen: (z = y) = gu(x,y) :{ y 93>?ZZ

b) Lukasiewicz: (x = y) = l(x,y) = min{(1 — x +y), 1}
¢) Kleene-Dienes: (x = y) = kq(x,y) = max{(1 — z),y}

d) Reichenbach: (x = y) =r(z,y)=1—z+ 2y

<

e) Gaines-Rescher: (z = y) = g,.(x,y) = { (1)> i N z
]-7 X S

f) Wu: (x:y):w(x,y):{ min{1 — 2.y} x>z

Demonstracao. Considerando as pertinéncias como no Exemplo 4.4,

wala) =0,6;0p5(b) =0,7;9c(c) =0,4;¢p(d) =0,7;

temos:
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(¢) Lukasiewicz (d) Kleene-Dienes

(e) Reichenbach (f) Gaines-Rescher
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pAqg| s |rys Implicacao pAg=r</s
0,6 03] 04 Goguen 2/3
06 103 04 Lukasiewicz 0,8
06 103 04 Klenee-Dienes 0,4
06 03| 04 Reichenbach 0,64
0,6 |0,3| 04 | Gaines-Rescher 0
0,6 03] 04 Wu 0,4

O

Exercicio 4.9 Verifique se R(A) = B para a t-norma do minimo, z Ay =
x Ay, considerando:

a) implicacdo de Reichenbach;
b) implicacao Wu.
Demonstragao.  a) Deixamos a cargo do leitor.
b) Basta tomar A e B do exemplo 4.6, ou seja, A = (i—’f + % + (;—’36 e

_ 08 04
B_y1+y2'

Lembrando que pra)(y) = max{(pa(z) = ¢p(y)) Apa(z)}.
Desta forma, utilizando a implicacao Wu, temos:

R= 4 L 0 , 0 1 , 04
(x1,91)  (x,y2)  (m2,01)  (2o,v2)  (w3,91)  (23,90)
Dai,
¢r) (y1) = max {1 A0,4,0A 1;1A0,6} =0,6
©r)(y2) = max {1 A0,4;0A 1;0,4A 0,6} = 0,4.
Portanto, temos
0,6 0,4
R(A) = ——+
Y1 Y2

4 B = R(A) # B.

Exercicio 4.10 Dada

Regra: “Se a banana estd amarela, entao estda madura”
Fato: “ A banana esta amarela”

Conclusao: “ A banana estd madura”
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Reescreva a condicional “Se a banana esta amarela entao estd madura”
na forma “Se X € A entdo Y é B”, obtendo a relacao R, dada por uma
implicagao fuzzy, cuja funcao de pertinéncia é

pr(z,y) = (palz) = ¢5(y)).
Se a funcao de pertinéncia que define “ banana amarela” é dada por

T )< 2 <60
— ) 60 =4 =
‘pA(x)_{L 60 < 2 <67’

e a funcao de pertinéncia que define “ banana madura” é dada por

Lo 0<y<19
— ) 19 =J =
#5(y) { 1, 19<y<25°

Modele o termo “quase amarelo” por um subconjunto fuzzy A*, encontre
a saida B* que indica o termo “quase madura”, considerando o modificador
poténcia com s > 1 e verifique para este caso que R(m(A)) = m(R(A)). Em
seguida, use outras implicacoes e t-normas para obter novos conjuntos fuzzy
de saidas B*.

Demonstracao. Por um lado temos,
B (Y) = ¢r)(Y) = sup [PR(T,Y) A Pm(ay(T)] = sup [(pa(®) = @B(Y)) A (pa(z))’]
= max { (S)gp ( )[M (pa(2))®], (S)t;p ( )[(1 —pa(@) Nps(y) A (pa(2))®]}

= max {(¢p(y))*, S (1= pa(@) Aep(y)]}

=max{(¢5(¥))", (1 —¢rY)) Npr(y)}
= (eB(Y))* = vB~(y).

Por outro lado,
¢r(a)(y) = sup [pr(x,y) Apalz)] = sup [(pa(®) = ¢B(Y)) A pa(z)]

=max{ sup [IAga(x), sup [(1—-pa(x)) Aep(y)Apalz)]}
va(z)<es(y) pa(z)>pB(Y)

= max {¢p(y), ( S)1>1p w (1= pa(x)) Aps(y)]}

=max{¢p(y),(1 — o)) Avs(y)}
¢B(Y))-

Assim, 0p(y) = om)(y) = (¢B(Y))°, s > 1 e portanto, R(m(A)) =
m(R(A)). .
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Exercicio 4.11 Deixamos a cargo do leitor.

Exercicio 4.12 Verifique que independéncia possibilistica é equivalente
a nao-interatividade se a t-norma adotada é a do produto.

Demonstragao. Da definigao (f2) da Segao 4.6.2, dois conjuntos A e B sao
nao-interativos de acordo com a t-norma do produto se

o) (T, y) = va(x) - vp(Y).

Ainda, de acordo com (f4) da mesma segdo, A e B sao possibilisticamente
independentes se

o) (@ly) = valz) e @may(yle) = es(y)

para todo par (x,y).
Supondo que A e B sao nao interativos, entao:

pia,p) (2, y) = valz) - 0(Y) = v (@ly) - ¢8(Y)
e, se pp(y) # 0, da dltima igualdade segue que
pap)(zly) = palz).
Analogamente,
w4 (Y, 1) = @i (y]r) - palz) = eB(Y) - palz),
que implica
e(B14)(Y]T) = wB(Y).

se @a(z) # 0. Portanto, A e B sao possibilisticamente nao-interativos.
Por outro lado, supondo que A e B sao possibilisticamente nao-interativos,
novamente assumindo que @4(x) e ¢p(y) ndo se anulam, tem-se que

oa(x) - opy) = vap) (@ly) - o5 (YlT)

_ P (®Y) ¢ (T y)
vr(Y) palz)

A ultima igualdade implica que

[owm (@9)]” = lpa(@)? - [ps@)]’
e, portanto,
o) (2, y) = va(x) - vB(Y),

0 que prova a nao interatividade entre A e B.
Assim, provou-se a equivaléncia entre independéncia possibilistica e nao-
interatividade para o caso da t-norma do produto. O
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Exercicio 4.13 Verifique que se A e B sao nao-interativos e A = A em
(4.9), entao

| eB(y), se ¢p(y) < pa(x)
erialyle) ‘{ o € lpa(x), 1], se on(y) > pale)

Demonstracao. Como A e B sao nao-interativos, ou seja, A = A, temos
wa,m (@,y) = val@) Nep(y),

para todo o par (z,y). E como as distribuigoes de possibilidade condicional
de B é dada pela férmula

@(A,B)(xay) = SOB|A(?J\~”C) N oa(x),

temos
pa() Non(y) = epalylz) A pa(z).

Logo, se @a(x) > wp(y), entdao @pa(ylr) A pa(r) = ¢p(y) que, pela
desigualdade de hipotese,

vpa(ylz) = ¢r(y),

contudo, se ¢4(2) < @s(y). entio paa(yle) A palr) = eale), portanto
eBja(y|r) > pa(x), ou seja,

epa(ylr) = a € [pa(r), 1],
Entao,

| eB(y), se vp(y) < pa()
Prialyl) ‘{ o € lpa@), 1], se pa(y) > wala)

Exercicio 4.14

a) Deé exemplos, se possivel, de conjuntos fuzzy A e B (discretos e continuos
- numeros fuzzy) em que B independente possibilisticamente de A,
quando pp/a(y/x) é dada pelo modus ponens, isto é quando

wp/aly/r) = (pa(z) = 0B(Y))

b) Dé exemplos, se possivel, de conjuntos fuzzy A e B nao-iterativos, mas
que B dependa possibilisticamente de A.
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Demonstragao. Tomemos w4(x) = a para z € [0,1] (onde a € [0,1]) e B =
(0;0;1) ou seja, pp = x para x € [0,1] e o = 0 para = ¢ [0, 1]

Usando que pa,5(7,y) = ¢p/a(y/z) & pa(z) e que pap(z,y) = pa(x) A
vp(y) (conjuntos nao iterativos) temos

asea<zx
rsex>a

( /l’)_ @A,B(xvy) _ Ilsea<w
@B/A Yy - QOA(:L’) - % se r Z a

Que é a implicagao de Goguen (p4(x) = ¢p(Yy)). O

eaB(T,y) = {

Exercicio 4.15 Considere os conjuntos fuzzy do Exemplo 4.6.

a) Se a implicacao é a de Godel e A = A, verifique se as distribuigdes
priori e posteriori de B coincidem;

b) Idem para a impicacao de Lukasiewicz e A = A;

¢) Idem para a implicagdo de Goguen e a t-morma do produto.

0,4 1,0 0,6
+——+
T i) T3

Demonstracao. (a) No exemplo 4.6 temos os conjuntos A =

0,8 0,4
e B=—"—+—".
1 Yo o i
Usando a implicacao de Godel e A = A temos que:
¢r (Ti,y;) = oa (v;)) = ¢p (y;) parai=1,2,3ej=12.
Usando a implicacao temos (z;) = (y;).
Dai temos que:

@R(xhyl) @R(x17y2> 074:>078 074:>074
R= | vr(22,1) ¢r(r2,%2) | = | ,L0=10,8 1,0=0,4 |;
¢r (73,91) ©r(73,Y2) 0,6 =10,8 0,6 = 0,4

pela implicacao de Godel e A = A temos:

0,4—=— 0,8 0,4=— 0,4 1 1
,0=0,8 1,0=10,4 | =1 0,8 0,4
0,6 =10,8 0,6=0,4 1 0,4
Agora vamos ver se A ®' R = B
1 1
[0,4 1 0,6]0]| 0,8 0,4|=[0,8 0,4]=B8.
1 0,4

Logo as distribuigoes priori e posteriori de B coincidem.
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0,4 1,0 0,6
+ =+

T X2 €3

e B =

(b) No exemplo 4.6 temos os conjuntos A =

0,8 0,4
+ .
hn Y2 ) o o

Usando a implicagao de Lukasiewicz e A = A temos que:

or (zi,Y;) = ¢a(z;)) = ¢p(y;) parai = 1,2,3 e j = 1,2. Usando a im-
plicagao temos (z;) = (y;).
Dai segue que:

@R(xhyl) @R(x17y2> 074:>078 074:>074
R=| ¢r(z2,91) ¢r(72,92) | =] 1,0=10,8 1,0=10,4
¢r (73,91) ©r(73,92) 0,6 =10,8 0,6 = 0,4

Pela implicagao de Lukasiewicz e A = A temos:
(z = y) = min{(1 -z +y),1}

0,4—=— 0,8 0,4=— 0,4 1 1
1,0—=0,8 1,0—0,4 | = | 0,8 0,4
0,6=0,8 0,6=0,4 1 0,8
Agora vamos ver se a igualdade é verdadeira A ®' R = B
1 1
[0,4 1 0,6]0] 0,8 0,4|=[0,8 0,6]#BPoisB=[0,8 0,4].
1 0,8
0,4 1,0 0,6
(c) No exemplo 4.6 temos os conjuntos A = — + —— + — e B =
1 L2 T3
0,8 0,4
+ .
Y1 Y2

Usando a implicagao de Goguen e a t-morma do produto, temos que:
¢r (75,y;) = 0a (v;)) = op(y;) parai=1,2,3e j=1,2.
Usando a implicagao temos (z;) = (y;)-
Dai temos que:

or(x1,91) ¢r(T1,92) 0,4=10,8 0,4=0,4
R= 1| pr(z2,y1) ¢r(r2,92) | = 1,0=10,8 1,0—= 10,4
PR (,’L’3, yl) PR (,’L’37 y2) 07 6 = 07 8 07 6 = 07 4
<
Para a implicagao de Goguen (z = y) = g, (z,y) = { i’ i N z ;
1 1 1 1
entao R = | 0,8 0,4 .Daitemosque[0,4 1 0,6]0 0,8 0,4 | =
1 0,6 1 0,6

[0,8 0,4]=B.
Entao para a implicacao de Goguen e a t-morma do produto, as distribuicoes
priori e posteriori de B coincidem.

U
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5. Sistemas Baseados em Regras Fuzzy

Exercicio 5.1 Refaca o Exemplo 5.5, inclusive as representacoes gréficas,
trocando os consequentes por y; =+ 2 ey, =4 — x.

Demonstracao. Considere as regras

Ry : “Se x é baixo (A;) entdo y; =z + 27
ou

Ry : “Se x é alto (Ay) entao y, =4 — 2"

Suponha que o dominio seja x € [0, 4],

i

T
¢A1(x):1_ze¢A2(x):Z'

Logo, a saida do sistema pelo método de Takagi-Sugeno é

_ pa (2) .y + pay (2) 4o
P, () +pa, (z)

Y

_ (1-2)(z+2)+%i(4—x)

1-%)+%
x? 3z
:—34—7—1-2

que é uma parabola com concavidade voltada para baixo, cujo vértice é

28
fungoes de pertinéncia ¢4, € w4,. Observe que tais funcoes estao represen-
tadas abaixo do eixo OX.

3 25
( ) A figura a seguir ilustra a saida (y) e a base de regras com as

O

Exercicio 5.2 Considere as regras

Ry: Se x é baixo(A;) entao y; = = + 2
ou
Ry: Se x é alto(Ay) entdo yp =4 —

O conjunto fuzzy A; é dado pelo trapézio com base maior [0, 3] e base menor
[0,1]. O conjunto fuzzy A, é o trapézio cuja base maior é [1,4] e base menor
[3,4]. Encontre a saida do sistema pelo método de Takagi-Sugeno. A saida
geral é uma funcao continua?
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y=x+2

Demonstracao. Temos que

1,  zel0,1]
pa(r)=q 55 z€(L3
0; x€[3,4]
0; x€][0,1]
pa(r) = 5 w13
1, zel3,4]
Logo,
1+3z—2% z€l0,1]
y=1 5 z € (1,3
4 — x; x € [3,4]
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Veja figura abaixo:

|||||||||||||||||||||

2}

6. Equacoes Relacionais Fuzzy e Aproximacao

6.1 Considere as formas matriciais das relacoes fuzzy binarias

0,9 1,0
R=[0,6 0,6 0,5] e S=10,8 0,5
0,6 0,6
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r ANy se max(x,y)=1
) bagy={ 210 s =1

Demonstracao. Lembrando que a relacao R ®' S tem funcao de pertinéncia

Prots(T,Y) = Sl;p[sofz(% y) & ps(y, 2)].

Desta forma temos:

a) R@'S=1[0,6 0,6 0,6 ]

b) R@'S=1[0,54 0,48 0,6 ]

¢) Re'S=[05 0,4 0,6]

e) Rt S

)
) [
) = {

d) R®'S=1[0,5625 0,521739 0,6 |
) =10,519231 0,4444 0,6 |
) [

fy Re'S=[0 0 0,6].

Exercicio 6.2 Para as relagoes

0,9 1,0
R=1[06 06 05] e S=10,8 0,5 |,
0,6 0,6

determine as formas matriciais de R ®_—. S para as implicagoes de:

a) Godel:
B _J 1 se z<y
=) =aen={, = L5y,
b) Goguen:
1 se <y

(x:>y)=gn(:r,y)={% e T>y’

Lembre-se que as implicagbes acima sao do tipo R-implicagdes (r —>
y) =sup{w € [0,1] : xAw < y}, onde A = min, para o caso (a) e A =produto
para o caso(b).

Demonstragao. Usaremos a Definigdo (6.3) para resolver os itens abaixo:

a) [ 1,0 0,4 0,5].
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(=]

b [ 1,0 0,8 %}

)

O

Exercicio 6.3 Verifique que, para qualquer t-norma, vale a identidade
(Re'S) =8 R

Demonstracao. Seja R uma relagao fuzzy bindria definida em X x Y. De
acordo com a Definicao 3.4, a relacao fuzzy bindria inversa R, definida em
Y x X, tem funcao de pertinéncia ¢r-1 dada por

pr-1(y, ) = pr(2,Y).

Por outro lado, da definicao 6.1 da composicao sup-t, tem-se que

Yrets(T, 2) = sup lor(2,y) A @s(y, 2)]
ye

Dessa maneira,
@(R@tsrl(za T) = Su‘]? lor(z,y) A sy, 2)]
ye

= sup [ps(y,2) & pr(z,y)]

= sup [gpsq(z, y) A pr-1 (y> :p)]
yev

= Ps-1gtRr-1 (Z, l’)

Poranto,
(Re'S) " =8 R

Exercicio 6.4 Resolva a equacao relacional

0,2 0,9 0,1 2 0,8
0,1 0,2 0,8 |o| x| =102
0,9 0,1 0,2 5 0,3

Verifique se ha mais de uma solugao. Caso exista, tente determinar a solugao
maximal.
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Demonstracao. Da equacao relacional dada, obtemos o seguinte sistema de
equacoes

max{min{0, 2; x1 }, min{0, 9; 25}, min{0, 1; x3}} = 0,8
max{min{0, 1; x1 }, min{0, 2; 25}, min{0, 8; x3}} = 0,2
max{min{0, 9; z; }, min{0, 1; 25}, min{0, 2; x3}} = 0,3

Da primeira equagao do sistema, temos que xo = 0,8, enquanto que da
terceira equagao obtemos x; = 0,3. Sendo assim, usando essas informagoes,
obtemos que z3 < 0,2 da segunda equacao. Portanto, existe uma infinidade
de solugoes, uma vez que para qualquer xz € [0;0,2] a tripla (0, 3;0,8;z3) é
solucdo. E a solu¢do maximal é dada por (0, 3;0,8;0,2).

OBS.: Cuidado para nao confundir. Aqui utilizamos “;” em algumas

W

situagoes, ao invés de “,”. Precisa-se adaptar a notagao.
O

Exercicio 6.5 Resolva a equacgao

[27 23] 0 {8; 82} ~[0.5 0,5].
Demonstragao. Max{0,7 A £1;0,2 A 3} = 0,5. Obtemos zo € [0,1],
1 <0,5exy>0,5logox; =0,5

Maz{0,6 A 21;0,3 A 22} = 0,5. Obtemos x5 € [0,1], 21 < 0,5 e
x1 > 0,5 logo x1 = 0,5.

Logo x1 = 0,5 e 29 € [0, 1]. O

Exercicio 6.6 Usando o corolario 6.5, verifique se a equagcao relacional

0,9 0,3 1,0 ) 0,6
0,8 0,8 0,5 |®" |z | =1 0,4
0,6 0,4 0,7 T3 0,5

tem solucao. Caso tenha, exiba uma delas para cada t-norma A:
a) A =mim
b) A = produto.

Demonstragdo. (a) Pelo coroldrio 6.5 temos que, se existir X tal que R ®°
X=T,entao R®*'D=T,0onde D =R 1o_ T

l,se z <y
(xﬁy)_{y,se x>y
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0,6 0,4 0,4

0,4 | ®, ~|04|=D=1]04

0,7 0,4 0,4

(0,8 =0,4) A (0,6 = 0,5) = (0,6 A0,4A0,5)=0,4
) =

0,6) A
0,6) A (0,8=0,4)A(0,4=0,5)= (1AN0,4A1)=0,4
0,6) A (0,5=0,4) A (0,7=0,5) = (0,6 AN0,4A0,5)=0,4

RoD T7? se vale a igualdade a equacao relacional tem solucao, caso
contrario a equacao relacional nao tem solu¢ao. Entao o sup (min), temos:
0,9 0,3 1,0 0,4 0,4
D=108 08 0,50 04]|=10,4]|=#T.

0,6 0,4 0,7 0,4 0,4

) Y Y

Portanto pelo corolério pedido a Equagao relacional, nao tem solucao para
A = min.

(b) Pelo coroldrio 6.5 temos que, se existir X tal que R®"' X =T, entao
R®'D=T,onde D=R 0T
1,se a<b

@=0-1{}

o,8¢ a>Db

D=R'oT

(0,9=>0,6) A (0,8 =>0,4) A (0,6 =0,5) =

(
mg:QQA@@:QQA@4:QQ:(
(

(1,0=0,6) A (0,5=0,4) A (0,7=0,5) =

o o~
IS

oo
H~ 00

Entao D =

oo
S 0o

R® D =17
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P\S S1 S22 S3 S S5 S¢ St S§ SS9 S0 Su
p 108 04 05 08 0,2 01 01 09 01 0,1 04
103 01 04 08 09 02 01 0,1 01 0,1 0,3
P 108 03 05 08 0,1 02 09 01 06 03 06
r 108 07 07 02 01 09 01 01 0,1 09 04

0,4
0,9 0,3 1,0 0.8 0,6
0,8 0,8 0,5 | @ | 0,4 | =104 ]|#T
0,6 0,4 0,7 0,8 0,4

0,6

Portanto pelo corolério pedido a Equagao relacional, nao tem solucao para
A = produto. O

Exercicio 6.7 Resolva os itens abaixo:

(a) Mostre que, se o modelo matemético para diagnosticar for dado pela
equacao S ® X = T, onde a t-norma é a do produto, entao a matriz de
diagnéstico é obtida por D = 7' ®,, T, em que g, é a implicagao de
Goguen (sugestao: use o Corolério 6.5).

(b) Use o item (a) e refaga a aplicagdo do diagndstico médico trocando a
t-norma do produto pela t-norma do minimo.

(c) Compare os resultados do item (b) com aqueles obtidos na aplica¢ao do
diagnostico médico, a partir da operacao mazx-min.

Demonstragao. (a) S e T sao as representagoes matriciais das relagoes fuzzy

dos sintomas e dos pacientes diagnosticados. Para obter uma matriz de

diagnéstico D tal que S ® D = T, fazemos uso do seguinte coroldrio:
Corolario 6.5. Se existir solugao de

RX=T
e a t-norma € a do produto, entio a solugio mazimal é D = R~ ®,, T, onde

gn € a implicacdo de Goguen. Portanto, se existir solucao para S®'X =T, a
matriz D = §7'®,, T serd uma matriz de diagndstico (ou a solugao maximal).

(b) A base de conhecimentos é composta pelas relagoes fuzzy S e T, cujas
matrizes sao dadas abaixo em forma de tabelas:
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1 2 3 4
P 10,9 0,3 0,4 0,2
P, 10,3 0,9 0,1 0,1
Py 10,4 0,1 0,9 0,3
P, 10,2 0,1 0,3 0,9
S\d d1 d2 dg d4
51 0,25 0,125 0,3333 0,25
s | 0,2857 10,1429 0,4286 0,5
sz | 0,2857 10,1429 0,25 0,25
s, | 0,375 0,125 0,125 0,125
ss 103333 1,0 0,1111 0,1111
se | 0,2222 0,1111 0,3333 0,5
sy | 0,4444 0,1111 1,0 0,3333
ss | 1,0  0,3333 0,4444 0,2222
sg | 0,6667 0,1667 1,0 0,5
s | 0,2222 0,1111 0,3333 1,0
s | 05 01667 03333 0,3333

Do item anterior e usando as tabelas apresentadas, obtemos a seguinte
matriz de diagnostico:

A matriz de diagnosticos D foi obtida através do corolario 6.5, isto é,
D =8"'®,, T, assim, a matriz D resolve a equagao relacional S @' X = T,

ouseja, SR'D=T.

(c) No exemplo do diagndstico médico, a equagao relacional é So X =T,
portanto, segundo o corolario 6.4, a matriz de diagndstico obtida é D =
S '®, T enquanto que no item anterior, (b), a equagao relacional ¢ S®' X =
T, entao D = S~'®,, T, assim, as matrizes de diagndsticos sao diferentes em
cada caso, porém, elas resolvem suas respectivas equagoes relacionais, isto €,
para cada um dos modelos, a respectiva matriz D “recupera” os diagndsticos

dos pacientes que compoem a base de conhecimentos.

7. Medidas, Integrais e Eventos Fuzzy

Exercicio 7.1 Prove que para A = 0, g, é uma medida de Sugenose, e

somente se, é uma medida de probabilidade.

Demonstracao. Suponha que gg é medida de Sugeno, dai

(P1) Para todo A € A, 0 < go(A) <1 pois go : A — [0, 1].

(P2) go(w) =1 pela defini¢ao de go (Exemplo 7.2).
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(P3) Se Ay,..., Ai,... € Acom A;NA; =0 entao go(UA;) = " go(A;) pela
definicao de go.

(P4) go(0) = 0 pois g é medida de Sugeno (Exemplo 7.2).
(P5) Se A C B entao go(A) < go(B) pois g ¢ medida fuzzy (Exemplo 7.2).

(P6) Paratodo A € A temos 1 = go(AUA") = go(A)+ go(A) pela definicao
de go. Dai obtemos go(A’) =1 — go(A).

(P7) Da definicao de go temos go(A)+go(B) = go(AUB) = go((AUB)U(AN
B)) = go(AUB)+go(ANB).Assim, go(AUB) = go(A)+go(B)—go(ANDB)

(P8) Segue do fato de gy ser medida de Sugeno (Hipétese).
(P9) Segue do fato de gy ser medida de Sugeno (Hipdtese).

Portanto é medida de probabilidade.
Reciprocamente, supondo que gy é medida de probabilidade, temos:

(S1) go() = 0 e go(w) = 1 pois valem (P2) e (P4).
(S2) Se A C B entio go(A) < go(B) pois vale (P5).
(93) Segue de (P8).
(S4) Segue de (P9).

]

Exercicio 7.2 Refaga o exemplo anterior (7.14) supondo que X tem
distribuicao binomial com n =8 e p = 0, 02.

Demonstracao. a) P(X < 1); X tem distribuigdo binomial com n = 8 e
p = 0,02, assim para P(X < 1) temos:

1 se0<z<1

oalo)={ ) =TS

P(A) = > ipa(@:)P(X =)
= 0a(0)P(X =0) + pa(l) = 1P(X = 0) + 1P(X = 1)

= ( 100 ) 0,98 + < 110 ) 0,98°0,02' = 0, 98.
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b) P(X serpequeno), em que “pequeno” é o numero fuzzy triangular

(0;0;2);
Temos:
1—2 se0<x<2
_ 2 ==
vn() = { 0 ce
Portanto,

P(B) = > ¢p(r:)P(X = ;)

= ¢p(0)P ( =0)+¢p(1)P(X = 1) + ¢p(2) P(X =2)
= 1P(X =0)+0,5P(X = 1)+ 0P(X = 2)
= ( 10 )0 9810 + 0, 5( 110 ) 0,98%, 02! = 0, 9.

c¢) P(ANB), onde A e B sao os eventos dos itens a) e b), respectivamente.
Como panp(x) = minfpa(z), B(x)] temos que:

P(ANB) = > ¢anp(zi)P(X = ;)
= pans(0)P(X =0) + panp(1)P(X =1)
+ wans(2)P(X =2)=1P(X =0)
+ 0,5P(X =1)+0P(X =2) =0,9.
d) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) = 0,98 + 0,9 — 0,9 = 0, 98
e)

P(A‘B) _ P(AB)

_ E(pavs)
E(eB)

_ 2a(0)ep(0)P(X=0)+pa(L)pp(1)P(X=1)+pa(2)¢p(2) P(X=2)
E(¢B)

_ 1P(X=0)+0,5P(X=1)+0P(X=2) _ 0,9 __ 1
= 0.0 = =

)

£ 0,98 = P(A).

f) De acordo com o item e), P(A|B) # P(A), logo A e B nao sao eventos
independentes.
U

Exercicio 7.3 Calcule a probabilidade do evento fuzzy dado a seguir
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*

1 pessoa ganha por hora R$3,00 — a5 = 0,40

*

2 pessoas ganham por hora R$4,00 — a4 = 0, 50

*

4 pessoas ganham por hora R$4,20 — a3 = 0,55
* 2 pessoas ganham por hora R$4,50 — ap = 0,60
* 3 pessoas ganham por hora R$10,00 — aq = 1,00

onde ¢; indica o grau com que cada individuo “ganha bem”.

Demonstracao. Basta calcularmos:

5
Z mi(%‘ - Oéz‘+1)
m _ =1

PA) == 12 12

O

Exercicio 7.4 Numa central telefonica, o nimero N de chamadas chega
segundo uma distribuicao de Poisson, com a média A = 8 de chamadas por
minuto. Sabendo que a lei de probabilidade de uma distribuicao de Poisson
¢é dada por
e A\F

k!
determine qual a probabilidade de que num minuto se tenha:

a) dez ou mais chamadas;
b) menos que nove chamadas;

¢) um nimero baizo de chamadas, onde baizo é o conjunto fuzzy dado
pelo nimero fuzzy triangular (0;0;9);

d) um ntimero médio baizo de chamadas, onde médio baizo é o evento
fuzzy dado pelo nimero fuzzy trapezoidal (0;1;4;9);

e) P(C|B) e P(D|B), onde A, B, C' e D sao os eventos dos respectivos

itens acima.

9
8k

Demonstracao. a) P(N>10)=1—-P(N <10)=1-— Z Ee_g ~ 0, 28.
k=0 "
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8 Qk
b) P(N<9) =) —e®=0,59.

oo

¢) Seja pc a fungao de pertinéncia do nimero fuzzy triangular (0;0;9).
Portanto,

(n) —én—l—l, se0<n<9
n) =
we 0, sen>9

e, da Definicao 7.12, segue que

P(C) = E(pc) = ) _lpc(k)P(N = k)]

(1)

9.

M

k

Il
o

NE

k
0,

— o

Q

d) Nesse caso, para o evento D, a resolucao é anédloga a do item anterior.
A funcao de pertinéncia ¢p é dada por

n, se0<n<l
1, sel<n</4

#p(n) = —1n-9), sed<n<9’
0, sen>9

Portanto,

e) Considere os eventos A, B, C' e D definidos pelos itens a), b), ¢) e d),
respectivamente. Além das fungoes de pertinéncia ¢¢ e ¢p dos itens
anteriores, pode-se considerar a fun¢ao ¢ como sendo

(n) 1, sen<?9
n) = )
vB 0, sen>9
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Dessa maneira, usando a Definicao 7.13, obtém-se:

P(BC) _ Elpspe)
P(B) ~  Elgn)

> len(k)ec(k)P(N = k)]

9
k=

P(C|B) =

[en]

~ 0,32.
Analogamente, a probabilidade P(D|B) é dada por:

P(DB) _ E(epys)

P(B) E(¢p)

lop(k)pp(k)P(N = k)]

P(D|B) =

_ k=0
E(pn)
1 8
e 2 e
Z —e +Z ——(k—9)| —e
_ k=l {k' k=5 o !
0,59
~ 0,56

Em ambos os casos, o valor de E(yppg) foi extraido do Item b).
U

Exercicio 7.5 Suponha que o tempo T de duracao de certa enfermidade

seja uma varidvel aleatoria exponencial (T ~ exp())) com parametro A = £,

ou seja, sua densidade é dada por

ro={ §

—t se t>0
se t <0

Pede-se:
a) a esperanca de T’

b) P(M) onde M é o evento “médio” dado pelo conjunto fuzzy triangular
(0;5;8);
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¢) P(M|B) onde B é o evento “baixo” dado pelo conjunto fuzzy triangular
(0 0;8);

d) M e B sao independentes?

t s 1 [ t
E(T :/ —e_sdt:—/ te"sdt = 5.
(T) 3 5/,
b) Sabemos que

PQW>=zwwM>=zﬂch¥»=1/ or(8) F(B)E,

suppM

Demonstragao.  a)

portanto

mmzﬂwmwwﬁ

5 t) (1 ) 8/8—t\ (1 -
= - —e5 dt—i—/ (—) (—65) dt
/0 (5 5 5 3 5
gy 8
N 3e8/5  3e’

c¢) Pela definigao 7.13 temos que, dados dois eventos fuzzy M e B de R,
com P(B) > 0, a probabilidade condicional de M dado B é definida
por

P(MB) _ E(¢m - ¢5)

POIB) = =55 =~ Eon)

Sendo assim,

B~ [ onlenf(0)
o i ><1)e;>dt+/:<zf> ()

12
P(B):/O epf(t)dt

8
8—1 1 -
= ——— ) (zes ) dt
3. 5
3 Ren
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Portanto

P(MB) =50+ 56¢%/° — 6e%/°

P(M|B) = =
(M|B) P(B) 15 + 9e8/
d) Como
3 25 b} 5 1
P(M)- P(B) = S + 24¢16/5  3¢13/5 + 4e8/5 e
e

1 25 28
P(MB) = o (‘3_M+?)’

temos que M e B nao sao independentes.
]

Exercicio 7.6 Suponha X ~ esp(1), isto é, X é uma variavel aleatéria
com distribuicao exponencial com parametro A = 1

a) Calcule P(A), onde A é o ntmero fuzzy triangular (0;1;1).
b) Calcule P(C) em que

[ xz—a?sexz€|0,1]
¥C =\ 0 caso contrario

c) Refaca o item (a) supondo que X ~ N(0,1).

Demonstracao. (a) Sabemos que f(x) = e ® para x € [0,1] e f(x) = 0 caso
x ¢ [0,1], pa(x) =1 —x parax € [0,1] e pa(x) =0se x ¢ [0,1]. Com isso

P(4) = Blen) = [ eal@f(onte = [ (0 —aie = .

e

(b)

P(C) = E(¢c) = /Rgpc(:)s)f(x)dx = /0 (x —2%)e "dr =1+ é.

(c) Temos agora que f(z) =1 para x € [0,1] e f(x) =0 caso = ¢ [0, 1]

P(A) = Epa) = [ oala)f(x)dr = / (1~ )= 7.

R
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Exercicio 7.7 Suponha que X tem distribuicao uniforme no intervalo
[0, 1], que A seja o evento fuzzy com fungao de pertinéncia
va(xz) =a € [0,1], e B o nimero fuzzy triangular (0;0;1). Pede-se:

(A) e P(B);

a) P

b) P(ANB)e P(AB);
)
)

¢) A e B sao independentes?

d) Sendo C o evento do Exercicio 7.6 b), verifique se A e C' sao indepen-
dentes. E A e C?

Demonstragio. (a) P (A) = E (¢a)

E(p4) = Z‘PA( ) (X x;),se X for discreto
= f R SOA (SL’) caso contrario

X varidvel com valores em [0, 1]
f( )—06[0 I]V:EG[O 1]
fo d:v—l—focdat—c:>0—1f()—l‘v’xG[O,I]
oa(z )—aV:cE [0,1]
E(A) = [adz=a
E(A)=a
E(pa)=a
Portanto P (A) = a.
Para calcular P (B) temos:
fo —r+1)dx

2

T

temos que P (B) = %
(b) P(ANB)
panp (v) =mim [pa (), ¢p (7)] = mim{a, v} ,

P(ANB) = [fada+ [lads =T+ all=a) | =~ +a

P(AB) = E(¢a0p) = f; 4 (@) 95 (2) f (2) do = a f wdo = 5.
(c) A e B sao independentes se P (AB) = P (A) P (B)

1
Do item (a) temos que P(A) = a e que P(B) = 5 do item (B) temos
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1
P(AB) = g daf temos que g =ag

portanto P (AB) = P (A) P (B).
Logo A e B sao independentes.
(d) Seja C tal que

r—12%, se 0<z<1
0 cc '

vc (x) :{

1

3 2
Entio P(C) = [ (~a? +a) do = [, —a%da + [y wdv = =y + Tl = <.

1
De (a) temos que P(A) =ae P(B) = 5 © agora vimos que P (C) =

agora vamos calcular P (AC)
1

P(AC) = E(papc) = Jywa(@) o (@) f(@)de = i (~a*a+za)dv =

)
1 1 X €
Jo —z*adz + [ axdr = (—a§ +a?> 5

substituindo os extremos temos que P (AC) =

Sl 2

temos que P (AC) = a e P(A)=aeP(C)=

eP(A):aeP(C):%

com isso concluimos que P (AC) = P (A) P (C).
Logo A e C sao independentes.
Agora

dai temos que P (AC) = %

P(BC) = [‘PlBSOC] = fol ¢p () vc (x)f(ff) dx
= [y (—z+1)(—2* +x)de = [, (z® —22° + 2)dzx

A B
= [ —2Z 4+ )|}
(4 3+2)|°

1 1
substituindo os extremos temos que P (BC) = ' visto que P (B) = 5 €
1
Assim P (BC) = P (B) P (C).
Logo B e C' sao independentes. O

Exercicio 7.8 Mostre que se X e Y assumem apenas os valores 0 ou 1,
entao X e Y sao nao correlacionadas se, e somente se, forem independentes.

Demonstracao. Sejam X e Y nao correlacionadas, isto é,

E(XY)—E(X)E(Y)=0.
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Temos
E(X)=) oP[X=2]=0P(X=0+1P(X=1)=P(X=1)e

E(Y)=) yP[Y =y]=0P(Y =0)+1P(Y =1)=P(Y =1).

Assim, E (ZXY) =0.P (XY =0)+1.P (XY = 1), por outro lado, E (XY')—
E(X)E(Y) =0, entao
EXY)=EX)EY)=P(X=1)PY =1)=P(XY =1).

Reciprocamente, se X e Y sao independentes, £ (XY) =E(X)E(Y) e
portanto, £ (XY) — E(X) E(Y) =0, isto é, sdo nao correlacionadas. O

Exercicio 7.9 Suponha que tanto X como Y assumam os valores —1,0, 1
com probabilidades

Py (0) = Py (0) = ~.

Px(—1) = Py(—1) = Px(1) = Py(1) = 5

(G201

Mostre que X e Y s@o nao correlacionados (p = 0). Porém néo sao indepen-
dentes.

Demonstracao. Observe inicialmente que XY = {—1,0,1}. Temos assim:

E(XY) = —1P(XY = —1)+0P(XY =0) + 1P(XY =1)
= P(XY =1)— P(XY = —1)

E(X) = —1P(X =—1)+0P(X =0)+1P(X =1)
= PX=1)-PX=-1)=;-:=

E(Y) —1P(Y = —1) 4+ 0P(Y =0) + 1P(Y = 1)

= )
= PY=1)-PY =-1)=12

Assim, para que X e Y sejam nao correlacionados, basta que P(XY =
1) = P(XY =—1) (edal, BE(XY)=0= E(X)E(Y)). Vamos entao definir
Pxy(—=1) = Pxy(1) = 2 e Pxy(0) = £. Dessa forma temos P(XY) #
P(X)P(Y) e X,Y nao sao independentes. O

Exercicio 7.10 Verifique que se X e Y tem distribuigdes normais, entao
X e Y sao nao correlacionadas se, e somente se, forem independentes.

Demonstragao. (=) Como X e Y tem distribuigdes normais, temos as se-
guintes fungoes de distribuicao de probabilidades:

Marginais:
Fy(z) 1 1 (fx—p, 2
x) = expq —=
* \V2mo, P 2 Oz
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Conjunta bivariada:

1 1 T — 2 T — — — 2
Fxy(z,y) = 2cxp{7 5 ( "Lz) *2p< /"‘2>(y Hy +(y Ky }
2mogoy/1 —p 2(1 — p?) ox o oy oy

Se X e Y sdo nao correlacionadas, cov(X,Y) =0 = p = 0, entdo a distri-
buicao conjunta é:

{25 (52)]) - romin

Portanto X e Y sao independentes.
(<) X e Y sao independentes, entao: Fxy(x,y) = Fx(z)Fy(y).
Quero mostrar que

Fxy(z,y) =

B cov(X,Y) _0

Py
040y

entao basta mostrar que cov(X,Y) = 0.

cou(X,Y) _ E(X —pa)(Y — ) _ E(X.Y) ~ E(X)E(Y)

Ox0y Ox0y Ox0y

o e {32+ (052
L 1exp{_§(%)2}m %exp{_%(y;yuy)z}dy:
ik e )

— E(X)E(Y
Desta forma, temos E(XY') = E(X)E(Y), ou seja,

cov(X,)Y)=EX)E(Y)—-EX,Y)=0.
Portanto X e Y sao nao correlacionadas. O
Exercicio 7.11 Prove que
a) P(ANB) > P(AB);

b) P(A|B) =0, se A e B forem mutualmente exclusivos, isto é, AUB = ¢.

o1



Demonstragao. a) P(AB) = E(pap(z)) = /goA(:c)goB(:c)f(x)d:c. Note-
mos que pa(x)pp(r) < min{pa(z), pp(r)}, sendo
0 < pa(r),pplz <1).
Assim suponhamos p4(z) = min {p4(x), ()}, logo P(AB) = /@A(z)apg(:ﬂ)f(:z)da: <

/@A(z)f(at)d:v = FE(panp(r)) = P(ANB). Andlogo para o outro caso.

P(A N B) P(gb) 0
b PUAIB) = =5 = BBy~ Py

O

Exercicio 7.12 Considere X ~ UJ[0,2] e o nimero fuzzy triangular
(0;0;6), com
0 < § < 2. Pede-se:

a) 0 de modo que P(A) seja maxima;

b) s > 0 de forma que P(A*) seja maxima, onde A* = A% e A é o conjunto
fuzzy encontrado no item a);
c) Var(pa) e Var(pa-)

Demonstragao.  a) O ntmero fuzzy triangular A = (0;0;0) possui fungao
de pertinencia

—%:5+1, se0<z<§
palz) = .
0, caso contrario

Por sua vez, a fungao de densidade de probabilidade f(x) associada a
distribuigao Uniforme U0, 2] é dada por

f(x):{m, e 0< <2

0, caso contrario

Assim, usando a Definicao 7.13, tem-se que

P(A) = E(pa) = / oal)f () da

1 [0/ 1

Y

0
1
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onde usou-se o fato de que 0 < § < 2.

Portanto, o 0 que maximiza P(A) é dado por

Omaz = argmax {é} = 2.

0<5<2 4

b) Para P(A*), onde A = (0;0;2) pelo item anterior, tem-se que
P(A%) = E(pas) = E[(pa)’]

- / loal@)’ f(@) do

Sy
1

s+ 1

Portanto,

s>0

P(A")ae = argmax { ! } =1.

¢) Da expressao para a variancia de uma fungao de pertinéncia, tem-se
que

Var(pa) = E(¢%) — [E(pa)]?

1 [?/ «x 2 1 [?/ x ?
_5/0 (-5 +1) do- [5/0 (-5+1) dx}
11 1
34 12
Considerando A* como um evento obtido por algum modificador fuzzy
e, como feito no capitulo 7, assumindo que esse modificador seja do
tipo poténcia, pode-se calcular Var(pa+) de maneira andloga ao que

foi feito para Var(pa):
Var(pa-) = E(¢%.) — [E(pas))?
= B(¢%) — B3]
_ %/O (—% +1>25 dz — [%/0 (—g +1)8 dx}
1 1
T2+l (s+1)*
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Observa-se que, para s = 1, recupera-se o valor calculado anteriormente

Var(pa) = o

O

Exercicio 7.13 Considere o nimero fuzzy triangular (0;0;2) e X uma
variavel aleatéria triangular cuja densidade é dada por

[ HO—|z—1]), se x€[1—0,1+0]
f(:)s)—{ 8, se v €[1—6,1+46]

Pede-se:
a) 6 > 0 de modo que P(A) seja maxima;
b) Representar graficamente a densidade encontrada no item anterior.

Demonstragao.  a) Sabemos que

P(A) = E(p.) = E(pa(X)) = / oale)f (),

suppA

portanto ,
P(A) = / oa()f(@)dz.

Se 0 < 1, temos

P(A):ei2 [/110(9—14—:6)(1—g)d:v+/11+9(9+1—:v)(1—;)@]

_ % {492+ g 2146 — %[(1+93) —a _93)]}

1 5
12 1202

P(A)ze%[/01(9—1—1—90)(1—g)dw+/12(6‘+1—x)(1—g)dx} :%Jr%

das duas expressoes acima, vimos que o maximo ¢é atingido quando

0=1.

N | —

Portanto o maximo de P(A) é

o4



