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Introdugdo

Introducao

@ Teoria matematica que formaliza o processamento e anilise de
imagens

o Visa ser compreensivel e unificadora

@ Tentativas de criar uma teoria unificadora em processamento de
imagens e sinais remontam a década de 70, inspirada nos
computadores celulares de Von Neumann

@ Paralelismo baseado na descricdo de uma operagao complexa em
imagens por um conjunto de opera¢des elementares
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Introdugdo

Introducao

@ Necessidade da forca aérea americana: algoritmos independentes de
linguagem

@ Aritmética de vizinhanca + Morfologia matematica

@ Elementos bdsicos: imagens + templates + vizinhancas.
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Introducao

LEMBRE-SE: Uma 4dlgebra é uma colecdo de conjuntos n3o vazios mais
um numero finito de operagles que combinam elementos formando novos.

o Algebra de imagens é heterogénea (sentido de Birkhoff) pois contém
elementos de tipos diferentes.

@ Dois elementos basicos: conjuntos de pontos (pixels e sua relacdo
espacial) e conjuntos de valores (intensidade, cor, etc. dos pixels)

@ Possivelmente mais de um valor por ponto.
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Conjuntos de Pontos

Conjuntos de Pontos

Conjuntos de pontos s3o espagos topoldgicos:

conjuntos de objetos: pontos
conjunto de pontos{ +
topologia: conectividade

Conectividade define proximidade, vizinhanga, curva, etc.
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Conjuntos de Pontos

Conjuntos de Pontos

Conjuntos de pontos denotados pelas dltimas letras maitsculas do alfabeto
em negrito: X, Y, We Z.

Pontos (elementos) denotados com as dltimas letras mindsculas:
X7 y7 W7 z e x

Se x € R", representa-se x = (x1, X2, ..., X,) €m que x; é um ndmero real
chamado i-ésima coordenada de x
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Conjuntos de Pontos

Conjuntos de Pontos

Conjuntos de pontos mais usuais em dlgebra de imagens s3o subconjuntos
discretos do espaco Euclideano R” com n=1,2, 3.

Podem estar organizados em qualquer arranjo espacial, embora formas
retangulares, circulares ou snake sejam mais comuns.

Dois dos conjuntos que mais veremos sao os retangulares:
X =Ty X Zp={(x1,x) €Z?> :0<x; <m—1,0<xp < n—1}

X=ZIxZF={(x1,x) €Z? 1 <x <m1<x <n}
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Conjuntos de Pontos

Conjuntos de Pontos

X
H .7+ + H H
Figura: Z} x Z} (Ritter & Wilson)
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Operagdes Undrias

Operacoes Pontuais - Unarias

Como conjuntos de pontos sdo subconjuntos do espaco vetorial R” ou Z”,
eles herdam operactes destes espacos.

Operagdes undrias importantes como maximos,/ minimos, normas e outros.

Para Va, b € R:

> >
a\/b:{a sea>b a/\b_{b sea>b

b sea<b a sea<hb
Assim, para x = (x1,x2,...,%,) € X:
Vici Xl =[xl Vx| V-V xa| = max{xi, x2, . .., Xn}
Ay [xil = x| A x| A+ Alxal = min{x1,x2, ..., xn}
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Operagdes Undrias

Operacoes Pontuais - Unarias

Tratando o ponto como vetor, definimos a norma Euclideana L2, LP e L>:

Ixllz = /> 4+

n 1/p
Ixllp = <Z !x;|p>
i=1

n

Ixlloe = \/ Iil,

i=1
em que \/I_; [xi| = max{|xi|,...,|xal}.
Outra operagdo undria (X — R) importante é a i-ésima projegdo de

XCcR"i=1,...,m
pi(x) = xi
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Operagdes Undrias

Operacoes Pontuais - Unarias

Os préximos conceitos exigem a defini¢do de conjunto poténcia (ou
conjunto de partes) de um conjunto de pontos Z:

22 = (X:XCZ}

Funcdo caracteristica sobre X € 2%:

lsezeX
Xx;z%{o,l}talquexx(z):{ Osez¢X
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Operagdes Undrias

Operacoes Pontuais - Unarias

Dados dois conjuntos de pontos X e Z definimos a funcdo de vizinhanga
de X para Z por N(x) : X — 2%,

N(x) é a vizinhanca de x e em Z? pode ser definida de duas formas: von
Neumann (N(x)) e Moore (M(x)):

N(X) = {y Yy = (Xl :l:j7X2) ouy:y= (X17X2:l:k)7jak € {071}}

M(x)={y:y=(x1tj,x *tk),j,ke{0,1}}
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Operagdes Undrias

Operacdes Pontuais - Unarias

M) =

M) = |

Figura: (Ritter & Wilson)
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Operagdes Undrias

Operacoes Pontuais - Unarias

RESUMO:
Negacdo =(—=X1,...y—Xp)
Teto (menor inteiro > x) [ } =([x11],.--5 [xa])
Piso (maior inteiro < x)  |x| = (Lxlj, ey | Xal)
Arredondamento x] = (xal, - - -, [xa])
Projecio pi(x) = x;
Soma SMx=xi+x4 -+ X,
Produto Mx = x1% ... X,
M3dximo \/x:xl\/xz\/u-\/x,,
Minimo Ax=x /\X2/\ - A Xp
Norma Euclideana xlla = /x¢ + -+ x2
Norma L} Il = Pl + ol + - + o
Norma L* [IX|lec = |X1|\/\X2|\/~-~\/|X,,|
Dimens3o dim(x) = n
Vizinhanca N(x) c R"
Fun¢do caracteristica xx(z) =1 se z € X e 0 caso contrdrio
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Operagdes Undrias

Operacoes Pontuais - Unarias

EXEMPLOS:

Dado x = (2,1, 3)
—x=(-2,-1,-3)
pi(x) = 2 pa(x) = 1 pa(x) = 3
>x=2+1+4+3=6
Mx=2-1-3=6
Vx=2v1v3i=3
Ax=2A1A3=1

x|l = V22 + 12+ 32 = /14
Ixlla = 121 + 1] + |3 = 6
[1X[loo = 2] V1] V3] =3
dim(x) = 3
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Operacdes Bindrias

Operacoes Pontuais - Bindarias

Também herdadas de espacos métricos classicos.

Sejam os elementos x = (x1,...,xn) ey = (y1,
(ou k € Z).

..,¥n) eum escalar k € R

x+y=014+y1,.-.sXn+ Yn)
k-x= (k- x1,...,k-xp)

k+x=(k+xi,...,k+ xpn)

Subtragdes sdo definidas similarmente.
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Operacdes Bindrias

Operacoes Pontuais - Bindarias

Trés tipos de multiplicagdo: produto de Hadamard, produto vetorial e
produto escalar. Em R3 ou Z3, respectivamente:

X-y=(x1 Y1,.-.sXn"Yn)

XXy=(X2:y3—X3-Y2,X3" Y1 — X1 Y3,X1" Y2 — X2 Y1)

Xey=X1-y1+Xx2-y2+ -+ Xn- yn.
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Operacdes Bindrias

Operacoes Pontuais - Bindarias

Temos também as distancias. Euclideana, Manhattan (city block) e
tabuleiro de xadrez (Chebyshev), respectivamente:

n

d(x,y) = [Z(Xk - yk)2]

k=1

n
p(xy) = D Ixk — il
k=1

(%, y) = {Px =yl : 1 < k < n}
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Operacdes Bindrias

Operacoes Pontuais - Bindarias

A relacdo entre normas e distancias é bem conhecida:
d(x,y) =[x —yll2

p(x,y) =[x —yll1
5(x,y) =[x = ¥lloo
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Operacoes Pontuais - Bindarias

RESUMO:

Dado x = (X17X27"' )Xn)ay: (}/17)/27--~,)/n) ER” €

z=(z1,22,...,2m) € R™
Adic3o x+y=01+y1,%+ Y2, .., Xn+ ¥n)
Subtracdo X—y=(X1— Y1, — Y2,y Xn — ¥n)
Produto de Hadamard ~ xy = (x1y1, X2y, - - -, Xn¥n)
Divisdo x/y = (x1/y1,%2/ Y2,y Xn/Yn)
§upremo sup(x,y) = (2 Vy1, ..., X0 V ¥n)
Infimo sup(x,y) = (1 A Y1, -« Xn A Yn)
Produto pontual Xoy =x1y1+XoVo+ -+ Xp¥n
Produto cruzado X Xy = (Xoy3 — X3Y2, X3y1 — X1Y3, X1¥2 — Xa¥1)
Concatenacio X2 = (X1, yXny ZLy -+ Zm)

Operacdes escalares kyx = (kyxi, ..., kyxp) em que v = {+,—,-,V, A}
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Operacoes Pontuais - Bindarias

EXEMPLOS:

Dado x =(2,1,3) ey = (4,2,5):
x+y=(2+4,1+23+5)=(6,3,8)
x—y=(2-41-23-5)=(-2-1,-2)
xy=(2-4,1-2,3-5)=(8,2,15)

x/y =(2/4,1/2,3/5)
sup(x,y) = (4,2,5)
inf(x,y) = (2,1,3)
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Operagdes Entre Conjuntos de Pontos

Operacoes Unarias entre Conjuntos de Pontos

Operacdes entre conjuntos em geral podem ser aplicadas a conjuntos de
pontos.
Exemplo é a complementacio de X € 2Z:
X={z:2zc¢Zez¢X}

Esta é uma operacao undria que pode ser vista como binaria se
considerarmos que X = Z\X.
Outras operacdes importantes sdo a cardinalidade de X:

card : 24 -+ N
que atribui o nimero de elementos de X e a Fungdo Escolha:

choice : 2% — Z

que retorna um elemento x € X aleatoriamente.
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Operagdes Entre Conjuntos de Pontos

Operacoes Unarias entre Conjuntos de Pontos

Outra operacdo de interesse é a de supremo de um conjunto X contendo
0s pontos X1, X2, ..., Xk:

sup(X) = sup(. . .sup(sup(sup(x1,%2),X3),Xa) . . . Xk)

Se cada ponto é representado por duas coordenadas, i.e, xj = (X;, i),
i=1,...,k, entao

sup(X) = (xa Vxa V- Vxk,y1 Vya Voo V).

O infimo se define simetricamente.
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Operagdes Entre Conjuntos de Pontos

Operacoes Unarias entre Conjuntos de Pontos

Resumo:
Negacdo —X={—-x:xeX}
Complementacio X={z:zc€Zez¢X}
Supremo sup(X)
infimo inf(X)

Funcdo Escolha  choice(X) (elemento aleatério)
Cardinalidade card(X)
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Operagdes Entre Conjuntos de Pontos

Operacoes Binarias entre Conjuntos de Pontos

Operagdes aritméticas:

Adic3o X+Y={x+y:xcXeyecY}
Subtracdo X-Y={x—y:xeXeyecY}
Adic3o de ponto X+p={x+p:xeX}
Subtragdo de ponto X —p={x—p:x€ X}

Operagbes de conjuntos:

Unido XUuY={z:zeXouzeY}
Intersecdo XNY={z:zeXezeY}
Diferenga entre conjuntos X\Y ={z:z€ Xez ¢ Y}

Diferenga Simétrica XAY ={z:ze XUYouz¢g XNY}
Produto Cartesiano XxY={(x,y):xeXeyeY}
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Outline

© Conjuntos de Valores
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Conjuntos de Valores

Conjuntos de Valores

A colec3o de pontos, conjuntos de pontos e escalares e das operacdes que
vimos formam uma dlgebra heterogénea

Conjuntos operados podem conter diferentes tipos de elementos com tipos
especificos de operadores para cada elemento.

Ja uma adlgebra homogénea envolve conjuntos com um mesmo tipo de
elementos e um conjunto fixo de operadores sobre estes elementos.
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Conjuntos de Valores

Conjuntos de Valores

Chamaremos algebras homogéneas aqui de conjuntos de valores e
denotaremos por E, F e G.

Exemplos: Z, R, C, Zy« (bindrios de comprimento k), R = RU {400},

R_oo = RU{—00}, Ris = RU{+00,—00} e RZ? = R+ U {0, +0o0}
(reais contendo +0o sdo chamados reais estendidos).
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Conjuntos de Valores

Conjuntos de Valores

Estruturas algébricas: conjunto + operagdes.

Exemplos:
(R,V,A,+,-)
(Z,V, A+, )
(Z2k, V, A\, =+, )

cuidando que no terceiro caso a adicio e multiplicacdo sio mod 2.

Em C (n3o ordenado) podemos ter:

(Ca—h )
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Conjuntos de Valores

Conjuntos de Valores

Para Ri., podemos ter

(R:tooava+)
se assumirmos que:
a+(—o0)=(—0)+a= -
a+ (+00) = (+o0) +a= +o0
(—00) + (4+00) = (+00) + (—00) = —00
aVvV(—oc0)=(—0)Va=a
aV (+00) = (+00) Va=(+00)

Tratando + como uma multiplicacdo e V como uma adigdo, —oo age

como elemento nulo na estrutura acima.
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Conjuntos de Valores

Conjuntos de Valores

Temos também a estrutura dual de (Rin, V,+) em que +00 age como
nulo, a qual sera:

(R:toov/\7+/)
dado que
at+'b=a+b a,bc R
a+' (—o0) =(—0)+ a= - aeR_
a+' (+00) = (+00) +' a = 400 acR
(—00) +' (+00) = (+00) +' (—00) = 400
aN(+o0)=(+o0)Na=a aeRiy
aN(—o0)=(—o0)ANa=—oc0 aeRiy

Note que + e +’ se equivalem exceto quando operam entre —oo0 e +00.

A estrutura conjunta (Rin, V, A, +,+') é um grupo ordenado aditivo de
reticulado limitado.
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Conjuntos de Valores

Conjuntos de Valores

A estrutura dual aditiva leva ao conceito de elemento dual (ou conjugado)
aditivo r* para todo r € Ri:

—r sereR
r’ = —00 ser=+4o0
+00 ser=—o

(rve)y*=r"nt*
(rAt)*=r"vit*
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Conjuntos de Valores

Similarmente, definimos o grupo ordenado de reticulado limitado
multiplicativo:

( +OO,\/ A, x, %)
em que x é a multiplicacio convencional e x’ sua dual, tal que:
ax'b=axb Va, b € RZ°
ax4oo=+00oxa=+o0 a€R]
ax’'+o00=+00x'a=+00 a€RT
0Xx+o00o=400x0=0
0 x' +00 = +00 x' 0= +c0
0 € o elemento nulo em (R;oo,v, x) e +00 em ( +oo,/\ x"). O
conjugado se define agora por:

rr1 sereRt
rr=<20 se r = +00
+o00 ser=0
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Conjuntos de Valores

Outra estrutura importante em imagens é (Z3,V, A, +, —Nk/) em que
Z; = (Z2):|:OO = {0, ]., —00, +OO}.

As operacdes duais & e ' s3o tais que em Zo = {0,1}:
pFq=pFq=-(pXORq)=p+ g

e incluindo +o0:

T ‘ 0 1 —oo +oo 7 ‘ 0 1 —o0 +4o00
0 1 0 400 —00 0 1 0 400 —00
1 0 1 +o00 —o0 1 0 1 400 —o0
—00 | 00 +00  +00  +00 —00 | 00 +0o0 400 —0o0
+o0 | —00 —00 400 —00 +oo | —o0 —o0 400 H4o00
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Conjuntos de Valores

Conjuntos de Valores

Estas operacdes podem ser generalizadas para o produto cartesiano
Ly = Ly x Ly x -+~ x 3. Por exemplo, se m = (my,...,my) e
n=(ny,...,ng):

m¥n = (my¥ny,..., metng)
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Conjuntos de Valores

Conjuntos de Valores - Consideracoes Finais

Operagdes unarias como log, exp, cos, etc., podem também ser definidas
na estrutura.

Conjuntos de pontos como X = R” s3o também conjuntos de valores e
podemos definir estruturas como (X, +) em que + é a adigdo de vetores.

Em muitas aplicagdes, podemos nos interessar por uma subdlgebra. Por

exemplo, a subdlgebra (R_.,V,+) obtida de (Rioo, V, A, +,+') ou a
subdlgebra (N, V, A, +) obtida de (Z, V, A, +, ).
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