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Abstract. In this master’s thesis, we study ergodic optimization techniques
in the context of an Anosov dynamical system. We present different approaches to the
problem of maximization of the integral of Holder potentials on a compact metric space
in the presence of a hyperbolic dynamics. We discuss the thermodynamical formalism
in an expansive model, obtaining maximizing probabilities at zero temperature. In the
hyperbolic case, we determine a cohomological inequality in an amphidynamical system,
from which follows a Lipschitz subaction for Lipschitz potentials associated with Anosov
diffeomorphisms. Finally, we argue that periodic probabilities are maximizing for open

sets of functions in the Lipschitz topology.

Keywords: Ergodic Optimization, Anosov Diffeomorphisms, Maximizing Probabilities,

Transfer Operator, Sub-actions.

Resumo. Nesta dissertacao, estudamos técnicas de otimizacao ergddica no
contexto de uma dindmica do tipo Anosov. Mostramos diferentes maneiras de abordar o
problema de maximizacao da integral de potenciais holderianos definidos sobre um espaco
métrico compacto na presenca de uma dindmica hiperbodlica. Discutimos o formalismo
termodinamico sobre modelo expansivo, obtendo probabilidades maximizantes em tempe-
ratura nula. No caso hiperbélico, determinamos uma desigualdade coomolégica em um
sistema anfidinamico, da qual resulta subacao lipschitziana para potenciais lipschitzianos
associados a difeomorfismos de Anosov. Finalmente, argumentamos que probabilidades

periddicas sao maximizantes para abertos de fungoes na topologia lipschitziana.

Palavras-chave: Otimizacao Ergddica, Difeomorfismos de Anosov, Probabilidades Maxi-

mizantes, Operador de Transferéncia, Subagoes.
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Introducao

Nesta dissertacao de mestrado, abordaremos um topico de sistemas dinamicos que
vem ganhando destaque e rendendo interessantes resultados nos tltimos anos: trata-se
da otimizacao ergddica para fungoes holderianas. Apresentaremos, no decorrer do texto,
algumas das ferramentas mais importantes a serem estudadas nesta subarea da teoria
ergodica, dando enfoque principalmente a resultados sobre difeomorfismos de Anosov.

Visando uma melhor compreensao do texto, principalmente para o leitor que nao ¢é
completamente familiarizado com sistemas dindmicos, iniciaremos o primeiro capitulo da
dissertacao recordando alguns fatos importantes sobre integracao de medidas abstratas
e fixando determinadas notagoes relacionadas. Apresentaremos alguns resultados bem
conhecidos de teoria ergddica, tais como o teorema de recorréncia de Poincaré e o teorema
ergodico de Birkhoff, além de outros resultados relevantes que serao utilizados nas demais
segoes. Indicamos ao leitor a eventual consulta das referéncias [26, 29, 36] para uma ampla
base de resultados em teoria ergddica.

Ainda no primeiro capitulo, introduziremos o problema central de otimizacao ergddica,
o qual consiste em determinar quais as medidas de probabilidade pu, invariantes pela
dindmica topoldgica T: X — X, maximizam a integral da funcao continua f: X — R.
Denotaremos por 5(f) o valor méaximo que pode ser obtido ao se maximizar a integral
J fdu com respeito a tais probabilidades p. Mostraremos que o valor 5(f) pode ser
calculado de diferentes maneiras, em particular, pela avaliacio do infimo de maximos

globais sobre a classe de coomologia da fungao f, isto é, sobre fungoes da forma
g=/[f+hoT—h,

onde h: X — R é também uma fungao continua. Como de costume na literatura, fungoes



do tipo hoT — h serdo denominadas cobordos — como veremos, estas fungoes desempenham
importante papel no estudo de otimizacao ergédica. De fato, uma fungao v € C'(X) que
produz a desigualdade f +voT — v < B(f) sobre X serd chamada de subagao, e sua

obtenc¢ao contribuird para elucidagao do problema de maximizacao da integral de f.

Ainda nesta parte introdutoria, utilizaremos técnicas de andlise funcional para de-
monstrar que o valor 5(f) pode ser visto como uma avaliacdo particular de funcional
linear [ sobre o espago de Banach de fungoes continuas C'(X). Este ponto de vista
permitird concluir que hd um aberto denso de fung¢oes em C(X) para o qual cada elemento
admite uma unica probabilidade maximizante. Mais ainda, utilizando um resultado geral
sobre recorréncia de cociclos, aliado a hipotese de existéncia de subagao, poderemos obter
informagoes cruciais a respeito do suporte das probabilidades maximizantes para f.

No segundo capitulo, abordaremos propriedades do formalismo termodinamico sobre
uma dindmica expansiva. Recordaremos nao s6 as definigbes mas também as principais
propriedades da entropia topoldgica h(7') e da entropia métrica h,(7"). Veremos que a
entropia topoldgica é um caso particular de um conceito mais amplo, denominado pressao

topoldgica, a qual pode ser representada pela igualdade

Pr(f) = sup {h(T) + [ fan},

onde o supremo ¢é tomado sobre as probabilidades T-invariantes .

Este conceito, em particular, fornecera nova abordagem em otimizacao ergodica ao
permitir calcular o valor maximo da integral de uma funcao f em um processo que
chamaremos de congelamento do sistema. Ao considerar um pardmetro t (interpretado

como o inverso da temperatura) multiplicando a fungao f, discutiremos o limite quando

o[ 40 1)

Utilizando o conceito de estados de equilibrio para fungoes tf, que sao as probabilidades

t — oo de

que verificam o supremo da pressdo Pr(tf), o processo de congelamento do sistema
possibilitara estudo de convergéncia de certas probabilidades para uma probabilidade que
é maximizante para f. Neste contexto, quando a aplicacao T': X — X for expansiva e f

for lipschitziana, o operador de transferéncia, definido por

Lig(z)= Y eWg(y), VgeC(X),

yeT 1z



fornecera, via o conhecido teorema de Ruelle-Perron-Frobenius, uma probabilidade p; que
¢ um estado de equilibrio para tf.

E fato que a grande maioria dos resultados presentes na literatura de otimizagao
ergbdica até a presente data encontra-se ambientada no contexto de uma dinamica
expansiva. Dedicaremos o ultimo capitulo desta dissertacao a apresentar alguns resultados
em otimizacao ergddica para dinamicas hiperbélicas, as quais, é bem sabido, incluem os
sistemas dindmicos expansivos. O principal modelo de dindmica que serd estudado sao
os difeomorfismos de Anosov, isto é, difeomorfismos de uma variedade compacta M que
admitem uma decomposigao continua do espaco tangente T, M = E*(x) & E*(z) tal que a
derivada DT, produz contragao equilimitada em E°(x) e expansao também equilimitada
em E%(z).

Detalharemos como podem ser construidas subacoes para fungoes holderianas na
presenca de um difeomorfismo de Anosov. Essa construcao sera definida localmente sobre
uma cobertura markoviana da variedade M e estendida para toda a variedade via colagem
por uma particao da unidade. Esse processo requerera hipétese sobre a regularidade do
difeomorfismo T' para que seja possivel obter um lema de sombreamento de pseudo-érbitas.
A construgao de tais subagoes baseia-se na referéncia [22].

Seguindo [6], obteremos uma inequagao coomoldgica para potenciais 1-lipschitzianos
no contexto de um sistema anfidindmico X, b X, Ty X, no qual Xy e X; sao espagos
métricos compactos e Ty, T1: X7 — Xy sdo aplicagoes continuas. Isto significa que,
dada funcao lipschitziana u: X; — R, queremos encontrar funcao também lipschitziana
v: Xo = R tal que u(z) > voTi(x) —voTy(x), V€ X;. Desta desigualdade resultara
subagao para fungoes lipschitzianas ao considerar u = G(f) — f e o sistema anfidinAmico
que generaliza o sistema dindmico topolégico (X,T), ou seja, Xg = X; =X, 71 =T e
Ty = Id. Utilizaremos enfim essas construgoes para mostrar que probabilidades peridédicas

sao sempre maximizantes para conjuntos abertos de fungoes na topologia lipschitziana.






Capitulo

Principios de Otimizacao Ergddica

1.1 Preliminares

Nesta sec¢ao inicial, relembramos alguns resultados elementares de teoria da medida,
teoria ergodica, andlise etc., os quais servirao ao leitor como base de consulta, visando um
melhor desenvolvimento do texto. O leitor que possuir maior maturidade pode, sem peso
na consciéncia, avancar direto a préoxima secao. Comecamos fixando algumas das notacoes

que serao utilizadas ao longo do texto.

Defini¢ao. Damos o nome de sistema dinamico topoldgico (SDT) ao par (X,T), onde X
¢ um espaco métrico compacto munido de uma distancia d, e T': X — X € uma aplicacdo

continua e sobrejetiva.

Como nosso propésito é avaliar valores otimais de integrais, recordamos inicialmente o

conceito de uma medida sobre (X, 7).

Definicao. Uma o-dlgebra B de X € um subconjunto das partes de X, satisfazendo:
-0, X €B;
-FeB = E‘€B;
-{Ei}ien €©B = UenE; € B.

(Lembre que a o-dlgebra de Borel de X € a o-dlgebra gerada pelos abertos da topologia de
X, ou seja, a menor o-dlgebra contendo os abertos de X.) Uma medida sobre a o-dlgebra

B é uma fungao p: B — Ry tal que
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- para Ey, Ey € B tais que Ey C Es, temos u(E) < p(Es);

- s¢e E = UjenE;, com E E; € B, entao, n(F) < X, u(E;) e, caso E = UienE;,

obtemos a igualdade.

A medida p € dita finita se u(X) < oo, e, em particular, € dita de probabilidade quando
w(X) = 1. (Dizemos que p é uma medida boreliana se estd definida sobre a o-dlgebra de
Borel de X.)

O trio (X, B, 11) é usualmente chamado de espaco de medida. No decorrer da dissertagao,
pouco usaremos essa notagao por dois motivos: serd muito frequente trabalharmos com
conjuntos de probabilidades em vez de considera-las separadamente, e, a menos que seja
dito o contrario, estaremos considerando a o-algebra de Borel de X.

Vejamos um resultado geral sobre medidas que nos sera til futuramente.

Lema 1.1.1. Seja (X, B, 1) um espago de medida. Considere a sequéncia de conjuntos
mensurdveis { B, }nen € B tal que B,, C Bpy1 € Upeny Bn = B € B, com u(B) < co. Entao,
p(UneN Bn> = lim w(By) e, dado e >0, hd N = N(e) € N tal que u(B) — e < u(B,),
para todo n > N.

Demonstragio. Denotamos C7 = By e Cp, = Bi\Ck_1, para k > 2. Claramente esses

conjuntos sao dois a dois disjuntos e, para todo n € N, ocorre

Assim, Upeny Cn = Upen Up—1 Bx = Unen B = B, donde

M(U Cn) Zu Cy) = lim Zu Cr) = hmu<U Ck>—nlgglou(3) 1(B).
neN k=1 k=1

Por outro lado, como a série > 32, 11(Cy) é convergente, dado € > 0, hd N = N(¢) tal que
Sro, 1(Ck) < g, para todo n > N. Assim,

k:l



§ 1.1. Preliminares 7

Para discutir integrabilidade, recordemos primeiro que uma funcao f: X — R é
mensurdvel se f~1(—oo,a) € B, para todo a € R. Além disso, a fungao caracteristica
de um conjunto £ € B, denotada por xg, é a funcdo mensuravel que assume valores
1 sobre E e 0 sobre E°. Uma funcao f: X — R é dita simples se ha uma particao de
X=FEUF,U..UE,, com Fy,..., F, € B, e constantes ¢y, ..., c, € R tais que

fz) = Zn:Cz‘XEi(l’), VrelX.

Observe que uma funcao f é mensuravel se é pontualmente o limite de uma sequéncia
de fungoes simples, isto é, f(z) = lim, f,(z), V x € X. Para mais detalhes sobre essa
propriedade, o leitor pode consultar, por exemplo, [4].

Dada uma funcao f mensuravel, considere {f, = Sk ¢iXE, } sequéncia de fungoes

simples que aproximam f. Podemos definir a integral de f com respeito a p como o limite

kn
[ 7= lim [ fadp=3cn(E),
i=1

Dizemos entao que f é integravel se f for mensuravel e [ |f|du < oo.

Na verdade, por tras desta proposta de definicao de integral, estamos omitindo vérios
resultados de teoria da medida, como, por exemplo, o lema de Fatou, o teorema da
convergéncia mondtona e o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue. Tais resultados
também podem ser consultados em [4].

Na maior parte do texto, nao lidamos com fung¢oes apenas mensuraveis. Dado um SDT
(X, T), estamos interessados em estudar propriedades do espago das fungoes continuas
C(X) — é claro que toda fungao continua é mensuravel, pois a imagem inversa de um
aberto de R é um aberto de X. Note ainda que, como X é compacto, toda func¢ao continua

¢ limitada, de modo que faz sentido considerar sobre C'(X) a norma do supremo
Ifllo:= sup|f(@)l, ¥ f € CX).

Com isto, temos a nossa disposi¢do um espago vetorial normado completo, ou melhor,
o espago de Banach (C(X), || - ]lo), o qual é separavel (para provas desses fatos, veja, por
exemplo, [34]). Quando for conveniente, este serd considerado como subespago fechado de
um espaco maior, o qual passamos a introduzir.

A abreviatura q.t.p. (significando “quase todo ponto”) é muito comum na literatura
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e sera empregada sempre que nos referirmos a alguma propriedade valida fora de um
conjunto de medida nula. Dada g uma medida boreliana sobre X, consideremos, sobre
o conjunto das fung¢oes mensuraveis f: X — R que sao limitadas q.t.p., a relacao de
equivaléncia

frg = p{re X fla) £ g()}) =0

Quando equivalentes, dizemos que f = g u-q.t.p., isto é, que f e g coincidem em quase
todo ponto com respeito a .

O conjunto das classes de equivaléncia acima definidas é denotado L (). E comum
identificarmos a classe de equivaléncia com seus representantes. Esse abuso de notacao

permite-nos escrever f € L®(u). Definimos, entao, a seguinte norma sobre L*(u)

Iflloe = inf {c € R: p({z € X :|f(z)] > c}) =0}, V fe L)

Fica a cargo do leitor verificar que, para qualquer f € C(X), temos f € L>(u) e
I fllo = |l f]lco- Fato fundamental que nao demonstraremos aqui, mas que o leitor pode
encontrar, por exemplo, em [4], é que (L*(u), || - ||) é um espago de Banach.

Os conceitos acima também nos permitem explicar um abuso de notacao que sera
cometido algumas vezes durante o texto. Se p é medida finita, dada f € C'(X), escrevemos
wu(f) para representar [ f du. Esse abuso justifica-se via o teorema da representagao de
Riesz, pois podemos identificar o espago dual de C'(X) com um subespago fechado das
medidas borelianas com sinal sobre X. Portanto, grosso modo, a notagao u(f) significa a
aplicacao do funcional p no elemento f. Em particular, é usual considerar o espaco de
probabilidades borelianas munido da topologia fraca-*, o qual vem a ser compacto, uma
vez que X é compacto. Para mais detalhes, o leitor pode consultar, por exemplo, [10, 32].

Uma vez relembrado o conceito de medida e recordados rapidamente aspectos da

integracao, a dindmica passa a ter nossa atencao. Considere as seguintes defini¢oes.

Defini¢ao. Dado um SDT (X, T), a érbita de um ponto x € X é definida por Orby(z) =
{T"x :n € N}, quando T ndo for inversivel, e por Orbr(x) == {T"x : n € Z}, no caso em

que T € inversivel.
Dizemos que um conjunto A € B é T-invariante se T-1(A) C A.

Definigao. Sejam (X,T) um SDT e p uma medida em X. Dizemos que p € T-invariante,
ou que T preserva p, ou ainda que T € invariante por p, se para todo conjunto A € B
ocorrer p(T71(A)) = u(A).
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Repare que, para um SDT (X, T) e p uma medida qualquer em X, podemos definir

uma nova medida em X, denominada pullback de p por T', da seguinte maneira:
Tou(A) = p(T7'(A), VAeB.

Em particular, quando T" preserva pu, é claro que T, = p, implicando assim que, para

toda funcao f integravel, ocorre

[fau=[raTu= [ foTdp

Uma questao pertinente é se sempre existe probabilidade invariante. De fato, como
nosso SDT é composto por um espa¢o métrico compacto X e uma aplicacao continua 7', o

teorema de Krylov-Bogoliubov fornece resposta para essa pergunta.

Teorema (Krylov-Bogoliubov). Sejam (X, T) um SDT e x € X um ponto qualquer. Deno-
tando por 6, a probabilidade que atribui valor 1 ao conjunto {y} e 0 ao seu complementar,

considere as probabilidades
1 n—1

M = — Z 6Tigcn7
" izo

onde {x,} € uma sequéncia arbitraria de pontos em X. Entdo, qualquer ponto de acumu-

lagao de {p,} na topologia fraca-x é uma probabilidade invariante por T.

Para uma prova desse classico teorema, o leitor pode consultar, por exemplo, [26].
Um dos primeiros resultados a ser discutido em um curso de teoria ergédica é o teorema

de recorréncia de Poincaré, o qual atesta que u-q.t.p. tudo retorna.

Teorema 1.1.2 (Recorréncia de Poincaré). Sejam (X,T) um SDT e p uma medida finita

T-invariante. Entdo, para todo E € B, o conjunto
F={zxeFE: hingeNtal que Tz ¢ E, Yn>ny}
possui medida nula.

A prova desse teorema pode ser vista em [26]. Demonstramos uma versao paralela,
a qual fornece uma estimativa para o limite superior da sequéncia {y (ANT"(A)) }nen-

Para tanto, precisamos do conceito abaixo.
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Definicao. Chamamos de isomorfismo mensurdavel de X toda aplicacio T: X — X
inversivel tal que T' e T~ sdo mensurdveis. Dizemos ainda que o isomorfismo mensurdvel

T preserva uma medida p se T e T~ preservam .

Teorema 1.1.3 (Recorréncia Multipla de Poincaré). Sejam (X, B, i) um espago de pro-
babilidade e T' : X — X wm isomorfismo mensurdvel que preserva ji. Se A € B é um

conjunto de medida positiva, entao,

limsup u (ANT™(A)) > u(A)>

n—oo

Demonstrag¢io. Considere um conjunto A € B com u(A) > 0. Observe que, dado n € N,

[ 32 i = 3 4)) = ),

pois u(T(B)) = u(B), para todo B € B. Pela desigualdade de Cauchy, temos

2du)é</12du>é.

n—1
> Xria)
1=0

nu(A) = /EXW(A) dp < (/

Elevando ambos os lados ao quadrado, resulta que

2

n*u(A)? < / dpu. (1.1)

n—1
> Xri(a)
=0

Utilizamos agora que o produto de fungoes caracteristicas de dois conjuntos é a func¢ao

caracteristica da intersecao destes dois conjuntos para reescrever o somatério em ():

2

n—1 n—1 n—2 n—1
doXTi)| = D Xy T2 D Xri(anmi(a)-
i=0 i=0 i=0 j—it1

Sendo assim, integrando o somatério em (1.1) obtemos

n—1 2 n—2 n—1
(AP < [ xrw| du = np(A)+2 Y Y plTH(A) 1T (4))
i=0 i=0 j=i+1

= nu(A) + 23:1(71 — i),u(A N T%A)).
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A tltima igualdade ocorre, pois, para j > i, u(Ti(A) N Tj(A)) = [L(A N Tj*i(A)). Logo,

1(A)? < ) | ni 2(nn2_ i)

n i=1

p(ANTI(A)).

. n—1 2(%77;)
Veja que, como iy =5

= 2 tomando o limite superior na desigualdade acima,

resulta que

p(A)? < limsup

n—oo

M(nA) + ni 2(7”;2_2'@(/1 N Ti(A))] — hmsupg %jl;i)u(AmTi(A)).

n—oo

Entao, dado ¢ > 0, ha M € N tal que u(ANT"(A)) < limsup,,_,. w(ANT"(A)) + ¢,
V' n > M. Portanto, temos

- 12(n — 1) :
lim sup > p(ANT(4)) =
. M 2(n — 1) , wl 2(n—1) ,
= limsup | ) ,u(AﬂT%A)) + > 5 ,u(AﬂTZ(A))
nooo i M i=M+1
< limsup (,u(A N T"(A)) + 5) ntl
n—r00 n
= lim sup ,u(A N T”(A)) +e.
n—oo
Como ¢ ¢ arbitrario, resulta que limsup,,_, ,u(A N T”(A)) > p(A)>2 O

Esses resultados fornecem pistas de que o conjunto das medidas T-invariantes possui
propriedades relevantes a serem estudadas. Sendo assim, dado um SDT (X, T), denotamos
por Mr(X) (ou, por simplicidade, apenas M) o conjunto das probabilidades T-invariantes
de X.

Dados p medida sobre X e U € B conjunto tal que pu(U) = pu(X), entdo, se f é
uma funcao definida sobre U, dizemos que f estd p-q.t.p. definida em X. Nesse caso,
consideramos f(z) na mesma classe de equivaléncia em L*(u) do representante g(x), tal
que g(z) = f(x), se x € U e g(z) = 0, caso contrario. E exatamente nesse contexto que se

enuncia o resultado a seguir.

Teorema (Tempo Médio de Retorno). Sejam (X,T) um SDT e p € My. Dado A € B,
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a fungao tempo médio de retorno Ta(x) € definida p-q.t.p. sobre A:

Esta fungao é mensurdvel e cumpre [ T4 dpu = pu(A).

Esse resultado é um caso particular do famoso teorema de Birkhoff (aplicado a funcao
caracteristica x ), o qual serd enunciado a seguir.

Uma vez mais identificando o conjunto das medidas de X com o dual das fung¢oes
continuas, supomos My munido da topologia fraca-*. Apenas para relembrar, a topologia

fraca-x em My possui base de vizinhangas (em u € Mr) da forma

B.(p,m, fi,..., fm) ={v e My |u(fi) —v(fi)| <e, Yi=1,...,m},

onde e >0, me Ne fi,..., fm: X — R sao fungoes continuas. Podemos mencionar,
entao, que, além de ser convexo, My é compacto nesta topologia. O leitor pode consultar,
por exemplo, em [26] prova da compacidade de Mr na topologia fraca-. J4 a convexidade

de My é evidente, pois, para quaisquer p,v € My, t € (0,1) e A € B,

Tlti+ (1= ](A) = tu(T~1(A)) + (1 — (T (A)) = [t + (1 — U)(A).
Além disso, a convexidade esta intrinsecamente ligada ao conceito de probabilidades
ergddicas.

Definigao 1.1.4. Seja (X, T) um SDT. Dizemos que uma probabilidade n € My € ergddica
ou que T' é ergodica se todos os conjuntos invariantes por T possuem medida 0 ou 1, ou
seja, se T1(A) C A implicar p(A) =0 ou p(A) = 1.

Antes de explicar a relacao entre a convexidade de M e suas probabilidades ergddicas,
enunciaremos o classico teorema ergédico de Birkhoff. Para tanto, dados f € C(X) e

x € X, definimos a n-ésima soma de Birkhoff de f no ponto x por

S, f(x) = ZO foTi(x).

Teorema 1.1.5 (Teorema Ergddico de Birkhoff). Sejam (X,T) um SDT, p € Mr e

f: X — R uma fungdo integravel com respeito a . Entdo,
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- 1
(i) existe o limite f(z) := im —Snf(x) para p-q.t.p. x € X;

n—oo n,
(ii) foT = f;

(iii) [Fan= [ ran.

(iv) p ergddica implica f = /fd,u.

A estratégia da prova desse teorema passa por uma astuciosa decomposicao das somas
de Birkhoff em subconjuntos de N, nos quais é possivel controlar o somatoério. Devido a
quantidade de passos técnicos necessarios para a prova do teorema, deixamos indicadas
as referéncias [26, 35] para que o leitor possa compreender seus detalhes. O teorema de
Birkhoff garante que se f é integravel, para quase todo ponto x € X, a sua média temporal
(média dos valores de f avaliada ao longo da érbita de ) é igual & média global de f
(sua integral). Grosso modo, isto significa que as Orbitas relevantes para p encontram-se
bem distribuidas sobre seu suporte em X, de modo que é possivel avaliar integrais apenas
tomando médias sobre essas Orbitas.

Enunciamos abaixo resultado fundamental da teoria ergddica que relaciona a convexi-

dade de My e as probabilidades ergddicas.

Teorema (Teorema da Decomposicao Ergédica). Sejam (X,T) um SDT e u € Mr. Entao,
existem X € B com u(f() = 1, uma particio P de X, uma familia de probabilidades
{pp : P € P} e uma probabilidade i sobre P tais que

- up(P) =1 para fi-q.t.p. P € P;

- P up(A) é mensurdvel para todo conjunto A € B;
- Wp € invariante e ergodica fi-q.t.p. P € P;

- w(A) = [ pup(A)di para todo A € B.

Em sua versao geral, o teorema da decomposicao ergdédica garante que, asseguradas
separabilidade e completude do espago (ou das pegas de uma possivel descomposigao do
mesmo), para o estudo de qualquer propriedade linear, sem perda de generalidade podemos
nos restringir apenas as probabilidades ergddicas. Na verdade, dessa decomposicao resulta
que as probabilidades ergddicas de Mp sdo extremais, isto é, qualquer medida pu € My

estd no envoltorio convexo das probabilidades ergodicas e, caso p seja probabilidade
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ergddica, pu sé admite combinagoes convexas triviais (como ocorre, por exemplo, com 0s
vértices de um poliedro convexo). Para uma prova desse teorema, o leitor pode consultar,
por exemplo, [26].

Gostariamos de registrar aqui um resultado geral de andlise na reta que é bastante
aplicado em teoria ergddica. Recorde que uma sequéncia real {a,} é dita ser subaditiva se

cumpre, para quaisquer m,n € N, a desigualdade a,, 1, < a,, + ay,.

Lema 1.1.6 (Lema Subaditivo). Seja {a, }nen uma sequéncia subaditiva. Entao, é bem
definido o limite
1 1
lim —a, = inf —a,,
n—oo n, neN N

podendo este assumir valor —oo.

Destacamos, por ora, que o supremo das somas de Birkhoff, ou seja, sup,cx S, f(z),
fornece exemplo de sequéncia subaditiva — voltaremos a discutir tal particularidade na
préoxima secao. A demonstragao do lema acima pode ser consultada, por exemplo, em [29].

Por fim, fornecemos abaixo uma prova curta de mais um relevante resultado para o

estudo de probabilidades ergodicas.

Lema 1.1.7 (Kakutani-Rokhlin). Sejam (X, B, ) um espago de probabilidade nao atéomico
(1 nao dd massa positiva para pontos) e T: X — X uma isomorfismo mensurdvel ergddico

que preserva a medida p. Dados N € N e e > 0, existe um conjunto E € B tal que os
conjuntos {E,T(E),..., TN"YE)} sdo dois a dois disjuntos e i1 (I_vazngi(E)) >1—e.

Demonstra¢io. Dados N € N e e > 0, tome A C X cumprindo 0 < pu(A) < ¢/N.

Definimos os conjuntos
Ay={z € A: T (x) ¢ AVn>1} e

Ap={r € A:T(z) ¢ Apara 1<i<k—1, mas T"(z) € A}.

Esses conjuntos formam uma particao de A. Pelo teorema de recorréncia de Poincaré,
1(Ap) = 0. Além disso, note que u(Y = Uz, Z(A)) =1, pois u(A) > 0eY é um

conjunto invariante por 7', a qual é uma aplicacdo ergddica. Definimos, entao,

E=J U T""™(4).

i1 k>iN
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Repare que os conjuntos E,T(E),...,TN~Y(E) sdo dois a dois disjuntos, pois E é definido
como unido de pontos z € A tais que Tz ¢ A parai=1,..., N — 1, mas T"z € A. Logo,
uma intersecao nao vazia entre dois desses conjuntos implicaria a existéncia de um ponto
r € E com retorno ao conjunto A antes de N iteradas, o que é impossivel. Por fim,
temos que M(U;\!ol Tj(E)) > 1— ¢, pois Uj»v;ol T’(E) cobre Y a menos de um conjunto
W C Ups1 Uiy ' T (Ag), de modo que

w (NUITj(E)) =1—puW)=21-N> pu(Ay) >1-Np(A)>1-c

k>1

1.2 Maximizando a integral de uma funcao

Nesta se¢ao, queremos motivar o leitor ao estudo de otimizagao ergdédica em um SDT
apresentando uma abordagem do problema de maximizar o valor da integral de uma funcao
f: X — R sobre o conjunto M. As principais referéncias adotadas para esta introdugao
a otimizagdo ergddica sdo [15, 3].

Considere uma funcao f € C(X). Definimos o intervalo de rotacao de f como o menor
intervalo que contém todos os valores de aderéncia de {25, f(z), © € X}, e o denotamos
por [a(f),B(f)]. Note que, se f = g+ hoT — h, para alguma fungdo h mensuravel e

limitada, entao, para todo x € X, temos

—S,f(x) = =Sp(g+hoT — h)(z) = —S,g(z) + (z) = h( x).
n n n "
Como h é limitada, para uma subsequéncia {n;} para a qual o limite existe, segue que

. 1 ) 1
n}gnoo ;]Sn;f(x) = n}gnoo Fjsnjg(x)a
ou seja, neste caso, f e g partilham o mesmo intervalo de rotacao.
No caso em que o sistema é unicamente ergddico, isto é, que My é formado por uma
tnica probabilidade (ergbdica), este intervalo reduz-se a um ponto, pois, para todo = € X,

temos a convergeéencia

lim iSnf(JC) = /fdu.



16 Capitulo 1. Principios de Otimizagao Ergodica

Como indica o proéprio titulo da secao, queremos maximizar a integral de fungoes

f € C(X). Na subsegao 1.2.1, dedicamo-nos a provar o seguinte teorema.

Teorema 1.2.1. Sejam (X,T) um SDT e f € C(X). Dado B(f) extremo superior do

intervalo de rotagdo de f como acima, temos a igualdade

B(f)= sap [ fdp, (1.3)

HEMT
sendo o supremo realizado por uma medida pg € My, dita probabilidade maximizante.

Ja na subsecao 1.2.2, avaliaremos [(f) de maneira dual, vendo-o como o valor obtido
ao se aplicar funcional nao linear § sobre a funcao real continua f, de modo a concluir

que genericamente f € C'(X) admite uma unica probabilidade maximizante.

1.2.1 Probabilidades maximizantes

Sejam (X,7) um SDT e f € C(X). Para demonstrar o teorema 1.2.1, considere

primeiramente a sequéncia {f, f }nen definida por

Bnf = sup S f(x).

zeX
Note que a sequéncia {f3, f} é subaditiva:
m—+n—1
Buninl = su)g( Z foTra)+ > foTH(x))
S k=m

n—1
sup Z foTk(x) +SupioTk(93) = Buf + Buf.

z€X k=0 2€X k=0

N

1
Logo, pelo lema subaditivo, existe o limite le —B,f = inf =3, f. Esse limite ajuda-nos a
n—0o0 n, n on

demonstrar que 3(f) = sup,caq,. J fdp.

Lema 1.2.2. Dados um SDT (X,T) e f € C(X), temos a igualdade

sup [ fdp = lim 5nf B(f)-

HEMT

Demonstragio. Note que podemos escrever 3(f) = sup lim sup S wf(x). Pela definigao

rxeX MN—o0
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de supremo, dado £ > 0, existe o € X tal que

B(f) —e < limsup lSnf(cco) < limsup lan = lim lﬁnf.
n n—oo M n

n—oo n—oo

Tomamos, entdao, ¢ — 0 para obter 5(f) < lim,, oo % Bnf. Seja p € My uma probabilidade

ergbdica. Assim, pelo teorema ergddico de Birkhoff, para u-q.t.p. zo € X, ocorre

[ Fi= Jim 8, fw) = limsup - S, (o) < B().

n—o0

Recordando que as probabilidades ergédicas sao extremais do convexo My, resulta que

sup [ fdp < B(f).

HEMT

Por fim, sendo X compacto e f continua, para cada n € N, existe x, € X tal que
Bnf = Spf(x,). Entdo, para u, = %Z?:_()l Orig, , temos

1 1
Bt = —Suf(zn) = [ f dun

Mas, como X ¢ espaco métrico compacto e T' é aplicagao continua, o teorema de Krylov-
Bogoliubov garante que, na topologia fraca-*, qualquer ponto de acumulacao p da sequéncia
{pn} é uma probabilidade invariante. Sem perda de generalidade, supomos que g, —* p.

Utilizando essa convergéncia, resulta que

1
lim Bof = lim [ Fdpn= [ Fdu< sw [ fap,
n—00 1, n—o00 pEM
donde conclui-se a igualdade entre os trés valores. O]
Apresentamos, a seguir, algumas propriedades desse valor maximal 3(f).

Teorema 1.2.3. Sejam (X, T) um SDT e f € C(X). Temos que:

i. hd probabilidade ergddica po € My tal que B(f) = po(f);
1 n—1
ii. existe xo € X tal que lim — > foT*(xo) = B(f);

iii. para qualquer fungdo estritamente crescente e conveza ¢: R — R, com inversa ¢!,
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ocorre

i Lo ( / so(jzéf o 7%) dMo) — 3(f).

n—oo n,

em particular,

1 n—1 )
Jim 1o (/eXp <Z foTl> duo> = B(/),

=0

Demonstragio. (i) Assim como na prova do lema anterior, tomemos {x,} sequéncia, que
satisfaz S, f(z,) = Bnf. Considere {g;};ey um conjunto denso em C(X) — recorde que
C(X) é um espago separavel. Ha uma subsequéncia {z,,,} de {z,} e um valor que

denotamos por p(g1) tais que

1 nk’l—l )
— Z g1oT(xy, ) = to(g1), quando k — oo.
L i ’

De igual maneira, ha subsequéncia {x,, ,} de {x,, ,} e valor uo(g2) para os quais

1 nk,g—l )
— > g oT(xp,,) = po(g2), quando k — .
nk,2 i=0 ’

Repetindo esse processo, construimos uma subsequéncia {n;} tal que, para toda funcéo g;

do conjunto acima escolhido, existe o limite

. 1
lim —S,, g;(xn,) = to(g;)-

k—o0 Ny,

Porém, como o conjunto {g;}jen é denso em C(X), para qualquer g € C(X), dado € > 0,

ha indice ¢ tal que, para todo k € N, ocorre

1 €
= (Su(n) = S gi(en)| < llg — gillo < 5.
ng 3
Mas, como a sequéncia {iSnkgz(xnk)} é de Cauchy, héd kg > 0 tal que, para todos p, g > ko,

temos

<

Wl M

1 1
7Sn n - 7Sn i\4n
np Pg(x 17) nq qg (m q)

Sendo assim, para p,q > kg, resulta que
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q

1 1

— - — <

np Snpg(xnp) nq S?’ng(an) ~
< | (Suylg = 0o, |+ |-, 0iCn,) = S giCrn)| + |- (Su,loi — )
X np npg gi np np npgz Np nq nqu Ng n Ng Gi g Ng

e € ¢
< 3 + 3 + 3= E.
Logo, {iSnk g(a:nk)} define uma sequéncia de Cauchy, a qual converge para um limite
que denotamos por (g). Por fim, a aplicacdo g — fo(g) define um funcional linear sobre
C(X). Consequentemente, como g > 0 implica u > 0, o teorema da representacao de
Riesz garante que g — po(g) define uma medida tal que, por construcao, uo(f) = B(f).
= 1.

Portanto, py € M. Como mencionado na se¢ao anterior, os pontos extremais do convexo

E facil ver que po ¢ invariante por 7' e atribui valor 1 & funcdo constante g(x)

M sdo probabilidades ergddicas. Entao, caso a definicao de g nao resulte em uma
probabilidade ergddica, podemos passar a considerar uma das probabilidades i envolvidas
em sua decomposicao ergbdica, pois todas elas verificam a igualdade p(f) = B(f), uma
vez que ja provamos a desigualdade p(f) < S(f) para toda u € Mr. Logo, supomos pig

ergddica.

(ii) A existéncia de um ponto g tal que lim, S, f(z9) = 5(f) resulta do teorema de
Birkhoff aplicado a pg. Como pg é probabilidade ergddica, o limite é satisfeito pg-q.t.p.
r e X.

(iii) Considere pg como no item . Como ¢ é fun¢ao convexa, pela desigualdade de

Jensen, vale

/s@(éfoT'“> dm?@(/:z:::foT'“duo) =s0<n/fd,u0>.
Assim,

lim inf lgp_l (/gp <nz_:foTk> dm) Z /fdﬂo = po(f) = B(f).

n—oo n

Por outro lado, para cada n € N, a monotonicidade de ¢ implica

o™ ( ¢ (I;)f : T’f) d,uo) <o ([ @ Buh) dio) < Bt
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donde segue que

lim sup l(p’l (/(p <nz—: f oTk> duo> < B(f),
k=0

n—oo 1

o que conclui a prova. O

Para continuar a discussao a respeito do valor 3(f), fixamos a notagao do conjunto que
contém as probabilidades maximizantes de f, denotando-o por M,,..(f). Sendo assim,
p € Moz (f) < u(f) = B(f). Mostramos, a seguir, como calcular o valor 5(f) por meio

de um processo de dualidade.

Definicao 1.2.4. Uma funcgio f é chamada de cobordo se f = h ol — h, para alguma
fungao h € C(X). Além disso, duas fungoes sao ditas coomdlogas se sua diferenca é um

cobordo.

Para cada f € C'(X), definimos o seguinte valor:

v(f) =, inf ilel)rg[f(ﬂi) +hoT(x) = h(z)]. (1.4)

Note que esse valor v(f) é o infimo dos supremos das fungoes na classe de coomologia
de f. Portanto, é 6bvio que para g = f +hoT — h, com h € C(X), temos v(g) = v(f).
Observe ainda que a defini¢gdo de v(f) depende apenas da classe de coomologia de f, sem
mencionar qualquer propriedade de Myp. A seguir, mostramos a relacao de y(f) com as

probabilidades invariantes.
Teorema 1.2.5. Dada f € C(X), temos a igualdade B(f) = ~v(f).

Demonstragio. Escrevemos primeiramente ~y(f) = , ig(fx) v(f, h), onde
€

V(S h) = sup[f(x) + hoT(x) — h(z)].

rzeX

Segue que, para quaisquer g € M,q..(f) e h € C(X),

B = [ Fdu= [(7+heT—n)du <5(fh).

Como f(f) é limitado por v(f, h) e ndo depende de h, entao, 3(f) < ir&f’y(f, h) =~(f).

A desigualdade oposta pode ser obtida, por exemplo, de asticia ao se calcular médias.
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1 L
Dado L € N, defina a funcao hy = T Z S,f. Temos que
n=1

—ZfoT"—i—hL—hLoT_

n=1

:1<ZfOT”+ZL:Snf—XLan(foT)>
(ZfoT"+§L:§foTk zLjnzlfoTkH)

n=1 k=0 n=1 k=0

(Z oT"+n§1<f—foT">) =/

h\*—‘ b*\

Portanto, para todo L € N,

() <) = splf(5) + i 0 7o)~ halo)] = sup 7 3 F 0 T0) = 6
donde, ao fazer L — oo, obtém-se y(f) < B(f). O

Esta tultima caracterizagdo do valor maximo da integral de uma fungdo f € C(X)
sobre as probabilidades invariantes permite-nos aplicar técnicas de analise funcional para
estudar o conjunto M,,..(f). Em particular, estudaremos na préxima subsegao 5(-) como

um funcional sobre o espaco de Banach C'(X).

Observacgdo. Antes de estudar as propriedades de S como funcional, gostariamos de
observar que, se existe funcao h € C(X) tal que v(f) = v(f, h), entao, a funcdo g definida
por g(z) == f(z) + hoT(z) — h(z) — B(f) possui as seguintes propriedades:

gEC(X), gSO (6 ﬂeMmax(f)<:>9|supp(ﬂ) = 0.

A continuidade é 6bvia, pois f e h sdo continuas. O fato de g nao ser positiva também

é claro, pois g = [f + hoT — h] —sup,cx[f(z) + hoT(z) — h(x)]. Além disso, como para

toda u € Mrp
/gduz/fdu—ﬁ(f)

se tt € Mae(f), a continuidade de g determina seu valor nulo sobre o suporte de u. Por
outro lado, se hé probabilidade v € Mz com g|supp() = 0, obrigatoriamente, [ fdv = B(f),
donde v € Mpaz(f)-
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1.2.2 Analisando o valor maximo da integral como um funcional

Como ja mencionamos no texto, gragas ao teorema da representacao de Riesz, o
conjunto das medidas com sinal sobre X pode ser identificado ao espago dual de C'(X).
Estudamos aqui algumas relagoes entre 5: C(X) — R e o conjunto de probabilidades

invariantes M. Recorde que

g: C(X) —R
[ = B(f)= sup [ fdpu.

HEMT
Vejamos primeiramente algumas propriedades basicas.

Proposicao 1.2.6. A aplicagio [ ¢ lipschitziana, positivamente homogénea, convexa e

subaditiva.

Demonstracao. Demonstremos primeiro que 3 ¢ lipschitziana. Sejam p¢, 1y € My proba-
bilidades tais que 5(f) = ps(f) e B(g) = py(g). Temos que

B(f) = B(g) = 1 (f) — 1g(g) < pp(f) = pp(g) = ps(f —9) < f = 9lloo-

Como f e g possuem papéis simétricos na desigualdade acima, podemos concluir que

18(f) = B9l < IIf = glloo-

A homogeneidade ¢é 6bvia, pois, se py maximiza a integral de f e a é uma constante
nao negativa, entdo py também maximiza a integral de af (lembre que integrais sao
homogéneas).

Para provar a subaditividade, considere f,g € C(X) e pfyg, ftf € i, probabilidades

que maximizam as integrais de f + g, f e g, respectivamente. Segue, entao, que

BU +9) = pprg(f+9) = bprg(f) + bp1g(9) < pp(f) + 1g(9) = BF) + B(9).
Por fim, se t € (0,1) e f,g € C(X), pela subaditividade e homogeneidade, temos
Blf+ 1 —1t)g) <BEf) + B((1—t)g) =tB(f) + (1 = 1)B(g)-

O

Para uma rapida revisao de conceitos de andlise funcional, relembramos o que sao
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funcionais tangentes.

Defini¢ao 1.2.7. Fizada f € C(X), chamamos de funcionais tangentes a B em f as
probabilidades p € My tais que

B(f+g) = B(f) +ulg), Vgel(X).

O lema a seguir caracteriza os funcionais tangentes a § em f.

Lema 1.2.8. Dada f € C(X), os funcionais tangentes a [ em f sao exatamente as
probabilidades pertencentes ao conjunto Mpa.(f), isto é, as probabilidades T-invariantes

que mazimizam a integral de f.

Demonstra¢io. Argumentamos que, como C'(X) é espago vetorial, f € C'(X) implica que

—f € C(X). Seja, entdao, u € M uma probabilidade tangente a § em f. Temos

0=p8(0)=8(f—f) = B(f) — n(f)

Logo, u(f) = B(f), o que é verificado se, e somente se, 1 € Maa(f).
Ademais, se 1 € Mpq.(f), para qualquer g € C(X) ocorre

B(f) + u(g) = u(f) + plg) = u(f +g) < B(f +9),

verificando a condigdo de u ser tangente a 5 em f. m

Gostariamos de ressaltar para o leitor que nao traremos muitos detalhes a respeito das
técnicas de andlise funcional aqui utilizadas. O foco estara em aplicar tais técnicas para se
obter alguns resultados em otimizacao ergodica.

Dedicamos o resto desta subsecao a estabelecer um critério para assegurar que uma

determinada func¢ao f € C'(X) possua apenas uma probabilidade maximizante.

Notacgdao. Para que nao fiquem duvidas, ao leitor, como os resultados que apresentamos a
seguir sao propriedades gerais dos espacos de Banach, usamos a notagao E para o espago
considerado e, como de costume, E* para seu dual. Além disso, permitimo-nos escrever
&(x) ou (&, x) para denotar a aplicagdo do funcional linear £ € E* no ponto z € E . As
fungoes, por ora, serao preferencialmente denotadas por ¢: F — R e continuam com a

notagao usual ¢(z), Vx € E.
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Recordamos primeiramente dois teoremas classicos de analise funcional: o teorema
de Hahn-Banach e o teorema de Banach-Alaoglu. Para demonstragoes desses teoremas,

consulte, por exemplo, [10].

Teorema de Hahn-Banach. Sejam E um espagco de Banach, U C E um subespaco
vetorial e ¢: E — R um funcional sublinear, ou seja, positivamente homogéneo e subaditivo.
Seja @: U — R um funcional linear que é majorado por ¢ em U, isto €, p(x) < ¢(z),
Vx e U. Entao, hda um funcional linear ¢: E — R satisfazendo

(x)=p(x), Ve eU e Y(z) < ¢(x), Yo e E.

Teorema de Banach-Alaoglu. Sejam E um espago de Banach e B* a bola unitdria
do espaco dual de E. Entao, B* ¢ relativamente compacta, isto €, toda sequéncia de B*

admite subsequéncia convergente.

Definimos, a seguir, o que vem a ser a derivada de Gateaux e o subdiferencial de uma

funcao convexa ¢: E — R do espago de Banach F.

Definicao 1.2.9. Sejam E um espaco de Banach real, D C E um subconjunto aberto,
convexo e ndo vazio, e ¢: K — R uma fungdo convexa. Dizemos que ¢ € diferencidvel

seqgundo Gateaur em xo € D se existe o limite

lim P20 + tz) — ¢(x0)
t—0 t

= do(xo)(x), VzeFE.

A fungio dp(xy) é chamada derivada de Gateauzr de ¢ em xo. Também podemos definir as
fungoes dop™ (xo)(x) e dp~(xo)(z), tomando o limite em t tendendo a zero pela direita ou
esquerda, respectivamente. E importante frisar que esses limites laterais sempre existem
devido a convexidade de ¢.

O subdiferencial de ¢ em um ponto xo, denotado por 0p(xo), € definido como o conjunto

de todos os £ € E*, tais que

&,y —xo) + &d(x0) < 0(y), para todoy € E.

Cada £ € Op(xg) €, por definicao, um funcional tangente a ¢ em xq.

Observe que, se ¢: D — R é uma funcado convexa, entao sua derivada lateral a direita
d¢™(x)(-) é sublinear. De fato, para qualquer constante ¢ > 0, do™ (z0)(cy) = cdop™ (xo)(y).
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Além disso, considerando g € D, t > 0ey,z € E, com xg+ty € D e xg+1tz € D,
obtemos
Olzo +ty) + 9o + t2) — 20(x) _ ¢ (70 + 5 +2)) — 6(aw)
t - t/2 ’

donde, ao passar ao limite quando ¢ — 0%, resulta
do™ (z0)(y + 2) < dé™ (20)(y) +do™ (z0)(2), Vy,z € E.

Argumentagao andloga garante que d¢~ (zo)(+) é fungao superlinear.
O lema e as proposigoes a seguir sdo baseados em [28]. Repare que estamos utilizando

o fato de C'(X) ser um espago de Banach.

Lema 1.2.10. Sejam D C R um intervalo aberto e f : D — R uma fun¢do conveza.

Entao, f'(x) existe a menos de um conjunto enumerdvel de pontos em D.

Demonstragio. Comegamos mostrando que a fungao df *(z)(1) (derivada lateral & direita),
denotada simplesmente por df(z), é ndo decrescente em z. Mais precisamente, para
pontos x,y € D, com x >y, queremos mostrar que df 7 (z) > df *(y). Assumiremos, sem
perda de generalidade, que y =0 € D e que f(0) = 0 (isso pode ser feito via translagoes,
que nao afetam o comportamento da derivada). Considere um ponto x € D, com z > 0.
A convexidade de f garante que
g =D+ 5) )
dft(0) = lim —= = lim < :

t—0t ¢ t—0+ t x

Logo, ¢ suficiente mostrar que

fo)  fle+t) = f@

x t

, Vit>0.

Tomando x = z/(x + t), note que podemos escrever x = k(x +t) + (1 — £)0. Mais uma

vez utilizando a convexidade de f, temos

T L stern+-mpop =10,

Observe que a desigualdade acima é equivalente a desigualdade desejada.

Como df T (z)(-) é fungdo sublinear, ocorre
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flx—t) = f(z)

t—0t t

= df~(z)(1).

De posse dessa desigualdade, e sabendo que f é diferencidvel em xq se, e s6 se, as
derivadas laterais coincidem, é 6bvio que f nao possui derivada em um ponto xg se, e s6

se, df ~(zo) < df*(zg). A estratégia entdo consiste em mostrar que

df~(xo) = lim df*(z), (1.5)
ey
ficando claro que a funcao f nao é diferenciavel segundo Gateaux em g se, e somente se,
df* possuir um salto em .
Assumindo por ora a desigualdade (1.5), note que uma fungdo nao decrescente ¢
definida em um intervalo fechado [a, b] possui, no maximo, uma quantidade enumerével
de saltos. Com efeito, sejam s = ¢(b) e r = p(a). Considere os subconjuntos de [a, b]

definidos por

Ay = {x € [a,b] : ¢(z)— lim ¢(y) > S;T}.

Yy—xr—
Como ¢ é fungao nao decrescente, Ay possui no maximo k elementos. Definindo entao
o conjunto A = UgenAy, sabemos que A é enumerdvel (pois é uma unido enumeravel de
conjuntos enumeréveis) e contém todos os pontos = € [a,b] para os quais ¢ possui um
salto. Para aplicar esta observacao a funcao nao decrescente df ™, basta escrever o intervalo
aberto D como uniao enumeravel de intervalos compactos e aplicar a conclusao para df ™
restrita a cada um deles, resultando, entao, que f’(x) existe a menos de um conjunto
enumeravel.
Para agora demonstrar (1.5), observe primeiramente que, quando ¢t — 07, temos

Vi) e TR EDTIE) G gy

fwo +1) — f(x0)
t

Logo, para x < xq, apenas é preciso mostrar que ha tg > 0 tal que

f(z+1o) — f(z) < _f(l‘o—to)—f(xo).
t() tO

AN

Porém, a desigualdade acima é obtida ao considerar ty = %(xo — ) e aplicar a convexidade
de f no ponto 3(zg + ). O

Proposicao 1.2.11. Sejam E um espaco de Banach, D C E um aberto convexo e
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v: D — R uma funcdo convexa que é continua em xo € D. FEntao, ¢ é localmente

lipschitziana em xo, ou seja, hd constantes K, > 0 tais que, se y,z € Bs(xo) C D, entao,

lp(y) —w(2)| < Kllz =yl

Demonstragio. Sendo ¢ continua em xg, hd 6 > 0 e Ky > 0 tais que |p(y)| < K,
YV y € Bas(xg) € D. Considere z,y € Bs(xy) dois pontos distintos e denote por d a
distancia entre eles. Tome ainda w := y+ %(y — z). Por definicdo, w € Bas(wp). Utilizando

a convexidade de ¢, temos que

o que produz

O resultado segue ao notar que y e z cumprem papéis simétricos e ao tomar K = 2K, /5. [

Proposicao 1.2.12. Sejam E um espaco de Banach e D C E um aberto convero. Uma
fungao continua e convexa ¢: D — R € diferencidavel sequndo Gateaur em um ponto xo € D

se, e somente se, o subdiferencial Op(xy) € composto por um tunico funcional £ € E*.

Demonstragdo. Primeiramente, suponha que ¢ é diferenciavel segundo Gateaux em um
ponto xy € D e considere & € d¢(x). Para qualquer y € D, a definicao de subdiferencial,

ao ser aplicada no ponto ty + zo € D, fornece a desigualdade abaixo

o(ty + x0) — ¢(w0) = (&, ty).
Sendo assim, por um lado, temos

o(ty + m9) — d(x0)

i >
Jim , (&),
e, por outro, verificamos
t _
t—0 t

Como os limites acima coincidem, para qualquer £ € dé(x), temos a igualdade dé(xo)(y) =
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(&,y), Yy € D, isto é, d¢p(xy) é um conjunto unitério contendo apenas do(xg).

Suponha agora que d¢(zy) é formado de um tnico elemento. Por hipétese, ha tnico

funcional linear £ € E* que é majorado por d¢™ (zo):

de™(x0)(y) = (€y), VyekE.

Recorde que d¢™(xy) é um funcional sublinear. Pela proposigao anterior, resulta também
que dot(zo)(y) é continuo na varidvel y. Essas duas propriedades sobre d¢™(xy) sdo
suficientes para garantir que este é de fato um funcional linear. Com efeito, se do™ (o)

nao fosse linear, haveria y, z € E tais que

o (z0)(y + 2) < dd™ (x0)(y) + do™ (z0)(2).

Dessa desigualdade estrita podemos concluir que ocorre
—d¢" (w0)(—y) < do(wo)(y) ou  —do"(w)(—2) < do"(w0)(2),

pois, se ocorresse do (z9)(y) + dot (z0)(—y) = 0 e dpt(z0)(2) + do (z0)(—2) = 0, obte-

riamos a contradicao

0= do™(z0)(y) + dd™ (z0)(—y) + do™ (w0)(2) + do™ (w0)(—2) >
> do" (z0)(y + 2) + dd™ (w0)(—y — 2) = do™ (20)(0) = 0.

Supomos dot (x)(y) > —do™ (z0)(—y). Note agora que, sobre a reta U := {ry : r € R},

os funcionais lineares

Gi(ry) =rdo™ (z0)(y) e Colry) = —rdd™ (z0)(—y)

sao majorados por d¢t(xzg). De fato, para r > 0, temos

Ci(ry) = rdd™ (x0)(y) = do™ (x0)(ry)

e, por outro lado,

Gi(—ry) = —rdo™ (z0)(y) < rde™(zo)(—y) = do™ (x0)(—ry).
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Argumentacgao analoga produz a majoracao para (». Basta agora aplicar o teorema de
Hahn-Banach para estender os funcionais lineares (; e (» para todo FE, preservando a
majoragao por dot (zg).

Logo, a suposi¢ao de que d¢'(xg) é nao linear, leva-nos a concluir, de forma contra-
ditéria, que hd mais de um funcional linear majorado por d¢™(zg). Segue, entdo, da

linearidade, que
d¢™ (xo)(y) +do™ (z0)(—y) =0, VyeE,

donde obtemos que d¢t (z0)(y) = —do™ (x0)(—y) = do~ (20)(y), de modo que ¢ é diferen-

cidvel segundo Gateaux no ponto zo. Em particular, dg(xqg) = &. O

Apresentamos agora o teorema devido a Mazur [24]. Relembre que um subconjunto de
um espaco topoldgico é dito ser G5 se for uma intersecao enumeravel de abertos densos, e
F, se for o complementar de um conjunto Gs5. Recorde ainda que todo espaco de Banach

possui a propriedade de Baire, ou seja, que todo conjunto Gy é denso.

Teorema 1.2.13 (Mazur). Sejam E um espaco de Banach separdvel e ¢p: D — R uma
fungdo convexa e continua definida em um aberto convero D C E. Entao, a colegio dos

pontos x € D tais que a derivada d¢(x) existe forma um conjunto Gs em D.

Demonstra¢io. Basta argumentar que o conjunto dos pontos x € D para os quais do(z)
nao existe é um conjunto Fy, isto é, uma uniao enumeravel de fechados com interior vazio.

Seja {x,} uma sequéncia densa na esfera unitaria de E. Dados n,m > 1, seja A, ,, 0
(

x), vemos que

conjunto dos pontos x € D para os quais existem &, ( € d¢(x), satisfazendo
Como a existéncia de d¢(x) estd associada a unitariedade do conjunto 0¢
d¢(z) nao existe se, e s6 se, T € Uy m>14nm-

Afirmamos que cada A, ,, ¢ fechado. Com efeito, dados m,n € N, tome uma sequéncia
{#zk }en € A, tal que 2, — 2z € D. Entao, para cada k € N escolhemos &, ¢ € 0¢(zx),
tais que (& — Cp, o) = % Perceba que as sequéncias {&x}ren € {Ck bren sdo limitadas,

pois, para todo k£ € N, temos

Igkll = sup (&, w) = sup_ (&, y = 2k) < supdy) — @lk) < 2[@llo

lwll=1 ly—zill=1

O mesmo ocorre para (. Logo, pelo teorema de Banach-Alaoglu, podemos assumir, sem

perda de generalidade, que & — £ € E* e (, — ( € E*. Segue entao que, para todo
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y € E, temos:

(€ —2) = lim (6y — %) < lim [6(5) — (1)) = 0(y) — B().

Mas a desigualdade acima implica que £ € d¢(z). Da mesma forma, temos ¢ € d¢p(z).
Entéo, como &, ( € d¢(z) e

(€= G} = Jim (6 — Guon) > —

y Ty _ki{go k ks Tn /m7

concluimos que z € A,,,,. Logo, A, ,, ¢ um conjunto fechado.

Veremos agora que D\A,,,, ¢ denso em D. Sejam n > 1 e xy € D. Considere um

intervalo I contendo a origem tal que tx,, + xo € D, V¢t € I. Definimos sobre I a fungao

o(t) = d(xo + txy,).

Pelo lema 1.2.10, ¢ ¢ diferencidvel a menos de uma quantidade enumerével de pontos.
Em particular, podemos aproximar xy por pontos do tipo & = xg + tz,, para os quais a
derivada ¢/(t) esté definida. Logo, dados &, ¢ € dp(2), consideramos suas restricoes sobre
o segmento R := {xg+tx, : t € [}, denotando-as por é e 5 , Tespectivamente. Segue, entao,
que é ,CN € 8@5(@) Mas lembre que gz;’ estd definida em Z, de modo que gg possui derivada de
Gateaux em 2. Logo, pela proposicao 1.2.10, 0@3(%) contém apenas um elemento. Assim,
¢ = { sobre R, em particular, (£, xz0) = (¢, xo). Entdo, pela linearidade dos funcionais &
e ¢, obtemos (£, x,) = (¢, x,), donde segue que & € D\ A, ,,,, Vm € N. Com isto, vemos
que um ponto arbitrério xy € D pode ser aproximado por elementos de D\ A, ,,, ou seja,
que D\A,,,, é denso em D. Portanto, cada conjunto A, ,,, com n e m fixos, possui o

interior vazio. [l

Nosso préoximo passo consiste em aplicar o teorema de Mazur ao funcional f3.

Corolério 1.2.14. Seja (X,T) um SDT. Hd um subconjunto G5 em C(X) tal que toda

fungdo a este pertencente admite uma unica probabilidade mazimizante.

Demonstracio. Veja que todas as hipdteses do teorema 1.2.13 sdao satisfeitas para o
funcional 8. Temos que C'(X) é um espaco de Banach separdvel e §: C(X) — R é uma
funcao continua e convexa. Portanto, ha uma intersegdo de abertos densos V C C'(X)

tal que, para toda f € V, § é diferenciavel segundo Gateaux em f. Mas, entao, a
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proposigao 1.2.12 garante que 95(f) é constituido de um tnico elemento. Pelo lema 1.2.8,

este elemente é exatamente a probabilidade p € M. (f). O

Para dindmicas expansiva, Contreras [14] obteve um importante avango na teoria ao
provar, em 2013, a existéncia de um subconjunto genérico das fungoes lipschitzianas de X,

no qual cada fun¢do admite uma tinica probabilidade periddica maximizante.

1.3 Cociclos e o conjunto de Aubry

Nesta secao, abordamos um conceito bastante usual ao estudar otimizacao ergédica: o
conjunto de Aubry. Veremos que toda medida maximizante para a integral de uma funcao
f € C(X) deve estar suportada neste conjunto. O leitor encontrard mais informagoes
sobre o conjunto de Aubry, por exemplo, em [18, 22].

Adotamos, de agora em diante, a nomenclatura de potencial para a func¢ao f € C(X),
a qual é objeto de estudo de otimizacao. Esta nomenclatura ¢ usual na literatura de

otimizacao ergddica, possuindo motiva¢oes em resultados da fisica.

1.3.1 O conjunto de Aubry

Comegamos definindo o que vem a ser o conjunto de Aubry.

Definig¢ao 1.3.1. Seja (X,T) um SDT. Dado um potencial f € C(X), dizemos que um
ponto x € X € ponto de Aubry de f se, para todo € > 0, existir ponto y € X e inteiro

n 2= 1 tais que

d(z,y) <e, d(x,T"y) <e e [Su(f =PI <e

Denotamos o conjunto de Aubry de f por Q(f), o conjunto constituido de todos os pontos

de Aubry.

O conjunto de Aubry é um subconjunto dos pontos nao errantes de X, ou seja, o
conjunto dos pontos x € X tais que, para qualquer aberto U contendo x, ha n € N com

T"(U)NU # (). Vejamos algumas propriedades basicas do conjunto de Aubry.

Lema 1.3.2. Sejam (X,T) um SDT e f € C(X). Entdo, o conjunto de Aubry Q(f)

satisfaz:
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- Q(f) € compacto;

- T(Q(f)) € Qf);
-seg=f+hoT —h+c, comheC(X) eceR, entio, Qf) = Qg).
Mais ainda, se T € uma aplicacdo aberta, temos

- Q(f) =T (f))-

Demonstra¢io. Como X é compacto, basta mostrar que Q(f) é fechado para obter sua
compacidade. Seja {z,} C Q(f) uma sequéncia que converge para um ponto x € X. Dado
e > 0, pela definicao de Q(f), para cada z,, hd y, € X e k, € N com d(z,,y,) < /2,
d(xp, TFy,) < e/2 e[Sk, (f—B(f))(yn)| < £/2. Uma vez que z;, — x, ha N suficientemente
grande tal que d(zy,z) < £/2. Logo, utilizando a desigualdade triangular, d(z,yy) < ¢,
d(z, T*yn) < e e |Sky(f — B(f))(yn)| < €. Portanto, z € Q(f).

Provamos agora que T (Q(f)) € Q(f). Sejam x € Q(f) e ¢ > 0. Utilizando a
continuidade de T e do potencial f, podemos escolher 0 < § < /2, satisfazendo as duas

condigoes a seguir
T(Bs(x)) C B.(Tx) e f possui oscilagdo limitada por % em B;s(x).

Ao tomar y € X e n € N que satisfazem a definigdo de Q(f) para o ponto z, com

constante J, encontramos
d(z,y) < = d(Tx,Ty) <, dx, T"y) < § = d(Tz, T""'y) < e e

Su( = BIDNTY] < ISu(F = BUNWI+1F o T"(0) = S <645 <=,

mostrando que Tx € Q(f).

Vejamos entao a inclusao Q(f) € T (2(f)), com a hipétese adicional que T' é uma
aplicacao aberta. Dado « € Q(f), considere sequéncias {y,} C X e {k,} C N tais que k,
é crescente e y, satisfaz a defini¢do de Q(f) para z, com € = 1/n e iterada k,. Tal escolha
é possivel devido a definicdo de Q(f). Note que ambas as sequéncias {y,} e {T"¥,}
convergem para x. Entdo, a menos de considerar uma subsequéncia, podemos assumir que
{T*»=1y,} converge para um ponto z tal que T(z) = z. Precisamos mostrar que z € Q(f).
Dado € > 0, podemos escolher um aberto U contendo z, de diametro menor que &, sobre

o qual f tem oscila¢ao limitada por /2. Como T' é uma aplicacao aberta, V := T(U) é
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um aberto contendo z. Fixamos n suficientemente grande tal que 1/n < ¢/2, y, € V e

Tkn—=ly. € U. Entao, ao considerar w,, € T 'y, N U, temos
d(z,w,) <e e d(z,T"w,) =d(z,T" 1y, <e.

Note ainda que, como f tem oscilagao limitada por €/2 em U, ocorre

Sk (= BN @) = 180, = BN (wa) = G y) = flawn)| < -+ 5 <.

donde w,, e k, cumprem as condi¢oes para que z seja um ponto de Aubry.

Finalmente, note que, para ¢ € R, temos B(f + ¢) = 5(f) + ¢, donde

Su(f+e=B(f+0)(@) =Su(f = B(f))(x), VneNeVreX

Assim, a definicdo de um ponto x pertencer a (f) é a mesma que a Q(f + ¢). Por
outro lado, dada funcao h € C(X), podemos escolher § pequeno suficiente para que h
possua oscilagdo limitada por €/2 em Bs(x), resultando que um ponto y € X que realiza a

definicao de z € Q(f), com constante min{d,c/2}, satisfaz

[Sn (f +hoT —h—=B(f+hoT —h)) ()= I[Su(f =By +h(T"y) - hy)| <e,

garantindo que x € Q(f +hoT — h). O]

Antes de apresentar ao leitor a relagdo entre os conjuntos Q(f) e Ma:(f), definimos

um conceito fundamental da teoria, que sao as subagdes para o potencial f.

Defini¢ao 1.3.3. Sejam (X,T) um SDT e f € C(X). E denominada uma subagio para
o potencial [ qualquer fun¢io u € C(X) que cumpre a desigualdade

fHuoT —u<B(f)

Ha dois tipos de subacoes que merecem destaque por suas propriedades: calibradas e
separantes. Uma subacdo u para o potencial f é dita ser calibrada se para todo x € X

ocorrer

u(z) = minfu(y) — f(y) + B(f)].

Ty=x
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Por outro lado, uma subagdo u € dita ser separante se verifica

(f +uoT —u—B(f)71(0) = Q(f).

Como vemos, subagoes sao fungdes u € C'(X) tais que os cobordos u o T — u, somados
ao potencial f, sdo limitados pela constante 3(f). Recorde que, sutilmente, introduzimos
o conceito de subagao ao estudar o valor y(f) = infrec(w) sup,ex[f(z) + ho T'(x) — h(x)].
Note que toda fungdo h € C(X) que satisfaz esse infimo é uma subagao para f, pois para
todo x € X, B(f) = f(z) + hoT(x) — h(z). Por outro lado, se u é uma subagio para o
potencial f, obrigatoriamente sup ¢ x[f(z) +u o T(z) — u(x)] = B(f), uma vez que, para

toda probabilidade p € M. (f), ocorre

B(f) = [(f+hoT—R)du e B(f) > f(z) +uoT(x) - h(z).

A existéncia de uma subagao u € C(X) para o potencial f claramente faz com que a
fungdo g == f+uoT —u— B(f) seja nao positiva. Mas, uma vez que M az(f) = Minaz(9)
(cobordos e constantes nao alteram o conjunto de probabilidades maximizantes), entdao o
suporte de qualquer probabilidade maximizante para g (e, portanto, também para f) deve
estar contido em g='(0) = (f +uoT —u—B(f))~'(0), sendo que isso ocorre para qualquer
subacao u. Em outros termos, a existéncia de uma subagao u garante que yu € My é
maximizante para f se, e s6 se, o suporte de p estd contido em (f +uoT —u— B(f))~1(0).
Em particular, se f possui subacao separante, ¢ imediato que este ultimo conjunto é
exatamente (f).

Com essa breve introdugdo sobre subagoes, esperamos mostrar ao leitor a importancia
dessa ferramenta no estudo de otimizagao ergddica. Garantir a existéncia de uma subacgao
¢ um tema central de muitos artigos recentes da literatura de otimizacgao ergoédica. Um
exemplo pratico de construgoes de subagoes calibradas e de separantes pode ser encontrado
em [19], no qual o problema central é otimizar custo médio de percurso sobre grafos

orientados.

Mostraremos, na préxima subse¢ao, um resultado sobre recorréncia de cociclos (teorema
de Atkinson [1]), o qual nos ajudard a provar que toda probabilidade maximizante para o

potencial f possui seu suporte contido em Q(f) e vice-versa.
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1.3.2 Cociclos

Nesta subse¢ao apresentamos alguns resultados sobre recorréncia de cociclos sobre um
SDT (X, T). Mostramos que a recorréncia de um cociclo para uma probabilidade p € My
estd associada a p ser probabilidade maximizante para f. A partir desta propriedade,
com o auxilio do conceito de subagao, demonstramos que uma probabilidade y € M é
maximizante para o potencial f € C'(X) se, e somente se, supp(u) C Q(f).

Comecgamos definindo o que é um cociclo.

Definig¢ao 1.3.4. Seja (X,T) um SDT. Dada fungio f € C(X), definimos o cociclo de T
induzido por f como sendo a aplicagio ar(n,z): N x X — X tal que

ag(0,2) =0 Ve X;
n—1

ag(n,z) =>_ foT'(x) sen#0, Ve X.
=0

Como o leitor pode perceber, o cociclo af(n,z) é a n-ésima soma de Birkhoff de f
no ponto x. H4 versao de cociclo ay: Z x X — R quando a aplicacao T': X — X for
inversivel. Neste caso, para n > 0 a defini¢do de as(n,z) é a mesma que a apresentada

acima e, para o caso n < 0, consideramos
af(n,z) = —ap(—n,T"z) Ve X.
E de facil verificacio que, para quaisquer n,m € N e para todo = € X, vale a igualdade
ag(n+m,z) =ar(m,z) +ap(n, T™x).

Com efeito, dados m,n € N e x € X, temos
n+m—1 m—1 n+m—1
ag(n+m,z) = 3 foTMa)=3) foT*(x)+ D foT™(z)
k=0 k=0 k=m
m—1 n—1
= Y foTFa)+ > foTHT™(x)) =as(m,z)+as(n,T"z).
k=0 k=0

Cociclos possuem relacao com passeios aleatérios em R. Um espaco de probabilidade

(X, B, i) e uma aplicacao T: X — X modelam um passeio aleatério em R no qual, a cada
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x € X, temos definido o passeio as(n,x) com n € N. Para detalhes sobre esta relacao, o
leitor pode consultar, por exemplo, [1]. Estamos interessados em estudar propriedades
da recorréncia de um cociclo ay, a qual esta subordinada a uma probabilidade p € M.

Definimos a seguir o que vem a ser a recorréncia do cociclo ay.

Definicao 1.3.5. Sejam (X,T) um SDT e f € C(X). Dada probabilidade pn € Mr, o
cociclo ay € dito ser recorrente para p caso, para todo conjunto A € B com pu(A) >0 e

para qualquer € > 0, existir um inteiro n > 0 tal que
p(ANT(A)Nn{zx € X : |ag(n,z)| <e}) > 0.

Caso contrdrio, dizemos que o cociclo ay € transiente.

Repare que a definicdo de recorréncia de um cociclo guarda semelhancas com a
definicdo de conjunto de Aubry Q(f). Na verdade, se ay_g(y for cociclo recorrente com
respeito a u probabilidade maximizante para f, entdo todo ponto x € supp(u) é tal
que z € Q(f). Isto é facil de ser provado: se z € supp(u), entdo a bola de centro
x e raio ¢ possui medida positiva, logo, pela defini¢do de recorréncia de as_gs), ha
n > 0 tal que B.(z) NT"(B-(z)) N{z € X : |S.(f — B(f))(2)] < e} # 0, de modo que
x € Q(f). A recorréncia de cociclos estd, portanto, intimamente ligada & caracterizagao de
probabilidades maximizantes.

Apresentamos agora o teorema de Atkinson, conforme demonstrado em [20]. Este é um

resultado bastante interessante sobre cociclos quando a probabilidade u € M é ergddica.

Teorema 1.3.6 (Atkinson). Sejam (X,T) um SDT, f € C(X) e u € My uma probabi-
lidade ergodica. Seja A € B um boreliano tal que u(A) > 0. Denotamos por Z(f, A) o

conjunto

{xeA:‘v’€>O, dn>1comT"z € A e

af(n,x)—n/fdu‘ <€}.

Entao, Z(f, A) e A diferem por um conjunto de medida nula para p.

Demonstracdo. Suponha primeiramente que [ f du = 0 e considere € > 0. Definimos
E(f,A)={z€A: In>1 com T"z € A elas(n,z)| <e}.

Veja que Z(f, A) = () Zx-1(f, A), pois dado € > 0, hd k € N tal que k~! < e. Entdo, é
keN
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suficiente mostrar que pu(=Z.(f, A)) = u(A) para um e arbitrario. Suponha, por contradicao,
que o conjunto C' == A\Z.(f, A) tem medida positiva. Considere C' C C, o conjunto dos
pontos recorrentes de C , isto ¢, o conjunto dos pontos de C que retornam a C para infinitas
iteradas de T. Pelo teorema de recorréncia de Poincaré, u(C) = u(C). Consideramos,
entdo, p: C'— N, a aplicagdo de primeiro retorno para C (para cada x € C', p(z) denota
o menor inteiro positivo i tal que Tz € C). Definimos ainda a aplicacao T¢: C' — C,
denominada mapa de primeiro retorno, ou seja, Te(x) = 77 (x), ¥V 2 € C, e a funcio

fo(x) = as(p(z), x). Consideramos enfim, para todo x € C, o cociclo de T¢ induzido por

fc dado por ag. (n, x) Z fo o TE(x). Fixe o € C para o qual os limites

sao satisfeitos. Note que é possivel tomar tal x, pois ambos os limites acima sao satisfeitos

p-q.t.p. em X e supomos p(C') > 0. Pela definigdo de C, temos que

las.(n,x) —as. (m,x)|

COTC ZfCOTC )

Z Je o Thw) = | 3 fe o TH(TE )

= l|as.(n —m, T (x))| = e, ¥Yn>m=0.

nml ‘

A desigualdade decorre de se mostrar que ayf, (n —m,T@(z)) equivale a as(l, ), para

algum [ € N,. Denotando p, = >% 4 po T%(z), para k > 1 e py = 0, temos

et m T2 = |3 Joo T - i fc(T'”’“(x>)‘

n—m—1pr+1—1

n—m—1
> S pore)| = [X forie)

= !&f(pnfmw)l- (1.6)

Tome entao um inteiro N > 1. Subdividimos o intervalo Iy = [-N5, N5) em N intervalos

de tamanho €, como segue

_N2+i€’_N;+(i+1)g)’ para ¢ =20,..., N — 1.
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Cada um desses subintervalos contém no maximo um valor da forma as.(n,z). Como
vimos acima, dois valores desse tipo estao sempre a uma distancia maior ou igual a €. Ha,
portanto, k(N) € {0, ..., N}, tal que fo(k(N),x) ¢ Iy (tome k(NN) como sendo o menor
dentre os indices {0, ..., N} que satisfaz essa propriedade). Assim,

las. (k(N),z)] > NS > k(N)S, VN >1.

<
2

DO | M

Veja que a sequéncia {k(N)}y>1 ndo pode ser limitada, porque, para todo N > 1, temos

las.(k(N),z)| = N5, e caso {k(N)}n>1 fosse limitada, digamos, por K € N, ocorreria

N- < |afc(k(N)7x)| < max |afc(i7x)|7

INNAV¢

DN ™

0 que nao ¢ satisfeito para N arbitrariamente grande. Logo,

3
1
8
DO o

Por outro lado, de (1.6) temos que

afc(nax) _ af(pmx) _ Zl[);(;l OTl<x)
n n ng&l Xc o T (x)

Esta ltima igualdade é verificada, pois ha exatamente n — 1 indices ¢ entre 1 e p, — 1

para os quais T%(x) € C. Assim, pela escolha de x € C, segue que

Zpi_l oT z
i [zl _ p [EE S T@)] 17 du)
n—00 n n—o00 Zzio Xc © Tz(x) ,U(C)

Mas, como vimos acima,

n—00 n 2

= |[ 1z ue) >0

contradizendo a suposicao que [ fdu = 0. Portanto, u(C) = 0, fornecendo assim a
igualdade p(A) = p(E:(f, A)).
No caso em que [ fdu # 0, considere g = f— [ f du. Claramente, [ gdu = 0, podemos,

entao, aplicar o raciocinio acima. O]

Este resultado sobre cociclos revela algo interessante a respeito das somas de Birkhoff
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Snf. Lembre que o cociclo af esta definido em N x X, sendo que af(n,z) = S, f(x).
Quando i é uma probabilidade ergddica, sabemos que p-q.t.p. * € X existe o limite
lim,, o %Sn f(z) = [ fdu. O teorema nos revela que, sobre um conjunto de probabilidade
total X C X, para todo elemento z € X, desde que n seja suficientemente grande, a soma
de Birkhoff S, f(z) é aproximadamente n [ f du.

Agora vamos apresentar um segundo teorema sobre cociclos, também provado por
Atkinson [1], o qual nos mostra que a recorréncia de um cociclo com relacdio a uma

probabilidade u estd diretamente ligada ao valor da integral [ fdu.

Teorema 1.3.7 (Atkinson). Seja (X,T) um SDT no qual T' é um isomorfismo mensurdvel.
Considere uma fungao f € C(X) e wma probabilidade ergédica nao atomica p € Mr.

Entao, ay € recorrente para p se, e somente se, [ fdu = 0.

Demonstrag¢io. (=) Suponha primeiramente que [ fdy = C > 0. Como pu é ergddica, ha
conjunto X C X, com u(X) = 1, para o qual

ar(n,x —
lim f():/fdu:0>0, VieX.
n—oo n

Fixe um ponto z € X. Como o limite acima existe para tal z, entdo, para ¢ = %, ha
N, € N tal que, Vn > N,, ocorre

3nC

<e=— eja e <ag(n,z) < 9
ou S arin,xr .
27 Ja 2 f )

ag(n, )
n

-C

Assim, para n suficientemente grande, temos as(n,z) > 1. No caso C' < 0, podemos utilizar
um raciocinio andlogo e concluir que, para n suficientemente grande, temos as(n,z) < —1.

Definimos os conjuntos
Br={z € X :|ay(n,2)| =1,V n>k}

E evidente que By, C Bjy1. Como para cada z € X hd N, € N tal que z € By, segue
que X = Uz, By. Deste modo, pelo lema 1.1.1, para € = i, ha N € N tal que pu(By) > %.

Denotamos tal By por B. Pelo lema 1.1.7, existe conjunto E € B satisfazendo

" (ﬁomm) >3
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com TE)NT'(E) = 0, se i # j, para 0 < 4,7 < 4N. Como p é invariante para o

isomorfismo 7', entao

u(?fj T“(E)) =

obrigando ao menos um dos conjuntos TV (E), ..., T3N(E) a interceptar B em um subcon-
junto de medida positiva. Tomando i € {N,...,3N} o menor indice com tal propriedade,

denotamos essa intersegao por A. Como A C T"(E), entao
ANT"(A) =0, paran <N, n#0.
Por outro lado, como A C B, para cada x € A temos
lag(n,z)| > 1, sempre que n > N.
Logo, se € < 1, resulta que, para todo inteiro positivo n,
p(ANT(A)N{z € X : |ay(n,x)| < e}) = u(d) = 0.

Isto implica que ay nao pode ser recorrente.
(<) A outra implicagao é produzida pelo teorema 1.3.6. Suponha que [ fdu = 0.

Considere um conjunto A € B, com p(A) > 0. Entao, dado € > 0, definimos os conjuntos
=Emli(f,A) ={recA:Inec{l,...,m}, com T"(x) € A e |as(n,z)| <&}

e ENf,LA)={zecA:T"(x)€ A e |as(m,z)| <ce}.

Temos que Z(f, A) = U120 (f, A). Novamente usando o lema 1.1.1, existe M € N tal
que p(EMI(f, A)) > u(E.(f, A))/2. Porém, note que

M .
=M(f,A) = UELS A).
=0

Desse modo, ha j € {1,..., M} com p(Zi(f, A)) > u(Z(f,A))/2M > 0. O conjunto
ZI(f, A) pode ser escrito como ANTI(A)N{z € A:|as(j,z)| < e}, concluindo assim que

ay satisfaz a condicao de ser recorrente, pois A é tomado arbitrariamente. O

O teorema de Atkinson sera utilizado para demonstrar que toda probabilidade maximi-
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zante para o potencial f possui suporte contido em Q(f). Reciprocamente, a nocao de

subagao nos permitird mostrar que supp(p) C Q(f) implica u € Mipaa(f).
Teorema 1.3.8. Sejam (X,T) um SDT e f € C(X). Entao,
(1) toda probabilidade p € Mnay possui o suporte contido em Q(f);

(11) se ezistir subagio u € C(X) associada ao potencial f, toda probabilidade p € Mr

suportada em Q(f) € mazimizante para f.

Demonstragio. (i) Sem perda de generalidade, considere uma probabilidade ergddica
€ Moz (f). Sejam x € supp(p) en > 0. Como, pela defini¢ao de suporte, u(B,(z)) > 0,
o teorema 1.3.6 garante que u(Z(f, B,(z))) > 0, ou seja,

,u({yGBn(x): Ve>0, EInZlcomT”yEBn(x)e]af(n,y)—n/fd,u|<€}) > 0.

Logo, como =(f, B,(x)) # 0, ao tomar ¢ = 7, qualquer y € =(f, B.(z)) possui iterada
n > 0 tal que a condi¢ao necesséria para x pertencer a 2(f) é satisfeita.

(77) Suponha que v € C(X) é uma subagao. Recorde observagao feita ap6s a defini¢ao
de subagdo, a qual garante que uma probabilidade y € M7 é maximizante se, e somente
se, supp(p) C (f +uoT —u— B(f))~'(0). Basta entdao mostrar que Q(f) estd contido
neste conjunto. Sejam x € Q(f) e e > 0. Pelo lema 1.3.2, 2 € Q(f + ho T — h — 3(f)).
Portanto, hd y. € X e n. € N tais que,

d(z,y.) <e, dz,T™y.)<e e [Sp(f+uoT —u—pB(f))(y) <e.
Lembramos que f +wuoT —u — §(f) é uma fungao nao positiva. Assim, certamente,

0= S, . (fruoT —u—p5(f))(y) > —e.

Em particular, como todas as parcelas somadas sao nao positivas, temos

0= (f+uoT —u—PB(f))(y:) > —e¢.

Entao, ao fazer € — 0, como y. — x, a continuidade das fungoes f e u garante que

(f +uoT —u—pB(f)(x) =0,
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concluindo a demonstragao. O

No terceiro capitulo, veremos, em detalhes, como obter subacoes para potenciais

holderianos no contexto de difeomorfismos de Anosov.



Capitulo

Formalismo Termodinamico em
Temperatura Zero e o Operador de

Transferéncia

Caro leitor, neste capitulo abordamos o problema de maximizac¢ao da integral de um
potencial f € C(X) através de propriedades do formalismo termodindmico. Fazemos
uma breve revisao dos conceitos de entropia topologica e de entropia métrica associados a
dindmica T": X — X, introduzimos ainda a nocao de pressao topologica e recordamos o
chamado principio variacional. Com essas ferramentas, utilizamos um processo denominado
congelamento do sistema para obter o valor maximal da integral de f e informacgoes sobre
as probabilidades maximizantes. Ademais, mostramos propriedades do operador de
transferéncia, as quais fornecem condigoes para se estudar limites de estados de equilibrio
obtidos no processo de congelamento do sistema. Os resultados aqui abordados sao
modelados sobre uma dinamica expansiva, tal como definimos adiante, porém podem ser
estendidos para outros tipos de dindmica por meio de semi-conjugacao, o que permite que
o formalismo termodinamico seja, como é bem conhecido na literatura, objeto de estudo

para difeomorfismos de Anosov.

2.1 Formalismo termodinamico e pressao

Como mencionado, nesta se¢do abordamos classico contetido da teoria ergddica, mais

precisamente, o topico referente a entropia topolédgica e também a entropia métrica, este
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segundo item sendo muito usual também em teoria da informacao. Mostramos que o
conceito de entropia topoldgica pode ser generalizado para o de pressao topolédgica, o qual
possui estreita relacao com as probabilidades maximizantes que estamos interessados em
estudar. Para esta se¢do baseamo-nos nas obras [8], [26] e [36].

Fixamos primeiramente o SDT (X, 7). Recorde que X é um espac¢o métrico compacto
eT: X — X é uma aplicagdo continua. Seja o uma cobertura de X por abertos. Para

cada inteiro n > 0, podemos definir o refinamento dindmico de «, como segue:
o= {AQ N T_l(Al) MN---N T_n+1<An_1) : Az Eaq, 1= O, o, n— 1}

Uma outra forma de denotar esse refinamento é o™ = \/{—; T~*(a).

Como nosso espac¢o métrico X é compacto, toda cobertura de X por abertos admite
uma subcobertura de cardinalidade finita. Entao, se v é cobertura de X, N(v) denota a
menor cardinalidade entre subcoberturas de . Evidentemente, N(v) < oo para qualquer

cobertura de abertos . Com isso, ja podemos definir o que vem a ser a entropia topoldgica.

Definicao 2.1.1. Seja o uma cobertura de X por abertos e considere o™ seu refinamento

dinamico. Definimos a entropia de T' com relagdo a cobertura o como

1
h(T,«) := limsup — log N (a™).
n—oo T
Entao, a entropia topologica de T' é definida como o supremo de h(T,a) com respeito ds
coberturas «
h(T) :=sup h(T,a).

Como o leitor pode perceber, a definigao da entropia topolégica h(T') depende apenas
das coberturas « finitas de X, uma vez que o célculo é feito a partir da cardinalidade
minima de uma subcobertura de «, que é sempre um nimero finito.

Antes de apresentar algumas propriedades, mostramos uma forma equivalente de
se definir a entropia topoldgica, que é via conjuntos (n,e)-geradores e conjuntos (n, ¢)-

separados.

Defini¢ao 2.1.2. Um conjunto G C X € dito (n,e)-gerador para T se, para qualquer
y € X, hd x € G tal que

d(T(z), T*(y)) <e, Yk=0,...,n—1
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Por outro lado, um conjunto F C X ¢é dito (n,e)-separado para T se para quaisquer

x,y € F ocorrer
d(T*(x), T"(y)) > e, para algum k € {0,...,n —1}.

A nomenclatura desses conjuntos é bastante intuitiva, dadas suas defini¢oes. Denotamos
por r,(T,¢) a menor cardinalidade de um conjunto (n,¢)-gerador para T e s,(T,¢) a
maior cardinalidade de um conjunto (n, ¢)-separado para T. Vamos, entdo, considerar os
seguintes valores

r(T,e) := limsup 1 logr,(T,e) e

n—oo T

1
s(T,e) == limsup — log s, (7 €).

n—oo T

E facil perceber que (T, ¢) e s(T ), enquanto funcdes de ¢, sdo positivas e niio crescentes.
Com efeito, se 0 < g1 < &9, todo conjunto (n,e1)-gerador também é (n,e,)-gerador, e,
como buscamos a cardinalidade minima, r(7, 1) > (7, 2). De mesmo modo, os conjuntos
(n, eq)-separados também sao conjuntos (n, e)-separados, donde s(T,e1) > s(T, e3), pois
aqui queremos a cardinalidade maxima de conjuntos (n, ¢)-separados. Logo, ficam bem
definidos os limites quando € — 0 (ainda que eventualmente sejam +o0):

r(T) = ll_I)I(l) r(T,e) e s(T)= ll_r}(l) s(T,e).

Os lemas que apresentamos a seguir sao classicos na literatura de teoria ergddica e

relacionam os valores (7T) e s(T') com a entropia topolégica h(T).

Lema 2.1.3. Seja (X, T) um SDT. Entdo, para todon > 1 e e > 0, ocorrem as desigual-
dades
ro(T,e) < sp(T,e) < rp(T,e/2).

Sendo assim, € claro que r(T) = s(T).

Demonstracao. A primeira desigualdade é bastante simples de se provar. Considere um
conjunto (n,)-separado F, com #F = s(n,¢), ou seja, de cardinalidade méxima. Entao,
para qualquer z € X\ F, o conjunto {x}UF nao é (n, €)-separado, pois F' é de cardinalidade
maxima. Mas isto quer dizer que hd y € F tal que d(T'z, T'y) < €, para i = 0,...,n — 1,
ou seja, o conjunto F' é (n,¢e)-gerador, ndo necessariamente de cardinalidade minima,

resultando na primeira desigualdade.
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Para provar a outra desigualdade, considere F' conjunto (n,e)-separado e G conjunto
(n,e/2)-gerador. Definimos uma aplicagdo &: F' — G, que para cada x € F associa y € G
tal que d(T'x, T'y) < /2, para todo i = 0,...,n — 1. A aplicacio £ é necessariamente
injetiva, pois, caso contrario, se (x) = £(z) = y, da desigualdade triangular resultaria que
d(T'z,T'z) < ¢, para todo i = 0,...,n — 1, o que contradiz a definicio de F' ser conjunto
(n,e)-separado. Portanto #F < #G. Como G e F sao arbitrarios, s(T,¢) < r(T,¢/2),

provando a segunda desigualdade. O]

Lema 2.1.4. Seja (X, T) um SDT. Entdo, a entropia topoldgica de T' coincide com os
limites r(T) e s(T).

Demonstra¢io. Dados € > 0 e n € N, sejam F' um conjunto (n,¢)-separado de cardina-
lidade maximal (#F = s,(7T,¢)) e @ uma cobertura finita de X, com didmetro menor
que €. Observe que cada elemento de o™ contém no maximo um ponto de F', pois, dados

x,y € F verificando
T,y € Az’o N T71<Ai1) n..nN Tﬁ(nil)(Ainflx

para A, ..., A;, , € a, entdo obrigatoriamente d(T'z,T'y) < ¢, parai = 0,....,n—1, 0
que é proibido por F ser conjunto (n,¢)-separado. Mas, entao, s,(7,¢) < N(a"), donde,
tomando limites, temos s(T") < h(T).

Agora, sejam « uma cobertura finita de X com nimero de Lebesgue € > 0 (toda
cobertura finita admite nimero de Lebesgue) e G um conjunto (n, ¢)-gerador de cardina-
lidade minimal (#G = r,(T,¢)). A cada = € G, associamos conjuntos A,; € a tais que

B.(T'z) C A,,. Entao,
. . n_l .
B.(z,n) ={ye X :d(T'z,T'y) <e, i =0,...,n =1} C [ T (Ass).
i=0

Como G é conjunto (n,)-gerador, todo y € X pertence a B.(x,n), para algum x € G.
a = {N'y T "(A,;) : x € G} C a™ é também uma cobertura de X. Sendo assim,
N(a™) < (T, €), donde segue que h(T) < r(T).

Pelo lema anterior, vimos que s(T') = r(T') e, portanto, segue a triplice igualdade. [J

Logo,

Estas trés formas de caracterizar a entropia topolédgica da aplicagdo T’ sao canonicas

na literatura (vide, por exemplo, referéncias ja citadas no inicio da se¢do), sendo que, no
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processo do célculo numérico da entropia, a abordagem por conjuntos (n, €)-geradores e
(n, e)-separados pode ser mais palpavel.

Temos algumas propriedades basicas a serem destacadas sobre a entropia topologica.

Proposicao 2.1.5. Sejam X, X; e Xy espacos métricos compactos, T: X — X e

T;: X; — X; aplicacoes continuas. Temos as sequintes propriedades da entropia topologica:

(i) se Ty é semiconjugada a Ty, isto é, hd aplicagio ¢: X1 — Xo tal que po Ty =Ty o,
entdO} h(TQ) < h(TI)7

it) caso Ty e Ty sejam topologicamente equivalentes (T, = poTy0p™1) temos a igualdade
] g ¥ ¥ g

h(Tl) = h(TQ);

(7ii) se (Br)ren € uma sequéncia de coberturas de X tal que diam(B;) — 0 quando k — oo,
resulta,
R(T) = lim A(T, Bx) = sup h(T, By);
k—o0 keN
(iv) para uma cobertura o de X tal que seu refinamento dinamico por T possui diagmetro
convergindo a zero, temos

WT) = h(T,a) = lim > log N(a™):

n—oo n,

(v) para todo k € N wvale a igualdade h(T*) = kh(T);

(vi) caso T seja um homeomorfismo, vale que h(T~Y) = h(T) e h(T*) = |k|h(T),V k € Z.

O leitor pode consultar a demonstracao dessas propriedades da entropia topologica,
por exemplo, em [26]. O intuito da dissertacao neste tépico é esbogar alguns conceitos da
teoria para que o leitor saiba o bésico a respeito das ferramentas utilizadas, e que fique
instigado a pesquisar mais sobre o assunto. Contudo, a propriedade de conjugagao é muito
importante, pois, se estudamos a dindmica do SDT (X,T) e a aplicagdo T: X — X é
conjugada a uma aplicagdo S: Y — Y, a qual sabemos calcular a entropia, entao obtemos
também a entropia da aplicagao T

Paralelamente ao conceito de entropia topoldgica, podemos definir a entropia métrica
de uma probabilidade u € My. Note que, para o calculo da entropia métrica, usamos

particoes de X em vez de coberturas.
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Definigcao 2.1.6. Seja (X,T) um SDT. Dada uma particao P de X, definimos sua

entropia com respeito a p € Mp por

— > w(P)log(u(P)).
pPep
Assim como definimos o refinamento de coberturas, podemos definir o refinamento de

particoes. Dadas duas particoes P e Q de X, temos o refinamento PV Q dado por
P\/Q={PNQ|PePeQecQ}

Também denotamos por P" o refinamento dindmico 7} T~%(P). Apontamos, entdo, a

seguinte propriedade sobre a entropia do refinamento de particoes.

Lema 2.1.7. Sejam P e Q duas particoes de X. Dada p € M, temos que
H,(P\/ Q) < H,(P)+ H,(Q).

Demonstragio. A prova do lema é bastante simples, basta usar que (PN Q) = u(P)u(Q)
e aplicar a essa igualdade a propriedade de logaritmo (log(a x b) = log(a) + log(b)). Apds

isto, resta fazer o somatorio sobre os elementos de P e de Q. O]

Considere entao P uma particao de X. Dada u € My, a propriedade acima garante
que a sequéncia a, = H,(P") é subaditiva, isto é, apim < an + an,. Sendo assim, pelo

lema subaditivo, é bem definido o limite

lim 1H u(P") = inf H u(P").

n—oo n, neNnN”

Definicao 2.1.8. A entropia de T com respeito a uma probabilidade v e a particao P
serd o limite a sequir: .
h,(T,P):= lim —H,(P").

n—oo n,

Entao, a entropia métrica de T com respeito a i € dada pelo supremo
h,(T) = sup h,(T,P).
P

O principal teorema sobre as entropias métricas é o principio variacional. Para esse

resultado, vamos assumir uma hipotese adicional sobre a aplicagao T', que é a hipdtese de
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expansividade.

Defini¢ao 2.1.9. Seja (X,T) um SDT. Dizemos que a aplicagio T é expansiva se hd

constante €9 > 0 tal que, para quaisquer x,y € X,
d(T"z, T"y) < ey, VREN = zx=uy.

A constante g9 € denominada constante de expansividade de T
Enunciamos, a seguir, o principio variacional das entropias.

Teorema 2.1.10. Seja (X, T) um SDT no qual T' € uma aplicagiao expansiva. Entao,

h(T) = sup {h,(T)}.
HEMT
Para provar esse teorema, sao necessarios varios lemas técnicos. Enunciamos, a
seguir, alguns dos lemas necessarios para demonstrar o principio variacional. Para as
demonstragoes dos lemas enunciados a seguir, sugerimos que o leitor consulte, por exemplo,
[8]. Primeiramente definimos a entropia condicional de duas parti¢des com relagdo a uma

probabilidade .

Definigao 2.1.11. Sejam P e Q particoes de X e u € Mqp. Definimos a entropia

condicional

H,(P|Q) = Hu(P\/ Q) — Hu(Q).

Como mencionado, enunciamos a seguir algumas propriedades e lemas a respeito da

entropia métrica.
Proposigao 2.1.12. Sejam P, Q, R particoes finitas de X e u € My. Entao,

o H,(P|Q) < Hy(P|R), s¢ R C Q;

H,(P|Q)=0, se PC Q;

H,(PVQIR) < H,(PIR) + H,(QIR);

H,(P) < Hu(Q) + Hu(P|Q);

H,(T7*(P)|T~*(Q)) = H,(P|Q), para todo k > 0;
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o hu(T,P) < (T, Q) + Hu(P|Q);
o hu(T,ViZo T™*(P)) = hu(T, P).

Lema 2.1.13. Sejam (X,T) um SDT e up € Myp. Dadose > 0 e P uma particio boreliana
finita de X, hd 6 > 0 tal que H,(P|Q) < ¢, sempre que Q € uma particio boreliana finita
de X com diam(Q) < 0.

Lema 2.1.14. Sejam {P,} particées borelianas finitas de X tais que diam(P,) — 0,
entao,
h,(T) = lim h,(T,P,).

n—oo

Caso a aplica¢ao T' seja expansiva com constante de expansividade g, h,(T) = h,(T,P),
sempre que P for parti¢ao boreliana finita de X com diam(P) < eq. Além disso, para todo
n >0,

() = b, (T),

Fazemos, adiante, um breve esboco da demonstragao do principio variacional.

Ideias da prova do principio variacional da pressao: Dados € > 0 e n € N, consideramos
um conjunto (n,e)-separado F,, de cardinalidade s, (7, ¢). Definimos as probabilidades
T — ﬁ Ywer, O € Uy = = 07 p, 0 T, Pelo teorema de Krylov-Bogoliubov, todo
ponto de aderéncia da sequéncia v, é uma probabilidade invariante por 1. Mostra-se,
entao, que ha probabilidade v, a qual é ponto de acumulagao da sequéncia v, e verifica-se
hy(T) = limsup,,_,, +1og(sn(T,€)). Com isso, resulta que h,(T) > h(T). Em particular,
a probabilidade v construida é de entropia maximal.

A outra desigualdade é obtida ao se estimar que, para toda yu € My, temos a
desigualdade h,(7') < h(T). Para isso, dada p € Mp e n > 0, escolhemos particdo
P = {P,..., P} de X cumprindo h,(T,P) > h,(T) —n. Consideramos, entdo, valor
e € (0,1logk) e compactos B; C P; tais que pu(P\B;) < e. Além disso, definimos

By = X\ UF_; B;. Assim, utilizando a concavidade da fungao ¢(z) = —zlog(z), segue que

H,(P|B) = pu(Bo) Z _M<Pi N 5y) lo <M(f(20)30)

i=1 1(Bo) ) < u(Bo) log(k) < eklog(k) < 1.

Logo,
h(T,P) < h(T, B) + H,(P|B) < h(T, B) + 1.
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Ao considerar a cobertura U := {U; = By U By, ..., Uy = By U By}, podemos concluir que

i (\_/1 T‘Z’(B)) <2'N( \_7 T'WU)),

donde obtemos
h,(T,B) <log2+ H(T.U).

Sendo assim,

h(T)—n<1+log2+ H(T,U) < 1+log2h(T).

Pela arbitrariedade de n, temos h,(T) < 1+1log2+ h(T'). Porém, utilizando as igualdades
h,(T™) = mh,(T) e h(I™) = mh(T), e repetindo esse processo para 7™ no lugar de T,
segue que

o 1+10g2+

h(T) < WT), ¥meN,

m
donde h,(T) < M(T).
U

Para mais detalhes sobre a demonstracao, o leitor pode consultar, por exemplo, [8].

Como mencionado, o conceito de entropia topolégica pode ser generalizado pela pressao
topologica, ferramenta esta que permite estender o principio variacional. Definimos aqui
a pressao topoldgica apenas por conjuntos (n, €)-separados e conjuntos (n, €)-geradores,

porém, assim como a entropia topoldgica, ha equivalente definicdo via coberturas abertas.

Defini¢ao 2.1.15. Seja (X, T) um SDT. Dada f € C°(X), para cadan € N e e > 0,

definimos o valor

r7(f,n,e) == inf { > S @ G congunto (n, 5)-gemd0r} .

zeG

Por um processo andlogo a definicdo da entropia topoldgica, consideramos

1
rr(f.€) = limsup ~ logro(f,n, ),

n—oo M

e, por fim, definimos a pressao topologica de f pelo limite

Py(f) = limry (£, ).
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Esta é a definigdo da pressao topoldgica via conjuntos (n,e)-geradores. Podemos

também defini-la via conjuntos (n, €)-separados, escrevendo

st(f,n,e) = sup { > 5@ | F conjunto (n, 5)—separado} ,
el

e tomando os limites

1
sr(f,e) = limsup —logsr(f,n.e) e
Pr(f) =limsy(f,¢).

A validade desta equivaléncia é garantida pela proposi¢do a seguir, similar a uma demons-

trada no calculo da entropia topoldgica.

Proposigao 2.1.16. Se |f(z) — f(y)| <n sempre que d(x,y) < /2, entdo,
rT(fv n, 5) < ST<f7 n, 5) < 6nan(f7 n, 5/2)

Repare que, ao aplicar a pressao topolégica ao potencial nulo, obtemos exatamente a

entropia topolégica de T':

Pr(0) = ll_r)l(l) r7(0, €)
1
= limlimsup — log (inf{#G | G é conjunto (n,e)-gerador})
e—0 -0 N

1
= limlimsup —log (,(T,¢)) = h(T).

e=0 pooo N

Apontamos, a seguir, algumas propriedades basicas da pressao topoldgica. Tais pro-
priedades sao de facil convencimento do leitor, sendo que uma demonstragao pode ser

consultada, por exemplo, em [26].

Proposicao 2.1.17. Sejam (X, T) um SDT, ce R e f,g € C(X). Temos que
e Pr comuta com constantes, isto é, Pr(f + ¢) = Pr(f) + ¢;
o se f < g, entao, Pr(f) < Pr(g);
e para qualquer m > 1, vale que Prm (S, f) = mPr(f);

e caso T seja um homeomorfismo, temos Pr-1(f) = Pr(f);
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se f e g sao potenciais coomdlogos, resulta que Pr(f) = Pr(g);

o funcional Pr(-) € lipschitziano, ou seja, Pr(f — g) < ||f — 9lloos

o funcional Pr(-) é convexo: para todo t € (0,1), vale que
Pr(tf+ (1 —1t)g) <tPr(f)+ (1 —t)Pr(g).

Enunciamos agora o principio variacional da pressao, muitas vezes chamado somente

de principio variacional, uma vez que generaliza o principio variacional das entropias.

Teorema 2.1.18 (Principio variacional da pressdao). Sejam (X,T) um SDT e f € C(X).
Entao,

Pr(f)= sup {hu(T)+/fdM}.

HEMT

Para a demonstracao desse teorema, indicamos novamente [26]. E evidente que o
principio variacional das entropias é obtido como corolario do principio variacional da
pressao. Para isto, basta aplicar o principio variacional da pressao ao potencial nulo: como
vimos, Pr(0) = h(T), logo,

hT) = Pr(0) = sup {h,(T)}.
neMT
O que vamos discutir agora é como a pressao topoldgica nos ajuda no calculo da maxi-
mizagao da integral de um potencial f € C'(X). A ferramenta utilizada é a caracterizacao
do principio variacional e um processo que denominamos congelamento do sistema. Dado
potencial f € C'(X), considere um parametro t € R™. Pelo principio variacional, temos a

igualdade
Pr(tf) = sup {@(T)H/fdu}.

HEMT

Supondo que h(7T) < oo, se multiplicarmos ambos os lados da equagao por % e tomarmos

o limite t — oo, podemos estudar propriedades do limite

limsupw = limsup sup {1hu(T)+/fdu} = max /fdu.

t—o00 t—oo pueEMr

Em dinamica estatistica, esse processo é chamado de congelamento do sistema, onde o

pardmetro ¢ representa o inverso da temperatura (a nomenclatura possui motivagoes na
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fisica). Utilizando ainda tal raciocinio, seria bastante interessante obter nao sé o valor
B(f), mas também probabilidades invariantes que sejam maximizantes. Isto pode ser
obtido pelo estudo das probabilidades que satisfazem a igualdade do principio variacional.

Tais probabilidades possuem nomenclatura especial.

Defini¢ao 2.1.19. Dado um sistema dindmico topolégico (X, T'), dizemos que p € My é

um estado de equilibrio associado a f se

Pr(f) = h(T) + [ fap.

Suponha que, para cada t > 0, exista um estado de equilibrio y; associado ao potencial
tf, isto é,
Pr(tf) = by (T) +t [ £ du

Logo, vale a igualdade

lim sup Pr(tf) = limsup [ fdu; = max /f dp.
t—o0 t—o0 peMr
Em sintese, se uma probabilidade p,, é ponto de aderéncia de {p}icr, entao, pe é
probabilidade maximizante para f. Ou seja, se tivermos alguma ferramenta que nos
permita construir estados de equilibrio para os potenciais tf, entdo, o processo descrito
acima fornecera probabilidade maximizante para o potencial f. Um exemplo da aplicacao
do processo de congelamento do sistema e do estudo de propriedades da convergéncia de
u: pode ser visto em [3].
Na proxima se¢ao mostraremos um processo candonico para se obter estados de equilibrio

para potenciais lipschitzianos, que é a aplicacdo do operador de transferéncia.

2.2 O operador de transferéncia

Apés ter visto alguns conceitos bésicos sobre formalismo termodinamico e mais uma
abordagem do problema de maximizacao da integral de potenciais f € C(X), vamos
estudar propriedades do operador de transferéncia e sua importancia para otimizacao
ergddica. Por meio de um conhecido teorema de ponto fixo, chamado teorema de Ruelle-
Perron-Frobenius, obtemos estados de equilibrio para os potenciais estudados. O leitor

poderda encontrar diferentes defini¢oes na literatura para esse operador, como, por exemplo,



§ 2.2. O operador de transferéncia 55

em [27, 2, 5], mas, em linhas gerais, o interesse é obter pontos fixos do operador.
Relembramos ao leitor que estamos trabalhando no contexto de um SDT (X, 7)), isto
é, X é um espaco métrico compacto e T: X — X uma aplicagdo continua. Além disso,
assumimos que a aplicagdo T é expansiva, como descrito na definicdo 2.1.9. Antes de
estudar o operador de transferéncia, definimos uma outra propriedade de dilatagdo para a

aplicacao T', a qual ajudar-nos-a estabelecer alguns resultados.

Defini¢ao 2.2.1. Seja (X,T) um SDT. Dizemos que a aplicagio T €é expansora se
existir constantesn >0 e 0 < A <1 tais que

dlz,y) <n = Md(Tz,Ty) > d(z,y).

Na literatura, a hipotese mais abordada para 71" é a expansividade, porém, sob nosso con-
texto de SDT, as defini¢oes de aplicacao expansiva e aplicagdo expansora sao equivalentes.

Isto é garantido pela proposicdo a seguir.

Proposicao 2.2.2. Seja (X,T) um SDT. A aplicagio T: X — X € expansiva se, e

somente se, for também expansora.

Demonstragio. (<)  Escolhemos gy = 1 como constante de expansividade. Por hipdtese,
d(Tz,Ty) > \"'d(z,y) sempre que x # y e d(z,y) < n. Entdo, se hd z,y € X tais que,
para todo natural n ocorrer d(T"x, T™y) < g, é porque €9 > A\ "d(x,y) V n € N. Logo, a
tnica possibilidade de isso ocorrer é se d(z,y) = 0, pois A" — oo quando n — 0.

(=) A prova desta implicaciio passa por alguns lemas técnicos. E preciso argumentar
que T é expansora se, e sO se, T" é expansora para algum n € N. Também sera necessario
construir vizinhancas abertas, encaixadas, sobre a diagonal do cartesiano X x X, tais que
sua intersecao ¢ a propria diagonal, e uma métrica auxiliar no cartesiano — devido ao lema
de metrizacdo de Frink — sobre a qual é possivel mostrar que TV é expansora para algum

N € N. Para os detalhes da prova veja, por exemplo, [30]. ]

Uma vez provada esta equivaléncia de defini¢des, continuamos chamando a aplicacao
T: X — X de expansiva, mas, quando necessario, fazemos uso da definicao de aplicagao
expansora.

No estudo de otimizagao ergddica, muitas vezes lidamos com fung¢des e operadores tais
que sua definicio em um ponto € X depende das pré-imagens y € T~ 'x. Geralmente,

operadores desta forma atuam como reguladores de func¢oes. Entao, se queremos obter
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estimativas a respeito de regularidade, é interessante que pontos suficientemente proximos
tenham o mesmo nimero de pré-imagens — em alguns casos, é necessario assumir essa
hipotese para a aplicagao 1. A seguir, mostramos que a compacidade de X e a expansivi-
dade de T sao suficientes para garantir que o niimero de pré-imagens por 1" é localmente

constante.

Lema 2.2.3. Seja (X,T) um SDT em que T' é uma aplicagio expansiva. Entdo, o nimero

de pré-imagens de cada ponto x € X € finito e localmente constante.

Demonstragio. Finitude: Seja x € X. Se o conjunto T 'z = {y € X : Ty = z} for
infinito, pela compacidade de X é possivel encontrar y; # yo € T tais que d(y1,y2) < 0.
Como T"y; = T™ys V n > 1, a defini¢ao de expansividade fornece y; = 72, 0 que é um
absurdo, uma vez que os escolhemos diferentes.

Localmente constante: Fixe x € X e tome y € T~'x. Como a cardinalidade de T 'z é

finita, podemos escolher 0 < § < 7 tal que, para todo y € T~ 'z, temos

T~ N Bs(y) = {y}-

Da expansividade, é possivel concluir que

Considere, agora, z € B (x). A inclusdo acima garante que hd w € Bg(y) tal que
T(w) = z. Isso nos garante que #1712 > #T'x. Por outro lado, perceba que y € Bg(w)
eque T7'znN Bg(w) = {w}, pois § < eta = gy. Logo, #T 'z > #T'2, o que conclui a

demonstracao. O

O lema acima nos permite definir r € N tal que #7 'a < r, V x € X. Para isso provar,
considere a cobertura aberta A := {B s (x) : ze€X } Pelo lema, a cardinalidade do
conjunto de pré-imagens é constante sobre cada uma dessas bolas. A compacidade de X, por
sua vez, permite refinar tal cobertura para uma subcobertura finita { B ° (1),..., B 2 ()}
Definimos, entao,

r = max #1T x;.
1<i<k

Apoés fornecer essas propriedades da dinamica que estamos estudando, vamos definir o

operador de transferéncia.



§ 2.2. O operador de transferéncia 57

Definicao 2.2.4. Dado um potencial f € C(X), o operador L;: C(X) — C(X) € definido

como seque:

yeT— 1z

E direto da definicio que L é um operador linear e limitado, pois, para g € C(X),
1£4(9)|lee < relfl=|lg|lo (recorde que r denota a cardinalidade méxima do conjunto de
pré-imagens de um ponto € X). Portanto, o operador L é continuo. Quando o operador
de transferéncia fixa as funcoes constantes, dizemos que £ estd normalizado. Note que

fixar fungoes constantes significa

Lilz)= Y eW=1 VazeX,
yeT 1z
onde 1(z) denota a funcao constante e igual a 1.

Mostramos abaixo que L preserva regularidade de fungoes, quando f é um potencial

lipschitziano.

Lema 2.2.5. Seja v: [0,00) — [0,00) fung¢io continua na origem, ndo decrescente, tal
que v(0) = 0. Consideramos o cone das fungdes continuas e positivas tais que v é modulo

de continuidade para log(g), ou seja,

C, = {0 <geC(X): ‘log @Eg)

<wv(d(z,2)), sed(z,z) < 277)\} U{g = 0}.

Se f € funcao lipschitziana, podemos estabelecer modulo de continuidade local u tal que

L(C,) C Cy. Em particular, para v(s) = Lip(f) 1’\_SA, onde Lip(f) denota a constante

Lipschitz de f, verificamos que o cone Cy € invariante por Ly.

Demonstragao. Considere uma funcao qualquer g € C,. Por definicao,

Lig(x) =Y /Wg(y).

Ty=z

Pelo lema 2.2.3, dado §; suficientemente pequeno (ou seja, 6; < %), se x, z € X satisfazem
d(x, z) < 01, entdo, a cardinalidade do conjunto de pré-imagens de x e z é a mesma. Além

disso, para cada pré-imagem y € T~ 'z hd w = w(y) € T~z tal que d(y,w) < Ad(z, 2).
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Nessas condigoes, podemos escrever as seguintes desigualdades:

Lig(x) = Z ef(y)g(y) < Z ef(w)+Lz‘p(f)d(y,w)g(y)

Ty:z Ty=z, w=w(y)
d(y,w)<Ad(z,z), Tw==z

<Y oS @) g () eldw)

Tw=z

< Efg(Z)eLip(f)Ad(x,z)Jrv(/\d(m))_
Por simetria, podemos estabelecer também a desigualdade
Lrg(2) < Lyg(z)el @) +od@2)
Portanto, se d(z, z) < 7, obtemos

[log (£79(x)) — log (L19(2))| < Lip(£)Md(x, ) + vAd(x, 2)) = u(d(z, 2)).

As

No caso particular o(s) = Lip(f)=%, vemos que
2
o (£59(x)) — log (£gg(=)| < Li()Ad(r, 2) + Lip(f) 202
Ad
= Lip(f) 1<f’;)
= 0(d(z,2)).

Além disso, como g > 0, obviamente L£;g > 0, de modo que C; é preservado por L;. [

O lema acima revela que fung¢oes com boa regularidade possuem a étima propriedade
de ser invariantes por L£;. Sendo assim, vamos trabalhar sobre o espago de fung¢oes
lipschitzianas, denotado por Hi(X). A constante Lipschitz de g, como mencionada

anteriormente, é denotada por Lip(g), isto é,
Lip(g) = inf{k € R : |g(x) — g(y)| < kd(z,y), V z,y € X}.
Munimos H3(X) da seguinte norma

lgllx = llgllee + Lip(g).
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Com esta definigao, (H}, || ]|») ¢ um espago de Banach de fungoes lipschitzianas. Reparem
que uma definicdo andloga pode ser considerada para tratar do espaco de fungoes a-Holder;
neste caso, a notacdo vem a ser H$(X) e a norma considerada é || - ||x = || - ||oo + Holdy(+),
onde Hold, denota a constante holderiana da funcio. E facil perceber que, como X é um
espago métrico compacto, uma simples alteracao da distancia definida em X transforma
fungoes holderianas em funcoes lipschitzianas. Além disso, a constante A\ nesta defini¢ao é
devido a expansividade da aplicagao T

Dando sequéncia no estudo das propriedades do operador de transferéncia, a proposicao
a seguir (que pode ser vista, por exemplo, em [27, 2]) é uma propriedade chave sobre a

norma || - ||a.

Proposi¢ao 2.2.6. Dado um potencial f € H}(X), suponha que o operador Ly estd
normalizado. Entdo, para qualquer g € H3(X) hd C = C(g) > 0 tal que

1£5(9)llx < Cllgllee + A" [lgllx-

Demonstracao. Pelo lema 2.2.3, o nimero de pré-imagens de cada ponto z € X é finito
e localmente constante, sendo possivel encontrar 0 < § < n tal que #7'o = #1712
quando d(z,z) < . Além disso, para cada y € T~ 'z hd um tinico w € T~'z cumprindo
M(x,z) = d(y,w). A prova dar-se-& por indugdo. Para n = 1, tome z,z € X com

d(z,z) <0 < 2. Temos que

1Lrg(x) — Lrg(z)| =] 3 /Wgy)— > e ™g(w)

yeT 1z weT—1z

< Xl = g()] + e/ lg(y) — g(w)]}
yGTflz
weT 1z

< rAd(z, 2)Lip (¢) |lglloo + Ad(w, 2) Lip(g),

onde r denota o ntimero méaximo de pré-imagens de um ponto x € X. Note que foi
utilizada a hipotese de normalizacao na segunda parcela do somatério. Sendo assim, como

X é compacto, ha constante Cy, dependendo apenas de § e X tal que
Lip(Lyg) < ACollgllec + ALip(g).

De fato, para garantir a existéncia de Cj, basta considerar dois casos: se d(zx,z) < d,
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prosseguiimos como acima, majorando rLip(e’) por Cy. Caso contrério, para d(z,z) > 4,

como X ¢é compacto e L¢g continua, basta tomar Cj tal que

1Lrg(z) — Lg(2)] < 2 Lrglle < (ACollglloo + ALip(g))o.

Por outro lado, como o operador estd normalizado, temos que ||L;g||oo < ||g|loo, donde

1£59l0e + Lip(Ls9)
< l9llee + ACol|g]loo + ALip(g)
= (ACo+1 =X |lgllec + Allglla-

1£59llx

Logo, tomamos C7 = (ACy + 1 — \) para concluir este primeiro caso.

Agora, por inducio, supomos que [|L}gl[x < Cullgllec + A"[[g]l5- Segue que

I3 gl = I£3(Lsg)a
< CollLsgllee + A" L5l
< (Cu+ A"C)lglloe + A" gl

Basta entao definir C,, 1 = C,, + A"C. Para concluir, note que

n—1 ) 1
=3 NC < (7).
2 )

donde C' := C’lﬁ é a constante procurada, verificando a desigualdade para todon € N. [

Tal propriedade sugere uma contragao na norma || - ||x, ao iterarmos o operador L;.
Ela é importante para a prova do teorema a seguir, o classico teorema de Ruelle-Perron-
Frobenius. Note que, para o teorema de Ruelle-Perron-Frobenius, serd necessario exigir

uma hipdtese a mais sobre a aplicagdo T' a qual é bastante usual em teoria ergédica.

Definigao 2.2.7. Seja (X,T) um SDT. Dizemos que a aplicagio T é transitiva se hd

x € X tal que orb(x) é um conjunto denso de X.

Teorema 2.2.8 (Ruelle-Perron-Frobenius). Sejam (X,T) um SDT no qual T € aplicagio

expansiva e transitiva, f € Hy(X) e L; o operador de transferéncia. Entdo:

(i) hd um autovalor 6 de Ly que € real, simples e positivo, com autofungdo h > 0;



§ 2.2. O operador de transferéncia 61

(17) os demais autovalores de Ly possuem mddulo estritamente menor que 0;

(49i) hd uma nica medida de probabilidade jiy tal que Lipio = Opo. Em outras palavras,
[ Lgdito =0 [ gdpio, para toda g € C(X);

(iv) 07"L%g — h [ gduo, para qualquer g € C(X), onde h ¢ a autofungdo correspondente
a 0 tal que [hduy =1;

(v) p =" € M.

Como mencionamos acima, este teorema é bastante abordado na literatura de otimizacao
ergddica. A maioria das demonstragoes passa por demonstrar que o operador L; age
como uma contragao fraca em cones de fungoes com algumas propriedades de regularidade
(assim como mostramos acima), e, entao, se utilizam teoremas de ponto fixo para encontrar
a autofuncao. Deixamos indicadas algumas referéncias nas quais o leitor pode consultar
diferentes provas desse teorema [2, 5, 15, 27].

Gostarfamos de discutir sobre como tal teorema nos ajuda a obter informagoes a respeito
da maximizacao da integral de um potencial f. Bem, caso o operador de transferéncia nao
seja normalizado para f € Hj}, através do teorema de Ruelle-Perron-Frobenius é possivel

obter uma normalizacao associada.

Proposigao 2.2.9. Sejam (X, T) um SDT transitivo e expansivo, e f € Hy(X). Sejam 6

e ho o autovalor e a autofuncao de Ly, obtidos na aplicagcao do teorema. Entao, para

f = f+log(h) —log(hoT) —log(6),
o operador de transferéncia L estd normalizado.

Demonstragcdo. A prova é direta. Basta ver que para todo x € X, temos

Lil(z) = Z of (W)+log(ho(y))—log(hooT (y))—log(6)
yeT 1z

efWho(y)

Qho(.r)

yeT 1z

1

_ Wy,
L h() 2. " Who(y)

yeT 1z

1
= th(l‘)ﬁfh(x) =1.
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O

Chamamos L de normalizagdo associada de L. Repare ainda que, quando o operador
L esta normalizado, como L;1(x) =1V x € X, temos a autofuncao hy = 1 associada
ao autovalor # = 1. Logo, a probabilidade py obtida no teorema como automedida do
operador dual £} é invariante por 7T'.

Lembramos que, apesar de utilizar as hipoteses de expansividade da aplicacao T: X —
X, se hd um outro SDT (Y,S) e uma conjugacao entre 7' e S, isto é, uma aplicagio
U: X - Y talque UoT = SoU, o processo pode ser aplicado para (X, T') e transportado
para (Y, S) por meio da conjugagao U. Na proxima segdo vamos exemplificar a aplicagdo
do teorema de Ruelle-Perron-Frobenius sob uma dinamica de subshift de tipo finito.

Mostramos que a probabilidade obtida no teorema é o tnico estado de equilibrio para f.

2.2.1 Subshift de tipo finito

Comecamos introduzindo nosso espaco e a dindmica sobre ele. Dado um natural r» > 2,
considere uma matriz M de dimensao r X r com entradas 0 ou 1 tal que toda linha e
toda coluna de M possuem ao menos uma entrada nao nula. Tais matrizes sdo chamadas
matrizes de transicdo. Esta matriz é a base da dindmica, uma transicao do indice ¢ para o
indice j é permitida se M;; = 1, do contréario (M;; = 0), a transicdo nao serd permitida.

Vamos supor que nossa matriz de transicaio M é aperidédica, como na definicao abaixo.

Definicdo 2.2.10. Uma matriz M ¢ dita ser aperiédica se hd ky € N tal que M* possui

todas as entradas positivas, para todo k > k.

A teoria de matrizes nao negativas pode ser associada a teoria de grafos. Neste caso,
nossa matriz M modela um grafo orientado conexo tal que, para todo k > kg e vértices
7 e j, ha um caminho de tamanho k& que comeca em ¢ e termina em j. Podemos, entao,
considerar cada passeio infinito sobre o grafo associado a matriz M como um elemento de
um espago, e introduzir neste espaco a aplicagao de caminho sobre o passeio. Essa breve

divagacao feita é para ilustrar o que vem a ser um subshift de tipo finito.

Definicao 2.2.11. Chamamos de subshift de tipo finito gerado por M — uma matriz de

transicao e aperiodica — o espaco de sequéncias

Y= {:E = (zo,21,22,...) rx; €{1,...,1} e My, =1, Vie N}. (2.1)
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Dada uma constante 0 < A < 1, definimos uma distancia em Xy; como seque:
d(z,j) =\, onde k:=min{i € N:xz; #y;}.

Jd a dinamica, como o proprio nome sugere, € induzida por um shift nas sequéncias, isto
€,
O'(LU(], Ty, T2, ) = (561, T2, )

Os abertos bésicos desse espaco sao constituidos de cilindros de tamanho n, ou seja,
[io, ...,in] = {3_3 € X To =19, L1 = 11,0, Tp = Zn}

Tais abertos também formam uma particao de ;. Fica a cargo do leitor verificar tais
afirmacoes, bem como a afirmacao de que ¢ é uma aplicacao transitiva. Além disso, se
To # Yo, entao d(x,y)\ = d(ox,0y), ou seja, o é uma aplicacdo expansiva, com constante
de expansividade g5 = 1.

Considere, entao, f: ¥ — R uma funcao lipschitziana. Como as pré-imagens de um
ponto T € Y, sdo exatamente os pontos iz = (i, g, 1, ...) tais que M, = 1, entdo, a

definicao de Ly pode ser escrita como
Efg(j;> = ZMimoef(ii)g(if% v g &€ C(ZM)a
i=1

onde iz = (i, zg, 1, ...). Supomos que Ly estd normalizado para obter o seguinte resultado.

Teorema 2.2.12. Sejam (X, 0) um subshift de tipo finito, onde M é matriz aperiddica e
f:2Xm — R uma funcao lipschitziana tal que Ly estd normalizado. Entdo, a probabilidade

po € M, tal que Lipg = po € o dnico estado de equilibrio para f.
Para provar esse lema sao necessarios alguns resultados complementares.

Lema 2.2.13. Sejam py,...,pr, q1, ---, ¢ NUMETOS TEAIS tais que
0<png<l, e Y pi=> q=1
i=1 i=1
Entao, temos a desigualdade

— Z% log(qi) + Z%’ log(pi) <0,

i=1 =1
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sendo que a igualdade se dd apenas quando p; = q;, Vi=1,...,r.

Demonstracao. Basta reescrever o somatério usando a propriedade de soma do logaritmo

e utilizar a concavidade da fun¢ao ¢(z) = —xlog(x) para mostrar a desigualdade. O

Lema 2.2.14. Nas condigoes do teorema acima, considere jig a automedida de L}, p € My

uma probabilidade qualquer e g € C(Xy). Entdo, temos as igualdades

,}LIQOZ/Q Mdu(ﬂﬁ) = /gdu, (%)

lim Z/ u[i,a:l,”.‘..,x]l] log <u0[i,:1:1, ,;f) () = /fd,u(f) (5%)

MO[xlv"'7

Para uma prova desse lema o leitor pode consultar, por exemplo, [27].
Prova do Teorema: Como um cilindro [y, ..., z,] C 3 pode ser escrito como
(1, oy xp] = UL [0, 21, .0y 2]
o primeiro lema fornece a seguinte desigualdade

—Z uli, xl""xn]] log (M) Z i, xl,...xn]] log (uo[i,xl,...,xn]> <.

= plrr, . plxy, .. = plrr, . fo[x1, ..., ]

O segundo lema, por sua vez, garante que

. :u[Z xla"'vxn] MO[iaxh'”a
tim > [ e el (ot ) [ pauce)

=) pler, .,z fo[T1, .y ]

Fica a cargo do leitor verificar que P = {[i] : i = 1,...,7} constitui uma partigdo de X,
tal que diam(P™) — 0, quando n — oo. Com isso, é valida a seguinte igualdade para a

entropia métrica

() = hulo,P) = lim H,(P|\] o~ (P))

=1

Escrevendo em termos dos cilindros temos

HM(P|?a—i(P)) = —f} S pliy w2 log <W>

i=1 T1,...,Tn ,U[xl,...,l’n]

Z i, 1, ey ] log (u[i,xl, ,$n]> '

=l an) e, ..., )
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Logo, tomando o limite quando n — 0o em (2.2), obtemos que

h, (o) +/fd,u < 0.

Falta verificar que a igualdade ocorre apenas para pu = pyg.
Iremos utilizar um resultado de convergéncia de martingales que garante a existéncia do

limite p;(7) = limy, oo i, 21, .oy Tolp[z1, o 0] 1 p-q.t.p., T € Xy, Além disso, note que

Pt X1, s Tnl _ pliaraa,.)
n=o0 [ig|T1, - - - ,$n]

Esta afirmacao é obtida ao se mostrar que

oL < fo[To, 1, - . ., @] e~ @) L LN
MO[xla s 7'1711]

O leitor pode consultar a prova dessas afirmagoes, por exemplo, em [27]. Tais propriedades

produzem a seguinte desigualdade em (2.2):
=3 [ @) (@) + X [ @)1, w2, ) du(@) <0,
i=1 i=1

sendo que, pelo primeiro lema, a igualdade ocorrerd somente quando () = ef(b@1:22:),
p-q.t.p., T € 3. Logo, por (%) no segundo lema, pelo fato de p ser o-invariante e pela

definicao de Ly, para toda g € C(X)/) temos

/Efgdu = /Efgoadu

— zr:/ef(i’”“’”"“)g(i,xl,xg,...) du(x)
_ é/g(i,xl,...)ui(x) du(@) (%)

= /gd,u.

Mas, entao, E”JZ,u = u, e isto ocorre se, e somente se, u = . Ou seja, py é o tnico estado

de equilibrio para f.
O

Observacgdo. Note que, quando L nao estd normalizado, consideramos sua normalizacao
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Ly, onde f=rf+ log(h) — log(h o o) — log(#). Aplicando o teorema acima, resulta que
P,(f) =1log(#) e que pu = % ¢ o tnico estado de equilibrio de f.

Relembremos agora o processo de congelamento do sistema ao se considerar

lim Foltf) _ usé%t)a {huia) + /fd/t} .

t—o0 t

Se f € H}(X), para cada t > 0, podemos aplicar o teorema de Ruelle-Perron-Frobenius
ao potencial ¢ f, de modo a encontrar um unico estado de equilibrio que chamamos de f;.
Lembramos que M, é compacto na topologia fraca-*, de modo que a sequéncia {1 }+~o

admite ponto de acumulagao fin.
Proposicao 2.2.15. A probabilidade jio € maximizante para o potencial f.

Demonstragio. Seja p € M, uma probabilidade qualquer. Entao, como h,(c) > 0, temos

tffdu <hy(o)+t[fdp Mastf possui apenas um estado de equilibrio, que é y1;. Logo,

hu(o) +t [ fdp < Dy (@) + [ fdp.

Mas, lembre que, pelo principio variacional da entropia, h,,(0) < h(o), donde concluimos
que

t/fdu< h(o)+t/fd,ut.

Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por t e tomando o limite quando t — oo,

obtemos
[rau< [ Fdus, VpeM,.
O

Observacdo. O fato de i, ser um ponto de acumulacio de {y, } ndo significa que j1; = fioo.
Ha exemplos na literatura de casos em que ha a convergéncia de p; como, por exemplo,
[9] para potenciais localmente constantes, e de ndo convergéncia, como, por exemplo, [12]
para um potencial holderiano. A referéncia ja citada [3] estuda como se dd a convergéncia
de u;, para um potencial localmente constante que possui mais de uma probabilidade

maximizante.



Capitulo

Subacoes para Difeomorfismos de

Anosov

Caro leitor, enfim chegamos ao capitulo final da presente dissertacao, no qual discutimos
conceitos de otimizacao ergddica para difeomorfismos de Anosov em variedades compactas.
Definimos o que é um difeomorfismo de Anosov, seguindo a defini¢ao de [22]. Através de
uma particdo markoviana, mostramos uma importante propriedade dos difeomorfismos de
Anosov, que é a semiconjugagao com um subshift de tipo finito. Apresentamos, entdao, dois
métodos de construgao de subagoes para potenciais holderianos associados ao difeomorfismo
de Anosov, segundo [22] e [7]. Por fim, discutimos sobre propriedades das probabilidades

maximizantes em uma dinamica do tipo Anosov.

3.1 Coberturas markovianas para difeomorfismos de

Anosov
Comegamos esta se¢ao pela definicado de um difeomorfismo de Anosov.

Definicao 3.1.1. Sejam M uma variedade compacta, orientdvel e sem fronteira e a
aplicagcao T: M — M um difeomorfismo. Dizemos que T' € um difeomorfismo de Anosov
se para todo ponto p € M existe uma decomposigao do espago tangente T, M = E*(p)BE"(p),

em dois subespagos transversais E*(p) e E¥(p), tais que

(i) esta decomposicao € continua;

67
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(ii) a decomposi¢io é invariante pela derivada de T':
DT (p)(E*(p)) =E*(T'(p)), DT(p)(E“(p)) =E“(T(p)):
(7ii) existem constantes Co(M) >0 e0 <y <Dy <1<, <Ty tais que

CO(M>7;Z||UPH < || DT™(p) 'Up“ < CO(M)F?“UpHv Vo, € E*(p),
Co(M)v llvpll < IDT™"(p) - vyl < Co(M)T|vpl], V v, € E¥(p).

Essa definigdo é motivada pelo trabalho de Lopes e Thieulen [22] e requer um bom
controle sobre as constantes de dilatagao e contragao da aplicagdo T' (tais constantes sao
fundamentais para a primeira construgido de subagdo para potenciais holderianos). E
comum encontrar na literatura definicao de difeomorfismo de Anosov semelhante a esta,
mas envolvendo apenas uma constante de dilatacao A tal que, para todo n > 1, DT"(p)
contrai E*(p) por fator \* e DT~"(p) contrai E*(p), também por fator A™.

No capitulo anterior, vimos alguns resultados que necessitavam da hipdtese de expansi-
vidade da aplicacao T'. Quando T nao é um homeomorfismo, ser uma aplicagdo expansiva
implica nao existir dire¢oes de contragao. Como agora estudamos difeomorfismos, podemos
admitir a existéncia de diregoes de contracao e expansao. Para entender o que sao tais

direcoes de contragao e expansao, introduzimos a nocao de conjunto estavel e instavel.

Definigao 3.1.2. Seja (X, T) um SDT em que T é um homeomorfismo. Para cada € > 0

definimos os conjuntos e-estavel e e-instdvel de um ponto x € X, respectivamente, por

Wix) = {yeX : d(T"z,T"y) <&, Vn >0},
Wiz) = {yeX : d(T"z, T "y) <e, ¥Vn >0}

A expansividade, neste caso, passa a considerar toda a érbita 7"z, com n € Z, ou seja,

T é uma aplicacao expansiva se ha gy > 0 tal que
d(T"z, T"y) <eg, VREZLZ = zx=uy.

Contudo, aplicacoes expansivas representam caso particular de dindmica hiperbdlica. Para
que uma aplicagao T": X — X seja hiperbélica, ¢ necessario que exista um certo controle

sobre os conjuntos W?(x) e W¥(z) limitados a pequenas vizinhangas dos pontos, isto é:



§ 3.1. Coberturas markovianas para difeomorfismos de Anosov 69

Definigao 3.1.3. Seja (X, T) um SDT no qual T' é um homeomorfismo. Dizemos que T' é

uma aplicagdo hiperbolica se para todo x € X hd constantes 9,C' >0 e 0 < 0 < 1 tais que

d(T"y, T"z) < CO",

C n<0, Vy,ze W (x),
ATy, T2) <OF, ¥n<

n<0, Vy,ze Wi (z).

E f4cil perceber que todo difeomorfismo de Anosov é uma aplicacéo hiperbélica. Com
efeito, para cada p € M, as estimativas da aplicagdo DT'(p): T,M — Tr,M garantem que
Ws(p) e W¥(p) sao localmente as projegoes de E*(p) e E%(p) via, por exemplo, o mapa
exponencial, interceptadas por uma vizinhanca U, C M. O leitor pode encontrar detalhes
a respeito das ferramentas de geometria diferencial aqui empregadas, por exemplo, em [11].
Podemos notar também que todo difeomorfismo de Anosov é expansivo. De fato, a nao
existéncia de uma constante de expansividade ¢ implicaria que, para cada € > 0, ha pontos
r #y € M com dT"z,T"y) < &, V n € Z, resultando que y € W?(x) N W¥(z). Esta
conclusao é impossivel de se obter, uma vez que a definicao de T" produz uma estrutura de
produto local para todo ponto = € M, ou seja, que ha £ > 0 tal que W (x) NW?(z) = {z}.

A constante de expansividade ¢y é fundamental para definir unicamente o ponto de

intersecao de W2 (z) e W (y), sempre que d(x,y) < €o:
[z, y] = W2, (x) N W (y)-

A partir deste conceito definimos retangulos sobre variedade M. Note que o interior de

um conjunto A C M é denotado por int(A). Temos entao a defini¢ao de retangulo.

Definicao 3.1.4. Um retangulo R C M ¢é um conjunto fechado que cumpre as sequintes

propriedades

e R=1int(R);
ez.yc R = [z,y] €R.

Observe que, em particular, se R # M, a fronteira de R, denotada por OR, esta
localmente contida em W#(p) U W*(p), para todo p € JR.

Estamos interessados em construir uma cobertura markoviana de M. Mais ainda,
queremos que nossa cobertura markoviana seja formada por retangulos. Para tanto,
utilizamos uma cobertura U = {Uy, ...,U;} de M como base para a cobertura markoviana.

Lembramos que as construgoes feitas nesta segdo sao baseadas em [22].
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Defini¢ao 3.1.5. Seja U = {Uy,...,U;} uma cobertura de M por abertos. Dizemos que

R ={Ry, ..., R} € cobertura markoviana por retingulos associada a U se cumprir
o U, CR;;
e rcU,NTYU;)) = TW?*(x,R))CW*Ta,Ry);
e ycT(U)NU, = T *Wy,R;)CWHT 'y, Ri);

onde W*(z, R;) = W2 () N R; e W(y, R;) = W (y) N R;.

Ha na literatura, também, o conceito de particio markoviana, muito similar a esse de
coberturas, com a ressalva de que a tnica intersecao possivel neste caso é realizada na
fronteira dos retangulos.

Mostramos que é sempre possivel construir uma cobertura markoviana sobre o difeo-
morfismo de Anosov T': M — M. Para tanto, precisamos de um lema de sombreamento,

introduzido por Bowen em [8]. Explicamos a seguir o que isto vem a ser.

Definigao 3.1.6. Um conjunto {x; ?;01 ¢ dito ser uma 0-pseudo-orbita se d(Tx;, x;41) < 9,
para todo i =0, ...,n — 2. Além disso, dizemos que o trecho de orbita {T'z}!~; e-sombreia

a d-pseudo-orbita {x;}1 | se
d(T'z,z;) <e, Vi=0,..,n—1

Note que as d-pseudo-érbitas podem ser finitas ou infinitas, isto é, podemos considerar
trechos {z;}7=; ou, entdo, {;};cz. Ora, os lemas de sombreamento sio resultados que
garantem existéncia de 6rbita sombreante como na defini¢ao acima. O lema a seguir é

uma versao particular do lema sombreamento de Bowen [8].

Lema 3.1.7 (Sombreamento de Bowen). Sejam M wariedade compacta, sem fronteira de
dimensdao maior ou igual a 2, e T: M — M um difeomorfismo de Anosov transitivo de
classe C? com constante de expansividade gy. Entdo, hd constante positiva Ky tal que para
toda §-pseudo-orbita {x;}icz com Ko < gy, hd um tnico v € M tal que d(T'z,z;) < ¢,
onde € = Ky9.

Caro leitor, repare que o lema acima fornece um forte corolario quando consideramos

uma §-pseudo-érbita {x;}1) tal que d(Tx, 1,70) < §, com 6K, < g9. Ao aplicar o
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lema para a d-pseudo-érbita dada pelos pontos y; = Zj( mod n), concluimos que a orbita

verdadeira que e-sombreia {y;} ¢, na verdade, uma drbita peridédica de periodo n.
Usamos esse lema de sombreamento como ferramenta para construir coberturas marko-

vianas em M. A partir de uma cobertura & com didmetro pequeno (podemos supor finita,

uma vez que M é compacta), construimos sua cobertura markoviana associada.

Lema 3.1.8. Dada cobertura de M por abertos U = {Uy,...,U;} com diam(U;) < g0/ K&,

existe uma cobertura markoviana associada R = { Ry, ..., B} tal que diam(R;) < ¢/ Kp.

Demonstracao. Considere o subshift bilateral de tipo finito, indexado por todas as transi-

¢oes possiveis do tipo U; N T1(U;):
Y= {w = (o, wog, w_q|wo, wy, ...) : Uy N T (U,,y) # 0, V€ Z}.

Dado w € X, para cada n € Z, escolhemos um ponto x, € U, tal que T'x,, € U, ,. Pela
restricio no didmetro dos abertos U;, {x,} é uma ey/K2-pseudo-6rbita. Logo, o lema
(3.1.7) fornece uma tunica orbita verdadeira {T"x}, a qual satisfaz d(T"x, U, ) < o/ Ko.
Denotamos tal ponto = por II(w). Sendo assim, o mapa II: ¥ — M ¢é sobrejetivo, continuo
e comuta com o shift (T'oIl = Il o o), ou seja, I1 é uma semiconjugacao entre T' e o.

E facil se convencer de que os cilindros [i]y = {w € ¥ : wy = i} formam uma cobertura
markoviana de ¥ por retangulos: para cada w € ¥, os conjuntos estavel e instavel de w

sao, respectivamente,
Wiw)={w' eX : wj=w;, Vi=>0} e W' w)={w e€X:w;=uw;, Vi<0}.

Logo, para w,w’ € [i]y, o ponto [w,w'] vem a ser (...,w" o, w' |i,wy,wy,...) € [i]o. Note
que as iteradas positivas ¢"([w, w']) aproximam-se do ponto w, enquanto as negativas
o "(Jw,w']) aproximam-se de w’. As demais propriedades de cobertura markoviana
também sao facilmente verificadas.

Sendo assim, definimos os retadngulos em M como R; :=I1([i]y). E claro que U; C R;,
pois cada x € U; corresponde a uma orbita verdadeira representada por w € ¥, com wy = i.
Além disso, pela propriedade de sombreamento, diam(R;) < €9/ K. Resta apenas mostrar
que

reUNTYU;) = TWz,R))CWTz,Ry),

uma vez que a outra inclusdo se calcula de maneira andloga. Se z = II(w), para
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w = (...,w_1li, j,wo,...), pela definicdo dos conjuntos estavel e instavel em ¥, temos
que o(W*(w, [i]o)) C W*(o(w), [j]o). Portanto, ao compor esta inclusao com a aplicagao

IT e usar a conjugacao Il oo =T o II, obtemos

[Too (W*(w,[ilo)) S LW?*(o(w),jlo))

Toll (Wi(w,[i]o)) € W:(loo(w), R))

T (W*(I(w),R;)) € W?*(T oll(w), R;)
T Wiz, R;)) © W*(Tz, Ry).

O lema acima fornece, além da cobertura markoviana de M, uma semiconjugagao entre
o difeomorfismo de Anosov e um subshift de tipo finito bilateral. Esta construgao é peca
chave da construcao de subacdo para potencial holderiano, pois esta sera feita sobre cada
retangulo R;. Considere f: M — R um potencial a-Holder. Como de costume, denotamos

a constante de Holder de f por

Hold, (f) = sup L& =SW

Definimos a seguir o objeto candidato a subacao para f.

Definigao 3.1.9. Sejam R = {R;, ..., R} uma particio markoviana de M por retangulos
e {01, ....,0,} uma particio da unidade associada a R. Definimos sobre cada R; a fungdo a
Sequir:

Vilz) = inf  {Sn(B(f) = /)T "y) + A%(z,9)},

n=0
yeWs (val)

onde B(f) € o valor mdzimo da integral de f assim como definida em (1.2.1) e

A(z,y) =Y (foTHx) — foTHy)).

k>0

Por fim, definimos sobre M a colagem das fungoes V;(x)

Vir) = 3 0(a)Vi(w). (3.1)
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Demonstramos abaixo que a fungdo V(x) logo acima definida corresponde a uma

subagao para o potencial f.

Teorema 3.1.10. Sejam M uma variedade compacta sem fronteira, de dimensao maior
ou igual a 2 e T: M — M um difeomorfismo de Anosov transitivo de classe C*. Entdo,
para todo potencial ay-holderiano f: M — R, a fungio V(x) definida como acima (3.1) é

uma subagdo para f, de reqularidade as-holderiana, tal que

C(M)
min{l — ;1,1 — 2 }2’

a2 =0y =25 e Holdo, (V) < Holda, (f)

Demonstracao. Assumimos inicialmente que cada funcao V; é as-holderiana em R;. Consi-
dere, entdao, z € U; N T~ H(U;) e y € W5(z, R;). Temos que

Sn (BU) = H(T"y) + A%z, y) + (B(f) = f) (2) =

=3 (B = foT ")+ > (foTHa) = foT W) + (B(f) - f) (x)
=SB — 1) o T (TY) + X (£ o THT) = o THTY))

= Sup1 (B(f) = f) o T~V (Ty) + A* (T(x), T(y))

> VjoT(x)

Ressaltamos algumas informacoes: como y € W?*(z, R;) e Tx € U;, entdo, Ty €
W#(T'z, R;). Além disso, relembre que V; é definido através de um infimo, donde decorre
a desigualdade acima. Mas, tomando o infimo também na primeira linha da desigualdade,

obtemos

Vi(x) + (B(f) = f) () 2 Vj(z), Vo eUnT(U)). (3-2)

Por fim, note que, ao multiplicarmos a desigualdade (3.2) por 6;(z)0;(T'z) e fazer a soma

em ¢ e depois em j, obtemos:

Viz)+ (6(f) = f) (x) = V o T(x),

ou ainda,

B(f) =z f(x) + Vo T(x) - V(z),

de modo que V' é uma subacao para f. A prova de que cada funcao V; é as-holderiana
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sobre R; é feita no lema a seguir. O
Lema 3.1.11. Sejam f: M — R, uma funcdo aq-holderiana assim como no teorema
anterior, R um retangulo de M eV : R — R a func¢do definida por

Vi) = inf  {S.(B(f) = )T "y) + A%z, )}

n=0
yeEW=(z,R)

Entao, V' é fungao as-holderiana em R, com constante Hold,,(V') tal que

C(M)

In(1/~s)
Qo = ap——L0 ¢ HOlda2 (V) < HOldal (f) mln{l _ ,Y;oq? 1 — 7?1}2 .

(T /7s)

Demonstracao. Lembramos que €y denota a constante de expansividade da aplicagao T,
e Ky é constante obtida no lema de sombreamento, a qual relaciona a d-pseudo-orbita
com o € sombreamento. Note ainda que, andloga a definicdo de A*(x,y), podemos definir
A"(z,y) = Yo (f oTH(x) — foT* (y)), quando x e y estdo em uma mesma folha instével.
Sendo assim, é facil ver que se x, 2’ € R estdo em uma mesma folha estavel e cumprem

d(x,z") < g9, entao,

A(z,2") <D IS o T*(z) — foT")| < Hold,(f) Zd(Tkx,Tka:’)a.

k>0 k>0

Mas o fato de = e x’ pertencerem a uma mesma folha estével implica haver C; > 0 tal que
d(T*z, Tz') < C’ll/alvfd(:v,x’). Logo, concluimos que

Hold,
A*(z,2') < CrHoldg, (f)d(z,2)* Y (7o) = lelif)d(:v,x’)o“. (3.3)
k>0 s
De maneira analoga, podemos concluir que
Hold,
A%(z,2') < Clwd(x, z')™, (3.4)

quando x e 2’ estdao em uma mesma folha instével e d(x,z") < g9. Por outro lado, se hé
n > 1, tal que os pontos z,2’ € R satisfazem d(T*xz, T*z') < g9/ Ky, para todo 0 < k < n,

entao ha uma constante C3 > 0 tal que

SO |f o THa) — f o TH(a')| < Cymax{d(e, '), d(T"z, T"2')* }. (3.5)
k=0
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Para isto ver, definimos y = [z, 2'] (lembrando, y = W () "W (2')). Aplicando o lema

de sombreamento de Bowen para a ¢/ K(-pseudo-érbita

Tz, >0
Ty = ; ‘ ;
T2, i<0

obtemos um ponto 3’ € M tal que d(T%, T'x) < Kod(z,2') < 9, V i > 0. Com isto resulta,
que y € W#(z, R). Porém, y também verifica d(T%', T'z") < Kod(x,2") < g9, Vi < 0,
o que implica que Ty € W*(Txz', R), o que, por sua vez, implica que vy € W"(z/, R).
Portanto, pela unicidade de [z, 2], segue que ' = y. Disso, concluimos que d(z,y) <
kod(z,x"). Um raciocinio analogo (recordando que y = [z, 2’| = T"y = [T"x, T"2’]) nos

leva a concluir que d(T"y, T"x") < Kod(T"z, T"x"). Dessas majoragoes, temos

Zn:|foTk( — foT* Z|foTk foT"(y ]+Z|foT’“ — foT*a)|
k=0

<Y |f o TH(a) — fo TH(y |+Z|fOTkT") JoTHT )]
2 k<0
d(x,y)o“ d(Tny’Tnx/>a1
<01H0ld0a<f)<l_ gl T 1_,}/17041

max{d(x,z" ), d(T"x, T"z")* }

< 20 Hold,, (f) K& .
1Holdoy (NI min{l — 51,1 —~;*}

A constante K, estd diretamente relacionada com a maxima dilatacao de T', de modo que

podemos estima-la em
Co(M)

K, =
" min{l - 1}

resultando na seguinte majoracao

2Cy(M)*C1Hold,, (f) max{d(z, "), d(T"x, T"x")*" }
min{l — ;1,1 — v} min{l —y&1,1 -~} '

DN foTHa) = foTHa) <
k=0
Escrevemos Cy = 2Cy(M)**C; e minoramos o denominador da seguinte maneira: se
a € (0,1), entdo, (1 —a) ™ < (1 —a)™' < (1 —a")"!, de modo a obter

CyHold,, (f)

min{l — 21,1 —y > }2

Z |foTH(z) — foTHa')| < max{d(z, 2 )*, d(T"z, T"z")*}.

Denotamos a constante do lado direito da desigualdade por Cj.
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Com as estimativas feitas até agora é possivel mostrar que V(x) > —oo. Para tanto,
usamos o fato de que todo difeomorfismo de Anosov é topologicamente mizing, o que
garante a existéncia de um inteiro 7y > 1 tal que, para todo n € N e todo trecho de érbita

{T~™y, ...,y}, ocorre
T_ny S ™ <B€0/KO (y)) .

Logo, por consequéncia do lema 3.1.7 aplicado ao trecho de 6rbita {7 "y, ...,y}, para cada

n € N ha uma 6rbita periédica {T%2}725"~! de perfodo 7 + n, satisfazendo
AT %y, T7"2) <ep, Vk=0,.,n

Sendo assim, a estimativa (3.5) garante que Y.}, ( foTk(y) — f oTH(z )) ¢ uniformemente

n+1o
limitada por alguma constante Cyy. Além disso, como S3( f n Z f oT"(z), obtemos
n 70 E—1
a seguinte majoragao
n n T0+n
YD foT™y) < Catd foT™a)+ Y foT ™ 2)+ 7| flle
k=1 k=1 k=n+1
< Cit (n+7)B(f) + 70llAll
donde concluimos que
Su (B(f) = [)(T™"y) =2 —Ci = 27| Al - (3.6)

Utilizando esta minoracao e as estimativas (3.3) e (3.4), podemos concluir que V' (z) toma
valores reais, V x € R. Para completar a prova, mostremos que V' é funcao as-holderiana.
Com efeito, considere pontos =, 2’ € R, y € W*(x, R) e y = [2/,y]. Seja N € N um valor

a ser escolhido. Temos que
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S (BU) = ) (T7"y) + A (z,y) < Sa (BU) = ) (T) + A, y)

N
+ Y [foT(y) = foT(y) (3.7)
k=—n
+ Y [foT(z) — foT()| (3.8)
k=0
+ ATz, TV y)| (3.9)
+ |AS(TN 2, TNy (3.10)
Por (3.4), estimamos
> 1o W) - Fow)] < gy ¥y,
k=—n u

Por (3.5), segue que

CyHold,, (f)

IAYe3} mn n .\ a1
min{l — v, 1 — 7o1}2 max{d(x,z")**, d(T"x, T"z")** }.

> 1f o T(a) = fo T(@')| <

E, por (3.3), resulta

_ CiHoldy, (f)

AN (TN, Ty)| < d(Ty, TNz)™ e

1— o
C1Hold,
|AS<TNJJ,, TNy/)| < 1 : % all(f) d(TNy/,TNI/)al.

A conclusao da prova depende de uma boa escolha de N. Seja t € R o real que produz a

igualdade

Vieo =T d(x, o).
Definimos N = N(x,z') := [t| + 1, o menor inteiro maior que t. Repare que, como
Ly >1> 7,

AN
g0 < <u> d(z,z").

Vs
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Seguem, entao, as desigualdades abaixo:

d(TNz, TV2') < Co( M) d(x, o)
d(T"2, Ty) < Co(M)7;'eo < Co(M)Ty d(, ')
d(TN2', TV y') < Co(M)yNeo < Co(M)TY d(x, 2),

sendo que a primeira desigualdade ¢ devido a dilatagao maxima possivel por T, e as demais

pela contragdo minima possivel. Assim, pela desigualdade triangular,

d(TNy, TNy') < 3Cy(M)TNd(z, 2').

Temos agora todos os majorantes necessarios para (3.7), (3.8), (3.9) e (3.10), concluindo
que

a1

V(e) < V() + KM, T, f) (TN d(x,2))" (3.11)

onde
C(M)Holdq, (f)

min{l —y21, 1 — ;1 }2’

K(M,T, f) =

e,

3 C, min{l —y%, 1 — -21}2 207 min{l — v, 1 — v, 91}2
. 1 min{l — 7 %}+02+1{% WM

C<M):CO(M) 1 — ;o 1 — o

Ainda falta um detalhe, que é relacionar I'Y com a distancia d(z, z’). Note que, a priori,
nao temos garantia de que I'N*1d(z, 2')* seja limitado. Suponha que exista n > 0, que
satisfaz

V(e ') < 1.

Ao aplicar a funcao logaritmica In, em ambos os lados da desigualdade, devemos ter

N ——7—-—-—7-—+ 3.12
a;  In(Ty,) (312)
Por outro lado, como gpvY < T'¥d(x,2'), temos uma outra desigualdade
. /
In(gg) — In(d(x, 2")) <N (3.13)

hl(Fu) - ln(7s)

Como gy pode ser suposto, desde o inicio, menor que 1, entdo, para se obter (3.13), é
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suficiente estimar

—In(d(z, 2"))
In(T'y) —In(vs)
Unindo agora (3.12) e (3.14), obtemos

< N. (3.14)

~In(d(e,a) _ _n In(d(z)

< — 3.15
) () S o n(r) 19
Logo, como In(d(x,2")) < 0, segue que
In(T",)
nzog—— .
11n(Fu/’YS)
Considerando 1 o menor possivel, que ¢é atingido na igualdade acima, resulta que
(TNd(z, ') < d(z, ') [ wmhs] = d(e, ) wrs,
donde obtemos que V' (z) é fungdo as-holderiana com
In(1/7)
ay = 0 ————.
T (/)
O

Apesar de este teorema ter uma demonstragdo bastante longa, ele fornece nao sim-
plesmente a existéncia de uma subacao para o potencial f mas também seu método de
construcao. Contudo, é preciso notar que a subacao possui uma perda de regularidade em
relacdo ao potencial. Adiantamos que isto nao serd um problema, uma vez que, com um
método bastante similar a este, porém em um contexto mais amplo, sera possivel construir
subagao de igual regularidade que o potencial em questao.

Recomendamos fortemente ao leitor que teve seu primeiro contato com os difeomorfismos
de Anosov nesta dissertagao para que consulte os trabalhos de Contreras [13] e Pollicott e
Yuri [29]. Neles sao estudados resultados para automorfismos lineares do toro. Este vem a
ser o exemplo mais simples e ilustrativo de difeomorfismo de Anosov sobre uma variedade
compacta. Os automorfismos lineares do toro sao induzidos de aplicacdes A: R? — R?,
onde A é uma matriz pertencente a GL(2,Z), de determinante det(A) = 1 e autovalores de
moédulo nao unitario. Mais ainda, segundo os cldssicos resultados de Franks [17] e Manning

(23], todo difeomorfismo de Anosov em um toro T", n > 2, é conjugado ao automorfismo



80 Capitulo 3. Subagoes para Difeomorfismos de Anosov

linear induzido pela parte linear de sua diferencial. Logo, todo o estudo de otimizagao
ergddica para difeomorfismos de Anosov em toros pode ser simplificado ao estudo dos

automorfismos lineares.

3.2 Sistemas anfidinamicos

Apresentamos nesta se¢do o conceito bastante inovador denominado sistema anfidi-
namico, o qual foi introduzido por T. Bousch em [6] e generaliza os sistemas dindmicos
topolégicos. Mostramos como construir subagao para potenciais lipschitzianos (podendo
também considerd-los a-holderianos) no contexto de um sistema anfidindmico. A par-
tir desta construgao, obtemos subacgao para potenciais lipschitzianos associados a um
difeomorfismo de Anosov. Mais uma vez relembramos que a passagem do estudo de um
caso a-holderriano para um lipschitziano pode ser realizada considerando uma pequena

alteracao na distancia.

Definicao 3.2.1. Sejam X, X dois espacos métricos compactos e Ty, T1: X1 — Xq duas
aplicacoes continuas. Um sistema anfidinamico é definido pela dindamica conjunta das

aplicacoes Ty e Ty, representadas no diagrama abaizo,
Xo & X, B X,

no qual os trechos de drbita sio conjuntos {xy,...,x,} C X; tais que Tyx; = Tox;iq, para

todoi=1,....n — 1.

Repare que é bem fécil representar um SDT (X, T') por um sistema anfidindmico. Basta
tomar Xg =X, =X, Ty =1Id e Ty =T. Obtemos o sistema anfidinamico X “x 1 X,
no qual os trechos de 6rbitas sdo conjuntos {z;}?; C X tais que T'z; = x;11, 0s quais sdo
exatamente as érbitas do SDT (X, T).

Apresentamos aqui as ideias abordadas em [6]. Para facilitar a escrita, em vez de
aplicar o raciocinio ao potencial B(f) — f de modo a obter uma subagao v para f, fazemos
o raciocinio para um potencial u: X; — R, obtendo funcao v: Xy — R, a qual satisfaz a

desigualdade coomologica
u(z) = v(Tix) —v(Tox), Ve Xi. (3.16)

Note que, na representagdo de um SDT (X,T) como sistema anfidindmico, tomando
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u= B(f) — f, a desigualdade acima representa exatamente a condigdo para v ser subagao
para f.

A melhor ideia do raciocinio que apresentamos a seguir é considerar nao simplesmente
o potencial © mas também a distancia entre a imagem dos pontos ¢t € X; por T e 7. Isso

fica ilustrado no resultado a seguir.

Lema 3.2.2. Sejam (X1,dy), (Xo,do) dois espagos métricos compactos e Ty, Ty : X1 — Xo
duas aplicagoes continuas. Considere u: X1 — R uma fungao 1-lipschitziana. Entao, sdo

equivalentes:

(1) para qualquer sequéncia de pontos {t;}icz, (ndo necessariamente uma Orbita de
X, x, i Xo), temos a desigualdade

= =
(ii) existe fungao 1-lipschitziana v: Xo — R tal que

u(t) = v(Tit) —v(Tot), Vte X;.

Demonstragdo. (ii) = (i) A volta é bastante direta de ser demonstrada. Considere uma

sequéncia {t;}iez, € Xi. Se (i) é vélido, entdo,

> ulty) = Y (v(Tity) — v(Tots)) = 0.

1E€7n 1€2n

Como a soma ¢ finita, podemos efetuar uma troca de indices, obtendo

Z U(tz) — Z (”U(Tltl) — 'U(TotiJrl)) 2 0

i€, i€Zn,
Considerando, entao, que v é 1-lipschitziana, o que fornece v(T1t;)—v(Tot;v1) = —d(Tit;, Totiv1),
resulta que

D ults) — (= > do(Titi, Totigs)) = 0,

i€Ln i€Ln
demonstrando (i).

(1) = (ii) Nessa implicagdo construimos a fungio v: Xy — R. Fixe p € Xy um ponto
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qualquer e defina as funcoes
U0($> :d()(l’,p), vxeXOv

Upa1(x) = Zien)g {on(Toz) + u(z) + do(Th2,2)}, Ve X,

Além disso, defina v(z) = inf, ey v, () (a priori, ndo sabemos se v é fungdo a valores reais).

Note que, para todo n € N, v,, é funcao 1-lipschitziana: dados x,y € X

do(z,y) +va(z) = do(z,y) + inf {vn,l(Toz) +u(z) +do(Thz,x)}
< inf {vn 1(TOZ) +u(z) +do(Thz,y)} = va(y).

zeX
Por indugao, provamos que para todo n > 1 podemos escrever

n—1 n

Un(ZE) = infeX dO(T()Zl,p> + Z do(lei, T()Zi-i-l) + Z U(ZZ) + do(len, [E) .
FlyeEn Al i=1 i=1
Para n = 1, a prépria definigdo de v; verifica a condi¢do, uma vez que vy(z) = do(z,p).

Supondo, entao valida a hipdtese para algum n > 1, temos:

Upp1(z) =  inf_ [vp(Tozny1) + u(zng1) + do(Tr2n41, 7))

2n+1€X0

n—1

= inf [ inf (do (T[)Zl,p) + Z do(lei, TQZi+1) +

Zn+1€X0 | 21,2 €X1 =1

+ > u(z) 4 do(Ti 2, TOZn+1>> +u(znt1) + do(Th2n41, 33)]
=1

n+1

= nf ldo(Tozl, + ;do T2, Tozit1) + Zl z) + do(Tizn11, )] :
A igualdade acima é exatamente a tese da inducao para n + 1. Em particular, segue da
hipétese (3.17) e das estimativas acima que v,(p) = 0, V n € N, e, portanto, também
temos v(p) = 0. Sendo assim, v(z) é infimo de fungoes 1-lipschitzianas que possuem um
ponto em comum no dominio tal que seu valor é uniformemente limitado. Isto implica que

v também é funcao 1-lipschitziana. Logo,

0 < v(p) < v(x)+ d(z,p),
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donde segue que v(x) toma valores reais para todo = € Xj.

Para concluir, seja z € X; um ponto qualquer. Entao, para todo z € X, ocorre
() < Vpy1 () < vp(Toz) + u(z) + do(Th2, ).
Tomando infimo em n no lado direito da desigualdade acima, resulta que
v(z) < v(Tpz) + u(z) + do(T12, ).
Como isto vale para qualquer = € Xy, escolhemos = T}z, resultando em
v(Th2) —v(Toz) <u(z), VzelX.
O

Este lema nos diz que a hipétese (3.17), até entdo um pouco mistica, é suficiente para

a construcao de uma subacao. Esta hipotese, traduzida para um SDT seria

Z U(Iz) + Z d(Txi,$i+1> = 0,

i€Ln i€Zn
e isto parece requerer muito mais que simplesmente a desigualdade acima sobre érbitas
periodicas, que € a hipotese usual encontrada na literatura. Mostraremos que, em nosso
contexto de difeomorfismos de Anosov, esta hipdtese surge de forma natural.

Assim como no outro processo de obtencao de subacao, usamos um lema de sombrea-

mento, o qual requer algumas hipé6teses adicionais sobre o sistema anfidindmico (lembre
que foi solicitado anteriormente que o difeomorfismo de Anosov seja transitivo e de classe

C?). Fazemos entao as defini¢des necessarias.

Definicao 3.2.3. Seja X & X4 G Xo um sistema anfidinamico. Para L € (0,00],
dizemos que o sistema anfidinamico é L-retificivel se verifica a sequinte propriedade: para

quaisquer x,y € X tais que do(T\x, Toy) < L, ezistem a',y' € Xy com Thx' = Toy' e
dl(JI, ZL’,) + dl(y, y/) + do(TofL'7 Tol’/) + do(le, le/> < do(Tlx, Toy) (318)

Observacgao. A todo momento estamos analisando as condigdes impostas para um sistema

anfidindmico, considerando um SDT representado como tal. Entao, nesse caso, a definicao
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de L-retificabilidade traduz-se da seguinte maneira: o sistema anfidindmico X Exhx
é L-retificavel se verificar que para quaisquer x,y € X, com d(Tx,y) < L, exista ¢y € X e

2’ € T 1y tais que
2d(z,2") + d(y,y) + d(Ty, TY') < d(Tz,y). (3.19)

A hipotese de retificabilidade é parte fundamental para se obter o seguinte lema de

sombreamento.

Lema 3.2.4. Seja X L x4 Xo um sistema anfidinamico L-retificivel para algum
L € (0,00]. Entao, para todo n > 2 e toda sequéncia {x;}icz, T X1, hd sequéncia
{vitiez, € Xy tal que

S di(wiy) + Y do(Tvys, Toyisr) < Y do(Thay, Toxig), (3.20)

i€, i€, i€,
onde ou Tvy; = Toyir1 (formando uma drbita periddica), ou do(T1y;, Toyiy1) = L.

Repare, caro leitor, que a afirmacao final do lema garante que se Y- do(T121, Toxit1) < L,

entdo a sequéncia {y; }icz, serd de fato uma 6rbita periddica.

Demonstragio. Considere o conjunto X = (X;)%", munido da distancia de Manhattan

d(s,t) = > di(si, t;)

1E€7Ln

e uma funcao ®: X — R, definida por

qD(t) = Z dO(Tltia TOtiJrl).

1€Ln

Seja x = (x;) € X e considere U: X — R a fungdo que leva t € X em ®(t) + d(z,1).
Entéao, o conjunto {t € X : ¥(¢) = inf ¥} é um compacto nao vazio de X, sobre o qual a
restricdo da funcao ® atinge seu minimo em um ponto y. Logo, podemos dizer que para

qualquer z € X temos
U(z) > U(y) ou (=) = U(y) e B(=) > D(y). (3.21)

Em particular, a desigualdade (3.20) é exatamente o mesmo que escrever ¥ (z) > ¥(y).
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Encontrado o ponto y = (y;) que realiza o sombreamento, falta mostrar que Tyy; =
Toyi+1 ou, entdao, que do(Thy;, Toyiv1) = L. Suponha que ha indice i € Z, tal que
0 < d(Tvys, Toyi+1) < L. Como o sistema anfidindmico é L-retificdvel, hd w, z € X; tais

que Thw =Tyz e
di(yi, w) + di(Yis1, 2) + do(T1Yiv1, Th 2) + do(Toys, Tow) < do(T1vi, ToYiv)- (3.22)
Definimos o ponto ¢t € X da seguinte maneira:

Ys, j%{Z,Z—Fl}
tj: w, j:Z
s =i+l

Por definicao, d(y,t) = di(y1, w) + di(yi+1,2) > 0. Também da definigao decorre que

B(y) — B(t) — do(Thyi—1, Toyi) + do(Thyi, Toyis1) + do(T1Yiz1, Toyitv2)
—do(Thyi—1, Tow) — do(Thw, Toz) — do(Th 2, ToYita)
> do(Thyi, Toyiv1) — do(Thyiv1, Tr2) — do(Toys, Tow).

Combinando agora a desigualdade acima com (3.22), segue que
D(y) — (1) = di(yi, w) + di(yir1, 2) = d(y, 1)

Utilizando na desigualdade acima que d(y,t) > d(x,t) —d(z,y), obtemos ¥(y) > V(¢). Por
outro lado, d(y,t) > 0 implica que ®(y) > ®(t). Mas estas duas conclusoes simultaneamente

contradizem (3.21), ou seja, ndo pode haver indice i € Z,, com 0 < do(T1y;, Toyit1) < L. O

Mais uma vez fazendo mencao aos SDTs, note que se X X 5 X 6 evetificavel e
{xi}iez, ¢ uma 0-pseudo-drbita, com § < £, entdo, ao aplicar o lema acima, obtemos um
trecho de érbita verdadeiro {T"y}icz, que e-sombreia a §-pseudo-6rbita {z;}iez,. Mais
ainda, o sombreamento é um pouco mais forte do que aquele visto anteriormente, pois a
diferenca de ¢ é obtida no total da soma das distancias d(T"y, x;) e ndo somente a cada
comparacao.

Vejamos, entao, como ¢ garantida a existéncia de subagao para potenciais lipschitzianos

em um sistema anfidindmico L-retificavel.
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Teorema 3.2.5. Seja X Lx 4 Xo um sistema anfidinamico L-retificivel para algum
L € (0,00]. Considere a uma fungio 1-lipschitziana u: X; — R que verifica para todo

n > 1 e toda drbita periédica {x;}icz,, de comprimento n, a desigualdade

> u(wi) =0, (3.23)
i€,
Entado, existe uma fungao C-lipschitziana v: Xo — R tal que u(z) = v o Ti(z) — v o Ty(z),
com
C = (2N — 1) max(1,sup(—L/u)), (3.24)

onde N € a cardinalidade mdzima de um subconjunto de Xo no qual todos os seus elementos

distam de pelo menos L entre si.

Antes de provar este teorema, simplifiquemos um pouco a notacao. Escreveremos
B = max(1,sup(—u/L)). Entao, é 6bvio que C = (2N — 1)B > B > 1 e, além disso,

u > —BL. Provemos, ainda, um resultado auxiliar.

Lema 3.2.6. Sejam X, & X1 I Xo um sistema anfidinamico e u: X1 — R uma funcao
nas mesmas condigoes do teorema 3.2.5. Dados os pontos to,ty,....,t,_1 € X1, comn > 2,

verificando Tit; = Totiq, Vi =0,...,n — 2, temos o sequinte:

(i) se do(Titn_1,Toto) < L, entdo,

Z u(tl) = —dQ(Tltn_l,Toto) >—L > —BL, (325)
i€
(ii) caso contrdrio,
> u(t) = —CL. (3.26)
i€,

Demonstragio. (i) Como do(Titn—1,Toty) < L, pelo lema (3.2.4) ha érbita periddica
{zi}iez, tal que
> di(t, 2i) < do(Titn—1, Toto).

i€Zn
Entao, utilizando a hipdtese sobre érbitas periddicas e o fato de que u é 1-lipschitziana,

obtemos

0 < Z U(Zz) < Z U(tz) + Z dl(ti,zi) < Z u(tz) + dO(TItn—laTOt()),

1€Ln 1€ELn 1€Ln, i€Ln,
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donde pode ser obtido (3.25).
(17) Sejam py, ..., p, 0s pontos de Xy tais que Tot; = p; e Tit; = piy1, parai =0,...,n—1.
Seja w: N — [0,n] a fungao definida por

w(0)=0 e wk+1)=min{l+n(wk)),n},

onde n: [0,n] — [0,n] é a fungdo que a cada indice ¢ associa o maior indice j tal que
do(pi, pj) < L.
Seja s > 1 o menor inteiro para o qual n(w(s — 1)) = n. Entao,

0=w0) <w(l)<..<w(s—1)<w(s)=n.

Repare que se 1(i) < j, entao, do(pi, pj) = L, pois 7(i) é definido como o maior indice k
tal que do(p;, pr) < L. Em particular,

do(Pur)s Poy) = L, VEk,1€{0,...,5s =1} taisque k </,

pois w(l) > w(k + 1) =1+ n(w(k)). Disto resulta que s < N. Assim sendo, podemos

escrever

s—1 [n(w(k))—1 s—2
Soult)=>1 > ulty)]| + Y ultywry)
= k=0 | i=w(k) k=0

Por (i), o somatorio em cada colchete é minorado por —BL, pois a soma é feita sobre um
trecho de érbita no qual o inicio e o fim distam menos de L. Igual minoracao é obtida

para cada u(t,k)))- Logo,

> u(t) > —(2s—1)BL > —(2N — 1)BL = —CL.

i€
O
Podemos, entao, provar o teorema.
Demonstragio do teorema 3.2.5: Pelo lema (3.2.2), é suficiente mostrar que
Z U(ZL'Z) + C Z do(TlfL‘i, TOxi—i-l) > 0, (327)

1€2Ln 1€

para todo n > 1 e toda sequéncia de pontos {z;}icz, € X;. Como o lema auxiliar nos da



88 Capitulo 3. Subagoes para Difeomorfismos de Anosov

ferramentas para trabalhar com n > 2, deixamos o caso n = 1 para depois, a ser provado
como consequéncia dos demais. Considere, entao, um inteiro n > 2 e uma sequéncia
{z:}icz, € Xi. Seja {y;}icz, a sequéncia obtida ao se aplicar o lema de sombreamento

3.2.4 & {2;}icz,. B direto do lema de sombreamento que

1
C o dilwi,y) < Y di(wi,yi) < Y do(Tvws, Towig) — Y do(Tvys, Toiga)-

i€Ln P€Ln, 1€ELn 1€ELn,

Consequentemente, pela desigualdade acima e a propriedade de u ser 1-lipschitziana, temos

Z u(z;) + C Z do(Thxi, Tozip1) =

i€Zn i€Zn
1
> Z (U(le) - d1($i,yi)) +C Z dO(leiaTOZ/iJrl) + 5 Z d1<xz’7yi)
= i€7m =

— Z U,(yz) ‘I— C Z dO(TIyiaTOyi-i-l)'

1€ 1€ L

Logo, para demonstrar (3.27), basta demonstrar que

> u(y) +C > do(Thys, Toyis) = 0. (3.28)
i€Ln i€Zn
Dizemos, entdao, que i € Z, é um bom indice se T1y; = Toyir1, do contrario (isto é,
do(Thyi, Toyis1) = L), i é chamado de mau indice. Denotamos por M a cardinalidade de

maus indices. Caso M seja nulo, a demonstracao de (3.28) reduz-se a

> u(y) =0,

1€7Ln

o que é verificado por hip6tese, uma vez que {y; }icz, é uma érbita verdadeira. Caso M
seja nao nulo, obrigatoriamente temos L < oo, uma vez que ha pontos y;, y;+1 € X1 com

d(T1yiz1, Toyi) = L. Denotamos, assim, por b(0),...,b(M — 1) os maus indices. Logo,

0<b(0)<b(l)<...<b(M—-1)<n-—1
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Escrevemos, ainda, b(M) = n + b(0). Deste modo,

Z U(yz) +C Z do(lei, T()yi-H) = Z Z U(yz) + C’do(leb(j),Toyb(j)H)

1€ZLn 1€ZLn 0<j<M | b(5)<i<b(j+1)

Ora, pelo item (i7) do lema anterior,

> u(y) > —CIL,

b(j)<i<b(j+1)

por se tratarem de trechos de érbita. Como dy(T} 1Yb(5) Toyb(j)H) > L, cada colchete acima
¢ nao negativo, donde resulta prova de (3.28).
Apenas retomando, o caso n = 1 é obtido ao se aplicar a conclusao acima obtida para

a sequéncia r; = ro = x. Temos

o
N

1
5 [U(Jﬁl) + U(I’Q) + do(Tlxl, TO.CCQ) + do(Tll'Q, T()J?Q]
= U(ﬂf) + do(Tlﬂf, Toflf)

O

Temos, enfim, a desigualdade coomélica para um sistema anfidindmico L-retificavel.
Vamos agora fazer a passagem de um sistema anfidindmico para um SDT usual e relacionar
as ferramentas obtidas com os conceitos de subacao para os difeomorfismos de Anosov.

Recordamos que estamos seguindo quase que ipsis litteris as ideias apresentadas em [6].

Definigao 3.2.7. Seja (Xo,do) um espago métrico compacto. E chamada de correspon-

déncia de (Xo,do) qualquer subconjunto fechado X; C X3.

Uma correspondéncia X; de X, define um sistema anfidinamico X L ox 1 KN Xy, onde
Ty e Ty sao as restrigoes a X; das projegoes canodnicas proj,: Xg — Xy, i = 1,2. Contudo,
pode ser preciso ajustar a métrica em X; para que o sistema anfidindmico seja L-retificavel.
Consideramos a distancia induzida pela distdncia de Manhattan em X2: dados z,y € X7,

definimos
di(z,y) = n[do(Tox, Toy) + do(Thz, Thy)] (3.29)

com 0 < n < 1. Dizemos assim que a correspondéncia X; é L-retificavel com coeficiente
7 se o sistema anfidindmico X, b X KN Xy for L-retificavel, onde X; esta munido da
distancia (3.29).
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Uma correspondéncia bastante interessante é do tipo gréafico. Seja (Xo,7") um SDT
(recordando, X, é um espago métrico compacto, e T': Xy — X, uma aplicagao continua).

Considere o grafico de T*:
X, ={(z,Tz) € X} : 2 € Xy} C XZ.

Suponha, primeiramente, que T é uma aplicacao expansiva, ou seja, que hé constantes
0 <L <ooel< <1 tais que V x,y € Xy verificando do(Tx,y) < L, ha 2’ €
T~y com do(z,2') < Mdo(Tz, Tx') = \do(Tx,y). Neste caso, T é L-retificivel com
coeficiente n = L‘r—f\‘ Isto é facil de verificar: dados (z,Tx), (y, Ty) € X; que verificam
do(To(y, Ty), Ty (z, Tx)) < L, pela expansividade h& 2/ € T~ 'y com dy(x,2") < Ado(Tz,y).
Tomamos, entdo, (z’,y) e (y,Ty) como os pontos a verificar a hipdtese de retificabilidade.

Logo, a desigualdade (3.18) é verificada pois, ja utilizando a igualdade 3’ = y, temos

di[(z,Tx), (¢, y)] + do[To(x, T), To(2', y)] =

= 1 Lol + ol )] + dof, )
~ 2do(z,2") + (1 = N)do(T'z, y)

B 1+ A

o 2Xdo(T'z,y) + (1 — N)do(Tx,y)

h 14 A

= do(Tw,y) = do[T1(z, Tx), To(y, Ty)].-

No caso em que T é um homeomorfismo, podemos estabelecer condi¢ao de retifica-
bilidade similar ao caso expansivo. Temos que T é L-retificivel com coeficiente 7 se, e

somente se, para quaisquer x,y € Xy com do(z,y) < L, hd z € X tal que
(L+m) [do(T "2, T7'2) + do(T2, Ty)| +n [do(, 2) + do(2,9)] < do(w,y).  (3.30)

A existéncia de tal z deixa clara a condi¢ao de L-retificabilidade, uma vez que (3.30) é
exatamente a condigao (3.18) escrita para os pontos (T 'z, z), (y, Ty), (T 'z,2) e (2,T%)
pertencentes a X1, onde (T2, 2) e (z,T%2) fazem papel de 2’ e ¢/, respectivamente. Por
outro lado, a condigao de L-retificabilidade implica que, para (z,Tx), (y, Ty) € X1, com
do(Tz,y) < L, ha («/,T2'), (v, Ty') € Xy com Tz’ = ¢/, verificando (3.18). Basta, agora,

nomear este trecho de érbita de {771z, 2z, Tz}.



§ 3.2. Sistemas anfidinamicos 91

Repare, entéao, caro leitor, que a condicao (3.30) pode ser simplificada caso haja expansao
de distancias em dois sentidos, isto é, caso do(T 'z, T7'2) < Mdy(z,2) e do(Tz,Ty) <
Ado(z,y). Porém, isto é exatamente o que ocorre nos difeomorfismos de Anosov para
L < gy e XA como a menor das constantes relacionadas com a expansao de distancias, para
o ponto z = [y, z] (na mesma nomenclatura adotada na primeira prova de existéncia de
subagao). Assim, se T' é difeomorfismo de Anosov, a condigao de L-retificabilidade com

coeficiente 7 fica satisfeita se obtemos

1

d d < —

do(z,y), (3.31)

onde z = [y, z].

Observagdo. Precisamos fazer uma ressalva aqui. E claro que o lado esquerdo de (3.31)
majora do(x,y), 0 que nos permite obter uma desigualdade apenas com 7 e A\. Mas, tal
desigualdade poderia nao ser suficiente para garantir os resultados. Precisamos entao
de uma distancia que atue como a distancia de Manhatan sobre pequenas vizinhancas,
somando distancias sobre os conjuntos estavel e instavel. Lembre que z € W2 (y) "W ().
Bousch propoe utulizarmos entao um tipo de distancia denominado distancia Finsler, a
qual é equivalente a distancia usual da variedade e proporciona a igualdade desejada.

Temos, localmente, do(x, z) + do(z,y) = do(z,y), resultando na seguinte condigao para n:
(I+nmA+n<1, ou,ainda,

<1—)\
TSN

Logo, concluimos que se u: X; — R é uma funcao 1-lipschitziana na métrica adequada,
com soma positiva sobre orbitas periddicas, ha funcao v: Xy — R, a qual é C-lipschitziana,
e que satisfaz a desigualdade coomoldgica. Porém, como X; nada mais é que o grafico do
difeomorfismo de Anosov T': Xq — X, na verdade, u depende apenas de uma coordenada
(uma vez que a segunda coordenada é unicamente determinada pela primeira). Portanto,

podemos escrever u: Xg — R.

Sendo assim, se M ¢é uma variedade compacta sem fronteira munida de uma distancia
adequada e T': M — M um difeomorfismo de Anosov, ao aplicar o teorema de Bousch
a funcao u = S(f) — f, para um potencial 1-lipschitziano f, concluimos que ha subagao

C-lipschitziana v: M — R para o potencial f. Note que, neste segundo teorema de
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obtencao de subacao, nao foi preciso supor que 7T seja de classe C?, apenas precisamos
da hipotese de retificabilidade, a qual apareceu de forma natural para difeomorfismos de

Anosov na métrica adequada.

3.3 Probabilidades maximizantes associadas a difeo-

morfismos de Anosov

Caro leitor, apos ter visto como podemos obter subagoes para potenciais lipschitzianos
associados a uma dinamica do tipo difeomorfismo de Anosov, gostariamos de apresentar
algumas propriedades das probabilidades maximizantes sob este contexto de dinamica
hiperbdlica. Lembramos que uma medida de probabilidade py € Mt é maximizante para
o potencial f: X — Rse [ fduo =sup,cp, {1/ fdu}

O primeiro resultado que queremos discutir é que se uma probabilidade y € M é
maximizante para um aberto de fungdes (na topologia lipschitziana), entdao, p é uma
probabilidade periddica, isto ¢, o suporte de p é uma 6rbita periddica de T'. Este resultado
é devido a Yuan e Hunt [37]. Bousch, em [7], apresentou uma nova demonstracao desse
resultado, utilizando sistemas anfidindmicos. Uma vez que ja discutimos aqui a respeito
dos sistemas anfidindmicos, fazemos a demonstragao neste contexto, o qual é mais geral

que um SDT.

Um resultado bastante conhecido de [25] fornece condigoes sobre o SDT (X, T') para
que toda funcao continua f: X — R, cumprindo [ fdu =0,V u € Mr, seja, na verdade,
um cobordo, isto é f = hoT — h, para alguma funcao h € C(X). Temos um resultado

auxiliar, de caracteristica dual a este, que pode ser escrito para sistemas anfidindmicos.

Teorema 3.3.1. Sejam X L X3 G Xo um sistema anfidinamico, 1y e pp probabilidades
sobre Xy e X1, respectivamente, tais que Top1 = 11,001 = po. Suponha que para toda
fungdo lipschitziana f: X1 — R que verifica [ f du; =0, exista funcio h: X1 — R tal que
f=hoTy—hoTy, p-q.t.p. Entio, hd N € N e uma orbita periddica {x;}icz, C X1
(com imagem {y; }iczy C Xo) tal que

1 1
Mlzﬁz(sxm ¢ Mozﬁzfsi-

IELN VAN
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Damos apenas uma ideia geral da demonstracao do teorema. Sao definidos os conjuntos
Eo = {h: supp(po) — R : h é fungao Lipschitz} /R e

Er = {f: supp(p1) — R : f é fungdo Lipschitz},

e uma aplicacdo ¢: & — &1 tal que ¢(f) = foTy — foT,. As hipGteses exigidas garantem
que esta aplicagao é sobrejetiva, o que proporciona boas estimativas quando avaliamos
f € & sobre orbitas periédicas. Ademais, é empregada a distancia de Wasserstein para
garantir que pu; e pp sao probabilidades periédicas. Deixamos os detalhes da demonstracao
deste teorema para que o leitor consulte, por exemplo, em [7].

Como vimos na secao anterior, se X L X1 KN X é um sistema anfidindmico L-
retificavel, entdo, para toda funcao 1-lipschitziana u: X; — R, com soma nao negativa sobre
Orbitas periddicas, ha fun¢ao C-lipschitziana v: Xo — R tal que u > ¢(v) =vo T} —v o Tp.
Este resultado e o teorema enunciado acima garantem a propriedade de maximizagao sobre

abertos para uma determinada probabilidade y € M.

Teorema 3.3.2. Sejam X, L X Ty Xo um sistema anfidinamico L-retificdvel e pyg, py
probabilidades sobre Xy e X1, respectivamente, tais que Ty, = T1,. 01 = po. Suponha que
exista uma fungao 1-lipschitziana f: X1 — R, tal que 5(f) € realizado por py. Suponha
ainda que ha n > 0 tal que py também mazimiza toda fungio g: X1 — R wverificando

Lip(f — g) <mn. Entdo, py e po sao probabilidades periddicas.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, podemos supor que 5(f) = 0. Seja entao
h: X1 — R uma funcao k-lipschitziana, com k < 7, tal que [ hdu; = 0. Por hipdtese,
maximiza uma bola de centro f raio n na norma lipschitziana, de modo que o valor da
integral de f + h é maximizado por p;. Mas, o teorema da secao anterior garante que
hé vy: Xo — R tal que ¢(vy) < f+h e Lip(vy) = C x Lip(f +h) < C(1+n). Porém, é
evidente que [¢(vy)dpuy = 0, pois ¢(v1) é um cobordo, e, assim, obrigatoriamente temos
¢(v1) = f + h sobre o suporte de p1. Aplicando o mesmo raciocinio para a fungao f — h,
obtemos funcao vy: Xg — R com Lip(vy) < C(1+1n) e s(v2) = f — h sobre o suporte de
p1. Logo, tomando v = (v; — vy)/2, resulta que ¢(v) = h sobre o suporte de p;.
Obtivemos, entao, a hipdtese do teorema 3.3.1, de que toda funcao lipschitziana h
definida sobre o suporte de u; tal que [ hdu; = 0 é, na verdade, um cobordo. Logo, por

este teorema, py e iy sdo probabilidades periddicas. O
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Note que a existéncia de subacao para potenciais lipschitzianos com constante Lipschitz
controlada foi importante para se obter esse resultado. Repare também que os resultados
foram obtidos para probabilidades pg e 1 tais que To.puq = Th. 41 = po. A probabilidade pq
é, nesse caso, chamada de equiprojetiva no sistema anfidinamico — quando analisamos um
SDT como sistema anfidindmico, considerando X; = graf(7T), as probabilidades produto
@ X i, com p € My, sdo, claramente, equiprojetivas. Lembre que u(T7'(A)) = u(A), para
toda pe MreAeB.

Para o resultado anterior, ha uma reciproca. Mostramos que, dadas as hipoteses, se p é
probabilidade que maximiza um aberto de fungoes lipschitzianas, entao, p é probabilidade
periodica. Mostremos agora que toda probabilidade periddica maximiza um aberto de
fungoes. Lembrando, estamos utilizando a linguagem de um sistema anfidindmico, como

em [7].

Teorema 3.3.3. Seja X b X, Ty Xo um sistema anfidinamico no qual Ty e T} sao
aplicagoes lipschitzianas. Considere uma drbita periddica {x;}icz, C X1, € probabilidades

H1 =2 iezy Ox; € Ho = Toup1. Defina a fungdo 1-lipschitziana f: X; — R dada por

f(z) = —di(x, supp(p1)).

Entao, py € probabilidade f-mazimizante e ha n > 0 tal que py mazimiza toda fungdo

g: X1 = R com Lip(g — f) <n.

Repare que um difeomorfismo de Anosov cumpre a hipdtese de ser aplicagao lipschitzi-

ana, uma vez que ha cotas que limitam a dilatacao local.

Demonstracio. Como g e p; sao probabilidades periddicas, a aplicacao ¢: & — &1,
definida na demonstracao de teorema anterior, que leva fungoes lipschitzianas médulo
constante definidas sobre o suporte de o em fungoes lipschitzianas de integral nula para
41, via operacao de cobordismo, é um isomorfismo. De fato, a funcao nula sobre o suporte
de p; s6 serd atingida por funcao que seja constante sobre o suporte de pg, a qual é o
mesmo que zero, ja que o espago é considerado moédulo constantes. Sendo assim, sua
inversa também é continua e, para toda fungdao de integral nula h: supp(p;) — R, ha
funcao ho: supp(po) — R com <(hg) = h e Lip(hy) < CLip(h). E claro que [ f du, =0,
entao, podemos supor que a integral de g também ¢é nula (lembre que g é fun¢do a mostrar
que é maximizada por p;). Definimos a fun¢do h = g — f, a qual possui integral nula

para p e, pelo que foi mencionado acima, ha hg: supp(ug) — R tal que h = ¢(hg) sobre
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supp(p1), com Lip(hg) < CLip(h). Estendendo ¢(hg) para todo X, podemos estabelecer
a seguinte desigualdade

Lip(s(ho) — h) Lip

(h) + Lip(ho o Th) + Lip(ho o Tp)
Lip(h) + (Lip(To) + Lip(T1)) Lip(ho)

(1+ C(Lip(Ty) + Lip(T1))) Lip(h).

INCININ

Assim, podemos escrever

(<(ho) — h)(x) < Lip(s(ho) — h)d(z, supp(p1)) < Lip(s(ho) — h)d(x, supp(pu))

<

onde n = (1 + C(Lip(Ty) + Lip(Ty))) L. Repare que a comparagio de x é feita com um
ponto do suporte de py. Logo, escrevendo g — ¢(ho) = f — (chg — h), temos

Lip(h)
U

(9 — <(ho))(@) < (1 _ ) f) <0,

sempre que Lip(h) < 1. Neste caso, resulta que

8l9) = Blg — (o)) < suplg — <(ho) <0 = [ gn,

0 que prova que p; ¢ maximizante para g. ]
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