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Problema 3. Considere a seguinte relacao de equivaléncia em R2:
(T1,22) ~ (y1,92) se xi —y; €Z, i=1,2.
Para cada r € R?, denotaremos por [z] a classe de equivaléncia de z, isto ¢,
2] ={yeR*: x~y}.

Defina conjunto T? dado pelo quociente R?/ ~, isto é, T? é o conjunto de todas
as classes de equivaléncia:

T? .= {[z]: =z €R*}.
Em T? definimos a funcao d : T? x T? — R por:
d([a], [y]) = mf{[la = 0[| - a € [z],b € [y]}.
a) (50 pts) Prove que d é uma métrica em T2.

b) (80 pts) Seja 7 : R? — T? a fungao definida por:

prove que um subconjunto U C T? é aberto se, e somente se, sua imagem
inversa 71 (U) é um conjunto aberto em R?

OBS: O conjunto T? definido acima é chamado de 2-toro.



Solucao:
Primeiramente, para que possamos entender melhor como funciona a distancia dada,

vamos provar o seguinte lema.

Lemma 0.1. Sejam x,y € R%. Para cada a ~ x fizado, existe b ~ y tal que

lla = bl| = d([«], [y]).

Proof. Tome um certo a ~ = qualquer. Considere uma divisao do plano em quadrados
de lado 1 da seguinte forma:

Qi,j = [Z7Z+1]X[]a]+1]> Z,jGZ

O ponto a pertence a algum destes quadrados, digamos a € @, ,- Chame P =
Qiojor P1 = Qig—1j0, P2 = Qigt10, P3 = Qigjo—1, Pa = Qigjo+1, P5 = Qig—1,jo—1,
Ps = Qiy—1,jo+1, Pr = Qig+1,50-1 € P8 = Qig+1,jo+1, que sao os quadrados ao redor do
quadrado Fj.

Agora, dado y € R?, cada quadrado P; pode possuir no méximo 2 representantes
de y. Logo, existe apenas uma quantidade finita de representantes yi,%s,...,yr €
PyUP;U. ..U Pg, de y. Observe que dado qualquer outro representante 3 de y temos:

lla —g|| > max{||la —yi||: 1<i<Ek}.
Portanto concluimos que
inf{|la —b||: b~y}=min{|la—yll: 1<i<k}.

Agora, observe que dado qualquer outro a’ ~ 2 temos o’ = a+(p, q) para certos inteiros
p e q, o que implica que :

la" =l =lla = (0= (p, D)

portanto
{lla" =0l b~yb={lla—bll: b~uy}

ou seja,
d([z].[y]) = inf{[Ju=b][ :  w~z,b~y}=f{|la=b][: b~y}=min{|la—yl[: 1<i<k}
donde segue que para algum 1 < i < k teremos:

d([z], [y]) = lla = will-



a) Vamos provar que d é uma métrica. Claramente d([z], [y]) = d([y], [z]) e d([x], [z]) =
0. Além disso, se d([z],[y]) = 0, pelo lema existem xy ~ z,yo ~ y com ||zg — yo|| = 0.
Logo zp = yo o que implica [xg] = [yo].

Finalmente, basta provarmos a desigualdade tridngular. Sejam z,y, 2 € R? defina:

A:{HCL—bHICLN:EJ)Ny},
B={[lb—d||:b~y,c~ 2},

C={llc—a||:c~za~zx}
Entao, dados quaisquer a ~ z,b ~ y e ¢ ~ z temos:
lle = al| < [le = bl| + b — al |

Em particular
d([z], [z]) < |l — al| < [[e = b][ +[|b — al|.

para todos a ~ z,b ~ y e c ~ z . Do lado direito, tome um a particular e selecione b
(pelo lema do inicio) tal que ||b — al| = d([z], [y]). Assim, para todo ¢ ~ z temos

d([z], [2]) < [le = bl| + d([z], [y])-

Finalmente, use o lema de novo para selecionar ¢ ~ z tal que ||c — b|| = d([z],[y]) e a
desigualdade triangular segue.

b) Primeiro, é essencial que consigamos entender como sao as pré-imagens de bolas
abertas em T? ou, em outras palavras, qual é a relacdo entre as bolas definidas em R?
e as bolas definidas em TZ2.

Lemma 0.2. Seja xz € R? e r > 0, entdo

7 Y(B([z],r) = |J B+ (a,b),r).

a,beZ

Proof. Dados x € R? e 7 > 0, denote V := |, ez B(x + (a,b), 7).
Seja y € 7~ Y(B([x],7)), temos 7(y) € B([z],r). Logo, d(n(y),[z]) < r. Assim, pelo
lema inicial, existe yg ~ y tal que

lyo — 2|l = d(w(y), [2]) <.
Em particular yo = y — (a,b) para algum (a,b) € Zx Z e ||y — (a,b) — z|| < r, isto é,

ly = (z+ (a,0))| <r =y € B(x+(a,b),r) C V.



Ou seja, provamos que 7' (B([z],r)) C V. Agora tome y € V. Entdo, existe (a,b) €
7. x 7, tal que
ly = (& + (a,0))|] <.

Em particular temos:
d(m(y), [z]) < |[(y — (a,b)) — z|[ <.

Portanto 7(y) € B([z],7) o que implica y € 7~ Y(B([z],7). Assim V C 7= Y(B([z],7)), e
o lemma esta provado. ]

Usando este fato vamos demonstrar o pedido no enunciado. Suponha que U C T? é
um aberto. Tome y € 7~1(U) um ponto qualquer. Entdo, 7(y) € U, logo existe r > 0
tal que

B(w(y),r) C U.

Em particular, tomando a pré-imagem por 7 temos:
m ' (B(n(y),r)) C« (V).

Mas pelo Lema 0.2 temos entao:

U By + (a,b),r) c = H(U).
a,beZ

Em particular, B(y,r) C U, pez B(y + (a,b),7) C 7=1(U), de onde segue que y é ponto
interior de 7= (U). Assim, 7~1(U) é aberto em R2.

Finalmente, considere U C T? e suponha que 7~ (U) é aberto. Entdo, dado z € U
qualquer temos que 7~ !(z) C 771 (U). Tome qualquer ponto

zo € T L (x).
Como 7~ 1(U) é aberto, existe r > 0 tal que B(zo,7) C 7 1(U). Em particular,
m(B(zo,7)) C w(r 1 (U)) = U. (0.1)

Agora veja que para qualquer (a,b) € Z x Z temos B(zg + (a,b),r) = B(zo,r) + (a,b).
Logo,
m(B(zo + (a,b),r)) = w(B(zo,7)), Y(a,b) €Z x Z.

Assim, como z = [z0] entdo, pelo Lema 0.2 temos 7~ (B(z,7)) = Uapez B(zo+(a,b),7)
o que implica, por (0.1), que:

B(z,r) = n(x Y(B(z,r))) = U m(B(zo + (a,b),r)) = m(B(z,r)) C U.
a,beZ

Portanto U é aberto, concluindo o que queriamos demonstrar.



