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5 Sequências e Séries Numéricas 131

6 Funções Cont́ınuas 205

7 Funções Diferenciáveis 237
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Caṕıtulo 1

Avisos Gerais sobre a Disciplina

29.02-2012 - 1.a

1.1 Página do curso na web

A p�agina da disciplina que ser�a ministrada por mim tem o seguinte endere�co:

www.icmc.usp.br/~wvlnunes/sma307/sma307.html

1.2 Endereço de eamil

Meu endere�co de email �e o seguinte:

wvlnunes@icmc.usp.br

1.3 Sala no ICMC

A minha sala no ICMC �e a:

sala 3-128

1.4 Telefone / Ramal

O telefone/ramal da minha sala no ICMC �e:

(33)73 9745

1.5 Horário das aulas

Os hor�arios das aulas ser~ao:

4.as-feiras, das 8:10 �as 9:50 e 6.as-feiras, das 8:10 �as 9:50 na sala 5-104 do ICMC

Outras informa�c~oes podem ser obtidas no seguinte endere�co da web:

http://www.icmc.usp.br/~wvlnunes/sma307/sma307.html
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6 CAP�ITULO 1. AVISOS GERAIS SOBRE A DISCIPLINA

1.6 Ementa da disciplina

1. N�umeros Reais:

- O corpo real;

- O corpo complexo

- Completeza

- Enumerabilidade

2. Espa�cos M�etricos:

- Comjuntos compactos;

- Conjuntos conexos

3. Seq�uências:

- Convergência de seq�uências num�ericas;;

- Subseq�uências num�ericas;

- Seq�uências de Cauchy;

- Limites superior e inferior de seq�uências num�ericas;

4. S�eries Num�ericas:

- Convergência de s�eries num�ericas;

- Convergência absoluta e condicional;

- Reordena�c~ao de s�eries num�ericas;

5. Fun�c~oes de Uma Vari�avel Real:

- Limites de fun�c~oes de uma vari�avel real;

- Continuidade de fun�c~oes de uma vari�avel real;

- Continuidade e compacidade para fun�c~oes de uma vari�avel real;

- Continuidade e conexidade para fun�c~oes de uma vari�avel real;

- Descontinuidade para fun�c~oes de uma vari�avel real;

- Monotonicidade para fun�c~oes de uma vari�avel real;

6. Diferenciabilidade de Fun�c~oes de Uma Vari�avel Real:

- Derivade de Fun�c~oes de uma vari�avel real:

- Teoremas relacionados com a derivada de uma fun�c~ao de uma vari�avel real;

- Regra de L'Hospital;

- Teorema de Taylor e aplica�c~oes.

Outras informa�c~oes podem ser obtidas no seguinte endere�co da web:

http://www.icmc.usp.br/~wvlnunes/sma307/ementa307.html
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1.7 Bilbiografia da disciplina

O livro texto para o desenvolvimento da disciplinas �e:

Rudin, W. - Principles of Mathematical Analysis, McGraw-Hill, 1976.

Os livros sugeridos para consulta ser~ao os:

� Bartle, R.G. - Elementos de An�alise Real, RJ, Editora Campus, 1983.

� Figueiredo, D.G. - An�alise I, RJ, LTC, 1996.

� Lang, S. - Analysis 1, Addison-Weslwy, Reading, 1968.

� Lima, E.L. - Curso de An�alise, Vol. I, Projeto Euclides, IMPA, RJ, 2002.

Outras informa�c~oes podem ser obtidas no seguinte endere�co da web:

http://www.icmc.usp.br/~wvlnunes/sma307/bibliogra�a307.html

1.8 Horários de monitoria da disciplina

Os hor�arios e locais das monitorias ser~ao de�nidos posteriormente.

Outras informa�c~oes podem ser obtidas no seguinte endere�co da web:

http://www.icmc.usp.br/~wvlnunes/sma307/monitores307.html

1.9 Horário de atendimento do docente da disciplina

O hor�ario de atendimento do professor ser�a

4.as-feiras das 10:00 �as 12:00 na minha sala.

Outras informa�c~oes podem ser obtidas no seguinte endere�co da web:

http://www.icmc.usp.br/~wvlnunes/sma307/atendimento307.html

1.10 Listas de exerćıcios da disciplina

As dez listas de exerc��cios da disciplina podem ser encontradas na seguinte p�agina da web:

http://www.icmc.usp.br/~wvlnunes/sma307/exercicios307.html

1.11 Freqüência na disciplina

Uma condi�c~ao necesss�aria (mas n~ao su�ciente) para o aluno ser aprovado na disciplina �e que sua

frequência na disciplina, que denotaremos por F, seja maior ou igual a 70%.

A lista de presen�ca ser�a controlada.

S�o ser~ao aceitas ASSINATURAS ou NOME COMPLETO POR EXTENSO.

Qualquer outro modo NÃO ser�a aceito e ser�a colocado falta.
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1.12 Critério de avaliação e aprovação da disciplina

A avalia�c~ao constar�a de duas provas, a primeira, que ser�a denotada P1, valendo
2

5
da nota �nal e a

segunda, que ser�a denotada P2, valendo
3

5
da nota �nal, ou seja, a m�edia �nal, que denotaremos por

MF, ser�a dada pela seguinte f�ormula:

MF
.
=

2 ∗ P1+ 3 ∗ P2
5

.

Para ser considerado aprovado na disciplina a m�edia do aluno na disciplina dever�a ser maior ou

igual a 5, 0 e sua frequência ser maior ou igual a 70%, ou seja:

5, 0 ≤ MF e 70% ≤ F.

1.13 Prova substitutiva da disciplina

O aluno que perder uma, e somente uma, das duas provas do item (1.12) poder�a se submeter a

assim denominada prova substitutiva, cujo valor denotaremos por PS.

A nota desta prova entrar�a na lugar da nota da prova que o aluno perdeu e a m�edia ser�a calculada

como no item (1.12), substituindo-se a nota prova perdida pela nota da prova substitutiva, ou seja,

MF
.
=

2 ∗ PS+ 3 ∗ P2
5

ou MF
.
=

2 ∗ P1 + 3 ∗ PS
5

,

no caso o valor �a esquerda ser�a para o aluno que perdeu a primeira prova e o valor �a direita ser�a para

o aluno que perdeu a segunda prova.

Somente poder�a fazer a prova substitutiva o aluno que perdeu uma das duas provas do item

(1.12).

Neste caso para ser considerado aprovado na disciplina a m�edia do aluno na disciplina, ap�os a

prova substitutiva, dever�a ser maior ou igual a 5, 0 e sua frequência ser maior ou igual a 70%, ou seja:

5, 0 ≤ MF e 70% ≤ F.

Observação 1.13.1 O conte�udo da prova substitutiva ser�a todo o conte�udo desenvolvido durante

a disciplina.

1.14 Prova de recuperação da disciplina

Os alunos que obtiverem m�edia maior ou igual a 3, 0 e menor que 5, 0 e frequência maior ou igual a

70% poder~ao se submeter a uma �ultima avalia�c~ao, denominada prova de recuperação, cujo valor

ser�a indicado por PR.

O aluno, na situa�c~ao acima, que obtiver nota na prova de recupera�c~ao maior ou igual a 5, 0 ser�a

considerado aprovado na disciplina.

No caso acima, a m�edia do aluno, ap�os a prova de recupera�c~ao, que indicaremos por MR, ser�a

obtida da seguinte forma:

MR
.
=


5, 0 se

MF+ PR

2
≤ 5, 0

MF+ PR

2
, se

MF+ PR

2
> 5, 0

.
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Observação 1.14.1 O conte�udo da prova de recupera�c~ao ser�a todo o conte�udo desenvolvido

durante a disciplina.

Outras informa�c~oes sobre os quatro itens acima podem ser encontradas no seguinte endere�co da

web:

http://www.icmc.usp.br/~wvlnunes/sma307/criterio307/criterio307.html

1.15 Datas das avaliações, prova substitutiva e de recuperação da
disciplina

As datas das provas da disciplina ser~ao:

� 1.a Prova:

20 de abril - 6.a-feira

� 2.a Prova:

22 de junho - 6.a-feira

� Prova Substitutiva:

29 de junho - 6.a-feira

� Prova Recuperação:

Ser�a marcada ap�os a �naliza�c~ao das aulas da disciplina.

1.16 Gabaritos das provas da disciplina

Os gabaritos das provas que ser~ao aplicadas durante o desenvolvimento da disciplina estar~ao �a dis-

posi�c~ao dos alunos ap�os as mesmas no seguinte endere�co da web:

http://www.icmc.usp.br/~wvlnunes/sma307/gabaritos307.html

1.17 Observações finais
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Caṕıtulo 2

Introdução

O objetivo destas notas �e ser um texto de apoio para a disciplina SMA307 An�alise I que trata de

conceitos relacionados com a constru�c~ao do conjunto dos n�umeros reais bem como a no�c~oes de limites,

continuidade, diferenciabilidade de fun�c~oes reais ou complexas de uma vari�avel real. Trataremos

tamb�em da convergência de seq�uências e s�eries num�ericas.
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Caṕıtulo 3

Números Reais e Complexos

2.03.2012 - 2.a

3.1 Os conjuntos dos números inteiros e racionais

Iniciaremos �xando a nota�c~ao dos elementos que ser~ao utilizados ao longo das notas.

Notação 3.1.1

N .
= {1, 2, 3, · · · } (conjunto dos n�umeros naturais)

Z .
= {· · · ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, · · · } (conjunto dos n�umeros inteiros)

Q .
=

{
p

q
; p, q ∈ Z, q ̸= 0

}
(conjunto dos n�umeros racionais)

Deixaremos a cargo do leitor o seguinte exerc��cio.

Exerćıcio 3.1.1 Os conjuntos Z e Q s~ao enumer�aveis. Ex. 3.1 - 0,5

3.2 Um exemplo importante e consequências

Um exemplo importante que motivar�a a introdu�c~ao dos n�umeros irracionais �e dado pelo:

Exemplo 3.2.1 A equa�c~ao

x2 = 2. (3.1)

NÃO tem solu�c~ao no conjunto Q.

Demonstração:

De fato, se existisse, esta solu�c~ao em Q ela devferia ser da forma

p

q
, onde p, q ∈ Z, q ̸= 0.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que os n�umeros inteiros p e q s~ao primos entre si, ou

seja, que a fra�c~ao
p

q
�e irredut��vel.

Isto �e equivalente a dizer que p e q n~ao s~ao ambos pares, pois se fossem a fra�c~ao
p

q
seria redut��vel,

o que seria um absurdo.

13



14 CAP�ITULO 3. N�UMEROS REAIS E COMPLEXOS

Fazendo

x
.
=

p

q

e substituindo-se na equa�c~ao (3.1) obteremos

p2

q2
= 2 ⇔ p2 = 2q2. (3.2)

Logo p2 ser�a um n�umero par.

A�rmamos que o n�umero p dever�a ser um n�umero par.

De fato, pois se o n�umero inteiro p fosse ��mpar ent~ao poder��amos escrevê-lo da seguinte forma:

p = 2m+ 1, para algum m ∈ Z.

Deste modo ter��amos

p2 = (2m+ 1)2 = 4m2 + 4m+ 1 = 2(2m2 + 2m) + 1,

o que implicaria que o n�umero p2 seria ��mpar, o que contraria o fato que p2 �e um n�umero par.

Portanto p �e um n�umero par.

Como o n�umero p �e um n�umero par, segue que o n�umero p2 ser�a divis��vel por 4 o que implicar�a,

por (3.2), que 2q2 �e divis��vel por 4, ou ainda, que q2 �e divis��vel por 2.

Logo teremos que q2 ser�a um n�umero par, que pela a�rma�c~ao acima, implicar�a q �e um n�umero

par.

Conclus~ao, os n�umeros p e q s~ao ambos pares, o que implicar�a que a fra�c~ao
p

q
n~ao �e irredut��vel, o

que contrairia o fato que ela foi tomada irredut��vel.

Portanto, a equa�c~ao x2 = 2 n~ao tem solu�c~ao no conjunto dos racionais Q, completando a demons-

tra�c~ao do resultado.

�

Observação 3.2.1 O exemplo acima nos diz que o comprimento hipotenusa de um triângulo

retângulo de catetos de comprimentos unit�arios NÃO �e um valor racional.

x ̸∈ Q1

1

Um outro exemplo interessante �e:

Exemplo 3.2.2 Consideremos os conjuntos

A
.
=

{
p ∈ Q : 0 ≤ p e p2 < 2

}
e B

.
=

{
p ∈ Q : 0 ≤ p e p2 > 2

}
. (3.3)

Os conjuntos A e B não têm m�aximo e m��nimo em Q, respectivamente.
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Resolução:

Iniciaremos mostrando que para todo p ∈ A, podemos encontrar q ∈ A tal que p < q.

Para isto associaremos a cada rational p o n�umero

q
.
= p−

p2 − 2

p+ 2
=

p2 + 2p− (p2 − 2)

p+ 2
=

2p+ 2

p+ 2
. (3.4)

Notemos que q ∈ Q e al�em disso, como p ∈ A, segue que

q = p−

p∈A
< 0︷ ︸︸ ︷

p2 − 2

p+ 2︸ ︷︷ ︸
>0

> p.

Por outro lado

q2 (3.4)
=

(2p+ 2)2

(p+ 2)2
=

4p2 + 8p+ 4

(p+ 2)2
=

2(p2 − 2) + 2(p+ 2)2

(p+ 2)2
=

2(p2 − 2)

(p+ 2)2
+ 2, (3.5)

ou seja,

q2 − 2 =
2(

p∈A
< 0︷ ︸︸ ︷

p2 − 2)

(p+ 2)2︸ ︷︷ ︸
>0

< 0. (3.6)

Logo

p < q, q ∈ Q e q2 < 2,

ou seja,

q ∈ A e p < q,

mostrando que o conjunto A n~ao tem m�aximo em Q.
Mostraremos a seguir que para todo p ∈ B, podemos encontrar q ∈ B tal que q < p.

Notemsoq que se p ∈ B ent~ao p2 − 2 > 0, assim teremos

q = p−

>0︷ ︸︸ ︷
p2 − 2

p+ 2︸ ︷︷ ︸
<0

< p e q2 − 2
(3.5)
=

2(

p∈B
> 0︷ ︸︸ ︷

p2 − 2)

(p+ 2)2
> 0.

o que implicar�a que

q ∈ Q, q < p e q2 > 2,

ou seja,

q ∈ B e q < p,

mostrando que o conjunto B n~ao tem m��nimo em Q.

Observação 3.2.2 Os exemplos acima nos mostram que o conjunto dos n�umeros racionais tem

alguns "buracos", mesmo tendo a propriedade que entre dois raionais sempre tem um racional,

mais precisamante se

p, q ∈ Q e p < q ent~ao
p+ q

2
∈ Q e p <

p+ q

2
< q.

Como veremos mais adiante o conjunto dos n�umeros reais vir�a para "tapar esses buracos".

O que faremos �e construir um conjunto (que ser�a o conjunto dos n�umeros reais) que venha

a resolver, entre outros, os problemas acima.
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3.3 Conjuntos Ordenados

Para resolvermos os problemas acima (isto �e, construir o conjunto dos n�umeros reais) precisaremos de

algumas de�ni�c~oes, a saber:

Definição 3.3.1 Seja S um conjunto n~ao vazio.

Uma ordem total em S �e uma rela�c~ao, que indicaremos por <, que tem as seguintes pro-

priedades:

(i) Se x, y ∈ S ent~ao uma, e somente uma, das situa�c~oes poder�a ocorrer:

ou x < y, ou x = y, ou y < x.

(ii) Se x, y, z ∈ S satisfazem x < y e y < z ent~ao x < z.

Observação 3.3.1

1. A rela�c~ao "x < y" pode ser lida como "x �e menor que y".

2. Dados x, y ∈ S, diremos que x é menor ou igual a y, denotando por x ≤ y, se x < y ou

se x = y.

Definição 3.3.2 Um conjunto S munido uma ordem total ser�a dito conjunto totalmente ordenado.

Observação 3.3.2 Lembremos do Axioma da existência dos números positivos:

Exite um conjunto n~ao vazio P ⊆ Q que tem as seguintes propriedades:

1. Se x ∈ Q ou x ∈ P, ou −x ∈ P ou x = 0;

2. Se x, y ∈ P ent~ao (x+ y) ∈ P;

3. Se x, y ∈ P ent~ao (x.y) ∈ P.

O conjunto P ser�a denominado conjunto dos números positivos de Q.

Exerćıcio 3.3.1 O conjunto Q �e um conjunto totalmente ordenado com a ordem p < q se, e

somente se, q− p ∈ P.

Resolução:

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Podemos agora introduzir a:

Definição 3.3.3 Sejam (S,<) um conjunto totalmente ordenado e E ⊆ S, n~ao vazio.

Se existir s ∈ S tal que

e ≤ s, para todo e ∈ E,

diremos que o conjunto E �e limitado superiormente.

Neste caso o elemento s ser�a dito limitante(ou cota) superior do conjunto E.

De modo semelhante, se existir s ∈ S tal que

e ≥ s, para todo e ∈ E,

diremos que o conjunto E �e limitado inferiormente.

Neste caso o elemento s ser�a dito limitante (ou cota) inferior do conjunto E.

Diremos que E �e limitado se for limitado superiormente e inferiormente.
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Exemplo 3.3.1 Os conjuntos A e B do Exemplo (3.2.2) s~ao limitados superiormente e inferi-

ormente, respectivamente.

Resolução:

De fato, no caso do conjunto A temos que s = 2 �e um limitante superior e no caso do

conjunto B, teremos que s = 1 �e um limitante inferior.

Observação 3.3.3 Observemos que no Exemplo (3.2.2), o conjunto formado por todos os limi-

tantes superiores de A �e o conjunto B.

Por outro lado, o conjunto formado por todos os limitantes inferiores de B s~ao �e o conjunto

A.

Definição 3.3.4 Sejam (S,<) um conjunto totalmente ordenado e E ⊆ S, um subconjunto limi-

tado superiormente.

Suponhamos que exista so ∈ S com as seguintes propriedades:

(i) so �e um limitante superior do conjunto E;

(ii) so �e o menor com a propriedade acima, isto �e, se s < so ent~ao s n~ao ser�a limitante superior

do conjunto E.

Neste caso diremos que so �e o menor limitante superior do conjunto E, ou ainda, que ele

�e o supremo do conjunto E e ser�a denotado por sup(E), isto �e,

sup(E)
.
= so.

De modo an�alogo, suponhamos que E ⊆ S seja um subconjunto limitado inferiormente e que

exista s1 ∈ S com as seguintes propriedades:

(i) s1 �e um limitante inferior do conjunto E;

(ii) s1 �e o maior com a propriedade acima, isto �e, se s1 < s ent~ao s n~ao ser�a limitante inferior

do conjunto E.

Neste caso diremos que s1 �e o maior limitante inferior do conjunto E, ou ainda, que ele �e

o ı́nfimo do conjunto E e ser�a denotado por inf(E), isto �e,

inf(E)
.
= s1.

Observação 3.3.4 Um modo equivalente de reescrever as de�ni�c~oes acima �e:

1. so = sup(E) se, e somente se,

(i) so �e um limitante superior do conjunto E;

(ii) Se s ∈ S �e um limitante superior do conjunto E ent~ao

so ≤ s.

2. s1 = inf(E) se, e somente se,

(i) s1 �e um limitante inferior do conjunto E;

(ii) Se s ∈ S �e um limitante inferior do conjunto E ent~ao

s ≤ s1.
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Exemplo 3.3.2 Os conjuntos A e B do Exemplo (3.2.2) n~ao possuem supremo e ��n�mo em Q,
respectivamente, pois o menor e o maior limitantes superior e inferior dos conjuntos A e B,

respectivamente, n~ao existem (ou melhor n~ao estar~ao em Q quando construirmos o conjunto

dos n�umeros reais).

Podemos agora considerar conjuntos que têm a seguinte propriedade:

Definição 3.3.5 Diremos que o conjunto totalmente ordenado (S,<) tem a propriedade do menor

limitante superior se todo subconjunto E ⊆ S, n~ao vazio, limitado superiomente admite a

existência do supremo em S, isto �e, existe sup(E) ∈ S.

De modo an�alogo, diremos que o conjunto totalmente ordenado (S,<) tem a propriedade

do maior limitante inferior se todo subconjunto E ⊆ S, n~ao vazio, limitado inferiormente

admite a existência do ��n�mo em S, isto �e, existe inf(E) ∈ S.

Observação 3.3.5

1. O conjunto Q n~ao possui nenhuma das duas propriedades acima.

Para ver isto basta considerar os conjuntos A e B do Exemplo (3.2.2) que n~ao tem supremo

ou ��n�mo em Q, respectivamente.

2. Na situa�c~ao da De�ni�c~ao (3.3.4), se existe so = sup(E), este não precisa, necessariamente,

pertencer ao conjunto E.

De modo semelhante, se existe s1 = inf(E), este não precisa, necessariamente, pertencer

ao conjunto E.

Para ver isto basta tomar, por exemlo, E
.
= {x ∈ Q : x < 0} (com S

.
= Q).

Neste caso sup(E) = 0 (veri�que!) e 0 não pertence ao conjunto E.

3. Por outro lado, see considerarmos, por exemplo, E
.
= {x ∈ Q : x ≤ 0} (com S

.
= Q) ent~ao

sup(E) = 0 e neste caso 0 pertence ao conjunto E.

Exerćıcio 3.3.2 Sejam S
.
= Q munido da ordem total usual de Q e E

.
=

{
1

n
: n ∈ N

}
.

Mostre que sup(E) = 1 ∈ E e inf(E) = 0 ̸∈ E. Ex. 3.2 - 0,5

Podemos agora enunciar e demonstrar o:

Teorema 3.3.1 Suponhamos que (S,<) �e um conjunto totalmente ordenado que possue a propri-

edade do menor limitante superior e um subconjunto B ⊆ S, n~ao vazio e limitado inferiormente.

Considere L o conjunto formado por todos os limitantes inferiores do conjunto B.

Ent~ao sup(L) e inf(B) existem em S e

sup(L) = inf(B).

Em particular, S tamb�em possui a propriedade do maior limitante inferior.

Demonstração:

Como B �e limitado inferiormente temos que o conjunto L �e n~ao vazio.

Lembremos que

L = {l ∈ S : l ≤ b, para todo b ∈ B} .
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Assim b ∈ B �e um limitante superior de L, ou seja, o conjunto L �e limitado superiormente.

Da hip�otese sobre S segue que existe sup(L) em S.

Mostremos que o conjunto B possue ��n�mo e que este �e igual a sup(L), isto �e,

inf(B) = sup(L).

Observemos que se x < sup(L), ent~ao x n~ao poder�a ser um limitante superior do conjunto L, pois

sup(L) �e o menor limitante superior do conjunto L.

Assim x ̸∈ B. (*)

De fato, caso contr�ario, se x ∈ B ent~ao x seria limitante superior do conjunto L, o que seria um

absurdo!

Com isto segue que

sup(L) ≤ b para todo b ∈ B.

Logo, da de�ni�c~ao do conjunto L segue que sup(L) ∈ L, isto �e, sup(L) �e um limitante superior do

conjunto L que pertence a L, ou seja,

sup(L) ≤ b, para todo b ∈ B,

isto �e, sup(L) �e limitante inferior do conjunto B.

Notemos que se y > sup(L) teremos que y ̸∈ L, isto �e, ent~ao y n~ao ser�a limitante inferior de B.

Portanto sup(L) �e o maior limitante inferior do conjunto B, isto �e,

inf(B) = sup(L),

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
7.03.2012 - 3.a

3.4 Corpos

A seguir relembraremos algumas no�c~oes de �Algebra que ser~ao �uteis no decorrer desta se�c~ao.

Definição 3.4.1 Um corpo �e um conjunto n~ao vazio F, munido de duas opera�c~oes, que indica-

remos por

+ : F× F → F e · : F× F → F,

que chamaremos de adição e multiplicação, respectivamente, que têm as seguintes proprieda-

des:

(A1) Fechamento (da adi�c~ao): se x, y ∈ F ent~ao

x+ y
.
= +(x , y) ∈ F .

(A2) Comutativa (da adi�c~ao): se x, y ∈ F teremos

x+ y = y+ x .

(A3) Associativa (da adi�c~ao): se x, y, z ∈ F teremos

(x+ y) + z = x+ (y+ z) .
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(A4) Elemento neutro (da adi�c~ao): existe um elemento, denominado elemento neutro da adição

e indicado por 0, que pertence a F, de modo que para todo x ∈ F teremos

x+ 0 = x .

(A5) Elemento oposto (da adi�c~ao): dado x ∈ F existe um elemento, denominado elemento oposto

de x e indicado por −x, que pertence a F, tal que

x+ (−x) = 0 .

(M1) Fechamento (da multiplica�c~ao): Se x, y ∈ F ent~ao

x · y .
= ·(x , y) ∈ F .

(M2) Comutativa (da multiplica�c~ao): se x, y ∈ F teremos

x · y = y · x .

(M3) Associativa (da multiplica�c~ao): se x, y, z ∈ F teremos

(x · y) · z = x · (y · z) .

(M4) Elemento neutro (da multiplica�c~ao): existe um elemento, denominado elemento neutro

da multiplicação e indicado por 1, que pertence a F, tal que, se x ∈ F teremos

x · 1 = x .

(M5) Elemento inverso (da multiplica�c~ao): dado x ∈ F, x ̸= 0 existe um elemento, denominado

elemento inverso de x e indicado por x−1, pertencente a F, tal que

x · (x−1) = 1 .

(D) Distributiva (da multiplica�c~ao em rela�c~ao �a adi�c~ao): se x, y, z ∈ F teremos

x · (y+ z) = x · y+ x · z .

Neste caso denotaremos o corpo por (F,+, ·).

Notação 3.4.1

1. Se (F,+, ·) �e um corpo, denotaremos por:

x− y
.
= x+ (−y)

x2
.
= x · x, x3

.
= x · x · x, · · ·

2x
.
= x+ x, 3x

.
= x+ x+ x, · · ·

x

y

.
= x · y−1, se y ̸= 0.

2. O conjunto dos n�umeros racionais Q �e um corpo com as opera�c~oes usuais de adi�c~ao e

multiplica�c~ao de n�umeros racionais.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor
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3. Notemos que soma e multiplica�c~ao, oposto e inverso (se for n~ao nulo) de n�umeros racio-

nais �e um n�umero racional.

Para um corpo em geral temos as seguintes propriedades:

Proposição 3.4.1 Se (F,+, ·) �e um corpo temos as seguintes as propriedades para a adi�c~ao:

(a) Lei do cancelamento da adi�c~ao: se x, y ∈ F e

x+ y = x+ z, ent~ao y = z .

(b) Unicidade do elemento neutro da adi�c~ao: se x, y ∈ F s~ao tais

x+ y = x, ent~ao y = 0 .

(c) Unicidade do elemento oposto da adi�c~ao: se x, y ∈ F s~ao tais que

x+ y = 0, ent~ao y = −x.

(d) Se x ∈ F ent~ao

−(−x) = x .

Demonstração:

De (a):

Se x+ y = x+ z ent~ao, dos axiomas da adi�c~ao, segue que:

y = 0+ y = (−x+ x) + y = −x+ (x+ y︸ ︷︷ ︸
=x+z

) = −x+ (x+ z) = (−x+ x) + z = 0+ z = z,

ou seja, y = z, como quer��amos mostrar.

De (b):

Basta tomar z = 0 em (a) (veri�que!).

De (c):

Basta tomar z = −x em (a) (veri�que!).

De (d):

Como −x+ x = 0, tomando-se x = −x e y = x em (c) obtemos (d) (veri�que!).

�

Observação 3.4.1 Notemos que na demostra�c~ao da Proposi�c~ao acima s�o utilizamos os axiomas

(A1) at�e (A5).

Para a multiplica�c~ao temos a:

Proposição 3.4.2 Se (F,+, ·) �e um corpo temos as seguinte propriedades da multiplica�c~ao:

(a) Lei do cancelamento da multiplica�c~ao: se x, y ∈ F, com x ̸= 0, s~ao tais que

x · y = x · z, ent~ao y = z ;

(b) Unicidade do elemento neutro da multiplica�c~ao: se x, y ∈ F s~ao tais que x ̸= 0 e

x · y = x, ent~ao y = 1 ;



22 CAP�ITULO 3. N�UMEROS REAIS E COMPLEXOS

(c) Unicidade do elemento inverso da multiplica�c~ao: se x, y ∈ F s~ao tais que x, y ̸= 0 e

x · y = 1, ent~ao y = x−1 ;

(d) Se x ̸= 0, temos (
x−1
)−1

= x.

Demonstração:

A demonstra�c~ao �e semelhante a da Proposi�c~ao anterior e ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Ex. 3.3 - 0,5

�
Temos tamb�em a:

Proposição 3.4.3 Se (F,+, ·) �e um corpo ent~ao:

(a) Para todo x ∈ F teremos

0 · x = 0 .

(b) Se x, y ∈ F s~ao tais que x, y ̸= 0 ent~ao

x · y ̸= 0,

isto �e, o corpo (F,+, ·) n~ao tem divisores de zero.

(c) Se x, y ∈ F teremos

(−x) · y = −(x · y) = x · (−y) .

(d) Se x, y ∈ F ent~ao

(−x) · (−y) = x · y .

Demonstração:

De (a):

Como

0 · x+ 0 · x = (0+ 0) · x = 0 · x,

segue, da Proposi�c~ao (3.4.1) item (b) (unicidade do elemento neutro da adi�c~ao), que

0 · x = 0,

como quer��amos mostrar.

De (b):

Suponhamos, por absurdo, que

x · y = 0 com x, y ̸= 0.

Logo, das propriedades associativa e comutativa da multiplica�c~ao, segue que:

1 =

 =1︷ ︸︸ ︷
x−1 · x

 ·

 =1︷ ︸︸ ︷
y−1 · y

 =
(
y−1 · x−1

)
· (

=0︷︸︸︷
x · y) =

(
y−1 · x−1

)
· 0 = 0,

onde na �ultima igualdade utilizamos (a), ou seja, 1 = 0, o que �e um absurdo.
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Logo x · y ̸= 0, como quer��amos mostrar.

De (c):

Da propriedade distributiva e do item (a) teremos que

(−x) · y+ x · y = (−x+ x) · y = 0 · y = 0.

Logo, da Proposi�c~ao (3.4.1) item (c) segue que

(−x) · y = −(x · y),

como quer��amos mostrar.

A outra igualdade segue de modo an�alogo e ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

De (d):

Observemos que, do item (c) e da Proposi�c~ao (3.4.1) item (d), teremos

(−x) · (−y) = −[x · (−y)] = −[−(x · y)] = x · y,

como quer��amos mostrar, completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Definição 3.4.2 De�nimos um corpo ordenado como sendo um corpo (F,+, ·) que tamb�em �e

um conjunto totalmente ordenado por uma rela�c~ao de ordem total, que indicaremos por <, que

satisfaz as seguintes condi�c~oes:

(i) Se y, z ∈ F s~ao tais que

y < z, ent~ao x+ y < x+ z para todo x ∈ F;

(ii) Se x, y ∈ F satisfazem

x, y > 0, ent~ao x · y > 0.

Se x ∈ F �e tal que x > 0 diremos que x �e positivo, por outro lado, se x < 0 diremos que x

�e negativo.

Exemplo 3.4.1 Um exemplo de corpo ordenado �e o conjunto dos n�umeros racionais (Q,+, ·)
munido da rela�c~ao de ordem usual.

Com isto temos a:

Proposição 3.4.4 Seja (F,+, ·, <) um corpo ordenado. Ent~ao:

(a) Se x ∈ F satisfaz

x > 0, se, e somente se, − x < 0 .

Por outro lado, se

x < 0, se, e somente se, − x > 0 .

(b) Se x, y, z ∈ F satisfazem

x > 0 e y < z, ent~ao x · y < x · z .
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(c) Se x, y, z ∈ F satisfazem

x < 0 e y < z, ent~ao x · y > x · z .

(d) Se x ∈ F satisfaz

x ̸= 0, ent~ao x2 > 0 .

Em particular, 1 > 0;

(e) Se x, y ∈ F satisfazem

0 < x < y, ent~ao 0 < y−1 < x−1 .

Demonstração:

De (a):

Se x > 0 ent~ao, da De�ni�c~ao de corpo ordenado item (i), segue que

0 = −x+ x
x>0
> −x+ 0 = −x,

ou seja, −x < 0.

A rec��proca �e semelhante e ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Por outro lado, se x < 0, tamb�em da De�ni�c~ao de corpo ordenado item (i), segue que

0 = −x+ x
x<0
< −x+ 0 = −x,

isto �e,

−x > 0.

A rec��proca �e semelhante e ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Como isto completamos a demonstra�c~ao do item.

De (b):

Como z > y, da De�ni�c~ao de corpo ordenado item (i), segue que

z− y
z>y
> y− y = 0.

Como x > 0, da De�ni�c~ao de corpo ordenado item (ii), segue que

x · (z− y) > 0. (3.7)

Portanto, da De�ni�c~ao de corpo ordenado item (i), teremos

x · z = x · z+ 0 = x · z+ (

=0︷ ︸︸ ︷
−x · y+ x · y) = (x · z− x · y) + x · y (3.8)

= x · (z− y) + x · y
(3.7)
> 0+ x · y = x · y,

ou seja,

x · z > x · y,

completando a demonstra�c~ao do item.

De (c):
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Segue do item (b), da Proposi�c~ao (3.4.3) item (c), do item que

−[x · (z− y)]
Prop. (3.4.3) item (c)

= ( −x︸︷︷︸
item (a)

> 0

) · (z− y︸ ︷︷ ︸
>0

)
item (b)

> 0.

Logo, do item (a), segue que

x · (z− y)︸ ︷︷ ︸
x·z−x·y

< 0, ou ainda, x · z < x · y,

completando a demonstra�c~ao do item.

De (d):

Se x > 0, da de�ni�c~ao de corpo ordenado item (ii), segue que

x2 = x · x > 0.

Se x < 0 ent~ao, do item (a), teremos que −x > 0 e assim, do que provamos acima, deveremos ter

(−x)2 > 0.

Mas

(−x)2 = x2, logo x2 > 0.

Notemos que, pelo que acabamos de demonstrar, teremos

1 = 12 > 0,

completando a demonstra�c~ao do item.

De (e):

Lembremos que y · y−1 = 1 > 0.

Logo

y−1 > 0.

De fato, se

y−1 ≤ 0, como y > 0,

ter��amos, pelo item (c), que
=1︷ ︸︸ ︷

y · y−1 ≤ 0,

ou ainda 1 ≤ 0, um absurdo!.

De modo an�alogo, mostra-se que x−1 > 0.

Multiplicando-se ambos os lados da desigualdade

0 < x < y por x−1 · y−1

e utilizando-se o item (b), obteremos

(x−1 · y−1) · 0︸ ︷︷ ︸
=0

< (x−1 · y−1) · x︸ ︷︷ ︸
=y−1

< (x−1 · y−1) · y︸ ︷︷ ︸
=x−1

,

ou seja,

0 <
1

y
<

1

x
,
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completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Um outro modo equivalente de encontrarmos o supremo ou o ��n�mo de um subconjunto de um

corpo ordenado (caso eles existam) �e dado pela:

Proposição 3.4.5 Sejam (S,<) um conjunto totalmente ordenado, E ⊆ S um subconjunto limi-

tado superiormente.

Temos que

1. so = sup(E) se, e somente se,

(i’) so �e limitante superior do conjunto E;

(ii’) Dado 0 < ε, podemos encontrar e ∈ E tal que

so − ε < e ≤ so.

2. De modo an�alogo, s1 = inf(E) se, e somente se,

(i”) s1 �e limitante inferior do conjunto E;

(ii”) Dado 0 < ε, podemos encontrar e ∈ E tal que

s1 < e ≤ s1 + ε.

As �guras abaixo ilustrama as situa�c~oes acima.

so s1so − ε s1 + ε

? ?

e ∈ E e ∈ E

Demonstração:

Faremos a demonstra�c~ao do caso do supremo.

A demonstra�c~ao do caso do ��n�mo �e semelhante e ser�a deixado como exerc��cio para o leitor.

Notemos que (i') �e o mesmo que (i).

Logo basta mostrar que valendo (i) (ou (i')), teremos que (ii) �e equivalente a (ii').

Suponhamos que (ii) ocorrer.

Dado 0 < ε temos que

s
.
= so − ε < so.

Logo s não poderá ser limitante superior do conjunto E, pois so �e o menor limitante superior do

conjunto E.

Assim deve existir e ∈ E tal que

so − ε < e

e e ≤ so, ou seja vale (ii').

Suponhamos agora que (ii') ocorre e mostremos que (ii) ocorrer�a.

Para isto seja s ∈ S tal que s < so.
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Mostraremos que s não poderá ser limitante superior do conjunto E e assim so ser�a o menor

limitante superior do conjunto E, isto �e,

so = sup(E).

Consideremos

ε
.
= so − s > 0.

De (ii') segue que existe e ∈ E tal que

so − ε︸︷︷︸
=so−s

< e ≤ so,

ou seja,
=s︷ ︸︸ ︷

so − (so − s) < e,

para algum e ∈ E, ou ainda,

s < e, para algum e ∈ E.

Logo s n~ao poder�a ser limitante superior do conjunto E, ou seja, so �e o menor limitante inferior

do conjunto E, isto �e, (ii) ocorrer�a, completando a demonstra�c~ao.

�

3.5 O Corpo dos Números Reais

O objetivo desta se�c~ao �e estabelecer um resultado que garanta a existência de um corpo ordenado (que

ser�a indicado por R) que contenha o conjunto dos racionais e que resolva o problema dos "buracos"

encontrados no conjunto dos n�umeros racionais, isto �e, em Q, exibidos no in��cio do cap��tulo.

Os elementos de R ser~ao certos subconjuntos de Q denominados por cortes, mais precisamente:

Definição 3.5.1 Um corte de Q �e um subconjunto α ⊆ Q que tem as seguintes propriedades:

(I) α ̸= ∅ e α ̸= Q;

(II) Se a ∈ α e q ∈ Q satisfaz

q < a, ent~ao q ∈ α.

;

(III) Se a ∈ α ent~ao existe

b ∈ α tal que a < b.

Observação 3.5.1

1. Observemos que dado a ∈ Q,
α

.
= {p ∈ Q ; p < a}

�e um corte em Q, isto �e, o conjunto formado por todos os cortes de Q �e n~ao vazio.
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2. Se α �e um corte de Q, w ∈ Q com w > 0, a�rmamos que existe n ∈ Z+ tal que

n ·w ∈ α e (n+ 1) ·w ̸∈ α,

isto �e, existe um maior m�ultiplo inteiro de w que pertence a α, a saber, n ·w, e um menor

m�ultiplo de w que n~ao pertence a α, a saber, (n+ 1) ·w.

A demonstra�c~ao desse fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor. Ex. 3.4 - 0,5

3. A propriedade acima segue do fato que o conjunto dos racionais �e um corpo arquimediano,

ou seja, �e um corpo totalmente ordenado, que indicaremos por (F,+, ·, <), que satisfaz uma

das três a�rma�c~oes equivalentes:

(i) F n~ao �e limitado superiormente;

(ii) dados a, b ∈ F, com a > 0, podemos encontrar n ∈ N tal que

n · a > b;

(iii) dado a > 0 em F, podemos encontrar n ∈ N tal que

0 < n−1 < a.

4. Observemos que, em particular, (i) �e simples de mostrar para o corpo ordenado dos

n�umeros racionais (Q,+, ·, <).

Notação 3.5.1 No que segue, as letras p, q, r, · · · denotar~ao números racionais e as letras gre-

gas α,β, γ, · · · denotar~ao os cortes de Q.

Com isto temos o seguinte resultado que garante a existência do conjunto dos n�umeros reais, a

saber:

Teorema 3.5.1 Existe um corpo totalmente ordenado, que indicaremos por R, denominado

corpo dos números reais, que tem a propriedade do menor limitante superior e que cont�em Q
como um sub-corpo.

Demonstração:

Consideremos o conjunto formado por todos os cortes de Q, que denotaremos por R.
Vimos, na Observa�c~ao acima item 1., que R ̸= ∅.
A demonstra�c~ao da existência do corpo ordenado R �a partir do conjunto Q ser�a dividida em 9

etapas.

Vamos descrever cada uma das etapas:

1.a: Enunciaremos e provaremos duas propriedades de cortes que ser~ao �uteis;

2.a: De�niremos uma rela�c~ao de ordem total, que indicaremos por <, em R;

3.a: Mostraremos que (R, <) ter�a a propriedade do menor limitante superior;

4.a: De�niremos uma opera�c~ao de adi�c~ao, que indicaremos por +, em R que satisfaz as propriedades

(A1) at�e (A5);
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5.a: Observaremos que, neste caso, valer~ao as propriedades da Proposi�c~ao (3.4.1) em R, com a

opera�c~ao de adi�c~ao de�nida acima, bem como a propriedade (i) da De�ni�c~ao (3.4.2) de corpo

ordenado;

6.a: De�niremos uma opera�c~ao de multiplica�c~ao, que indicaremos por . , em

R+ .
= {α ∈ R : α > O∗}

que ir�a satisfazer as propriedades (M1) at�e (M5) e (D), onde O∗ ∈ R ser�a o elemento neutro da

adi�c~ao;

7.a: Completaremos a de�ni�c~ao da opera�c~ao de multiplica�c~ao em R e veri�caremos que a mesma ir�a

satisfazer as propriedades (M1) at�e (M5) e (D).

Neste ponto teremos que (R,+, ·, <) ser�a um corpo ordenado que possue a propriedade do menor

limitante superior.

8.a: Mostraremos que a cada r ∈ Q podemos associar um �unico elemento r∗ ∈ R, isto �e, teremos uma

aplica�c~ao

I : Q → R

que ser�a injetora.

Portanto ser�a bijetora sobre a imagem da mesma.

Denotaremos o conjunto imagem desta aplica�c~ao por Q∗, ou seja,

Q∗ .
= I(Q) = {r∗ ; r ∈ Q} ⊆ R.

Mostraremos tamb�em que a aplica�c~ao I : Q → Q∗ preservar�a as respectivas ordens totais, e as

correspondentes opera�c~oes de adi�c~ao e multiplica�c~ao de Q e de R;

9.a : Provaremos que o conjunto Q �e isomorfo ao conjunto Q∗, que �e um subcorpo de R, completando

a demonstra�c~ao do resultado.

9.03.2012 - 4.a

Vamos a demonstra�c~ao de cada um das etapas acima enumeradas:

1.a Etapa:

Duas propriedades importante que ser~ao utilizadas mais adianate.

Antes de estabelecer as duas propriedades, notemos que a propriedade (III) da de�ni�c~ao de cortes

nos diz que se α �e um corte de Q ent~ao o conjunto α não ter�a um m�aximo, ou seja, n~ao existe um

elemento em α que seja maior ou igual a todos os outros elementos de α.

Al�em disso, a propriedade (II) da de�ni�c~ao de cortes implicar�a nas seguintes propriedades:

1. Se

a ∈ α e q ̸∈ α, ent~ao a < q. (3.9)

De fato, suponhamos, por absurdo, que q ≤ a.

Se q = a ∈ α ter��amos q ∈ α, o que �e um absurdo, pois q ̸∈ α.

Logo dever��amos ter q < a.

Ent~ao, da propriedade (II) da de�ni�c~ao de cortes, dever��amos ter q ∈ α, o que contradiz o fato

que q ̸∈ α.

Portanto podemos concluir que a < q.



30 CAP�ITULO 3. N�UMEROS REAIS E COMPLEXOS

2. Se

r ̸∈ α e r < s, ent~ao s ̸∈ α. (3.10)

De fato, suponhamos, por absurdo, que s ∈ α.

Como r < s, da propriedade (II) da de�ni�c~ao de cortes, dever��amos ter r ∈ α, o que contradiz o

fato que r ̸∈ α.

Portanto podemos concuir que s ̸∈ α.

Com isto completamos a 1.a etapa da demonstra�c~ao do resultado.

2.a Etapa:

Introuziremos uma rela�c~ao de ordem total em R.

Definição 3.5.2 Se α e β s~ao dois crotes de Q, isto �e, α,β ∈ R, diremos que α é menor que β,

denotando por α < β, se o conjunto α �e um subconjunto pr�oprio do conjunto β, isto �e,

α ⊂ β e α ̸= β.

A�rmamos que a rela�c~ao < �e uma rela�c~ao de ordem total no conjunto dos cortes de Q, isto �e, em
R.

De fato,

(i) Devemos mostrar que se α e β ∈ R, isto �e, s~ao cortes de Q, uma, e somente uma, das possibili-

dades abaixo poder�a ocorrer:

(i.1) ou α ⊂ β e α ̸= β, isto �e, α < β;

(i.2) ou β ⊂ α e β ̸= α, isto �e, β < α;

(i.3) ou α = β.

Notemos que possibilidades acima s~ao excludentes, ou seja, no m�aximo uma, e somente uma,

das situa�c~oes acima ocorrer�a, ou ainda, se uma delas ocorrer, nehuma das duas outras poder�a

ocorrer:

ou α < β, ou β < α, ou α = β.

Precisamos mostrar agora que uma delas sempre ocorre.

Para isto notemos, primeiramente, que se (i.1) (respectivamente, (i.2)) n~ao ocorrer, devemos

mostrar que ou (i.2) (respectivamente, (i.1)) ocorrer�a ou (i.3) ocorrer�a.

Notemos tamb�em que se (i.3) ocorrer ent~ao (i.2) e (i.1) n~ao ocorrer�a, pois se α = β ent~ao α ̸= β

n~ao ocorrer�a.

Logo basta demonstramos que:

(a) se (i.1) e (i.3 ) n~ao ocorrer ent~ao (i.2) dever�a ocorrer.

(b) se (i.2) e (i.3 ) n~ao ocorrer ent~ao (i.2) dever�a ocorrer.

(c) se (i.1) e (i.2 ) n~ao ocorrer ent~ao (i.3) dever�a ocorrer.

A prova para o item (b) �e, essencialmente, a mesma do item (a) (que ser�a feita a seguir) e ser�a

deixada como exerc��cio para o leitor.

Mostremos o item (a).:
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Suponhamos que (i.1) e (i.3) n~ao ocorrem, isto �e, o conjunto α n~ao �e subconjunto pr�oprio do

conjunto β e α ̸= β.

Mostremos que (i.2) dever�a ocorrer, ou seja, que o conjunto β dever�a ser subconjunto pr�oprio

do conjunto α.

Para isto notemos que como o conjunto α n~ao �e um subconjunto pr�oprio do conjunto β e α ̸= β,

dever�a existir

a ∈ α tal que a ̸∈ β.

Como β ̸= ∅, existe b ∈ β.

Logo, como a ̸∈ β e b ∈ β, por (3.9), segue que

b < a.

Logo, pela propriedade (II) da de�ni�c~ao de cortes, segue que

b ∈ α, ou seja, β ⊆ α.

Como β ̸= α, segue que β �e subconjunto pr�oprio de α, isto �e, β < α, ou seja, (i.2) dever�a

ocorrer, como a�rmamos acima.

Mostremos o item (c):

Mostremos que se (i.1) ou (i.2) n~ao ocorrerem ent~ao (i.3) dever�a.

Suponhamos, por absurdo, que α ̸= β.

Assim segue que existe

a ∈ α tal que a ̸∈ β, ou existe b ∈ β tal que b ̸∈ α.

Vamos supor que existe

a ∈ α tal que a ̸∈ β.

O caso em que existe

b ∈ β tal que b ̸∈ α

�e semelhante e ser�a deixado como exerc��cio para o leitor.

Como β ̸= ∅, existe b ∈ β.

Logo, se b ∈ β como a ̸∈ β, de (3.9), segue que

b < a.

Logo, pela propriedade (II) da de�ni�c~ao de cortes, segue que b ∈ α, ou seja,

β ⊆ α e β ̸= α,

isto �e, β < α, ou ainda, vale (i.2), o que �e um absurdo!

Portanto deveremos ter α = β, completando a demonstra�c~ao do item (i).

(ii) Devemos mostrar que se α < β e β < γ ent~ao devermos ter α < γ.

Isto ocorre pois um subconjunto pr�oprio de subconjunto pr�oprio �e um subcojunto pr�oprio,

completando a demonstra�c~ao do item (ii).
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Com isto, pela De�ni�c~ao (3.3.1) segue que a rela�c~ao < introduzida na De�ni�c~ao (3.5.2) �e um rela�c~ao

de ordem total em R.

Observação 3.5.2 Logo (R, <) �e um conjunto totalmente ordenado (mais tarde mostraremos

que na verdade �e um corpo totalmente ordenado).

Com isto completamos a 2.a etapa da demonstra�c~ao do resultado.

3.a Etapa:

Com a rela�c~ao de ordem total introduzida acima, (R, <) ter�a a propriedade que todo conjunto

limitado superiormente possuir�a supremo.

Para isto consideremos A ⊆ R um conjunto, n~ao vazio e limitado superiormente, isto �e, existe

β ∈ R tal que

α ≤ β, para todo α ∈ A,

onde a nota�c~ao α ≤ β �e entendida como sendo

α ⊆ β, isto �e, α ⊂ β ou α = β.

De�na γ como sendo a uni~ao de todos os α ∈ A, isto �e,

g ∈ γ se, e somente se, g ∈ α, para algum α ∈ A.

A�rmamos que γ ∈ R, ou seja, γ �e um corte de Q e al�em disso

sup(A) = γ.

Primeiramente mostraremos que γ ∈ R.
Para isto mostremos que:

(i) γ satisfaz a condi�c~ao (I) da de�ni�c~ao de corte, isto �e,

γ ̸= ∅ e γ ̸= Q.

De fato, como A ̸= ∅, dever�a existir αo ∈ A, onde αo �e um corte de Q.

Em particular,

αo ̸= ∅.

Como γ �e a uni~ao de todos os elementos de A, segue que

αo ⊆ γ, logo γ ̸= ∅.

Por outro lado, o corte β �e um limitante superior do conjunto A, assim deveremos ter γ ≤ β,

ou seja,

γ ⊆ β.

Em particular, como β �e um corte de Q, segue que

β ̸= Q, assim γ ̸= Q.

Logo γ satisfaz a condi�c~ao (I) da de�ni�c~ao de corte (ver De�ni�c~ao (3.5.1));
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(ii) γ satisfaz a condi�c~ao (II) da de�ni�c~ao de corte, isto �e,

se g ∈ γ e q ∈ Q satisfazendo q < g, ent~ao deveremos ter q ∈ γ.

De fato, consideremos

g ∈ γ e q ∈ Q satisfazendo q < g.

Mostremos que q ∈ γ.

Para isto notemos que, como

γ =
∪
α∈A

α, dever�a existir α ∈ A, de modo que g ∈ α.

Mas q ∈ Q �e tal que q < g e como α �e um corte, da propriedade (II) de corte, segue que q ∈ α.

Como α ⊆ γ teremos q ∈ γ, provando que γ satisfaz a condi�c~ao (II) de corte (ver De�ni�c~ao

(3.5.1));

(iii) γ satisfaz a condi�c~ao (III) da de�ni�c~ao de corte, isto �e,

se g ∈ γ, existe h ∈ γ de modo que g < h.

De fato, se g ∈ γ, como

γ =
∪
α∈A

α, dever�a existir α ∈ A de modo que g ∈ α.

Como α �e um corte, da propriedade (III) de corte, segue que dever�a existir h ∈ α tal que g < h.

Como α ⊆ γ, mostramos que existe h ∈ γ tal que g < h, provando que γ satisfaz a condi�c~ao

(III) de corte (ver De�ni�c~ao (3.5.1)).

De (i), (ii) e (iii) segue que γ �e um corte de Q, ou seja, γ ∈ R.
Mostremos agora que

γ = sup(A).

Notemos que, como γ �e a reuni~ao de todos os cortes de A, segue que

α ≤ γ =
∪
β∈A

β, para todo α ∈ A,

ou seja,

γ ∈ R �e um limitante superior do conjunto A.

Mostremos que γ �e o menor corte de Q com essa propriedade.

Para isto consideremos δ ∈ R tal que

δ < γ,

isto �e, existe

g ∈ γ, tal que g ̸∈ δ.

Como

g ∈ γ =
∪
α∈A

, α dever�a existir α ∈ A, de modo que g ∈ α.
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Logo o corte δ n~ao pode ser um limitante superior de A, pois

g ∈ α ∈ A, mas g ̸∈ δ.

Portanto, γ �e o menor dos limitantes superiores do conjunto A em R, ou seja,

γ = sup(A),

completando a demonstra�c~ao da 3.a etapa.

4.a Etapa:

Introduziremos uma opera�c~ao de adi�c~ao em R que ir�a satisfazer as propriedades (A1)-(A5) da

De�ni�c~ao (3.4.1).

De�niremos a opera�c~ao de adi�c~ao em R da seguinte forma:

Se α, β ∈ R, de�niremos a adição de α com β, que ser�a indicada por α + β, como sendo o

conjunto formado por todas as somas a+ b, onde a ∈ α e b ∈ β, isto �e,

α+ β
.
= {a+ b ; a ∈ α, b ∈ β} .

Mostremos que as (A1)-(A5) est~ao satisfeitas.

(A1) (Fechamento da adi�c~ao): mostremos que

se α, β ∈ R teremos (α+ β) ∈ R.

Para isto precisamos veri�car (I), (II) e (III) da de�ni�c~ao de corte (ver De�ni�c~ao (3.5.1)).

(i) Veri�quemos que o conjunto (α + β) satisfaz a propriedade (I) da de�ni�c~ao de cortes, isto

�e,

α+ β ̸= ∅ e α+ β ̸= Q.

Para isto notemos como α e β s~ao subconjuntos de Q, n~ao vazios (pois s~ao cortes em Q),
segue que existe a ∈ α e b ∈ β, ou seja, (a+ b) ∈ (α+ β), isto �e

α+ β ̸= ∅.

Por outro lado, como α, β ̸= Q existem

a ′ ̸∈ α e b ′ ̸∈ β tais que a ′, b ′ ∈ Q.

A�rmamos que

a ′ + b ′ > a+ b, para todo a ∈ α, b ∈ β.

De fato, como a ∈ α e a ′ ̸∈ α, segue de (3.9) que a < a ′ e de modo an�alogo deveremos ter

b < b ′, ou seja,

a < a ′ e b ′ < b.

Como (Q,+, ·, <) �e um corpo totalmente ordenado segue que

a ′ + b ′ > a+ b, para todo a ∈ α, b ∈ β.

como a�rmamos.

Portanto

a ′ + b ′ ̸∈ α+ β, em particular, α+ β ̸= Q,

, mostrando que o conjunto (α+ β) satisfaz a propriedade (I) da de�ni�c~ao de cortes.
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(ii) Veri�quemos que o conjunto (α+β) satisfaz a propriedade (II) da de�ni�c~ao de cortes, isto

�e,

se p ∈ (α+ β) e q ∈ Q �e tal que q < p ent~ao teremos q ∈ (α+ β).

Para isto seja p ∈ (α+ β) e q ∈ Q satisfazendo q < p.

A�rmamos que q ∈ (α+ β).

De fato, notemos que

p = a+ b, para algum a ∈ α e b ∈ β.

Como

q < p = a+ b, segue que q− b < a.

Como α �e corte em Q, pela propriedade (II) da de�ni�c~ao de cortes, deveremos ter q−b ∈ α.

Notemos tamb�em que,

q = (q− b︸ ︷︷ ︸
∈α

) + b︸︷︷︸
∈β

, assim q ∈ (α+ β).

Portanto o conjunto (α+ β) satisfaz a propriedade (II) da de�ni�c~ao de cortes;

(iii) Veri�quemos que o conjunto (α+β) satisfaz a propriedade (III) da de�ni�c~ao de cortes, isto

�e,

se p ∈ (α+ β), podemos encontrar q ∈ α tal que p < q.

De fato, seja p ∈ (α+ β), ou seja

p = a+ b, onde a ∈ α, b ∈ β.

Como a ∈ α e α �e um corte de Q, pela propriedade (III) da de�ni�c~ao de cortes, podemos

encontrar t ∈ α tal que a < t.

Logo

p = a+ b < t+ b e t︸︷︷︸
∈α

+ b︸︷︷︸
∈β

∈ (α+ β),

ou seja, o conjunto (α+ β) satisfaz a propriedade (III) da de�ni�c~ao de cortes.

Portanto de (i), (ii) e (iii) segue que α + β �e um corte de Q, ou ainda, α + β ∈ R, ou seja, a

opera�c~ao de adi�c~ao de�nida acima satisfaz a propriedade (A1) da De�ni�c~ao (3.5.1).

(A2) (Comutativa da adi�c~ao): mostremos que se α, β ∈ R teremos

α+ β = β+ α.

Para isto, sejam α, β ∈ R.

Lembremos que

α+ β
.
= {a+ b ; a ∈ α, b ∈ β} e β+ α

.
= {b+ a ; b ∈ β, a ∈ α}.

Como

a+ b = b+ a para todo a, b ∈ Q,

segue que

α+ β = β+ α,

ou seja, a opera�c~ao de adi�c~ao de�nida acima satisfaz a propriedade (A2) da De�ni�c~ao (3.5.1).
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(A3) (Associativa da adi�c~ao): mostremos que se α, β, γ ∈ R teremos

(α+ β) + γ = α+ (β+ γ).

Para isto, sejam α, β, γ ∈ R.

Notemos que, da propriedade (A3) para o o corpo (Q,+, ·), segue que:

(α+ β) + γ
.
= {c+ g ; c ∈ α+ β, g ∈ γ}

c=a+b ;a∈α, b∈β
= {(a+ b) + g ; a ∈ α, b ∈ β, g ∈ γ}

(Q,+,·) �e corpo (ver (*) abaixo)
= {a+ (b+ g) ; a ∈ α, b ∈ β, g ∈ γ}

d
.
=b+g∈β+γ

= {a+ d ; a ∈ α, d ∈ β+ γ}
.
= α+ (β+ γ),

ou seja, a opera�c~ao de adi�c~ao de�nida acima satisfaz a propriedade (A3) da De�ni�c~ao (3.5.1).

Observação 3.5.3 Na verdade, s�o utilizamos, em (*), o fato que a opera�c~ao de adi�c~ao em

Q �e associativa, isto �e,

(a+ b) + c = a+ (b+ c), para todo a, b, c ∈ Q.

(A4) (Elemento neutro da adi�c~ao): mostremos que existe um corte deQ, que denotaremos porO∗ ∈ R,
de modo que, para todo α ∈ R teremos

α+O∗ = α.

De fato, de�namos

O∗ .
= {s ∈ Q ; s < 0}. (3.11)

Deixaremos como exerc��cio para o leitor mostrar que O∗ �e um corte em Q. Ex. 3.5 - 0,5

Mostremos que ele �e o elemento neutro da adi�c~ao de�nida acima, isto �e,

α+O∗ = α, ou seja, α+O∗ ⊂ α e α ⊂ α+O∗.

Para isto sejam, α ∈ R e a ∈ α.

Observemos que se a ∈ α e s ∈ O∗ ent~ao, do fato que (Q,+, ·, <) �e um corpo totalmente

ordenado, segue que

a+ s
s<0
< a+ 0 = a.

Logo, da propriedade (II) da de�ni�c~ao de cortes, aplicada ao corte α, teremos que

a+ s ∈ α, para todo a ∈ α e s ∈ O∗,

ou seja,

α+O∗ ⊂ α. (3.12)

Por outro lado, se a ∈ α, da propriedade (III) da de�ni�c~ao de cortes, aplicada a α, segue que

existir�a r ∈ α tal que a < r, que implicar�a em

a− r < 0, ou seja, a− r ∈ O∗.
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Assim

a = r︸︷︷︸
∈α

+(a− r︸ ︷︷ ︸
∈O∗

) ∈ α+O∗, para todo a ∈ α,

ou seja

α ⊂ α+O∗. (3.13)

Portanto, de (3.12) e (3.13), segue que

α+O∗ = α,

mostrando que a opera�c~ao de adi�c~ao de�nida acima satisfaz a propriedade (A4) da De�ni�c~ao

(3.5.1).

(A5) (Elemento oposto da adi�c~ao): mostremos que dado α ∈ R podemos encontrar um corte β (isto

�e, um elemento β ∈ R) de tal modo que

α+ β = O∗.

Este elemento ser�a indicado por −α.

De fato, consideremos β o conjunto formado pelos p ∈ Q que têm a seguinte propriedade:

Existe r > 0 tal que

−p− r ̸∈ α,

isto �e, existem n�umeros racionais menores que −p, que n~ao pertencem a α (no caso −p− r).

Observação 3.5.4 Para ilustrar, suponhamos que α
.
= {b ∈ Q ; b < 1} ∈ R.

Ent~ao

β
.
= {b ∈ Q ; b < −1} ∈ R

tem a propriedade acima.

De fato, pois se p ∈ β, teremos p < −1.

Assim −p > 1, o que implicar�a que existir�a r > 0 em Q tal que

−p− r > 1, ou seja, − p− r ̸∈ α.

Para ver isto basta tomar

r
.
= −

1+ p

2
> 0

que obteremos

−p− r = −p+
1+ p

2
=

1− p

2

−p>1
>

1+ 1

2
= 1,

ou seja, −p− r ̸∈ α.

Mostremos que β ∈ R e que

α+ β = 0∗.

Para mostrar que β ∈ R temos:
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(i) Mostremos que o conjunto β satisfaz a propriedade (I) de corte, isto �e,

β ̸= ∅ e β ̸= Q.

A�rmamos que:

β ̸= ∅.

De fato, sabemos que existe s ̸∈ α, pois α ̸= Q.
Seja

p
.
= −s− 1.

Logo

−p− 1 = s ̸∈ α,

o que implicar�a que p ∈ β (neste caso tomamo r
.
= 1) implicando que β �e n~ao vazio.

A�rmamos que:

β ̸= Q.

Para mostrar isto a�rmamos que que se

a ∈ α teremos que − a ̸∈ β. (3.14)

De fato, se a ∈ α,

para todo r > 0, teremos a− r < a.

Logo, da propriedade (II) da de�ni�c~ao de cortes, teremos

a− r︸ ︷︷ ︸
=−(−a)−r

∈ α, para todo r > 0, mostrando que − a ̸∈ β,

como a�rmamos.

Logo β ̸= Q, mostrando que o conjunto β satisfaz a propriedade (I) da de�ni�c~ao de cortes;

(ii) Mostremos que o conjunto β satisfaz a propriedade (II) de corte, ou seja,

se b ∈ β e q ∈ Q satisfaz q < b, ent~ao teremos q ∈ β.

De fato, notemos que se b ∈ β, da de�ni�c~ao do conjunto β, existir�a r > 0 tal que

−b− r ̸∈ α.

Logo se

q < b, segue que − b < −q, assim teremos −b−︸ ︷︷ ︸
̸∈α

r < −q− r.

Logo, de (3.10), deveremos ter

−q− r ̸∈ α,

o que implicar�a que q ∈ β, isto �e, o conjunto β satisfaz a propriedade (II) da de�ni�c~ao

cortes.
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(iii) Mostremos que o conjunto β satisfaz a propriedade (III) de corte, ou seja,

se b ∈ β, podemos encontrar t ∈ β tal que b < t.

De fato, se b ∈ β, da de�ni�c~ao do conjunto β, que existir�a r1 > 0 tal que

−b− r1 ̸∈ α.

Consideremos

t
.
= b+

r1

2
.

Com isto teremos que

t = b+
r1

2︸︷︷︸
>0

> b e − t−
r1

2
= −

(
b+

r1

2

)
−

r1

2
= −b− r1 ̸∈ α,

ou seja, t ∈ β
(
neste caso tomamos r

.
=

r1

2

)
.

Logo existe t ∈ β tal que b < t, mostrando que o conjunto β satisfaz a propriedade (III)

da de�ni�c~ao de cortes.

Portanto β �e um corte em Q, isto �e, β ∈ R.

14.03.2012 - 5.a

Mostremos agora que

α+ β = O∗.

Para isto, a�rmamos que se

b ∈ β, ent~ao − b ̸∈ α.

De fato, suponhamos por absurdo, que −b ∈ α.

Logo, de (3.14), ter��amos que

b = −(−b) ̸∈ β,

o que seria um absurdo, pois b ∈ β.

Sejam a ∈ α e b ∈ β, ou seja, −b ̸∈ α.

Logo a ∈ α e −b ̸∈ α assim, de (3.9), segue que

a < −b, ou ainda, a+ b < 0,

mostrando que

(α+ β) ⊂ O∗. (3.15)

Para mostrar a inclus~ao

O∗ ⊂ (α+ β).

Para isto consideremos v ∈ O∗ e de�namos

w
.
= −

v

2
.

Como

v < 0 segue que w > 0.
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Logo, da Observa�c~ao (3.5.1) item 2., segue que existe n ∈ Z tal que

n ·w ∈ α mas (n+ 1) ·w ̸∈ α.

Consideremos

b
.
= −(n+ 2) ·w. (3.16)

A�rmamos que b ∈ β.

De fato, como

−b−w = −[−(n+ 2)w] −w = (n+ 1)w ̸∈ α,

segue que b ∈ β (neste caso tomamos r
.
= w).

A identidade (3.16) garante que

− 2w = n ·w+ b. (3.17)

Assim

v = −2 ·w (3.17)
= n ·w︸ ︷︷ ︸

∈α
+ b︸︷︷︸

∈β

∈ (α+ β),

ou seja,

O∗ ⊂ (α+ β), que, juntamente com (3.15), implicar�a que α+ β = O∗.

Com isto completamos a demonstra�c~ao que o oposto do corte α �e o corte β, completando a

demonstra�c~ao da propriedade (A5) e da 4.a etapa.

5.a Etapa:

Tendo provado que adi�c~ao, de�nida acima, satisfaz as condi�c~oes de (A1)-(A5) segue que a Pro-

posi�c~ao (3.4.1) ser�a v�alida em R (veja a Observa�c~ao (3.4.1)).

Com isto podemos provar a condi�c~ao (i) da De�ni�c~ao (3.4.2) de corpo ordenado (notemos que,

ainda, n~ao temos de�nido em R uma opera�c~ao de multiplica�c~ao!), a saber:

se α, β, γ ∈ R e β < γ, ent~ao (α+ β) < (α+ γ).

De fato, como o conjunto β �e subconjunto (pr�oprio) do conjunto γ, da de�ni�c~ao da opera�c~ao de

adi�c~ao, segue que

(α+ β) ⊂ (α+ γ).

Suponhamos, por absurdo, que

α+ β = α+ γ.

Segue da Proposi�c~ao (3.4.1) item (a) (isto �e, da lei do cancelamento da adi�c~ao) que ter��amos

β = γ,

o que �e um absurdo, pois o conjunto β �e subconjunto pr�oprio de γ.

Assim o conjunto (α+ β) ser�a subconjunto pr�oprio do conjunto (α+ γ) e portanto

(α+ β) < (α+ γ),

ou seja, vale a propriedade (i) da De�ni�c~ao (3.4.2) de corpo ordenado.
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Observação 3.5.5 Vale observar que, da demonstra�c~ao da Proposi�c~ao (3.4.4) item (a), segue

que

α > O∗ se, e somente se, − α < O∗.

6.a Etapa:

A seguir introduziremos uma opera�c~ao multiplica�c~ao em R.
Come�caremos de�nindo uma opera�c~ao de multiplica�c~ao em

R+ .
= {α ∈ R ; α > O∗}.

Observação 3.5.6 Observemos que se α ∈ R+ segue que

O∗ (3.11)
= {q ∈ Q ; q < 0} ⊆ α e {q ∈ Q ; q < 0} ̸= α,

ou seja, existe a ∈ α tal que a ≥ 0.

Como α �e um corte em Q, segue da propriedade (III) que existe

ao ∈ α tal que 0 ≤ a < ao. (3.18)

Portanto, se α > 0∗ segue que existe

ao ∈ α tal que ao > 0.

Se α, β ∈ R+ de�niremos o produto de α por β, que ser�a indicado por α · β, como sendo o

conjunto de todos os p ∈ Q tais que

p ≤ ab,

para alguma escolha de a ∈ α e b ∈ β, sendo a, b > 0 (que existem por (3.18)), isto �e,

α · β .
= {p ∈ Q ; existem a ∈ α e b ∈ β, a, b > 0 tal que p ≤ ab}

= {p ∈ Q ; p ≤ 0} ∪ {ab ; a ∈ α , b ∈ β e ab > 0} (3.19)

Observação 3.5.7 Colocaremos a seguinte quest~ao: por que n~ao de�nimos

α · β = {a · b ; a ∈ α, b ∈ β} ?

De�niremos 1∗ como sendo o conjunto de todos os q ∈ Q tal que q < 1, ou seja,

1∗
.
= {q ∈ Q ; q < 1}. (3.20)

Este corte far�a o papel da unidade na multiplica�c~ao de�nida acima.

Observação 3.5.8 Colocaremos tamb�em a seguinte quest~ao: se α ∈ R+ quem ser�a o corte que

�e inverso dele em R+?

Mostremos que vale a propriedade (M1), isto �e, (α · β) ∈ R+ (ou ainda, (α · β) �e um corte em Q).
Para isto, precisamos mostrar que:
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(i) Mostremos que o conjunto (α · β) satisfaz a propriedade (I) da de�ni�c~ao corte, isto �e,

(α · β) ̸= ∅ e (α · β) ̸= Q.

A�rmamos que:

(α · β) ̸= ∅.

De fato, como α,β ∈ R+, existem a ∈ α, com a > 0 e b ∈ β, com b > 0.

Seja

p
.
= ab.

Notemos que

p ≤ a︸︷︷︸
∈α

b︸︷︷︸
∈β

, ou seja, p ∈ (α · β),

mostrando que (α · β) ̸= ∅.
A�rmamos que

(α · β) ̸= Q.

De fato, como α,β ̸= Q, segue que existem c, d ∈ Q tais que

c ̸∈ α e d ̸∈ β.

Logo, de (3.9), segue que para todo a ∈ α e b ∈ β teremos

a < c e b < d. (3.21)

Em particular, para todo a ∈ α e b ∈ β tais que

0 < a e 0 < b, segue que 0 < a < c e 0 < b < d. (3.22)

Seja

e
.
= c d ∈ Q e 0

(3.22)
< e.

Com isto, de (3.22), segue que para todo a ∈ α e b ∈ β satisfazendo

0 < a e 0 < b, teremos ab
0<a
< ad

0<d
< cd = e,

ou seja, e ̸∈ (α · β), mostrando que (α · β) ̸= Q.

Com isto mostramos que o conjunto (α · β) satisfaz a propriedade (I) da de�ni�c~ao de cortes;

(ii) Mostremos que o conjunto (α · β) satisfaz a propriedade (II) da de�ni�c~ao corte, ou seja,

se p ∈ (α · β) e q ∈ Q satisfaz q < p, ent~ao teremos q ∈ (α · β).

De fato, notemos que se p ∈ (α · β), da de�ni�c~ao do conjunto (α · β), existir~ao a ∈ α e b ∈ β,

com a, b > 0 tais que

p ≤ ab.

Como

q < p ≤ ab , segue que, q < ab , em particular, q < ab,

o que implicar�a que q ∈ (α ·β), isto �e, o conjunto (α ·β) satisfaz a propriedade (II) da de�ni�c~ao
cortes.
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(iii) Mostremos que o conjunto (α · β) satisfaz a propriedade (III) da de�ni�c~ao corte, ou seja,

se p ∈ (α · β), podemos encontrar t ∈ (α · β) tal que p < t.

De fato, se p ∈ (α · β), da de�ni�c~ao do conjunto (α · β), que existir~ao a ∈ α e b ∈ β, a, b > 0

tais que

p ≤ ab . (3.23)

Como a ∈ α, e α �e um corte de Q, segue, da propriedade (III) da de�ni�c~ao de corte, que existe

ao ∈ α, tal que a < ao.

Como

0 < a e a < ao, segue que, 0 < ao,

ou seja

0 < a < ao. (3.24)

Mas

0 < b, assim, de (3.24), segue que ab
0<b
< aob. (3.25)

De modo semelhante, como b ∈ α, e β �e um corte de Q, segue, da propriedade (III) da de�ni�c~ao
de corte, que existe

bo ∈ α, tal que b < bo.

Assim

0 < b e b < bo, teremos que, 0 < bo.

Logo, como

0 < b < bo e 0 < ao, teremos ab
(3.25)
< ao b

0<ao

< ao bo. (3.26)

Seja

q
.
= aobo

(3.26)
> 0. (3.27)

Notemos que

q
(3.26)

≤ ao bo, p
(3.23)

≤ ab
(3.25)
< ao b = q ao ∈ α, b ∈ β e 0 < ao, b,

ou seja, q ∈ (α ·β) e p < q, mostrando que o conjunto β satisfaz a propriedade (III) da de�ni�c~ao

de cortes.

Portanto (α · β) �e um corte em Q.
Finalmente mostremos que se α,β ∈ R+ ent~ao (α · β) ∈ R+, ou seja,

se α,β > O∗ teremos (α · β) > O∗.

Notemos que, de (3.27), temos

q ∈ (α · β) e q > 0,

ou seja,

O∗ ⊆ (α · β) e O∗ ̸= (α · β), o implicar�a que (α · β) > O∗.

A�rmamos que as propriedades (M2)-(M5) e (D) est~ao satisfeitas para a opera�c~ao de multiplica�c~ao

de�nida acima em R+.

Isto ser�a a deixado como exerc��cio para o leitor. Ex. 3.6 - 1.0
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Observação 3.5.9

1. Observemos que, em particular, a 2.a condi�c~ao da de�ni�c~ao de corpo ordenado estar�a

satisfeita em R+, isto �e,

se α, β > O∗, ent~ao α · β > O∗,

que �e o que diz a propriedade (M1).

2. Se α ̸= O∗, de�nimos

α−1 .
= {b ∈ Q ; b ≤ 0} ∪ {p ∈ Q+ ; existe q ∈ Q , q > p com q−1 ̸∈ α} ∈ R

ou seja,

α · α−1 = 1∗ .

7.a Etapa:

Completaremos a de�ni�c~ao da opera�c~ao de multiplica�c~ao para todo R, da seguinte forma:

Sejam α,β ∈ R, de�niremos:

α · β =



O∗ , se α = O∗ ou β = O∗

α · β , se α,β > O∗

(−α) · (−β) , se α < O∗ e β < O∗

−[(−α) · β] , se α < O∗ e β > O∗

−[α · (−β)] , se α > O∗ e β < O∗

. (3.28)

onde · �e a opera�c~ao de multiplica�c~ao de�nida em R+ introduzida na 6.a etapa (notemos que todos os

elementos envolvidos nas multiplica�c~oes �a direita acima pertencem a R+).

Tendo provado que (M1)-(M5) valem para a multiplica�c~ao em R+, deixaremos como exerc��cio para

o leitor provar que as mesmas ser~ao v�alidas para a multiplica�c~ao acima em R. Ex. 3.7 - 0,5

Observação 3.5.10 Notemos que poderemos usar o fato que

α = −(−α),

que �e o item (d) da Proposi�c~ao (3.4.1).

Faremos a demonstra�c~ao que a propriedade (D) (lei distributiva da multiplica�c~ao) ocorre.

Faremos a demonstra�c~ao que a propriedade (D) (lei distributiva da multiplica�c~ao) ocorre.

Dividiremos a prova em v�arios casos, a saber:

1. α > O∗, β > O∗.

2. α < O∗, β < O∗.

3. α > O∗, β < O∗ e β+ γ > O∗.

4. α > O∗, β < O∗ e β+ γ = O∗.

5. α > O∗, β < O∗ e β+ γ < O∗.

6. α < O∗, β > O∗ e β+ γ > O∗.
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7. α < O∗, β > O∗ e β+ γ = O∗.

8. α < O∗, β > O∗ e β+ γ < O∗.

O caso 1. segue foi obtido na 6.a etapa.

Observemos que os casos 6., 7. e 8. s~ao an�alogos aos casos 3., 4. e 5., respectivamente (basta

trocar α com β).

Faremos a demonstra�c~ao do caso 3. .

Os casos 2., 4. e 5. ser~ao deixados como exerc��cio para o leitor. Ex. 3.8 - 0,5

Notemos que, das propridades (A1)-(A5), segue que

γ = (β+ γ) + (−β)

e como

β+ γ > 0∗ e − β > 0∗,

da 5.a etapa, segue que teremos

γ > O∗.

Assim, como vale a propriedade (D) em R+, segue que

α︸︷︷︸
>O∗

· γ︸︷︷︸
>O∗

= α︸︷︷︸
>O∗

·

(β+ γ︸ ︷︷ ︸
>O∗

) + ( −β︸︷︷︸
>O∗

)

 Prop. (D) em R+

= α · (β+ γ) + α · (−β). (3.29)

Da de�ni�c~ao da multiplica�c~ao introduzida em (3.28), segue que (caso que α > O∗ e β < O∗):

α · β = − [α · (−β)] .

Mas, da Proposi�c~ao (3.4.1) item (d), segue que

− (α · β) = α · (−β). (3.30)

Assim

α · γ (3.29)
= α · (β+ γ) + α · (−β)

(3.30)
= α · (β+ γ) − (α · β).

Logo, da Proposi�c~ao (3.4.1) item (a), segue que

α.β+ α · γ = α · (β+ γ).

Deste modo conclu��mos a demonstra�c~ao da propriedade (D) para a multiplica�c~ao de�nida em

(3.28).

Com isto mostramos que o conjunto dos cortes sobre os racionais munido da rela�c~ao de ordem, das

opera�c~oes de adi�c~ao e multiplica�c~ao de�nidas acima, isto �e, (R,+, ·, <), �e um corpo totalmente orde-

nado que tem a propriedade do menor limitante superior, ou seja, a primeira parte da demonstra�c~ao

do Teorema.

A seguir veremos como podemos ver que o corpo (Q,+, ·, <) como um um subcorpo do corpo

(R,+, ·, <).

8.a Etapa:

Mostraremos que existe uma aplica�c~ao injetora de Q em R que preseva as respectivas ordens totais

e as opera�c~oes de adi�c~ao e de multiplica�c~ao de Q e de R.
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Para tanto, para cada r ∈ Q associamos o conjunto r∗ que �e formado por todos os p ∈ Q tais que

p < r, isto �e

r∗
.
= {p ∈ Q ; p < r} . (3.31)

�E f�acil ver que r∗ �e um corte de Q, isto �e, r∗ ∈ R (veri�que!).

Com isto temos a aplica�c~ao I : Q → R dada por

I(r)
.
= r∗, r ∈ Q .

De�niremos

Q∗ .
= {r∗ ; r ∈ Q} .

Os elementos de (Q∗,+, ·, <) (como subconjunto de (R,+, ·, <)) satisfazem as seguintes proprie-

dades:

Dados r∗, s∗ ∈ Q∗ teremos:

(i) r∗ + s∗ = (r+ s)∗.

Observação 3.5.11

(a) Notemos que a opera�c~ao de adi�c~ao do lado esquerdo da identidade acima �e a opera�c~ao

de adi�c~ao em R enquanto do lado direito fazemos a opera�c~ao de adi�c~ao em Q e depois

tomamos o respectivo elemento em Q∗.

(b) Em partiular, teremos

I(r+ s) = I(r) + I(s), r, s ∈ Q,

ou seja, a aplica�c~ao I preserva as correspondentes opera�c~oes de adi�c~ao de Q e de R.

(ii) r∗ · s∗ = (r · s)∗

Observação 3.5.12

(a) Notemos que a opera�c~ao de multiplica�c~ao do lado esquerdo da identidade acima �e

a opera�c~ao de muliplica�c~ao em R enquanto do lado direito fazemos a opera�c~ao de

multiplica�c~ao em Q e depois tomamos o respectivo elemento em Q∗.

(b) Em partiular, teremos

I(r · s) = I(r) · I(s), r, s ∈ Q,

ou seja, a aplica�c~ao I preserva as correspondentes opera�c~oes de multiplica�c~ao de Q e

de R.

(iii) r∗ < s∗ se, e somente se, r < s.

Observação 3.5.13

(a) Notemos que a rela�c~ao de ordem total do lado esquerdo da identidade acima �e a

rela�c~ao de ordem total em R enquanto do lado direito �e a rela�c~ao de ordem total em

Q.
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(b) Em partiular, teremos

I(r) < I(s) se, e somente se r < s, onde r, s ∈ Q,

ou seja, a aplica�c~ao I preserva as correspondentes rela�c~oes de ordem totais de Q e de

R.

A seguir exibiremos as demonstra�c~oes das três a�rma�c~oes acima.

Para mostrar (i) devemos mostrar que

r∗ + s∗ ⊆ (r+ s)∗ e que (r+ s)∗ ⊆ r∗ + s∗.

Seja p ∈ r∗ + s∗, isto �e,

p = u+ v, onde u ∈ r∗ e v ∈ s∗,

o que implicar�a em

u < r e v < s.

Com isto teremos que

p = u+ s < r+ s, ou seja, p ∈ (r+ s)∗,

mostrando que

r∗ + p∗ ⊆ (r+ s)∗.

Reciprocamente,

se p ∈ (r+ s)∗, segue que p < r+ s.

Escolha t ∈ Q tal que

t
.
=

r+ s− p

2
. (3.32)

Notemos que, t > 0.

Consideremos

r ′
.
= r− t e s ′

.
= s− t.

Como

t > 0 segue que r ′ < r e s ′ < s,

que implicar�a em

r ′ ∈ r∗ e s ′ ∈ s∗.

Al�em disso

r ′ + s ′ = (r− t) + (s− t) = r+ s− 2t︸︷︷︸
(3.32)
= r+s−p

= p,

isto �e,

p = r ′ + s ′, onde r ′ ∈ r∗ e s ′ ∈ s∗.

Portanto

p ∈ r∗ + s∗, mostrando que (r+ s)∗ ⊆ r∗ + s∗,

isto �e , a propriedade (i) ocorre.

De modo semelhante mostra-se (ii).

A elabora�c~ao da demonstra�c~ao da mesma ser�a deixada como exec��cio para o leitor. Ex. 3.9 - 0,5
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Para mostrar (iii) suponhamos, primeiramente, r < s.

Com isto teremos

r ∈ s∗, mas r ̸∈ r∗ = {p ∈ Q : p < r}.

Logo r∗ est�a contido propriamente em s∗, ou seja,

r∗ < s∗.

Reciprocamente,

se r∗ < s∗, ent~ao existe p ∈ s∗ tal que p ̸∈ r∗,

ou seja,

r ≤ p < s, em particular, r < s,

completando a veri�ca�c~ao da propriedade (iii).

9.a Etapa:

Na 8.a etapa mostramos que a cada r ∈ Q podemos associar r∗ ∈ Q∗ ⊆ R de tal modo que essa

associa�c~ao preserva as respectivas opera�c~oes de adi�c~ao, de multiplica�c~ao e de ordens totais.

Isto pode ser expresso dizendo-se que o corpo totalmente ordenado (Q,+, ·, <) �e isomorfo (no

sentido de corpo) ao corpo totalmente ordenado (Q∗,+, ·, <) (cujos elementos s~ao cortes dos racionais

do tipo (−∞, p) tal que p ∈ Q).
Observemos que Q∗ �e um subcorpo de R, ou seja, �e um corpo com as opera�c~oes de adi�c~ao e

multiplica�c~ao induzidas de R (veri�que!).

A identi�ca�c~ao de Q com Q∗ permite-nos ver o corpo totalmente ordenado (Q,+, ·, <) como um

subcorpo do corpo totalmente ordenado (R,+, ·, <) e �e neste sentido que �e entendida a segunda parte

da conclus~ao do Teorema, �nalizando a sua demonstra�c~ao.

�

Observação 3.5.14

1. Notemos que a identi�ca�c~ao do corpo totalmente ordenado (Q,+, ·, <) com o corpo total-

mente ordenado (Q∗ < +, ·, <) �e semelhante �a que nos faz ver o corpo (R,+, ·) como um

subcorpo do corpo formado pelos n�umeros complexos, que �e denotado por (C,+, ·).

2. A primeira e segunda a�rma�c~oes, relativas �a 8.a etapa na demonstra�c~ao do Teorema

acima, nos dizem que Q ⊆ R e as opera�c~oes de adi�c~ao e multiplica�c~ao de R, quando res-

tritas a Q, coincidem com as opera�c~oes de adi�c~ao e multiplica�c~ao de Q (este �e o signi�cado

de subcorpo).

3. Os cortes de Q que utilizamos na demostra�c~ao do Teorema acima foram criados por

Richard Dedekind e denominados de cortes de Dedekind.

4. A constru�c~ao de R, partindo de Q, utilizando seq�uências de Cauchy �e devido a Cantor.

5. Ambos publicaram suas constru�c~oes em 1872.

6. De�niremos o conjunto formado pelos irracionais, denotado por I, como sendo:

I .
= R \Q .
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7. Se α ∈ R, de�niremos

|α|
.
= α ∪ (−α) .

Com isto teremos:

(a) |α| ∈ R ;

(b) |α| ≥ O∗ ;

(c) |α| ≥ α e |α| ≥ −α ;

(d) |α| =

{
α , se α ≥ O∗

−α , se α ≤ O∗

16.03.2012 - 6.a

Podemos enunciar e demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 3.5.2

(a) (Propriedade Archimediana de R) Se x, y ∈ R, com x > 0, ent~ao existe n ∈ N tal que

n · x > y.

(b) (Densidade de Q em R) Se x, y ∈ R, com x < y, ent~ao deve existir p ∈ Q tal que

x < p < y.

(c) (Densidade de I em R) Se x, y ∈ R, com x < y, ent~ao deve existir i ∈ I tal que

x < i < y.

Demonstração:

De (a):

Seja A o conjunto formado pelos n�umeros reais m · x, onde m ∈ N, isto �e:

A .
= {m · x ∈ R ; m ∈ N}.

Suponhamos, por absurdo, que propriedade (a) seja falsa, ou seja,

m · x ≤ y para todo m ∈ N,

isto �e, y �e limitante superior do conjunto A.
Como R tem a propriedade do menor limitante superior, existir�a

α
.
= sup(A).

Observemos que

se x > 0, ent~ao α− x < α

e assim (α− x) não poderá ser um limitante superior do conjunto A (pois α �e o supremo de A, logo
�e o menor limitante superior do conjunto A).

Assim, da de�ni�c~ao do conjunto A e do fato que (α− x) n~ao �e limitante superior de A, segue que
dever�a existir m ∈ N tal que

α− x < m · x.
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Com isto podemos concluir que

α < (m+ 1) · x ∈ A,

o que �e um absurdo, pois α �e um limitante superior de A.
Logo o conjunto A, n~ao pode ser limitado superiormente, ou seja, dado y ∈ R, dever�a existir n ∈ N

tal que

y ≤ n · x,

mostrando que a propriedade (a) ocorre.

De (b):

Basta encontrarmos n ∈ N e m ∈ Z, de modo que

nx < m < nx .

Como

x < y, segue que y− x > 0

e, da propriedade (a), sabemos que existe n ∈ N tal que

n · (y− x) > 1, ou seja, n · x+ 1 < n · y. (3.33)

Para ver isto, basta considerar

x
.
= y− x e y

.
= 1

e aplicar a propriedade (a).

Aplicando novamente a propriedade (a), podemos obter m1, m2 ∈ N tais que

m1 > n · x,

bastando para isto tomar

x
.
= 1 e y

.
= n.x

e aplicar a propriedade (a) e

m2 > −n · x,

bastando para isto tomar

x
.
= 1 e y

.
= −n · x

e aplicar a propriedade (a).

Assim teremos

−m2 < n · x < m1.

Com isto pode-se provar a existência de m ∈ Z, com

−m2 ≤ m ≤ m1,

de modo que

(m− 1) ≤ n · x < m. (3.34)

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor. Ex. 3.10 - 0,5

Combinando-se as desigualdades (3.33) e (3.34) obteremos:

n · x < m ≤ 1+ n · x < n · y, ou seja, n · x < m < n · y.

Como

n > 0, da desigualdade acima segue que x <
m

n
< y,
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o que prova a propriedade (b), bastanto para isto tomar

p =
m

n
∈ Q ,

mostrando que a propriedade (b) ocorre.

De (c):

Pelo item (b), existe t ∈ Q tal que
x√
2
< t <

s√
2
,

assim

x < t
√
2 < s .

Se t ̸= 0, segue que

i
.
= t

√
2 ∈ I .

Se t = 0, teremos
x√
2
< 0 <

s√
2
,

Logo, de (b), podemos encontrar p ∈ Q, de modo que

0 < p <
y√
2
,

ou seja, existe p ∈ Q tal que

x√
2
< 0 < p <

s√
2
, ou seja, x < p

√
2 < y ,

e assim, como p ∈ Q\{0},

i
.
= p

√
2

satisfaz a propriedade requerida, completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 3.5.15

1. A parte (a) do Teorema acima �e conhecida como propriedade arquimediana dos n�umeros

reais.

2. A parte (b) do Teorema nos diz que entre dois n�umeros reais distintos existe, pelo menos,

um n�umero racional (propriedade de densidade dos n�umeros racionais no conjunto R).

Como consequência dos resultado acima temos o:

Corolário 3.5.1

inf

{
1

n
; n ∈ N

}
= O∗ .

Resolução:

Para tanto, basta utilizar a propriedade (a) da Proposi�c~ao acima.

�
Mostraremos a seguir a existência da n-�esima raiz de um n�umero real positivo.

Esta demonstra�c~ao mostrar�a como a di�culdade do in��cio (a respeito da irracionalidade de
√
2)

pode ser tratada em R.
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Teorema 3.5.3 Para todo x > 0 em R e todo n ∈ {2, 3, 4 · · · } existe um, e somente um, n�umero

real y > 0 tal que

yn = x.

Demonstração:

Unicidade:

Que existe no m�aximo um y > 0, com a propriedade acima, segue do fato que, se existirem

y1, y2 > 0 distintos que satifazem a igualdade, poderemos supor, sem perda de generalidade, que

0 < y1 < y2.

Logo teremos

x = yn
1︸︷︷︸

=x

= y1 · · ·y1︸ ︷︷ ︸
n-fatores

0<y1<y2

< y2 · · ·y2︸ ︷︷ ︸
n-fatores

= yn
2︸︷︷︸

=x

, (3.35)

o que seria um absurdo.

Logo se existir a raiz n-�esima de x, ela dever�a ser �unica.

Existência:

Seja E o conjunto formado pelos n�umeros reais positivos, que indicaremos por t, tal que

tn < x,

isto �e:

E
.
= {t > 0 ; tn < x} . (3.36)

Notemos que se

to
.
=

x

1+ x
(3.37)

ent~ao

0 < to
1<1+x, logo 0< 1

1+x
<1

< x, ou seja, 0 < to < x (3.38)

e

0 < to
0<x<1+x, logo 0< x

1+x
<1

< 1.

Assim

tno
to

= tn−1
o

0<to<1, e como em (3.35)
< 1n = 1,

0<to︷ ︸︸ ︷
ou seja, tno

0<to<1
< to

(3.38)
< x.

Logo to ∈ E e portanto o conjunto E �e n~ao vazio.

Por outro lado se

t1 ≥ 1+ x > 1 , segue que tn1 =

t1>1 e (3.35)
> 1︷︸︸︷
tn−1
1 t1 > t1 ≥ 1+ x > x,

ou seja,

tn1 > x , assim t1 ̸∈ E,

o que implicar�a que (1+ x) �e um limitante superior de E.

Como R tem propriedade do menor limitante superior, segue que existe

y
.
= sup(E).
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Vale observar que

0
(3.38)
< to

to∈E e y=sup(E)

≤ y.

Para mostrar que

yn = x,

provaremos que as desigualdades

yn < x , ou yn > x

não poderão ocorrer.

Para isto, observemos, primeiramente, que para a, b ∈ R teremos

bn − an=(b− a) · (bn−1 + bn−2 · a+ · · ·+ b · an−2 + an−1︸ ︷︷ ︸
n−parcelas

).

Para ver isto, basta fazer a multiplica�c~ao do lado direito da igualdade acima que obteremos o

membro �a esquerda da mesma.

Deixaremos os detalhes como exerc��cio para o leitor.

Com isto teremos que a igualdade acima implicar�a em

bn − an = (b− a) · (

n−parcelas︷ ︸︸ ︷
bn−1 + bn−2 · a︸︷︷︸

<b︸ ︷︷ ︸
<bn−1

+ · · ·+ b · an−2︸︷︷︸
(3.35)
< bn−2︸ ︷︷ ︸

<bn−1

+ an−1︸︷︷︸
(3.35)
< bn−1

)
a<b
< (b− a) · n · bn−1. (3.39)

Suponhamos, por absurdo, que

yn < x.

Como
x− yn

n(y+ 1)n−1
> 0,

podemos escolher um n�umero real h satisfzendo:

0 < h < 1 e h <
x− yn

n(y+ 1)n−1
.

Consideremos

a
.
= y e b = y+ h.

Observe que

0 < a < b

e assim podemos aplicar (3.39), que implicar�a em:

(y+ h)n − yn < h · n · (y+ h)n−1
y+h

h<1
< y+1
< h · n · (y+ 1)n−1

h< x−yn

n(y+1)n−1

< x− yn,

ou seja,

(y+ h)n < x,

implicando que

(y+ h) ∈ E,

o que �e um absurdo, pois

y+ h > y
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e y �e um limitante superior do conjunto E (na verdade ele �e o supremo do conjunto E).

Portanto deveremos ter

yn ≥ x.

Suponhamos agora, por absurdo, que

yn > x.

Escolhamos

k
.
=

yn − x

nyn−1
.

Notemos que

0 < k =
yn

nyn−1
−

x

nyn−1
=

y

n
−

x

nyn−1︸ ︷︷ ︸
<0

< y.

Logo

0 < k < y, o que implicar�a que 0 < y− k.

Consideremos

b
.
= y e a

.
= y− k.

Assim

0 < a < b,

e aplicando-se (3.39) segue que:

yn − (y− k)n < k · n · yn−1
k= yn−x

nyn−1

= yn − x, ou seja, x < (y− k)n,

o que implicar�a que

(y− k) ̸∈ E.

Como

y− k > 0,

segue que este ser�a um limitante superior de E, o que �e um absurdo, y �e o menor limitante superior

(pois, y = sup(E)).

Portanto

yn = x,

completando a demosntra�c~ao do resultado.

�

Notação 3.5.2 Este n�umero real y ser�a indicado por x
1
n , ou seja,

x
1
n

.
= y.

Como consequência temos o:

Corolário 3.5.2 Se a, b ∈ R s~ao positivos e n ∈ {2, 3, 4, · · · } ent~ao

(a · b)
1
n = a

1
n · b

1
n .
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Demonstração:

Consideremos

α
.
= a

1
n e β

.
= b

1
n .

Ent~ao

a · b = αn · βn = (α · β)n ,
pois a opera�c~ao de multiplica�c~ao �e associativa e comutativa em R.

A unicidade do Teorema (3.5.3) garante que

(a · b)
1
n = α · β = a

1
n · b

1
n ,

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 3.5.16

1. Existe uma rela�c~ao entre n�umeros reais e n�umeros que possuem representa�c~ao decimal.

Para ver isto, consideremos x > 0 um n�umero real.

Do Teorema (3.5.2) item (a) segue que existe um maior inteiro, n~ao negativo, no tal que

no ≤ x.

Os detalhes da demonstra�c~ao deste fato ser~ao deixados como exerc��cio para o leitor.

De modo an�alogo, podemos encontrar um maior inteiro n1 tal que

n1 ≤ 10 · (x− no), isto �e, no +
n1

10
≤ x.

Prosseguindo no argumento acima (isto �e, por indu�c~ao), para cada k = 0, 1, 2, · · · , podemos

encontrar n�umeros inteiros no, n1, · · · , nk−1, nk ∈ {0 , 1 , · · · , 9}, os maiores inteiros, tais que

no +
n1

10
+ · · · nk−1

10k−1
+

nk

10k
≤ x.

Seja E o conjunto formado pelos n�umeros decimais

no +
n1

10
+ · · · nk−1

10k−1
+

nk

10k
, k = 0, 1, 2 · · · . (3.40)

A�rmamos que

x = sup(E).

A demonstra�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor. Ex. 3.11 - 0,5

2. Com isto podemos de�nir a expansão decimal do número real x, como sendo o n�umero:

no, n1n2n3 · · · . (3.41)

Reciprocamente, para toda expans~ao decimal do tipo (3.41) representa um n�umero real x.

Basta para isto notar que o conjunto E formado pelos n�umeros da forma (3.40) �e limitado

superiormente (por, por exemplo, no + 1).

Logo existe

x
.
= sup(E) ∈ R,

que ter�a como expans~ao decimal (3.41).

Deixaremos como exerc��cio para o leitor:

Exerćıcio 3.5.1 Mostre que x ∈ Q+ se, e somente se, sua expans~ao decimal �e �nita ou in�nita

e peri�odica.
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3.6 O Conjunto dos Números Reais Estendido

Definição 3.6.1 De�nimos o conjunto dos números reais estendido, indicado por R∗, como

sendo o conjunto formado pelos n�umeros reais e pelos dois s��mbolos +∞ e −∞.

Observação 3.6.1

1. Podemos introduzir uma ordem total em R∗, que estende a ordem total de R, da seguinte

maneira: se x, y ∈ R∗ diremos que x é menor que y, indicando por x
∗
< y, por

x
∗
< y

.
=


x < y, para x, y ∈ R
x = −∞ e y ∈ R ∪ {+∞}

y = +∞ e x ∈ R ∪ {−∞}

.

Deste modo temos que
∗
< ser�a uma rela�c~ao de ordem total em R∗.

A veri�ca�c~ao deste fato �e simples �e ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

2. Notemos que todo subconjunto de (R∗,
∗
<) ser�a limitado superiormente (por exemplo, por

+∞) e inferiormente (por exemplo, por −∞).

3. Observemos que se E ⊆ R n~ao �e limitado superiormente em R ent~ao

sup(E) = +∞ em R∗.

O mesmo �e v�alido para um subconjunto de R n~ao limitado inferiormente em R.

Neste caso teremos

inf(E) = −∞ em R∗.

4. Notemos que n~ao conseguiremos introduzir opera�c~oes de adi�c~ao e multiplica�c~ao em R∗,

que estendam as opera�c~oes de adi�c~ao e multiplica�c~ao de R, de modo que este torne-se um

um corpo (por que?).

Por�em podemos introduzir as seguinte opera�c~oes como os elementos −∞ e +∞ de R∗:

(i) Se x ∈ R, de�niremos:

x+∞ .
= +∞, x+ (−∞)

.
= −∞,

x

+∞ =
x

−∞ .
= 0;

(ii) De�niremos:

+∞+ (+∞)
.
= +∞, −∞+ (−∞)

.
= −∞;

(iii) Se x > 0, de�niremos:

x · (+∞)
.
= +∞, x · (−∞)

.
= −∞;

(iv) Se x < 0, de�niremos:

x · (+∞)
.
= −∞, x · (−∞)

.
= +∞;

(v) De�niremos:

(+∞) · (+∞)
.
= +∞, (+∞) · (−∞) = (−∞) · (+∞)

.
= −∞, (−∞) · (−∞)

.
= +∞.
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3.7 Os Números Complexos

Definição 3.7.1 Um número complexo �e um par ordenado formado por n�umeros reais, isto �e,

(a, b) com a, b ∈ R.

Observação 3.7.1 A palavra "ordenado" signi�ca que se

a ̸= b ent~ao (a, b) e (b, a)

s~ao pares ordenados distintos.

Definição 3.7.2 Dados

x = (a, b) e y = (c, d)

n�umeros complexos, diremos que x é igual a y, escrevendo x = y, se, e somente se,

a = c e b = d.

De�niremos a opera�c~ao de adição de x com y, indicada por x+ y, como sendo o par orde-

nado (a+ c, b+ d), isto �e,

x+ y
.
= (a+ c, b+ d).

De�niremos a o pera�c~ao de multiplicação de x com y, indicada por x.y, como sendo o par

ordenado (a.c− b.d, a.d+ b.c), isto �e

x · y .
= (a c− bd , ad+ b c).

Teorema 3.7.1 Com as opera�c~oes de adi�c~ao e multiplica�c~ao acima de�nidas o conjunto for-

mado por todos os n�umeros complexos torna-se-�a um corpo e ser�a denotado por C (ou seja,

(C,+, ·) �e um corpo).

Notemos que o elemento neutro da adi�c~ao ser�a o par ordenado (0, 0) e o elemento neutro

da multiplica�c~ao ser�a o par ordenado (1, 0).

Demonstração:

Sejam

x = (a, b), y = (c, d) e z = (e, f)

três n�umeros complexos.

Ent~ao:

(a1) Vale a propriedade do fechamento da adi�c~ao:

De fato, temos, da propriedade do fechamento da adi�c~ao de n�umeros reais, que

x+ y = (a+ c︸ ︷︷ ︸
∈R

, b+ d︸ ︷︷ ︸
∈R

),

logo um par ordenado formado por n�umeros reais, ou seja, um n�umero complexo.

Logo, vale a propriedade do fechamento para a opera�c~ao + de�nida acima;
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(a2) Vale a propriedade comutativa da adi�c~ao:

De fato, temos da propriedade comutativa da adi�c~ao de n�umeros reais,

x+ y = (a+ c︸ ︷︷ ︸
=c+a

, b+ d︸ ︷︷ ︸
=d+b

) = (c+ a , d+ b) = y+ x,

logo a opera�c~ao + �e comutativa;

(a3) Vale a propriedade associativa da adi�c~ao:

De fato, temos, da propriedade associatida da adi�c~ao de n�umeros reais, que

(x+ y) + z = (a+ c , b+ d) + (e, f) = ((a+ c) + e︸ ︷︷ ︸
a+(c+e)

, (b+ d) + f︸ ︷︷ ︸
=b+(d+f)

) = (a+ (c+ e) , b+ (d+ f))

= (a, b) + (c+ e , d+ f) = x+ (y+ z).

Logo, vale a propriedade associativa para a opera�c~ao + de�nida acima;

(a4) Vale a propriedade da existência do elemento neutro da adi�c~ao:

De�namos O
.
= (0, 0), que �e um n�umero complexo.

Com isto teremos

x+ 0 = (a, b) + (0, 0) = (a+ 0 , b+ 0) = (a, b) = x,

ou seja, O �e o ellmento neutro da opera�c~ao + de�nida acima;

(a5) Vale a propriedade da existência do elemento oposto da adi�c~ao:

Dado x = (a, b) ∈ C de�na

−x
.
= (−a,−b),

que �e um n�umero complexo.

Observemos que

x+ (−x) = (a, b) + (−a,−b) = (a+ (−a) , b+ (−b)) = (0, 0) = 0,

ou seja, todo n�umero complexo admite um oposto, no caso, −x = (−a,−b), isto �e, vale a

propriedade da existência do elemento oposto da opera�c~ao + de�nida acima;

(m1) Vale a propriedade do fechamento da fechamento da multiplica�c~ao:

De fato, temos que

x · y = (a, b) · (c, d) = (a c− bd︸ ︷︷ ︸
∈R

, a d+ b c︸ ︷︷ ︸
∈R

).

Logo um par ordenado formado por n�umeros reais, ou seja, um n�umero complexo

Assim, vale a propriedade do fechamento para a opera�c~ao · de�nida acima;

(m2) Vale a propriedade comutativa da multiplica�c~ao:

De fato, temos, das propriedades comutativa da multiplica�c~ao e da adi�c~ao de n�umeros reais, que

x · y = (a, b) · (c, d) = (a c− bd︸ ︷︷ ︸
c a−db

, a · d+ b · c︸ ︷︷ ︸
=c b+da

) = (c a− db , c b+ da)

= (c, d) · (a, b) = y · x.

Logo a opera�c~ao . sastisfaz a propriedade comutativa;
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(m3) Vale a propriedade associativa da multiplica�c~ao:

De fato, temos, das propriedades comutativa, distributiva da multiplica�c~ao e da adi�c~ao de

n�umeros reais, que

(x · y) · z = (a c− db , ad+ b c) · (e, f)
= ((a c− d tb) e− (ad+ b c)) f , (a c− db) f+ (ad+ b c) e)

= (a (c e− d f) − b (c f+ d e) , a (c f+ d e) + b (c e− d f))

= (a, b) · (c e− d f , c f+ d e) = (a, b) · [(c, d) · (e, f)] = x · (y · z).

Logo a opera�c~ao . satisfaz a propriedade associativa;

(m4) Vale a propriedade da existência do elemento neutro da multiplica�c~ao:

De�namos

1
.
= (1, 0),

que �e um n�umero complexo.

Com isto teremos:

1 · x = (1, 0) · (a, b) = ( 1 a︸︷︷︸
=a

− b 0︸︷︷︸
=0

, a 0︸︷︷︸
=0

+ b 1︸︷︷︸
=b

) = (a, b) = x,

ou seja 1, de�nido acima, �e o elemento neutro da opera�c~ao .;

(m5) Vale a propriedade da existência do elemento elemento inverso da multiplica�c~ao:

De fato, se

x = (a, b) ̸= O = (0, 0)

ent~ao deveremos ter ou a ̸= 0 ou b ̸= 0, ou seja, a2 + b2 > 0.

Deste modo podemos de�nir

x−1 .
=

 a

a2 + b2︸ ︷︷ ︸
∈R

,
−b

a2 + b2︸ ︷︷ ︸
∈R

 ,

que �e um n�umero complexo.

Notemos que

x · x−1 = (a, b) ·
(

a

a2 + b2
,

−b

a2 + b2

)
=

(
a.

a

a2 + b2
− b.

−b

a2 + b2
, a.

−b

a2 + b2
+ b.

a

a2 + b2

)
=

(
a2 + b2

a2 + b2
, 0

)
= (1, 0) = 1,

ou seja, todo n�umero complexo diferente de O = (0, 0) admite um n�umero inverso (complexo);

(d) Vale a propriedade distributiva da multiplica�c~ao pela adi�c~ao:

De fato, temos, das propriedades comutativa, distributiva da multiplica�c~ao e da adi�c~ao de

n�umeros reais, que

x · (y+ z) = (a, b) · [(c, d) + (e, f)] = (a, b) · (c+ e, d+ f)

= (a (c+ e) − b (d+ f) , a (d+ f) + b (c+ e))

= (a c− bd , ad+ b c) + (ae− b f , a f+ b e) = x · y+ x · z

, ou seja, vale a distributiva da opera�c~ao · pela opera�c~ao +.
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Como as opera�c~oes + e . têm as propriedades acima o conjunto dos n�umero complexos tornar-se-�a

um corpo.

�

Observação 3.7.2 Se a, b ∈ R ent~ao

(a, 0) + (b, 0) = (a+ b , 0+ 0) = (a+ b , 0)

(a, 0) · (b, 0) = (a.b− 0.0︸︷︷︸
=0

, a.0︸︷︷︸
=0

+ b.0︸︷︷︸
=0

) = (a.b, 0). (3.42)

Ou seja os n�umeros complexos da forma (a, 0) têm as mesmas propriedades relativamente

�as opera�c~oes + e . correspondentes aos n�umeros reais.

Deste modo podemos identi�car os n�umeros complexos da forma (a, 0) com o n�umero real

a.

Mais explicitamente, notemos que todo n�umero real a pode ser identi�cado com o n�umero

complexo (a, 0), ou seja, temos uma aplica�c~ao

T : R → C
a 7→ (a, 0)

.

Reciprocamente, todo n�umero complexo da forma (a, 0) pode ser identi�cado com o n�umero

real a, ou seja, temos uma aplica�c~ao

S : {(a, 0) ∈ C ; a ∈ R} → R
(a, 0) 7→ a

.

Assim, de (3.42), segue que as aplica�c~oes T e S preservam as opera�c~oes em R e C, ou de

{(a, 0) ∈ C ; a ∈ R} e R, respectivamente.

Desta forma entenderemos a inclus~ao:

R ⊂ C.

Na verdade esta inclus~ao �e uma identi�ca�c~ao que, por abuso de nota�c~ao, escrevemos como

acima.

Definição 3.7.3 Denotemos o n�umero complexo (0, 1) por i, isto �e,

i
.
= (0, 1).

Observação 3.7.3

1. Observemos que

i2 = i · i = (0, 1) · (0, 1) = (0.0− 1.1 , 0.1+ 1.0) = (−1, 0) = −(1, 0)
item acima

= −1,

ou seja,

i2 = −1.

2. Se a, b ∈ R ent~ao

(a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b.0− 0.1 , b.1+ 0.0) = (a, 0) + (b, 0) · (0, 1)
= a+ b · i,
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isto �e,

(a, b) = a+ b · i.

Conclusão: todo n�umero complexo pode ser colocado na forma

a+ b · i,

onde a, b ∈ R e i2 = −1.

2. Nesta situa�c~ao, se

z = a+ b · i e w = c+ d · i,

com a, b, c, d ∈ R, teremos

z+w = (a+ c , b+ d) = (a+ c) + (b+ d) · i
z ·w = (a c− bd , ad+ b c) = (a c− bd) + (ad+ b c) · i.

3. Das propriedades das opera�c~oes + e · para n�umeros complexos, teremos que:

z ·w = (a+ b · i) · (c+ d · i) = a · c+ a · (d · i) + b · (c · i) + (b · i) · (d · i)
i2=−1
= (a c− bd) + (ad+ b c) · i,

que �e como foi de�nido o produto de dois n�umeros complexos inicialmente.

Definição 3.7.4 Sejam a, b ∈ R e z = a+ b · i um n�umero complexo.

De�nimos o conjugado de z, indicado por z, como sendo o n�umero complexo

z
.
= a− b · i.

No caso, diremos que o n�umero real a �e a parte real e o n�umero real b �e a parte imaginária

do n�umero complexo z, que ser~ao indicadas por ℜ(z) e ℑ(z), respectivamente, isto �e,

ℜ(z) = a e ℑ(z) = b.

Um n�umero complexo z ser�a dito imaginário puro se

ℜ(z) = 0.

Observação 3.7.4 Seja z = a+ b · i.

1. Se z = (a, b) ∈ C ent~ao

z = (a,−b).

2. O n�umero complexo z ser�a imagin�ario puro (isto �e, ℜ(z) = 0) se, e somente se,

a = 0, ou seja, z = b · i, ou ainda, z = (0, b).

3. Por outro lado, o n�umero complexo z ser�a um n�umero real(isto �e, z ∈ R) se, e somente

se,

b = 0, ou seja, ℑ(z) = 0, isto �e, z = z+ 0 · i, ou ainda, z = (z, 0)

ou, equivalentemente,

z = z.
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Com isto temos a:

Proposição 3.7.1 Se z e w s~ao n�umeros complexos ent~ao:

(a) z+w = �z+ �w;

(b) z ·w = z ·w;

(c) z+ z = 2 ·ℜ(z) e z− z = 2 · i · ℑ(z);

(d) z · z �e um n�umero real maior ou igual a zero, ou ainda ,

z · z ≥ 0 e z · z = 0 se, e somente se, z = 0.

Demonstração:

Suponhamos que

z = a+ b · i e w = c+ d · i.

Com isto teremos

ℜ(z) = a e ℑ(z) = b.

Ent~ao

z+w = (a+ c) + (b+ d) · i e z ·w = (ac− bd) + (ad+ bc) · i.

Com isto teremos:

De (a):

z+w = (a+ c) + (b+ d) · i = (a+ c) − (b+ d) · i = (a− b · i) + (c− d · i) = �z+ �w.

De (b):

z ·w = (ac− bd) + (ad+ bc) · i = (ac− bd) − (ad+ bc) · i = (a− b · i) · (c− d · i) = z ·w.

De (c):

z+ z = (a+ b · i) + (a− b · i) = 2 · a = 2 ·ℜ(z),

z− z = (a+ b · i) − (a− b · i) = 2 · b · i = 2 · ℑ(z) · i.

De (d):

z · z = (a+ b · i) · (a− b · i) = a2 − a · b · i+ b · a · i+ (b · i) · (−b · i) i2=−1
= a2 + b2,

ou seja,

z · z = a2 + b2 ≥ 0.

Al�em disso, notemos que

z · z = 0 se, e somente se, a2 + b2 = 0

ou, equivalentemente,

a = b = 0, ou seja, z = 0,

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Devido a parte (d) do resultado acima podemos introduzir a seguinte de�ni�c~ao:
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Definição 3.7.5 Se z ∈ C de�nimos o módulo de z, indicado por |z|, como sendo

|z| =
√
z · z ,

onde estamos considerando a raiz quadrada de n�umeros reais, n~ao negativos.

Observação 3.7.5 Vale observar que se x ∈ R ent~ao

|x| =
√
x · x x=x

=
√
x2,

ou seja,

|x| =

{
x, se x ≥ 0

−x se x < 0
.

Portanto a fun�c~ao m�odulo de�nida em C quando restrita aos n�umeros reais coincide com a

fun�c~ao valor absoluto de R.

A seguir daremos algumas propriedades da fun�c~ao valor absoluto.

Proposição 3.7.2 Sejam z, w ∈ C onde z = a+ b · i. Ent~ao:

(a) |z| =
√
a2 + b2;

(b) |z| ≥ 0 e |z| = 0 se, e somente se, z = 0;

(c) |z| = |z|;

(d) |z ·w| = |z| |w|;

(e) |ℜ(z)| ≤ |z| e |ℑ(z)| ≤ |z|;

(f) (Desigualdade triangular) |z+w| ≤ |z|+ |w|.

Demonstração:

De (a):

Observemos que

z · z = (a+ b · i) · (a− b · i) = a2 − a · b · i+ b · a · i− b2 · (i)2︸︷︷︸
=−1

= a2 + b2.

Logo

|z| =
√

a2 + b2,

como quer��amos mostrar.

De (b):

Do item (a) temos que

|z| =
√

a2 + b2 ≥ 0.

Al�em disso,

|0| = 0

e se |z| = 0 ent~ao, sendo

z = a+ b · i,
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teremos √
a2 + b2 = |z| = 0,

o que implicar�a

a = b = 0, ou seja, z = O,

como quer��amos mostrar.

De (c):

Notemos que se

z = a+ b · i,

onde a, b ∈ R, ent~ao

|z| =
√

a2 + (−b)2
(−b)2=b2

=
√

a2 + b2 = |z|,

como quer��amos mostrar.

De (d):

Observemos que se

z = a+ b · i e w = c+ d · i,

onde a, b, c, d ∈ R, ent~ao

|z ·w|2 = |(a c− bd) + (ad+ b c) · i|2 = (a c− bd)2 + (ad+ b c)

Exerc��cio
= (a2 + b2) (c2 + d2) = |z|2 |w|2,

assim

|z ·w| = |z| |w|,

como quer��amos mostrar.

De (e):

Notemos que

|ℜ(z)|2 = a2 ≤ a2 + b2 = |z|2.

De modo an�alogo, segue que

|ℑ(z)|2 = b2 ≤ a2 + b2 = |z|2,

ou seja,

|ℜ(z)|, |ℑ(z)| ≤ |z|,

como quer��amos mostrar.

De (f):

Observemos que

z ·w+ z ·w z·w=z·w
= (z ·w) + (z ·w) = 2 ·ℜ(z ·w).

Logo,

|z+w|2 = (z+w) · (z+w)
Prop. (3.7.1) item (a)

= (z+w) · (z+w) = z · z+ z ·w+w · z+w ·w
= |z|2 + 2 · ℜ(z ·w)︸ ︷︷ ︸

≤|ℜ(z·w)|
item (e) acima

≤ |z·w|

+|w|2 ≤ |z|2 + 2 · |z ·w|︸ ︷︷ ︸
item (c) acima

= |z|·|w|

+|w|2

= |z|2 + 2 · |z| · |w|︸︷︷︸
item (b) acima

= |w|

+|w|2 = |z|2 + 2 · |z| · |w|+ |w|2 = (|z|+ |w|)2 ,
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ou seja,

|z+w| ≤ |z|+ |w|,

completando a demonstra�c~ao do item e do resultado.

�

Notação 3.7.1 Utilizaremos com freq�uência o somat�orio para abreviar somas, mais explicita-

mente: se x1, x2, · · · , xn ∈ C ent~ao denotaremos por:

n∑
j=1

xj
.
= x1 + x2 + · · ·+ xn.

Terminaremos esta se�c~ao com a seguinte importante desigualdade, denominda desigualdade de

Cauchy-Schwarz (em Cn):

Teorema 3.7.2 Sejam a1, a2, · · · , an, b1, b2, · · · , bn ∈ C. Ent~ao∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aj · bj

∣∣∣∣∣∣ ≤
 n∑

j=1

|aj|
2

 1
2

·

 n∑
j=1

|bj|
2

 1
2

. (3.43)

Demonstração:

De�namos

A
.
=

n∑
j=1

|aj|
2 , B

.
=

n∑
j=1

|bj|
2 e C =

n∑
j=1

aj · bj.

Com isto basta mostrarmos que

|C| ≤ A2 · B2.

Para isto observemos, inicialmente, que A, B ∈ R+.

Notemos tamb�em que se

B = 0, deveremos ter b1 = b2 = · · · = bn = 0

e a desigualdade (3.43) tornar-se-�a uma igualdade, pois neste caso o lado direito e o lado esquerdo da

desigualdade acima ser~ao zero.

Por outro lado se B > 0 teremos:

0 ≤
n∑
j=1

|B · aj − C · bj|
2 =

n∑
j=1

(B · aj − C · bj)(B · aj − C · bj)

Prop. (3.7.1) (a)
=

n∑
j=1

(B · aj − C · bj) (B · aj − C · bj)

Prop. (3.7.1) (a)
=

n∑
j=1

(B · aj − C · bj)(B · aj − C · bj)

(B �e real assim B=B)
=

n∑
j=1

(B · aj − C · bj)(B · aj − C · bj)

=

n∑
j=1

(B · aj · B · aj − B · aj · C · bj − C · bj · B · aj + C · bj · C · bj)

=

n∑
j=1

(B2 · |aj|
2 − B · C ·

n∑
j=1

aj · bj − B · C ·
n∑
j=1

aj · bj + |C|2 ·
n∑
j=1

|bj|
2

= B2 ·A− B · C · C− B · C · C+ |C|2 · B = B2 ·A− B · |C|2 = B · (A · B− |C|2).
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Mas o lado esquerdo da desigualdade acima �e n~ao negativo, logo deveremos ter

B · (A · B− |C|2) ≥ 0.

Como B > 0 segue que

A · B− |C|2 ≥ 0, ou seja, A · B ≥ |C|2

ou, equivalentemente, ∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aj · bj

∣∣∣∣∣∣
2

≤

 n∑
j=1

|aj|
2

 ·

 n∑
j=1

|bj|
2

 ,

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 3.7.6 A partir deste momento deixaremos de colocar · para indicar a multiplica�c~ao

de n�umeros reais ou complexos.

3.8 Espaços Euclideanos

Definição 3.8.1 Para k ∈ N de�niremos o conjunto Rk como sendo o conjunto formado por

todas as k-uplas ordenadas,

x = (x1, x2, · · · , xk),

onde xj ∈ R, j = 1, 2 · · · , k que ser~ao ditas coordenadas de x, isto �e,

Rk .
= {(x1, · · · , xk) ; xj ∈ R, j = 1, · · · , k} .

Podemos introduzir duas opera�c~oes no conjunto Rk, a saber:

Definição 3.8.2 Se x = (x1, x2, · · · , xk), y = (y1, y2, · · · , yk) ∈ Rk e α ∈ R de�niremos a adição das

k-uplas x com y, indicada por x+ y, como sendo:

x+ y
.
= (x1 + y1 , x2 + y2 , · · · , xk + yk)

e de�niremos a multiplicação do número real α pela k-upla x, que ser�a indicada por α · x,
como sendo:

α · x .
= (αx1 , αx2 , · · · , αxk).

Observação 3.8.1

1. Notemos que se x, y ∈ Rk e α ∈ R ent~ao

x+ y, α · x ∈ Rk.

2. Com estas opera�c~oes Rk tornar-se-�a um espa�co vetorial sobre R.
A veri�ca�c~ao disto ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Os elementos de (Rk,+, ·) ser~ao denominados vetores.

O vetor nulo, O, ser�a a k-upla nula, isto �e,

O
.
= (0, 0, · · · , 0)

e o vetor oposto associado ao vetor x = (x1 , x2 , · · · , xk) ∈ Rk ser�a o vetor

−x
.
= (−x1 , −x2 , · · · , −xk).
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3. Podemos tamb�em introduzir um produto interno em (Rk,+, ·) da seguinte forma: se

x = (x1, x2, · · · , xk), y = (y1, y2, · · · , yk) ∈ Rk,

de�nimos o produto interno do vetor x pelo vetor y, que ser�a indicado por x •y, como

sendo:

x • y .
=

k∑
j=1

xj yj. (3.44)

A veri�ca�c~ao deste ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

4. Com este podemos de�nir uma norma em (Rk,+, ·, •) do seguinte modo: se

x = (x1, x2, · · · , xk) ∈ Rk,

de�nimos a norma do vetor x, que ser�a indicada por ∥x∥, como sendo:

∥x∥ .
=

√
x • x =

√√√√ k∑
j=1

x2j . (3.45)

5. (Rk,+, ·, •) ser�a denominado k-espaço euclideano ou espaço euclideano de dimensão k.

O espa�co euclideano (Rk,+, ·, •) possuem as seguintes propriedades:

Proposição 3.8.1 Sejam x, y, z ∈ Rk e α ∈ R. Ent~ao:

(PI-1) (x+ y) • z = x • z+ y • z e (αx) • z = α(x • z);

(PI-2) x • y = y • x;

(PI-3) x • x ≥ 0 e x • x = 0 se, e somente se, x = 0;

(N-1) ∥x∥ ≥ 0 e ∥x∥ = 0 se, e somente se, x = 0;

(N-2) ∥α · x∥ = |α| ∥x∥;

(N-3) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥;

(N-4) ∥x • y∥ ≤ ∥x∥ ∥y∥ (desigualdade de Cauchy-Schwarz);

(N-5) ∥x− z∥ ≤ ∥x− y∥+ ∥y− z∥.

Demonstração:

A demonstra�c~ao ser�a deixada como excerc��cio para o leitor.

�

Observação 3.8.2 As três primeiras propriedades s~ao as que de�nem um produto interno.

As três propriedaeds seguintes s~ao as que de�nem uma norma.

Lembremos que sendo (Rk,+, ·, •) um espa�co com produto interno (logo normado) ser�a um

espaço métrico.

A distância ser�a a distância associada �a norma ∥.∥, isto �e dada por

d(x, y)
.
= ∥x− y∥, x, y ∈ Rk.

A veri�ca�c~ao destes fatos ser~ao deixados como exerc��cio para o leitor.
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Caṕıtulo 4

Alguns Elementos de Topologia
21.03.2012 - 7.a

Neste cap��tulo trataremos de alguns elementos importantes da Topologia, a saber: conjuntos

�nitos, enumer�aveis, n~ao enumer�aveis; espa�cos m�etricos; conjuntos compactos; conjuntos perfeitos e

conjuntos conexos.

O nosso foco principal ser�a a reta R, munida da m�etrica usual.

4.1 Conjuntos Finitos, Enumeráveis e Não Enumeráveis

A seguir lembraremos algumas de�ni�c~oes importantes que ser~ao utilizadas ao longo deste cap��tulo.

Observação 4.1.1

1. Dados dois conjuntos A e B n~ao vazios, suponhamos que a cada elemento de x ∈ A est�a

associado um �unico elemento y ∈ B, que denotaremos por f(x).

Neste caso diremos que essa rela�c~ao entre A e B �e uma função, que ser�a denotada por

f : A → B.

O conjunto A ser�a dito domı́nio da fun�c~ao f e o conjunto B ser�a dito contra-domı́nio da

fun�c~ao f.

O elemento f(x) ∈ B ser�a dito valor da fun�c~ao f em x ∈ A.

O subconjunto do conjunto B formado por todos os valores assumidos pela fun�c~ao f ser�a

dito imagem da fun�c~ao f e indicado por I(f), isto �e,

I(f)
.
= {f(x) ; x ∈ A}.

2. Se E ⊆ A ent~ao denotaremos por f(E), o conjunto formado por todos os f(x), para x ∈ E,

isto �e,

f(E)
.
= {f(x) ; x ∈ E} .

Neste caso, a imagem da fun�c~ao f ser�a o subconjunto f(A) ⊆ B, isto �e,

I(f) = f(A).

3. Se f(A) = B diremos que a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao sobrejetora.

69
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4. Se para todo x, y ∈ A tal que

x ̸= y temos f(x) ̸= f(y),

diremos que a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao injetora.

5. Se a fun�c~ao f for sobrejetora e injetora ent~ao ela ser�a dita fun�c~ao bijetora.

6. Se F ⊆ B, denotaremos por f−1(F), o conjunto dos x ∈ A tal que f(x) ∈ F, que ser�a

denominado imagem inversa do conjunto F pela fun�c~ao f, isto �e,

f−1(F)
.
= {x ∈ A : f(x) ∈ F} .

Logo, se y ∈ B ent~ao f−1 ({y}) denotar�a o conjunto formado por todos os x ∈ A tal que

f(x) = y, isto �e,

f−1 ({y})
.
= {x ∈ A : f(x) = y} .

7. Observemos que se para cada y ∈ B, f−1 ({y}) tem, pelo menos, um elemento, ent~ao a

fun�c~ao f ser�a uma fun�c~ao sobrejetora.

8. Observemos que se para cada y ∈ B, f−1 ({y}) tem, no m�aximo, um elemento, ent~ao a

fun�c~ao f ser�a uma fun�c~ao injetora.

Baseado nas considera�c~oes acima podemos estabelecer a:

Definição 4.1.1 Sejam A e B dois conjuntos.

Se existir uma fun�c~ao bijetora de A em B, f : A → B, diremos que o conjunto A têm a mesma

cardinalidade do conjunto B, de maneira abreviada escreveremos A ∼ B, que leremos como:

o conjunto A �e equivalente ao conjunto B.

Neste caso escreveremos

#(A) = #(B).

Com isto temos a:

Proposição 4.1.1 A rela�c~ao ∼ �e uma relação de equivalência sobre o conjunto formado por

todos os conjuntos, isto �e, a rela�c~ao ∼ satisfaz as seguintes propriedades: sejam A,B,C conjun-

tos, ent~ao

(a) Re
exiva: A ∼ A ;

(b) Sim�etrica: se A ∼ B ent~ao B ∼ A;

(c) Transitiva: se A ∼ B e B ∼ C ent~ao A ∼ C.

Demonstração:

A demonstra�c~ao �e simples e ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

�
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Definição 4.1.2 Para cada n ∈ N de�na Jn como sendo o conjunto formado pelos n�umeros

naturais 1, 2, · · · , n, isto �e,

Jn
.
= {1, 2, · · · , n}

e J formado por todos os n�umeros inteiros positivos, isto �e,

J
.
= N.

Seja A um subconjunto qualquer.

Diremos que:

(a) o conjunto A �e finito se

A ∼ Jn,

para algum n ∈ N.
O conjunto vazio �e, por de�ni�c~ao, �nito;

(b) o conjunto A �e infinito se n~ao for �nito;

(c) o conjunto A �e enumerável se

A ∼ J;

(d) o conjunto A �e não enumerável se A n~ao for �nito e tamb�em n~ao for enumer�avel;

(e) o conjunto A �e no máximo enumerável se for �nito ou enumer�avel.

Observação 4.1.2 Para dois conjuntos �nitos A e B temos que A ∼ B se, e somente se, A e B

têm o mesmo n�umero de elementos.

Para conjuntos in�nitos a id�eia de ter o mesmo n�umero de elementos tornar-se-�a vaga, ou

melhor, n~ao precisa.

Neste contexto a id�eia de construir uma correspondência bijetora entre os dois conjuntos

deixa a situa�c~ao mais clara.

Exemplo 4.1.1 Seja A
.
= Z o conjunto dos inteiros. Mostre que o conjunto A �e enumer�avel.

Resolução:

Para isto basta considerar a seguinte correspondência entre J e A:

J : 1 2 3 4 5 6 7 · · ·↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ · · ·
A : 0 1 −1 2 −2 3 −3 · · ·

Podemos dar uma f�ormula expl��cita para a fun�c~ao f : J → A, acima, da seguinte maneira:

f(n)
.
=


n

2
, se n �e par;

−
n− 1

2
, se n �e ��mpar

.

Observemos que a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao bijetora.

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

Portanto

A ∼ J,

ou seja, o conjunto A �e enumer�avel.



72 CAP�ITULO 4. ALGUNS ELEMENTOS DE TOPOLOGIA

Observação 4.1.3

1. Um conjunto �nito não poder�a ser equivalente a um subconjunto pr�oprio seu, isto �e, se A

�e �nito,

não existe B ⊆ A, B ̸= A tal que B ∼ A.

A demonstra�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor. Ex. 4.1 - 0,5

2. Por�em isto pode acontecer se o conjunto �e in�nito, como mostra o Exemplo (4.1.1) acima.

No Exemplo acima o conjunto J �e subconjunto pr�oprio do conjunto A e tem a mesma

cardinalidade do conjunto A.

3. Na verdade poder��amos trocar a condi�c~ao (b) da De�ni�c~ao (4.1.2) pela seguinte: um

conjunto A �e in�nito se for equivalente a um subconjunto pr�oprio seu.

A demonstra�c~ao deste fato ser�a deixada a cargo do leitor.

Definição 4.1.3 Uma seqüência em um conjunto E �e uma aplica�c~ao f de�nida no conjunto

enumer�avel I com valores em E, isto �e,

f : I → E.

Como I ∼ N, se indicarmos

xn
.
= f(n), n ∈ N,

denotaremos a seq�uência por:

(xn)n∈N, ou {xn}n∈N, ou (xn), ou {xn}, ou ainda, x1, x2, x3, · · · .

Os valores da fun�c~ao f, isto �e, os elementos xn = f(n), n ∈ N, ser~ao ditos termos da seqüência.

Se na situa�c~ao acima f : N → A, diremos que (xn)n∈N �e uma seqüência de elementos do

conjunto A ou uma seqüência no conjunto A.

Observação 4.1.4

1. Os termos da seq�uência (xn)n∈N (isto �e, x1, x2, x3, · · · ) n~ao precisam ser, necessariamente,

distintos.

2. Como todo conjunto enumer�avel �e imagem de uma aplica�c~ao bijetora de�nida em N,
podemos olhar um conjunto enumer�avel como o conjunto dos termos de uma seq�uência de

termos distintos.

Formalmente, podemos dizer que os termos de um conjunto enumer�avel podem ser "ar-

ranjados em uma seq�uência".

3. Em algumas situa�c~oes podemos trocar

N .
= {1, 2, 3 · · · }

pelo conjuto dos n�umeros inteiros n~ao negativos, isto �e, por

Z+ .
= {0, 1, 2, 3 · · · },

isto signi�ca que em vez de come�carmos o arranjo por 1 come�caremos por 0, o que d�a no

mesmo pois ambos os conjunto N e Z+ s~ao enumer�aveis (veri�que!).
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Com isto temos a:

Teorema 4.1.1 Todo subconjunto in�nito de um conjunto enumer�avel A �e um conjunto enu-

mer�avel.

Demonstração:

Suponhamos que E ⊆ A �e in�nito.

Arranjemos os elementos do conjunto A como uma seq�uência (xn)n∈N de termos distintos.

Construamos uma seq�uência {nk}k∈N dos n�umeros naturais da seguinte forma:

(i) Seja n1 o menor inteiro positivo, tal que xn1
∈ E;

(ii) Como E �e in�nito, temos que

E \ {xn1
} ̸= ∅.

Logo podemos encontrar n2, o menor inteiro positivo, satisfazendo

n2 > n1 e xn2
∈ E;

(iii) Repetindo o processo acima, tendo escolhido n1, n2, · · · , nk−1, para k = 2, 3, · · · , podemos esco-

lher nk ∈ N, o menor inteiro positivo, satisfazendo

nk > nk−1 e xnk
∈ E.

De�namos a fun�c~ao f : N → E da seguinte forma:

f(k)
.
= xnk

.

Observemos que a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao bijetora entre os conjuntos N e E (veri�que!), ou seja,

E ∼ J, mostrando que o conjunto E �e um conjunto enumer�avel, completando a demonstra�c~ao do

resultado.

�

Observação 4.1.5 A grosso modo, o resultado acima nos diz que os conjuntos enumer�aveis

representam o menor conjunto in�nito.

Mais rigorosamente, nenhum conjunto in�nito, não enumer�avel, pode ser subconjunto de

um conjunto enumer�avel, pois se fosse, do Teorema acima, este deveria ser enumer�avel.

Definição 4.1.4 Sejam A e Ω conjuntos, n~ao vazios, e suponhamos que a cada elemento α ∈ A

est�a associado um subconjunto de Ω, que indicaremos por Eα, isto �e, temos uma aplica�c~ao:

A → P(Ω)

α 7→ Eα
,

onde P(Ω) �e o conjunto das partes de Ω, isto �e, o conjunto formado por todos os subconjuntos

de Ω.

A aplica�c~ao acima ser�a indicada por:

{Eα}, ou {Eα ; α ∈ A} , ou ainda {Eα}α∈A .

Com esta podemos introduzir a:
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Definição 4.1.5 Na situa�c~ao acima, de�nimos a união dos conjuntos Eα, sobre todos os α

pertencentes ao conjunto A, que ser�a indicada por

S =
∪
α∈A

Eα,

como sendo o conjunto formado pelos x tal que x ∈ Eα para algum α ∈ A, isto �e,∪
α∈A

Eα
.
= {x ; existe α ∈ A tal que x ∈ Eα} .

Se A
.
= {1, 2, 3, · · · , n} ent~ao escreveremos

S =

n∪
m=1

Em , ou seja, S = E1 ∪ E2 ∪ · · · ∪ Em.

Se A
.
= N escreveremos

S =

∞∪
m=1

Em.

Podemos tamb�em de�nir a intersecção dos conjuntos Eα, sobre todos os α pertencentes ao

conjunto A, que ser�a indicada por

P =
∩
α∈A

Eα,

como sendo o conjunto formado pelos x tal que x ∈ Eα para todo α ∈ A, , isto �e,∩
α∈A

Eα
.
= {x ; x ∈ Eα, para todo α ∈ A} .

De modo an�alogo ao caso da uni~ao, se A
.
= {1, 2, 3, · · · , n} ent~ao escreveremos

S =

n∩
m=1

Em , ou seja, S = E1 ∩ E2 ∩ · · · ∩ Em

e se A
.
= N escreveremos

S =

∞∩
m=1

Em.

Observação 4.1.6 O s��mbolo "∞" que aperece em algumas das situa�c~oes acima, indicada so-

mente que a uni~ao, ou a intersec�c~ao, dos conjuntos �e tomada sobre um conjunto enumer�avel.

Temos tamb�em a

Definição 4.1.6 Dados os conjuntos A e B, se

A ∩ B ̸= ∅,

diremos que o conjunto A intercepta o conjunto B, caso contr�ario, isto �e, se

A ∩ B = ∅,

diremos que os conjuntos A e B s~ao disjuntos.

Podemos tamb�em de�nir a diferença do conjunto A pelo conjunto B, que ser�a indicada

por A \ B ou A− B, como sendo os pontos do conjunto A que n~ao est~ao no conjunto B, isto �e,

A \ B
.
= {a ∈ A ; a ̸∈ B}.
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Para completar temos a

Definição 4.1.7 Dado E ⊆ X de�nimos o complementar do conjunto E (no conjunto X), que

ser�a indicado por Ec, como sendo os elementos do conjunto X que n~ao pertecem ao conjunto E,

isto �e,

Ec .
= {x ∈ X ; x ̸∈ E} = X \ E.

Exemplo 4.1.2

1. Suponhamos que

E1
.
= {1, 2, 3} e E2

.
= {2, 3, 4}.

Ent~ao �e imediato que

E1 ∪ E2 = {1, 2, 3, 4} e E1 ∩ E2 = {2, 3}.

2. Seja

A
.
= (0, 1] = {x ∈ R ; 0 < x ≤ 1}.

Para cada x ∈ A de�namos

Ex
.
= (0, x) = {y ∈ R ; 0 < y < x}.

Ent~ao:

(i) Ex ⊆ Ez se , e somente se, 0 < x ≤ z ≤ 1;

(ii)
∪
x∈A

Ex = E1 = (0, 1);

(iii)
∩
x∈A

Ex = ∅.

De fato, notemos que as propriedades (i) e (ii) podem ser obtidas observando-se que

Ex = (0, x), Ez = (0, z) e E1 = (0, 1).

Para mostrar (iii) notemos que se y > 0 ent~ao

y ̸∈ Ex = (0, x) se x < y.

Logo

y ̸∈
∩
x∈A

Ex,

mostrando a a�rma�c~ao.

Observação 4.1.7 Muitas propriedades da reuni~ao e da intersec�c~ao s~ao similares �as correspon-

dentes da adi�c~ao e multiplica�c~ao, isto �e, podemos, em v�arias situa�c~oes, trocar os s��mbolos
∑

e

Π, relacionados com as propriedades b�asicas da adi�c~ao e da multiplica�c~ao pelos s��mbolos
∪

e∩
, respectivamente.

Por exemplo, valem as seguintes propriedades relacionadas com a reuni~ao e a interse�c~ao de

conjuntos:

Proposição 4.1.2
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1. vale a propriedade comutativa para a reuni~ao ou a interse�c~ao de conjuntos, isto �e,

A ∪ B = B ∪A e A ∩ B = B ∩A;

2. vale a propriedade associativa para a reuni~ao ou a interse�c~ao de conjuntos, isto �e,

(A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) e (A ∩ B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C);

3. vale a propriedade distributiva da interse�c~ao em rela�c~ao a reuni~ao de conjuntos e vice-

versa, isto �e,

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) e A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C);

4. Temos que:

A ⊆ A ∪ B e A ∩ B ⊆ A (ou B);

A ∪ ∅ = A e A ∩ ∅ = ∅;

5. Se A ⊆ B ent~ao

A ∪ B = B e A ∩ B = A;

6. Temos tamb�em que

A ∩ B = ∅ se, e somente se, A ⊆ Bc.

Demonstração:

Faremos a demonstra�c~ao da primeira identidade do item 3. .

As outras propriedades ser~ao deixadas como exerc��cio para o leitor.

De�namos

E
.
= A ∩ (B ∪ C) e F

.
= (A ∩ B) ∪ (A ∩ C).

Suponhamos que x ∈ E.

Ent~ao x ∈ A e x ∈ B ∪ C, isto �e, x ∈ B ou x ∈ C.

Logo

x ∈ A ∩ B ou x ∈ A ∩ C , isto �e, x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) , ou seja, E ⊆ F.

Por outro lado, se x ∈ F ent~ao x ∈ A ∩ B ou x ∈ A ∩ C.

Logo

x ∈ A e x ∈ B ∪ C , isto �e, x ∈ A ∩ (B ∪ C) , ou seja F ⊆ E.

Portanto

E = F,

como quer��amos mostrar.

�
A seguir exibiremos uma outra propriedade da teoria dos conjuntos que ser�a importante no que

vir�a mais adiante:
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Proposição 4.1.3 Seja {Eα ; α ∈ A} uma cole�c~ao (�nita ou in�nita) de subconjuntos de um

conjunto E. Ent~ao (∪
α∈A

Eα

)c

=
∩
α∈A

Ec
α.

Como conseq�uência temos que (∩
α∈A

Eα

)c

=
∪
α∈A

Ec
α.

Demonstração:

Mostraremos a primeira identidade.

A demonstra�c~ao da segunda �e semelhante e ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Sejam

B
.
=

(∪
α∈A

Eα

)c

e C
.
=
∩
α∈A

Ec
α.

Observemos que se

x ∈ B, segue que x ̸∈
∪
α

Eα,

o que implicar�a que

x ̸∈ Eα, para todo α ∈ A.

Logo

x ∈ Ec
α, para todo α ∈ A, ou seja, x ∈

∩
α∈A

Ec
α,

isto �e,

B ⊆ C. (4.1)

Por outro lado, se x ∈ C ent~ao segue que

x ∈ Ec
α, para todo α ∈ A.

Logo

x ̸∈ Eα, para todo α ∈ A, ou seja, x ̸∈
∩
α∈A

Eα.

Logo

x ∈

(∩
α∈A

Eα

)c

, isto �e, C ⊆ B. (4.2)

Portanto, de (4.1) e (4.2), segue que B = C, completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Podemos agora enunciar e demonstrar o:

Teorema 4.1.2 Seja (En)n∈N uma seq�uência de conjuntos enumer�aveis. De�namos

S
.
=

∞∪
n=1

En.

Ent~ao o conjunto S ser�a um conjunto enumer�avel.
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Demonstração:

Suponhamos que para cada n ∈ N o conjunto En esteja arranjado como uma seq�uência (xnk)k∈N
(que �e poss��vel, pois o conjunto En �e enumer�avel).

Consideremos a "matriz in�nita":

x11 x12 x13 x14 · · ·
x21 x22 x23 x24 · · ·
x31 x32 x33 x34 · · ·
x41 x42 x43 x44 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·

(4.3)

onde, para cada n ∈ N, os elementos do conjunto En (que �e a sequência (xnk)k∈N) formam a

n-�esima linha desta "matriz in�nita".

Essa matriz cont�em todos os elementos do conjunto S, pois cada elemento de S est�a em um conjunto

En, para algum n ∈ N.
Os elementos dessa "matrix in�nita" podem ser arranjados da seguinte forma:

x11, x21, x12, x31, x22, x13, x41, x32, x23, x14, · · · ,

isto �e, tomamos os elementos da seguinte forma: come�cando pelo elemento x11, "andaremos" por

diagonais, de baixo para cima, e da esquerda para �a direita.

Nesse processo, se dois elementos de dois conjuntos Eni
e Enj

s~ao comuns, para ni ̸= nj (isto �e,

aparecem duas ou mais vezes na "matriz in�nita" acima), ent~ao o eliminamos na ordena�c~ao acima, �a

partir da segunda apari�c~ao.

Deste modo existe um subconjunto T do conjunto N, de modo que S ∼ T , o que mostra S �e no

m�aximo enumer�avel.

Notemos que como, para cada n ∈ N, o conjunto En �e in�nito, ent~ao o conjunto S ser�a in�nito o

que mostrar�a que ele �e um conjunto enumer�avel, �nalizando a demonstra�c~ao.

�
Como conseq�uência temos o:

Corolário 4.1.1 Sejam A um conjunto enumer�avel e para cada α ∈ A suponhamos que o con-

junto Bα �e no m�aximo enumer�avel. De�namos

T
.
=
∪
α∈A

Bα.

Ent~ao o conjunto T �e no m�aximo enumer�avel.

Demonstração:

Como o conjunto A �e enumer�avel, segue do Teorema (4.1.2) que o conjunto T , isto �e, a reuni~ao

acima, �e uma reuni~ao enumer�avel de conjuntos no m�aximo enumer�aveis, logo ser�a, no m�aximo, um

conjunto enumer�avel, como quer��amos demonstrar.

�

Corolário 4.1.2 Sejam A um conjunto enumer�avel, n ∈ N e consideremos o conjunto Bn o

conjunto formado pelas n-uplas,

(a1, a2, · · · , an), onde ak ∈ A, para k = 1, 2 · · · , n ,

isto �e,

Bn
.
= {(a1, · · · , an ; ai ∈ A para i ∈ {1, · · · , n}}.

Ent~ao Bn �e enumer�avel.
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Demonstração:

A prova ser�a feita por indi�c~ao sobre n:

Para n = 1:

Neste caso temos que que B1 = A que, por hip�otese, �e um conjunto enumer�avel.

Suponhamos que, para n ∈ {2, 3, · · · }, o conjunto Bn−1 �e um conjunto enumer�avel e mostremos

que o conjunto Bn �e um conjunto enumer�avel.

Observemos que

Bn = Bn−1 ×A, ou seja, Bn = {(b, a) : b ∈ Bn−1, a ∈ A}.

Para cada b ∈ Bn−1 temos que o conjunto dos pares ordenados (b, a) com a ∈ A �e um conjunto

enumer�avel (pois o conjunto A �e um conjunto enumer�avel).

Logo o conjunto Bn �e a uni~ao enumer�avel de conjuntos enumer�aveis, isto �e,

Bn =
∪

b∈Bn−1

∪
a∈A

{(b, a)}.

Portanto, do Teorema (4.1.2), segue que o conjunto Bn �e um conjunto enumer�avel, completando

a demonstra�c~ao.

�

Observação 4.1.8

1. Notemos que os elementos a1, a2, · · · , an ∈ A n~ao s~ao, necessariamente, distintos.

2. Em particular, o resultado acima nos diz que produto cartesiano de um conjunto enu-

mer�avel A �e um conjunto enumer�avel pois, para n ∈ N, temos que

Bn =

n−vezes︷ ︸︸ ︷
A×A× · · · ×A .

Como conseq�uência temos o:

Corolário 4.1.3 O conjunto dos n�umeros racionais �e enumer�avel.

Demonstração:

Observemos que todo n�umero racional pode ser colocado na forma

a

b
, onde a ∈ Z, b ∈ Z∗,

ou seja, pode ser identi�cado com o conjunto Z× Z∗.

Como os conjuntos Z e Z∗ s~ao enumer�aveis segue, do Corol�ario (4.1.2), que o conjunto Q �e um

conjunto enumer�avel, completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 4.1.9

1. Consideremos o conjunto formado pelos z ∈ C tal que existem ao, a1, · · · , an ∈ Z, n~ao todos

nulos, tal que

ao · zn + a1 · zn−1 + a2 · zn−2 + · · ·+ an−1 · z+ an = 0.

Tal conjunto ser�a denominado conjunto dos números algébricos.

Pode-se mostrar que o conjunto dos n�umeros alg�ebricos �e enumer�avel. Ex. 4.2 - 0,5
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2. Vale observar que nem todo conjunto in�nito �e um conjunto enumer�avel, como mostra o

pr�oximo resultado.

Teorema 4.1.3 Seja A o conjunto formado pelas seq�uências cujos elementos s~ao formados pelos

d��gitos 0 e 1, dispostos de modo aleat�orio, ou seja,

A
.
=

(an)n∈N ; para cada n ∈ N, temos que an =


0

ou

1


Ent~ao o conjunto A �e um conjunto n~ao enumer�avel.

Demonstração:

Seja E um subconjunto enumer�avel do conjunto A, que podemos supor ser a seq�uência (sn)n∈N,

ou seja, uma seq�uência onde cada termo da mesma �e uma seq�uência (cujos termos s~ao zero ou um).

Consideremos a seq�uência s dada da seguinte forma:

Para cada n ∈ N, se o n-�esimo d��gito da seq�uência sn for 1, de�niremos o n-�esimo termo da

seq�uência s com sendo 0 e vice-versa.

Observação 4.1.10 Para ilustrar, suponhamos que o primeiro termo da seq�uência �e s1 que �e 0.

Neste caso de�niremos o primeiro termo da seq�uência s como sendo 1; se o segundo termo

da seq�uência �e s2 for 1, de�niremos o segundo termo da seq�uência s como sendo 0 e assim por

diante.

Deste modo a seq�uência s difere de todos os elementos de E em, no m��nimo, uma posi�c~ao.

Notemos que s ∈ A, pois �e uma sequência cujos termos s~ao 0 ou 1.

Deste modo temos que s ̸∈ E, mas s ∈ A.

Assim o conjunto E �e um subconjunto pr�oprio do conjuntoA, ou seja, todo subconjunto enumer�avel

do conjunto A �e um subconjunto pr�oprio do conjunto A.

A�rmamos que o conjunto A �e um conjunto n~ao enumer�avel.

De fato, suponhamos, por absurdo, que o conjunto A �e um conjunto enumer�avel.

Como todo subconjunto enum�eravel de A �e subconjunto pr�oprio dele, ter��amos que o conjunto

A, que estamos supondo ser enumer�avel, seria um subconjunto pr�oprio dele mesmo, o que seria um

absurdo.

Logo o conjunto A n~ao �e um conjunto enumer�avel, como quer��amos demonstrar.

�

Corolário 4.1.4 O conjunto R �e n~ao enumer�avel.

Observação 4.1.11

1. A id�eia da demonstra�c~ao do resultado acima �e devido a Cantor, denominada processo de

diagonaliza�c~ao de Cantor.

Suponhamos que, para cada n ∈ N, sn �e uma sequência.

Logo, se a sequência (sn)n∈N for colocada na "matriz in�nita" (4.3), ou seja,

s11 s12 s13 s14 · · ·
s21 s22 s23 s24 · · ·
s31 s32 s33 s34 · · ·
s41 s42 s43 s44 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·

,
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os elementos da "diagonal" dessa "matriz in�nita" formar~ao uma nova sequência.

2. Os leitores familiarizados com representa�c~ao bin�aria de n�umeros reias (base 2 em vez da

base 10) observar~ao que o Teorema implicar�a que o conjunto dos n�umeros reais ser�a um

conjunto n~ao enumer�avel.

Mais adiante daremos uma outra demonstra�c~ao de que os n�umeros reias formam um

conjunto n~ao enumer�avel.

Para �nalizar temos a seguinte no�c~ao:

Definição 4.1.8 Sejam A e B conjuntos n~ao vazios.

� Se o conjunto A for �nito de�nimos a cardinalidade do conjunto A, que ser�a indicada

por #(A), como sendo o n�umero de elementos de conjunto A.

� Se existir uma uma fun�c~ao injetora f : A → B, diremos que a cardinalidade do conjunto A

será menor ou igual que a cardinalidade do conjunto B e escreveremos

#(A) ≤ #(B).

� Se existir uma uma fun�c~ao sobrejetora f : A → B, diremos a cardinalidade do conjunto A

será maior que a cardinalidade do conjunto B e escreveremos

#(A) ≥ #(B).

� se n~ao existir uma fun�c~ao f : A → B injetora, diremos que cardinalidade do conjunto A

será maior do que a cardinalidade do conjunto B e escreveremos

#(A) > #(B).

� se n~ao existir uma fun�c~ao f : A → B sobrejetora, diremos que cardinalidade do conjunto A

será maior do do que a cardinalidade do conjunto B e escreveremos

#(A) < #(B).

23.03.2012 - 8.a

4.2 Espaços Métricos

Come�caremos introduzindo a:

Definição 4.2.1 Sejam X um conjunto n~ao vazio e uma fun�c~ao

d : X× X → R

que satisfaz a seguintes propriedades:

1. a fun�c~ao d �e uma fun�c~ao de�nida positiva, isto �e,

d(p, q) > 0, para todo p, q ∈ X, com p ̸= q

e

d(p, q) = 0 se, e somente se, p = q;
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2. a fun�c~ao d �e uma fun�c~ao sim�etrica, isto �e,

d(p, q) = d(q, p), para todo p, q ∈ X;

3. a fun�c~ao d satisfaz a desigualdade triangular, isto �e,

d(p, q) ≤ d(p, r) + d(r, q), para todo p, q, r ∈ X.

Neste caso diremos de a fun�c~ao d �e uma métrica (ou distância) em X e o par (X, d) ser�a

dito espaço métrico.

Se p, q ∈ X, o n�umero real d(p, q) ser�a dito distância do ponto p ao ponto q.

Exemplo 4.2.1 Uma classe de exemplos importantes de espa�cos m�etricos �e dada pelos espa�cos

euclideanos Rk (em particular, R e R2).

Neste caso de�nimos a distância (ou m�etrica) em Rk da seguinte maneira:

d : Rk × Rk → R

dada por:

d(x, y)
.
= ∥x− y∥, x, y ∈ Rk, (4.4)

onde ∥.∥ denota a norma usual do Rk, de�nida em (3.45), a saber

∥x∥ .
=

√√√√ k∑
i=1

x2i ,

onde

x = (x1, x2, · · · , xk) ∈ Rk.

Resolução:

Deixaremos como exerc��cio para o leitor veri�ca�c~ao que a fun�c~ao d, de�nida em (4.4),

satisfaz as condi�c~oes da De�ni�c~ao (4.2.1).

Observação 4.2.1

1. Observemos que todo subconjunto Y, n~ao vazio, de um espa�co m�etrico (X, d) tamb�em �e

um espa�co m�etrico com a distância induzida de X, ou seja, (Y, d) tamb�em �e um espa�co

m�etrico.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

2. Em particular, todo subconjunto, n~ao vazio, de um espa�co euclideano ser�a um espa�co

m�etrico.

Com isto temos a:

Definição 4.2.2 Sejam (X, d) um espa�co m�etrico, xo ∈ X e r > 0.

De�nimos a bola aberta de centro em xo e raio r, que ser�a denotada por B(xo; r) como

sendo

B(xo; r)
.
= {y ∈ X ; d(y, xo) < r}.

De modo semelhante, de�nimos a bola fechada de centro em xo e raio r, que ser�a deno-

tada por B[xo; r] como sendo

B[xo; r]
.
= {y ∈ X ; d(y, xo) ≤ r}.
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Observação 4.2.2 No espa�co euclideano R2 (munido da m�etrica induzida pela norma ∥.∥ de�-

nida em (4.4)), a �gura abaixo nos fornece a representa�c~ao geom�etrica para a bola B(xo; r).

xo

3
r

Em R temos uma cole�c~ao de subconjuntos especialmente importantes introduzidos na de�ni�c~ao

abaixo.

Definição 4.2.3 Sejam a, b ∈ R, com a < b. Com isto temos:

1. o intervalo aberto de extremos em a e b, denotado por (a, b), como sendo o subcon-

junto de R de�nido por:

(a, b)
.
= {x ∈ R ; a < x < b} ;

2. o intervalo fechado de extremos em a e b, denotado por [a, b], como sendo o subcon-

junto de R de�nido por:

[a, b]
.
= {x ∈ R ; a ≤ x ≤ b};

3. o intervalo semi-aberto à direita de extremos em a e b, denotado por [a, b), como sendo

o subconjunto de R de�nido por:

[a, b)
.
= {x ∈ R ; a ≤ x < b};

4. o intervalo semi-aberto à esquerda de extremos em a e b, denotado por (a, b], como

sendo o subconjunto de R de�nido por:

(a, b]
.
= {x ∈ R ; a < x ≤ b};

Com esta podemos introduzir a:

Definição 4.2.4 Sejam ai < bi para i = 1, · · · , k.
O conjunto dos pontos x = (x1, · · · , xk) ∈ Rk tais que

ai ≤ xi ≤ bi, para i = 1, · · · , k

ser�a denominado k-célula e denotado por Ik, isto �e,

Ik
.
= {(x1, · · · , xk) ; ai ≤ xi ≤ bi, para i = 1, · · · , k} .

Observação 4.2.3 Notemos que uma 1-c�elula ser�a um intervalo fechado (ver �gura abaxo).

Por outro lado, uma 2-c�elula ser�a um retângulo (ver �gura abaxo) e assim por diante.
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a b

1-c�elula

-

6

-

a1

a2

b1

b2

2-c�elula

Uma no�c~ao importante para espa�cos vetoriais �e dada pela:

Definição 4.2.5 Diremos que um subconjunto E de espa�co vetorial (V ,+ ·) �e um conjunto convexo

se dados x, y ∈ E temos que

λ · x+ (1− λ) · y ∈ E, para 0 ≤ λ ≤ 1,

isto �e, o segmento de reta que une os pontos x a y deve pertencer ao conjunto E se os pontos

x e y pertencem ao conjunto E (ver �gura abaixo).

x

y

λ · x + (1 − λ) · y

0 ≤ λ ≤ 1

Com isto temos a

Proposição 4.2.1 Todas as bolas abertas ou fechadas de um espa�co vetorial normado s~ao con-

juntos convexos.

Demonstração:

Faremos a demonstra�c~ao para o caso da bola aberta.

A demonstra�c~ao do caso da bola fechada �e an�aloga e ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Se x, y ∈ B(xo; r) ent~ao, para λ ∈ [0, 1], teremos:

∥(λ · x+ (1− λ) · y) − xo∥ = ∥λ · (x− xo) + (1− λ) · (y− xo)∥ ≤ ∥λ · (x− xo)∥+ ∥(1− λ) · (y− xo)∥
= λ ∥x− xo∥︸ ︷︷ ︸

x∈B(xo;r)
< r

+(1− λ) ∥y− xo∥︸ ︷︷ ︸
y∈B(xo;r)

< r

< λr+ (1− λ)r = r

ou seja,

∥(λ · x+ (1− λ) · y) − xo∥ < r , ou seja, λ · x+ (1− λ) · y ∈ B,

para todo λ ∈ [0, 1] (ver �gura abaixo) mostrando que a bola aberta em um espa�co vetorial normado

�e um conjunto convexo.
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xo

3
r

x

y

λ · x + (1 − λ) · y

�

Observação 4.2.4 De modo semelhante podemos mostrar que as k-c�elulas no espa�co euclideano

Rk s~ao conjuntos convexos em Rk. Ex. 4.3 - 0,5

A seguir introduziremos uma lista de de�ni�c~oes que ser~ao importantes no decorrer destas notas.

Definição 4.2.6 Sejam (X, d) um espa�co m�etrico, xo ∈ X, r > 0 e E ⊆ X um conjunto n~ao vazio.

Com isto teremos:

1. o conjunto formado pelos

x ∈ X tais que d(x, xo) < r,

ser�a denominado vizinhança de xo e indicada por Nr(xo) (ver �gura abaixo), isto �e,

Nr(xo)
.
= {x ∈ X ; d(x, xo) < r};

xo

3
r

2. Diremos que o ponto xo ∈ X �e um ponto de acumulação do conjunto E se toda vizi-

nhan�ca de xo possui, pelo menos, um ponto do conjunto E, distinto do ponto xo, isto �e,

para todo r > 0 devemos ter

(Nr(xo) ∩ E) \ {xo} ̸= ∅;

3. Diremos que o conjunto E �e um conjunto fechado (em (X, d)) se o conjunto E cont�em

todos os seus pontos de acumula�c~ao;
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4. Diremos que o ponto e ∈ E �e um ponto isolado do conjunto E se existir uma vizinhan�ca

do ponto e que s�o intercepta o conjunto E no ponto e, isto �e, dever�a existir r > 0 tal que

Nr(e) ∩ E = {e},

ou ainda, o ponto e n~ao �e ponto de acumula�c~ao do conjunto E;

5. Diremos que o ponto e ∈ E �e um ponto interior do conjunto E se existir uma vizinhan�ca

do ponto e, que esteja inteiramente contida no conjunto E, isto �e, dever�a existir r = r(e) > 0

tal que

Nr(e) ⊆ E;

6. Diremos que E �e um conjunto aberto em (X, d) se todo ponto do conjunto E for ponto

interior do conjunto E, isto �e, para cada e ∈ E dever�a existir r = r(e) > 0 tal que

Nr(e) ⊆ E;

7. Diremos que o conjunto E �e um conjunto perfeito em (X, d) se ele for um conjunto fe-

chado em (X, d) e se todo ponto do conjunto E �e ponto de acumula�c~ao do conjunto E;

8. Diremos que o conjunto E �e um conjunto limitado em (X, d) se existirem M > 0 e um

ponto xo ∈ X tal que d(e, xo) < M, para todo e ∈ E, isto �e,

E ⊆ NM(xo),

para algum xo ∈ X e M > 0;

9. Diremos que o conjunto E �e um subconjunto denso em (X, d) se todo ponto do conjunto

X �e um ponto de acumula�c~ao do conjunto E ou um ponto de E, isto �e, para todo x ∈ X e

r > 0 teremos

Nr(x) ∩ E ̸= ∅.

Observação 4.2.5 Observemos que considerando-se as respectiva m�etricas em R, R2 e R3 indu-

zidas pelas respectivas normas dadas por (4.4), que indicaremos por d1, d2 e d3, as vizinhan�cas

em (R, d1) s~ao os intervalos abertos; em (R2, d2) as vizinhan�cas s~ao os c��rculos abertos e em

(R3, d3) as vizinhan�cas s~ao as bolas abertas.

Com isto temos a:

Proposição 4.2.2 Seja (X, d) um espa�co m�etrico.

Ent~ao, toda vizinhan�ca de (X, d) �e um conjunto aberto em (X, d).

Demonstração:

Sejam xo ∈ X e r > 0.

Mostremos que o conjunto

E
.
= Nr(xo)

�e um conjunto aberto em (X, d).

Precisamos mostrar que cada e ∈ E �e ponto interior do conjunto E, isto �e, existe s = s(e) > 0 tal

que

Ns(e) ⊆ E.
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Observemos que se

e = xo,

teremos que, para 0 < s ≤ r, que

Ns(e) ⊆ E
e=xo= Nr(xo).

Logo podemos supor, sem perda de generalidade, que

e ∈ E e e ̸= xo.

Assim

0 < h
.
= d(e, xo) < r.

Consideremos

s
.
= r− h.

A�rmamos que

Ns(y) ⊆ E. (4.5)

De fato, se x ∈ Ns(e) ent~ao

d(x, e) < s = r− h, logo d(x, xo) ≤ d(x, e) + d(e, xo) < (r− h) + h = r,

ou seja,

d(x, xo) < r, implicando que x ∈ E.

Logo vale (4.5), ou ainda, que o conjunto Nr(xo) �e um conjunto aberto em (X, d) (ver �gura

abaixo), completando a demonstra�c~ao do resultado.

xo

3
r

e :
s = r − h

�
Temos tamb�em a

Proposição 4.2.3 Sejam (X, d) um espa�co m�etrico, E ⊆ X e xo �e ponto de acumula�c~ao de E.

Ent~ao em cada vizinhan�ca do ponto xo existem in�nitos pontos do conjunto E, distintos xo,

e distintos entre si.

Demonstração:

Suponhamos, por absurdo, que exista uma vizinhan�ca do ponto xo, que denotaremos por Nr(xo),

que contenha somente um n�umero �nito de pontos distintos de xo em E, que ser~ao indicados por

y1, y2, · · · , yn ̸= xo, isto �e, (Nr(x) ∩ E) \ {xo} = {y1, y2, · · · , yn}.
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Seja

s
.
= min

1≤k≤n
d(xo, yk),

que existe pois temos somente um n�umero �nito de yk's tais que yk ̸= xo (na verdade, temos que

k = 1, · · · , n).
Observemos tamb�em que

0 < s < r.

De fato, para k = 1, 2, · · · , n temos que yk ∈ Nr(xo) e assim

0 < s ≤ d(xo, yk)
yk∈Nr(xo)

< r.

Com isto

Ns(xo) ⊆ Nr(xo)

e a vizinhan�ca Ns(xo) n~ao cont�em nenhum ponto do conjunto E diferente do ponto xo, pois, para todo

k = 1, 2, · · · , n teremos

s ≤ d(xo, yk), para k = 1, 2, · · · , n,

ou seja,

yk ̸∈ Ns(xo).

Logo o ponto xo n~ao ser�a ponto de acumula�c~ao do conjunto E, o que �e um absurdo.

Portanto cada vizinhan�ca do ponto xo possui in�nitos pontos do conjunto E, diferentes de xo, e

diferentes entre si, completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
28.03.2012 - 9.a

Como conseq�uência imediata do resultado acima �e o:

Corolário 4.2.1 Seja (X, d) um espa�co m�etrico.

Um subconjunto �nito do conjunto X n~ao possui pontos de acumula�c~ao.

Demonstração:

Seja E subconjunto �nito do conjunto X.

Suponhamos, por absurdo, que o conjunto E tem ponto de acumula�c~ao em (X, d).

Ent~ao, segue da Proposi�c~ao (4.2.3), que o conjunto E tem que ser in�nito, o que �e um absurdo.

Logo o conjunto E n~ao tem ponto de acumula�c~ao em (X, d), completando a demonstra�c~ao do

resultado.

�
A seguir consideraremos alguns exemplos interessantes:

Exemplo 4.2.2 Consideremos os seguintes subconjuntos dos conjuntos dados:

1. Consideremos o espa�co vetorial real (R2,+, ·) munido da m�etrica d2 (de�nida em (4.4)) e

os seguintes subconjuntos de R2:

1.a B(O ; 1) =
{
(x, y) ∈ R2 ; ∥(x, y)∥ < 1

}
;
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-

6

O

*

B(O ; 1)

1

1.b B[O ; 1] =
{
(x, y) ∈ R2 ; ∥(x, y)∥ ≤ 1

}
.

-

6

O

*
1

B[O ; 1]

2. Consideremos o espa�co vetorial real (R2,+, ·) munido da m�etrica d2 (de�nida em (4.4)) e

o subconjunto �nito em R2 dado pela �gura abaixo.

6

-

3. Consideremos o espa�co vetorial real (R,+, ·) munido da m�etrica d1 (de�nida em (4.4)) e

Z ⊆ R (�gura abaixo);

-
0−1−2−3 1 2 3

4. Consideremos o espa�co vetorial real (R,+, ·) munido da m�etrica d1 (de�nida em (4.4)) e

o subconjunto

{
1

n
; n ∈ N

}
(ver �gura abaixo);
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-
10

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

· · ·

5. Consideremos o espa�co vetorial real (R,+ ·) munido da m�etrica d2 (de�nida em (4.4)) e o

conjunto R2;

6. Consideremos o espa�co vetorial real (R,+, ·) munido da m�etrica d1 (de�nida em (4.4)) e

o intervalo aberto (a, b) ⊆ R (ver �gura abaixo);

-
a b

7. Consideremos o espa�co vetorial real (R2,+, ·) munido da m�etrica d2 (de�nida em (4.4)) e

o intervalo (a, b) ⊆ R2 (ou seja, (a, b)× {0} ⊆ R2).

-
a b

6

Com isto a�rmamos que os subconjuntos acima têm as seguintes propriedades:

Fechado Aberto Perfeito Limitado

(1.a) N~ao Sim N~ao Sim

(1.b) Sim N~ao Sim Sim

(2) Sim N~ao N~ao Sim

(3) Sim N~ao N~ao N~ao

(4) N~ao N~ao N~ao Sim

(5) Sim Sim Sim N~ao

(6) N~ao Sim N~ao Sim

(7) N~ao N~ao N~ao Sim

Resolução:

A veri�ca�c~ao de cada um dos itens da tabela acima ser~ao deixados como exerc��cio para o

leitor.

Temos a:

Proposição 4.2.4 Sejam (X, d) um espa�co m�etrico e E ⊆ X.

Ent~ao o conjunto E �e um subconjunto aberto em (X, d) se, e somente se, o conjunto Ec �e um

subconjunto fechado em (X, d).

Demonstração:

Suponhamos que o conjunto E �e um subconjunto aberto em (X, d).

Mostremos que o conjunto Ec �e um subconjunto fechado em (X, d), ou seja, que todo ponto de

acumula�c~ao do conjunto Ec pertence ao conjunto Ec.
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Para isto consideremos x ∈ X, ponto de acumula�c~ao do conjunto Ec, isto �e, toda vizinhan�ca do

ponto x cont�em, pelo menos, um ponto do conjunto Ec, diferente do ponto x, ou ainda,

(Nr(x) ∩ Ec) \ {x} ̸= ∅.

Portanto o ponto x n~ao poder�a ser ponto interior do conjunto E, pois toda vizinhan�ca do ponto x

cont�em, pelo menos, um ponto que n~ao est�a no conjunto E (a saber, um ponto de Ec).

Como o conjunto E �e um conjunto aberto em (X, d), segue que x ̸∈ E, isto �e, x ∈ Ec, ou seja, o

conjunto Ec cont�em todos os seus pontos de acumula�c~ao.

Portanto, o conjunto Ec �e um subconjunto fechado em (X, d).

Reciprocamente, suponhamos que o conjunto Ec �e um subconjunto fechado em (X, d).

Mostremos que o conjunto E �e um subconjunto aberto em (X, d).

Para isto observemos que, se

x ∈ E ent~ao x ̸∈ Ec.

Assim, o ponto x n~ao �e ponto de acumula�c~ao de Ec pois, caso contr�ario, deveria pertencer ao

conjunto Ec, pois este �e um subconjunto fechado em (X, d).

Logo, dever�a existir r > 0, tal que a vizinhan�ca Nr(x), do ponto x, �e tal que

Nr(x) ∩ Ec = ∅, ou seja, Nr(x) ⊆ E.

Portanto, todo x ∈ E �e ponto interior do conjunto E, o que implicar�a que o conjunto E �e um

subconjunto aberto em (X, d), completando a demonstra�c~ao.

�
Como conseq�uência imediata temos o:

Corolário 4.2.2 Seja (X, d) um espa�co m�etrico e F ⊆ X.

Ent~ao o conjunto F �e um subconjunto fechado em (X, d) se, e somente se, o conjunto Fc �e

um subconjunto aberto em (X, d).

Demonstração:

Basta aplicar a Proposi�c~ao (4.2.4) ao conjunto Fc.

Deixaremos os detalhes como exerc��cio para o leitor.

�
Para algumas propriedades relacionadas com cole�c~oes de abertos e fechados temos a:

Proposição 4.2.5 Sejam (X, d) um espa�co m�etrico, {Gα ; α ∈ A} e {Fβ ; β ∈ B} cole�c~oes de subs-

conjuntos abertos e de subconjuntos fechados de (X, d), respectivamente. Ent~ao:

1. o conjunto
∪
α∈A

Gα �e um subconjunto aberto em (X, d), isto �e, reuni~ao qualquer de subcon-

juntos abertos em (X, d) �e um subconjunto aberto em (X, d);

2. o conjunto
∩
β∈B

Fβ �e um subconjunto fechado em (X, d), isto �e, intersec�c~ao qualquer de

subconjuntos fechados em (X, d) �e um subconjunto fechado em (X, d);

3. o conjunto

n∩
i=1

Gi �e um subconjunto aberto em (X, d), isto �e, intersec�c~ao �nita de sucon-

juntos abertos em (X, d) �e um subconjunto aberto em (X, d);
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4. o conjunto

n∪
j=1

Fj �e um subconjunto fechado em (X, d), isto �e, reuni~ao �nita de subconjuntos

fechados em (X, d) �e um subconjunto fechado em (X, d).

Demonstração:

De 1.

De�na

G
.
=
∪
α∈A

Gα.

Mostremos que todo ponto do conjunto G �e ponto interior do conjunto G.

Para isto notemos que se x ∈ G ent~ao

x ∈ Gαo , para algum αo ∈ A.

Como, por hip�otese, o conjunto Gαo �e um subconjunto aberto em (X, d), segue que o ponto x

dever�a ser ponto interior do conjunto Gαo , ou seja, dever�a existir r > 0 tal que

Nr(x) ⊆ Gαo ⊆ G, ou seja, Nr(x) ⊆ G,

ou ainda, o ponto x �e ponto interior do conjunto G, mostrando que o conjunto G �e um subconjunto

aberto em (X, d).

De 2.:

Segue, da Proposi�c~ao (4.1.3), que ∩
β∈B

Fβ

c

=
∪
β∈B

(Fβ)
c . (4.6)

Como, para cada β ∈ B, o conjunto Fβ �e um subconjunto fechado em (X, d) segue, da Proposi�c~ao

(4.2.4), que o conjunto (Fβ)
c �e um subconjunto aberto em (X, d).

Logo do item 1. segue que o conjunto∩
β∈B

Fβ

c

=
∪
β∈B

(Fβ)
c

�e um subconjunto aberto em (X, d).

Novamente, de (4.6) e da Proposi�c~ao (4.2.4), segue que o conjunto
∩
β∈B

Fβ �e um subconjunto fechado

em (X, d).

De 3.:

Consideremos

G
.
=

n∩
i=1

Gi.

Mostremos que todo ponto do conjunto G �e ponto interior do conjunto G.

Para isto, notemos que se x ∈ G ent~ao

x ∈ Gi, para todo i ∈ {1, 2, · · · , n}.

Como, por hip�otese, para todo i ∈ {1, 2, · · · , n}, o conjunto Gi �e um subconjunto aberto em (X, d),

segue que, para cada i ∈ {1, 2, · · · , n}, dever�a existir ri > 0 tal que

Nri(x) ⊆ Gi.
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Seja

r
.
= min {ri ; i ∈ {1, 2, · · · , n}} > 0,

pois temos somente um n�umero �nito de ri's e cada um deles �e maior que zero.

Deste modo, como

0 < r ≤ ri, para todo i ∈ {1, 2, · · · , n},

segue que

Nr(x) ⊆ Nri(x) ⊆ Gi, para todo i ∈ {1, 2, · · · , n, }

isto �e,

Nr(x) ⊆ Gi, para todo i ∈ {1, 2, · · · , n}.

Portanto

Nr(x) ⊆
n∩
i=1

Gi = G,

mostrando que o conjunto G �e um subconjunto aberto em (X, d).

De 4.:

Observemos que, da Proposi�c~ao (4.1.3), segue que n∪
j=1

Fj

c

=

n∩
j=1

(Fj)
c . (4.7)

Como, para cada j ∈ {1, 2, · · · , n}, o conjunto Fj �e um subconjunto fechado em (X, d), segue, da

Proposi�c~ao (4.2.4), que o conjunto (Fj)
c �e um subconjunto aberto em (X, d).

Logo do item 3. acima, segue que o conjunto n∪
j=1

Fj

c

=

n∩
j=1

(Fj)
c

�e um subconjunto aberto em (X, d).

Novamente, de (4.7) e da Proposi�c~ao (4.2.4), segue que o conjunto
n∪
j=1

Fj �e um subconjunto fechado

em (X, d), completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 4.2.6 Nos itens 3. e 4. da Proposi�c~ao acima a finitude da cole�c~ao �e essencial.

1. O exemplo a seguir mostra que se no item 3. não tivermos a �nitude o resultado pode ser

falso.

Para ver isto, consideremos o espa�co m�etrico (R, d1) (onde d1 �e de�nida em (4.4)) e para

cada n ∈ N, consideremos

Gn =

(
−
1

n
,
1

n

)
.

Temos que o conjunto Gn �e um subconjunto aberto em (R, d1), para cada n ∈ N (pois �e

um intervalo aberto em R).

De�namos

G
.
=

∞∩
n=1

Gn.
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Ent~ao podemos mostrar que

G = {0}

e este conjunto não �e um subconjunto aberto em (R, d1).

A veri�ca�c~ao destes fatos ser~ao deixados como exerc��cio para o leitor.

2. De modo semelhante podemos construir uma cole�c~ao in�nita de subconjuntos fechados, Fj,

com j ∈ N, em (R, d1) de modo que o conjunto

∞∪
j=1

Fj não ser�a um subconjunto fechado em

(R, d1).

Deixaremos a constru�c~ao de tal exemplo como exerc��cio para o leitor. Ex. 4.4 - 0,5

Definição 4.2.7 Sejam (X, d) um espa�co m�etrico e E ⊆ X.

De�nimos o derivado do conjunto E, indicado por E ′, como sendo o conjunto formado por

todos os pontos de acumula�c~ao do conjunto E em (X, d).

De�nimos o fecho do conjunto E, indicado por E, como sendo

E
.
= E ∪ E ′,

isto �e, o conjunto formado por todos os pontos do conjunto E, juntamente com os pontos de

acumula�c~ao do conjunto E.

De�nimos o interior do conjunto E, indicado por
◦
E, como sendo o conjunto formado por

todos os pontos interiores do conjunto E em (X, d), isto �e,

◦
E
.
= {x ∈ E ; x �e ponto interior do conjunto E em (X, d)} .

Exemplo 4.2.3 Para cada um dos itens abaixo encontrar o conjunto interior, o conjunto deri-

vado e o fecho do conjunto E.

1. Consideremos o espa�co m�etrico (R, d1) e

E
.
= (1, 5] ∪ {8}.

2. Consideremos o espa�co m�etrico (R, d1) e

E
.
=

{
1

n
; n ∈ N

}
.

3. Consideremos o espa�co m�etrico (R, d1) e

E
.
= (0, 1).

4. Consideremos o espa�co m�etrico (R, d2) e

E = (0, 1]× {0}.

Resolução:

De 1.:

Neste caso teremos:
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1.a
◦
E= (1, 5);

1.b E ′ = [1, 5];

1.c E = [1, 5] ∪ {8};

De 2.:

Neste caso teremos:

2.a
◦
E= ∅;

2.b E ′ = {0};

2.c E =

{
1

n
: n ∈ N

}
∪ {0}.

De 3.:

Neste caso teremos:

3.a
◦
E= (0, 1);

3.b E ′ = [0, 1];

3.c E = [0, 1].

De 4.:

Neste caso teremos:

4.a
◦
E= ∅;

4.b E ′ = [0, 1]× {0} ⊆ R2;

4.c E = [0, 1]× {0} ⊆ R2.

A explica�c~ao para a obten�c~ao de cada itens acima ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Temos agora a:

Proposição 4.2.6 Sejam (X, d) um espa�co m�etrico e E ⊆ X. Ent~ao:

1. E ⊆ E;

2. o conjunto E �e um subconjunto fechado em (X, d);

3. E = E se, e somente se, o conjunto E �e um subconjunto fechado em (X, d);

4. Se o conjunto F ⊆ X �e um subconjunto fechado em (X, d) e E ⊆ F ent~ao

E ⊆ F,

isto �e, o conjunto E �e o menor subconjunto fechado em (X, d) que cont�em o conjunto E.

5. Se A,B ⊆ X s~ao tais que A ⊆ B ent~ao teremos

A ⊆ B.

6. Se A ⊆ X ent~ao (
A
)
= A.
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Demonstração:

De 1.:

Da de�ni�c~ao de fecho de um conjunto (ver De�ni�c~ao (4.2.7)) segue, em particular que,

E ⊆ E
De�ni�c~ao

= E ′ ∪ E,

completando a demonstra�c~ao deste item.

De 2.:

Mostremos que o conjunto
(
E
) c

�e um subconjunto aberto em (X, d).

Para isto consideremos p ∈
(
E
) c
.

Logo, como

E = E ∪ E ′,

segue que

p ̸∈ E e p ̸∈ E ′. (4.8)

Assim, existir�a uma vizinhan�ca do ponto p, que n~ao cont�em pontos do conjunto E (pois p ̸∈ E e

tamb�em n~ao �e ponto de acumula�c~ao de E).

Ou seja, existe r > 0 tal que

Nr(p) ∩ E = ∅. (4.9)

Notemos tamb�em que

Nr(p) ∩ E ′ = ∅. (4.10)

De fato, suponhamos, por absurdo, que existe q ∈ Nr(p) ∩ E ′, para todo r > 0.

Como q ∈ E ′ e p ̸∈ E ′ (pois p ∈
(
E
)c

= (E ∪ E ′)c) segue que

s
.
= min{r− d(p, q), d(p, q)} > 0.

Logo (veja �gura abaixo)

Ns(q)
s<r−d(p,q)

⊆ Nr(p) e p
s<d(p,q)

̸∈ Ns(q).

p

q

~

r

-sqp

Como q ∈ E ′, podemos encontrar

qp ∈ Ns(q) ∩ E, em particular, qp ∈ Nr(q) ∩ E,

isto �e, p ∈ E ′, o que contraria (4.8).
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Logo, de (4.9) e (4.10), segue que

Nr(p) ∩ E = ∅,

ou seja,

Nr(p) ⊆
(
E
)c

,

o ainda, existe uma vizinhan�ca estar�a inteiramente contida em (E)c.

Logo o ponto p ∈
(
E
) c

ser�a ponto interior do conjunto E, ou seja, o conjunto
(
E
) c

�e um subconjunto

aberto em (X, d) e portanto, da Proposi�c~ao (4.2.4), temos que o conjunto E �e um subconjunto fechado

em (X, d), completando a demonstra�c~ao deste item.

De 3.:

Se

E = E,

ent~ao, do item 2. acima, segue que o conjunto E ser�a um subconjunto fechado em (X, d) (pois E �e um

subconjunto fechado de (X, d)).

Reciprocamente, se o conjunto E �e um subconjunto fechado em (X, d) ent~ao ele conter�a todos os

seus pontos de acumula�c~ao, isto �e,

E ′ ⊆ E

e portanto, da de�ni�c~ao de fecho (ver De�ni�c~ao (4.2.7)), segue que

E
De�ni�c~ao

= E ∪ E ′︸︷︷︸
⊆E

= E, ou seja, E = E,

completando a demonstra�c~ao deste item.

De 4.:

Se o conjunto F �e um subconjunto fechado em (X, d) ent~ao, do item 3., teremos

F ′ De�ni�c~ao⊆ F
item 3.
= F. (4.11)

Como

E ⊆ F

segue que, todo ponto de acumula�c~ao do conjunto E, ser�a ponto de acumula�c~ao do conjunto F, isto �e,

E ′ ⊆ F ′. (4.12)

Assim

E ′
(4.12)

⊆ F ′
(4.11)

⊆ F, (4.13)

o que implicar�a em

E
De�ni�c~ao

= E ∪ E ′
(4.13)

⊆ F ∪ F ′ De�ni�c~ao= F
item 3.
= F,

ou seja,

E ⊆ F,

completando a demonstra�c~ao deste item.

De 5.:

Do item 1. acima temos que

B ⊆ B.
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Assim, como

A ⊆ B, segue que A ⊆ B ⊆ B ∪ B ′ De�ni�c~ao= B,

ou seja

A ⊆ B (4.14)

Do item 2. acima, segue que o conjunto B �e um subconjunto fechado em (X, d).

Portanto, de (4.14) e do item 4. acima, segue que

A
(4.14), do item 2. e do item 4.

⊆ B,

completando a demonstra�c~ao do item e do resultado.

De 6.:

Do item 2. temos que o conjunto A �e um conjunto fechado em (X, d).

Logo, do item 3. (tomando-se E
.
= A), segue que(

A
)
= A,

completando a demonstra�c~ao do item e do resultado.

�
30.03.2012 - 10.a

Na reta R, podemos relacionar o fato de um subconjunto de R ser fechado e limitado superiormente

com a existência do m�aximo do subconjunto em quest~ao, mais precisamente, temos a:

Proposição 4.2.7 Sejam (R, d1), onde d1 �e a m�etrica usual de R, E ⊆ R um conjunto limitado

superiormente e y
.
= sup(E).

Ent~ao

y ∈ E.

Em particular, se o conjunto E �e um subconjunto limitado superiormente e fechado em

(R, d1), segue que

sup(E) ∈ E, ou seja, max(E) = sup(E).

Demonstração:

Se y ∈ E, da Proposi�c~ao acima item 1., como

E ⊆ E, teremos y ∈ E.

Suponhamos, que

y ̸∈ E.

Mostremos que, neste caso, deveremos ter

y ∈ E ′,

ou seja, y �e um ponto de acumula�c~ao do conjunto E em (R, d1).

Como y = sup(E), da Proposi�c~ao (3.4.5) (ii'), temos que dado ε > 0, podemos encontrar x ∈ E de

modo que

y− ε < x < y, em particular, x ∈ Nε(y) ∩ E.

Como

x < y e y ̸∈ E, segue que x ∈ (Nε(y) ∩ E) \ {y},

ou seja, o ponto y �e um ponto de acumula�c~ao do conjunto E, ou ainda, y ∈ E, completando a

demonstra�c~ao do resultado.

�
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Observação 4.2.7

1. O resultado acima nos diz que se um subconjunto E do espa�co m�etrico (R, d1) �e limitado

superiormente e fechado ele possuir�a m�aximo e o m�aximo do conjunto E ser�a o supremo

do conjunto E, isto �e,

max(E) = sup(E).

2. Vale o an�alogo para subconjuntos limitados inferiormente em (R, d1), isto �e: sejam (R, d1),

onde d1 �e am�etrica usual de R, F ⊆ R um conjunto limitado inferiormente e z
.
= inf(E).

Ent~ao

z ∈ F.

Em particular se o conjunto F �e um subconjunto limitado inferiormente e fechado em

(R, d1), segue que inf(F) ∈ F, ou ainda, um subconjunto F de (R, d1), �e limitado inferior-

mente e fechado possuir�a m��nimo e o m��nimo do conjunto F ser�a o ��n�mo do conjunto F,

isto �e,

min(F) = inf(F).

A demonstra�c~ao desse fato �e an�alogo a do resultado acima e ser�a deixada como exerc��cio

para o leitor.

Como isto podemos obter o seguinte resultado:

Corolário 4.2.3 Sejam E um subconjunto de limitado em (R, d1), y
.
= sup(E) e z

.
= inf(E).

Ent~ao

y, z ∈ �E.

Em particular, se o conjunto E �e um subconjunto �e limitado e fechado em (R, d1) ent~ao

sup(E), inf(E) ∈ E, ou seja,

min(E) = inf(E) e max(E) = sup(E).

Demonstração:

A demostra�c~ao desse fato segue como conseq�uência imediata da Proposi�c~ao e da Observa�c~ao acima.

�
Relacionado com o interior de um conjunto temos a:

Proposição 4.2.8 Sejam (X, d) um espa�co m�etrico e E ⊆ X. Ent~ao:

1.
◦
E⊆ E;

2. O conjunto
◦
E �e um subconjunto aberto em (X, d);

3. E =
◦
E se, e somente se, o conjunto E �e um subconjunto aberto em (X, d);

4. Se o conjunto G ⊆ X �e um subconjunto aberto em (X, d) com G ⊆ E, ent~ao

G ⊆
◦
E,

ist�o �e,
◦
E �e o maior subconjunto aberto em (X, d) que est�a contido no conjunto E.
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5. Se A,B ⊆ X s~ao tais que A ⊆ B teremos

◦
A⊆

◦
B .

6. Se A ⊆ X ent~ao
◦( ◦
A

)
=

◦
A .

Demonstração:

De 1.:

Segue da De�ni�c~ao de interior que
◦
E⊆ E.

De 2.:

Se
◦
E= ∅

nada temos a fazer e o assim o conjunto E ser�a um subconjunto aberto em (X, d).

Logo podemos supor, sem perda da generalidade, que

◦
E ̸= ∅.

Para mostrar que o conjunto
◦
E �e um subconjunto aberto de (X, d), precisamos mostrar que todo

ponto do conjunto
◦
E �e ponto interior do conjunto

◦
E .

Para isto seja p ∈
◦
E, isto �e, o ponto p um ponto interior do conjunto E.

Como o ponto p �e ponto interior do conjunto E, dever�a existir uma vizinhan�ca de p, Nr(p), tal

que

Nr(p) ⊆ E.

Mostremos que

Nr(p) ⊆
◦
E,

isto �e, todo ponto da vizinhan�ca Nr(p) �e ponto interior do conjunto E.

Para isto basta mostrar que se

q ∈ Nr(p) , ent~ao o ponto q �e ponto interior do conjunto E.

.

Notemos que se

q = p , segue que Nr(q) = Nr(p) ⊆ E,

ou seja, o ponto q �e ponto interior do conjunto E, isto �e, q ∈
◦
E.

Por outro lado, se q ̸= p, consideremos

s
.
= r− d(p, q).

Como

q ∈ Nr(p), segue que d(p, q) < r, logo s > 0.

Deste modo teremos que

Ns(q) ⊆ Nr(p) ⊆ E,

ou seja, o ponto q �e ponto interior de E, isto �e, q ∈
◦
E, ou ainda, (ver �gura abaixo)

Nr(p) ⊆
◦
E .



4.2. ESPAC�OS M�ETRICOS 101

p

1
r

q

q
s = r − d(p, q)

Portanto o conjunto
◦
E �e um subconjunto aberto em (X, d), completando a demonstra�c~ao do item.

De 3.:

Se

E =
◦
E

ent~ao, do item 2., segue que o conjunto E �e subconjunto aberto em (X, d).

Reciprocamente, se o conjunto E �e um subconjunto aberto em (X, d), ent~ao teremos que todos os

pontos do conjunto E ser~ao pontos interiores do conjunto E, isto �e,

E ⊆
◦
E,

que, juntamente com o item 1. (ou seja,
◦
E⊆ E), implicar~ao que

◦
E= E,

completando a demonstra�c~ao do item.

De 4.:

Se o conjunto G �e um subconjunto aberto em (X, d) ent~ao, do item 3., teremos

◦
G= G. (4.15)

Como

G ⊆ E,

segue que, todo ponto de interior do conjunto G, ser�a ponto interior do conjunto E, isto �e,

◦
G⊆

◦
E . (4.16)

Assim

G
(4.15)
=

◦
G
(4.16)

⊆
◦
E,

ou seja,

G ⊆
◦
E,

completando a demonstra�c~ao deste item.

De 5.:

Como

A ⊆ B,
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segue que, todo ponto de interior do conjunto A, ser�a ponto interior do conjunto B, isto �e,

◦
A⊆

◦
B,

completando a demonstra�c~ao do item e do resultado.

De 6.:

Do item 2. temos que o conjunto
◦
A �e um conjunto aberto em (X, d).

Logo, do item 3. (tomando-se E
.
=

◦
A), segue que

◦( ◦
A

)
=

◦
A,

completando a demonstra�c~ao do item e do resultado.

�
Uma outra observa�c~ao importante �e:

Observação 4.2.8 Suponhamos que (X, dX) �e um espa�co m�etrico e E ⊆ Y ⊆ X.

Lembremos que o conjunto E �e um subconjunto aberto em (X, dX) se, e somente se, para

cada ponto e ∈ E dever�a existir r > 0 tal que

NX
r (e) ⊆ E,

ou seja, se

q ∈ X e dX(q, p) < r, implicar�a que q ∈ E.

Observemos que Y pode ser visto como um espa�co m�etrico, com a m�etrica induzida por

(X, dX), isto �e, (Y, dX) �e um espa�co m�etrico.

Logo o conjunto E ser�a um subconjunto aberto em (Y, dX) se, e somente se, para cada ponto

e ∈ E existe r > 0 tal que

NY
r (e) ⊆ E,

ou seja, se

q ∈ Y e dX(q, p) < r, implicar�a que q ∈ E.

Deste modo, um conjunto ser um subconjunto aberto em (X, dX) pode ser diferente de um

conjunto ser um subconjunto aberto em (Y, dX).

Por exemplo, no Exemplo (4.2.2) item 7., temos que o conjunto

E = (a, b)× {0}

�e um subconjunto aberto em (Y, d2), onde

Y
.
= R× {0},

com a m�etrica usual d2 induzida em Y (que coincide com a m�etrica d1, veri�que!), mas não �e

um subconjunto aberto em (X, d2), onde X
.
= R2.

Para resolver esta quest~ao introduziremos a:
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Definição 4.2.8 Sejam (Y, d) espa�co m�etrico e E ⊆ Y. Diremos que o conjunto E �e subconjunto

aberto relativamente em (Y, d) (ou simplesmente um subconjunto aberto em (Y, d)) se para

cada ponto e ∈ E, podemos encontrar r = r(e) > 0 de modo que

se q ∈ Y satisfaz d(q, e) < r, implicar que q ∈ E,

isto �e, se

NY
r (e) ⊆ E.

Temos uma maneira simples de caracterizar os subconjuntos abertos relativos, a saber:

Proposição 4.2.9 Sejam (X, dX) um espa�co m�etrico e E ⊆ Y ⊆ X.

O conjunto E �e um subconjunto aberto em (Y, dX) se, e somente se, existe um conjunto G,

que �e um subconjunto aberto em (X, dX), tal que

E = G ∩ Y,

ou seja, todo subconjunto aberto em (Y, dX), deve ser um subconjunto aberto em (X, dX) inter-

sec�c~ao com o conjunto Y e reciprocamente.

Demonstração:

Suponhamos que o conjunto E �e um subconjunto aberto em (Y, dX).

Logo para cada e ∈ E dever�a existir re > 0 de modo que

se y ∈ Y satisfaz dX(y, e) < re, deveremos ter y ∈ E,

isto �e, a vizinhan�ca do ponto e em (Y, dX), de raio re, estar�a contida em E, que denotaremos por

NY
re
(e), ou seja,

NY
re
(e) ⊆ E.

De�namos

VX
e

.
= NX

re
(e) = {x ∈ X ; dX(x, e) < re},

isto �e, a vizinhan�ca do ponto e em (X, dX), de raio re, e o conjunto

G
.
=
∪
e∈E

VX
e .

Para cada e ∈ E, temos que VX
e �e uma vizinhan�ca do ponto e em (X, dX), assim, da Proposi�c~ao

(4.2.2), segue que o conjunto VX
e �e um subconjunto aberto em (X, dX).

Logo, da Proposi�c~ao (4.2.5) item 1., segue que o conjunto G �e um subconjunto aberto em (X, dX).

Notemos que para cada e ∈ E temos que e ∈ VX
e , assim segue que

E ⊆ G.

Al�em disso, como E ⊆ Y deveremos ter

E ⊆ G ∩ Y. (4.17)

Por outro lado, para cada e ∈ E, da de�ni�c~ao de Ve, segue que

VX
e ∩ Y = NX

re
(e) ∩ Y = {x ∈ X ; dX(x, e) < re} ∩ Y = {x ∈ Y ; dX(x, e) < re} = NY

re
(e) ⊆ E, (4.18)
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logo

G ∩ Y =

(∪
e∈E

VX
e

)
∩ Y =

∪
e∈E

VX
e ∩ Y︸ ︷︷ ︸
(4.18)

⊆ E

 ⊆ E,

que juntamente com (4.17) implicar�a em

E = G ∩ Y,

onde o conjunto G �e um subconjunto aberto em (X, dX).

Reciprocamente, se o conjunto G �e um subconjunto aberto em (X, dX), mostremos que o conjunto

E
.
= G ∩ Y

�e um subconjunto aberto em (Y, dX).

Para isto observemos que se e ∈ E, como E ⊆ G e o conjunto G �e um subconjunto aberto em

(X, dX) dever�a existir re > 0 tal que

NX
re
(e) = {x ∈ X ; dX(x, e) < re} ⊆ G.

Logo

NX
re
(e) ∩ Y︸ ︷︷ ︸

=NY
re

(e)

⊆ G ∩ Y = E,

isto �e,

NY
re
(e) = {y ∈ Y ; dX(y, e) < re} ⊆ E,

isto �e, o conjunto E �e um subconjunto aberto em (Y, dX), completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 4.2.9 Notemos que Exemplo (4.2.2) item 7. temos que o conjunto

E
.
= (a, b)× {0}

�e um subconjunto aberto em (Y, d2), onde Y
.
= R × {0} mas não �e um subconjunto aberto em

(X, d2), onde X
.
= R2.

Por�em notemos que

E = (a, b)× {0} = B

(
P ;

d(a, b)

2

)
∩ R,

onde P �e o ponto m�edio do segmento (a, b)×{0} ⊆ R2 e sabemos que a bola aberta B

(
P ;

d(a, b)

2

)
�e um subconjunto aberto em (R2, d2).

7

-

6

R

R2

a bP

d(a,b)
2
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Como consequência deste resultado temos o

Corolário 4.2.4 Sejam (X, dX) um espa�co m�etrico e F ⊆ Y ⊆ X.

O conjunto F �e um subconjunto fechado em (Y, dX) se, e somente se, existe um conjunto H,

que �e um subconjunto fechado em (X, dX), tal que

F = H ∩ Y,

ou seja, todo subconjunto fechado em (Y, dX) deve ser um subconjunto fechado em (X, dX) inter-

sec�c~ao com o conjunto Y e reciprocamente.

Demonstração:

Deixaremos os detalhes desta demonstra�c~ao como exerc��cio para o leitor.

�

4.3 Conjuntos Compactos

A seguir introduziremos uma classe de conjuntos que desempenhar~ao um papel importante em v�arias

situa�c~oes, como veremos mais adiante.

Come�caremos com a:

Definição 4.3.1 Sejam (X, d) um espa�co m�etrico e E ⊆ X.

De�nimos uma cobertura aberta do conjunto E como sendo uma cole�c~ao {Gα ; α ∈ A}

formada por subconjuntos abertos em (X, d) de modo que

E ⊆
∪
α∈A

Gα.

Neste caso diremos que a cole�c~ao {Gα ; α ∈ A} cobre o conjunto E.

Uma subcobertura da cobertura {Gα ; α ∈ A} �e uma subcole�c~ao, {Gβ ; β ∈ B}, da cole�c~ao

{Gα ; α ∈ A}, isto �e, {Gβ ; β ∈ B} ⊆ {Gα ; α ∈ A}, ou ainda, B ⊆ A e

E ⊆
∪
β∈B

Gβ .

Com isto podemos introduzir o seguinte conceito:

Definição 4.3.2 Sejam (X, d) um espa�co m�etrico e K ⊆ X.

Diremos que o conjunto K �e subconjunto compacto em (X, d) se toda cobertura aberta do

conjunto K possui uma subcobertura �nita, que ainda cobre o conjunto K.

Mais explicitamente, se {Gα ; α ∈ A} �e cobertura aberta do conjunto K em (X, d), dever�a

existir um n�umero �nito de ��ndices, que denotaremos por α1, α2, · · · , αn ∈ A, de modo que

K ⊆ Gα1
∪Gα2

∪ · · · ∪Gαn .

Observação 4.3.1

1. Todo conjunto �nito de um espa�co m�etrico ser�a um subconjunto compacto desse espa�co

m�etrico.

A demonstra�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��co para o leitor.
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2. Diferentemente da propriedade de um conjunto ser aberto a propriedade de ser compacto

não �e relativa, como a�rma a:

11.04.2012 - 11.a

Proposição 4.3.1 Sejam (X, dX) um espa�co m�etrico e K ⊆ Y ⊆ X.

O conjunto K �e um subconjunto compacto, relativamente ao espa�co m�etrico (X, dX), se, e

somente se, o conjunto K �e um subconjunto compacto, relativamente ao espa�co m�etrico (Y, dX).

Demonstração:

Suponhamos que o conjunto K �e um subconjunto compacto em (X, dX).

Mostremos que o conjunto K �e um subconjunto compacto em (Y, dX).

Para isto consideremos {Yα ; α ∈ A} uma cobertura aberta do conjunto K em (Y, dX), isto �e,

K ⊆
∪
α∈A

Yα,

onde, para cada α ∈ A, temos que Yα �e um subconjunto aberto em (Y, dX).

Logo, para cada α ∈ A, da Proposi�c~ao (4.2.9), segue que, existe um subconjunto, que indicaremos

por Xα, que �e um subconjunto aberto em (X, dX), de modo que

Yα = Xα ∩ Y. (4.19)

Observemos que

K ⊆
∪
α∈A

Yα ⊆
∪
α∈A

Xα,

pois

Yα = Xα ∩ Y ⊆ Xα, para cada α ∈ A.

Como o conjunto K �e um subconjunto compacto em (X, dX), deve existir um n�umero �nito de

��ndices, que denotaremos por α1, α2, · · · , αn ∈ A, de modo que

K ⊆
n∪
i=1

Xαi
.

Mas

K ⊆ Y, logo K ⊆

(
n∪
i=1

Xαi

)
∩ Y =

n∪
i=1

(Xαi
∩ Y︸ ︷︷ ︸

(4.19)
= Yαi

) =

n∪
i=1

Yαi
,

ou seja, podemos extrair uma subcobertura �nita, a saber, {Yαi
; i = 1, 2 · · · , n}, da cobertura {Yα ; α ∈

A} aberta em (Y, dX), que ainda cobre o conjunto K.

Logo o conjunto K �e um subconjunto compacto (ou, relativamente a) em (Y, dX).

Reciprocamente, suponhamos que o conjunto K �e um subconjunto compacto (ou, relativamente a)

em (Y, dX).

Mostremos que o conjunto K �e um subconjunto compacto em (X, dX).

Para isto seja {Xα ; α ∈ A} uma cobertura aberta do conjunto K em (X, dX), isto �e,

K ⊆
∪
α∈A

Xα,

onde, para cada α ∈ A, temos que Xα �e um subconjunto aberto em (X, dX).
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Observemos que, para cada α ∈ A, da Proposi�c~ao (4.2.9), segue que o conjunto

Yα
.
= Xα ∩ Y (4.20)

ser�a um subconjunto aberto em (Y, dX).

Como

K ⊆
∪
α∈A

Xα e K ⊆ Y,

segue que

K ⊆

(∪
α∈A

Xα

)
∩ Y =

∪
α∈A

(Xα ∩ Y)
(4.20)
=

∪
α∈A

Yα,

ou ainda, {Yα ; α ∈ A} �e uma cobertura aberta do conjunto K em (Y, dX).

Como o conjunto K �e um subconjunto compacto (ou relativamente a) em (Y, dX), segue que dever�a

existir um n�umero �nito de ��ndices, que indicaremos por α1, α2, · · · , αn ∈ A, de modo que

K ⊆
n∪
i=1

Yαi

(4.20)
=

n∪
i=1

(Xαi
∩ Y)

K⊆Y
=

n∪
i=1

Xαi
,

ou seja, podemos extrair uma subcobertura �nita, a saber, {Xαi
; i = 1, 2 · · · , n}, da cobertura aberta

{Xα ; α ∈ A} em (X, dX) que ainda cobre o conjunto K.

Portanto o conjunto K �e um subconjunto compacto (ou, relativamente a) em (X, dX), completando

a demonstra�c~ao do resultado.

�
A seguir daremos algumas propriedades gerais de conjuntos compactos.

Proposição 4.3.2 Sejam (X, d) um espa�co m�etrico e K um subconjunto compacto em (X, d).

Ent~ao o conjunto K �e um subconjunto fechado e limitado em (X, d).

Demonstração:

Para mostrar que o conjunto K �e um subconjunto fechado em (X, d) basta mostrarmos que o

conjunto Kc �e um subconjunto aberto em (X, d).

Para isto, seja x ∈ X tal que x ̸∈ K, isto �e,

x ∈ Kc.

Mostremos que existe uma vizinhan�ca, que indicaremos por Nrx(x), do ponto x em (X, d), de modo

que

Vrx(x) ⊆ Kc

e assim o conjunto Kc ser�a um subconjunto aberto de (X, d).

Para isto notemos que, para cada y ∈ K, como x ∈ Kc, segue que

y ̸= x , assim d(x, y) > 0.

Consideremos

Vy
.
= Nry(x) e Wy

.
= Nry(y)

vizinhan�cas dos pontos x e y em (X, d), respectivamente, de modo que

0 < ry <
1

2
d(x, y). (4.21)
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Notemos que, de (4.21), segue as vizinhan�cas Vy e Wy s~ao disjuntas, isto �e,

Vy ∩Wy = ∅. (4.22)

A demonstra�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor (ver �gura abaixo).

y x

� -
d(x, y)

Vy = Nry (x)
Wy = Nry (y)

Notemos tamb�em que a cole�c~ao {Wy ; y ∈ K} �e uma cobertura aberta do conjunto K (lembremos

que mostramos anteriormente que as vizinhan�cas de um ponto s~ao conjuntos abertos em (X, d)), ou

seja,

K ⊆
∪
y∈K

Wy.

Como o conjunto K �e um subconjunto compacto em (X, d), dever�a existir um n�umero �nito de

pontos, que denotaremos por y1, y2, · · · , yn ∈ K, de modo que

K ⊆
n∪
i=1

Wyi

.
= W. (4.23)

De�namos

Vx
.
=

n∩
i=1

Vyi . (4.24)

A�rmamos que os conjuntos Vx e W s~ao disjuntos, isto �e,

Vx ∩W = ∅. (4.25)

De fato, suponhamos, por absurdo, que isto n~ao ocorra, isto �e, que existisse

y ∈ Vx ∩W.

Logo, de (4.23) e (4.24), dever��amos ter y ∈ Wyio
, para algum io ∈ {1, 2, · · · , n} e y ∈ Vyi , para

todo i ∈ {1, 2, · · · , n}.
Em particular, ter��amos

y ∈ Yyio
∩Wyio

,

o que seria um absurdo, pois, de (4.22), as vizinha�cas Vy e Wy s~ao disjuntas, para cada y ∈ K.

Al�em disso, o conjunto Vx �e um subconjunto aberto em (X, d), pois �e intersec�c~ao �nita de vizi-

nhan�cas que s~ao subconjuntos abertos em (X, d), e cont�em o ponto x, ou seja, �e uma vizinhan�ca de x

em (X, d).

Logo, existe uma vizinhan�ca do ponto x em (X, d), que indicaremos por Nr(x), contida em Vx, isto

�e,

Nr(x) ⊆ Vx.
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Como os conjuntos Vx e W s~ao disjuntos e K ⊆ W segue que

(Nr(x) ∩ K) ⊆ Nr(x) ∩W = ∅, ou seja, Nr(x) ⊆ Kc.

Portanto, cada ponto x ∈ Kc �e ponto interior do conjunto Kc, o que implicar�a que o conjunto Kc �e

um subconjunto aberto em (X, d), implicando que o conjunto K �e um subconjunto fechado em (X, d).

Para mostrar que o conjunto K �e um subconjunto limitado em (X, d), observamos que a cole�c~ao

{N1(p) ; p ∈ K}

�e uma cobertura aberta do conjunto K em (X, d), ou seja, cada ponto do conjunto K est�a dentro da

vizinhan�ca desse ponto de raio igual a 1.

Da compacidade do conjunto K em (X, d), segue que dever�a existir um n�umero �nito de pontos,

que denotaremos por p1, p2, · · · , pn ∈ K, de modo que

K ⊆
n∪
i=1

V1(pi).

Seja

r
.
= max {d(pi, pj) ; i, j ∈ {1, 2, · · · , n}} e M

.
= r+ 2.

Notemos que se p, q ∈ K, dever~ao existir io, jo ∈ {1, 2, · · · , n} de modo que

p ∈ V1(pio) e q ∈ V1(pjo).

.

Logo

d(p, q) ≤ d(p, pio) + d(pio , pjo) + d(pjo , q) < 1+ r+ 1 = M,

ou seja,

d(p, q) < M, para todo p, q ∈ K,

ou ainda,

K ⊆ NM(p),

onde p ∈ K �e um ponto qualquer escolhido em K, mostrando que o conjunto K �e um subconjunto

limitado em (X, d), completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Outra propriedade importante de compacidade �e:

Proposição 4.3.3 Sejam (X, d) espa�co m�etrico e K um subconjunto compacto em (X, d).

Se F ⊆ K �e um subconjunto fechado em (X, d) ent~ao o conjunto F ser�a um subconjunto

compacto em (X, d), ou seja, um subconjunto fechado de um subconjunto compacto em (X, d)

ser�a subconjunto compacto em (X, d).

Demonstração:

Seja {Vα ; α ∈ A} uma cobertura aberta do conjunto F em (X, d).

Como o conjunto F �e um subconjunto fechado (X, d) segue que o conjunto Fc ser�a um subconjunto

aberto em (X, d).

Com isto segue que {Vα ; α ∈ A} ∪ {Fc} ser�a uma cobertura aberta do conjunto K em (X, d).

Como o conjunto K �e um subconjunto compacto em (X, d) segue que dever�a existir uma subcober-

tura �nita, que denotaremos por {Vαi
; i ∈ {1, 2, · · · , n}}∪ {Fc}, da cobertura aberta {Vα ; α ∈ A}∪ {Fc},

que ainda cobre o conjunto K.
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Observemos que se o conjunto Fc aparece na lista {Vα ; α ∈ A}, poderemos removê-lo que o resultado

ainda nos fornecer�a uma cobertura do conjunto F, pois a cobertura �nita acima cobre K e F ⊆ K.

Logo a cobertura {Vα ; α ∈ A} possui uma subcobertura �nita, a saber, {Vαi
; i = 1, 2, · · · , n},

que ainda cobre o conjunto F, mostrando que o conjunto F �e um subconjunto compacto em (X, d),

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Como conseq�uência temos os:

Corolário 4.3.1 Sejam (X, d) um espa�co m�etrico, F, K ⊆ X, onde o conjunto F �e um subconjunto

fechado em (X, d) e o conjunto K um subconjunto compacto em (X, d).

Ent~ao o conjunto F ∩ K �e um subconjunto compacto em (X, d).

Demonstração:

Com o conjunto K �e um subconjunto compacto em (X, d), segue da Proposi�c~ao (4.3.2) que o

conjunto K �e um subconjunto fechado em (X, d).

Logo, da Proposi�c~ao (4.2.5) item 2., segue que o conjunto F ∩ K �e um subconjunto fechado em

(X, d).

Como F ∩ K ⊆ K, da Proposi�c~ao (4.3.3), segue que o conjunto fechado K ∩ F �e um subconjunto

compacto em (X, d), completando a demonstra�c~ao.

�
Como consequência temos os:

Corolário 4.3.2 Sejam (X, d) um espa�co m�etrico, K1, K2 ⊆ X subconjuntos compactos em (X, d).

Ent~ao o conjunto K1 ∩ K2 �e um conjunto compacto em (X, d).

Demonstração:

Com os conjuntos K1 e K2 s~ao subconjuntos compactos em (X, d), da Proposi�c~ao (4.3.2), segue que

os conjuntos K1, K2 s~ao subconjuntos fechados em (X, d).

Logo, da Proposi�c~ao (4.2.5) item 2., segue que o conjunto K1 ∩ K2 �e um subconjunto fechado em

(X, d).

Al�em disso temos que K1 ∩ K2 ⊆ K1 e o conjunto K1 �e um subconjunto compacto em (X, d).

Assim, da Proposi�c~ao (4.3.3), segue que o conjunto K1∩K2 �e um subconjunto compacto em (X, d),

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Mais geralmente temos o:

Corolário 4.3.3 Sejam (X, d) um espa�co m�etrico, Kα ⊆ X um subconjunto compacto em (X, d),

para cada α ∈ A.
Ent~ao o conjunto

∩
α∈A

Kα �e um subconjunto compacto em (X, d).

Demonstração:

Como o conjunto Kα �e um subconjunto compacto em (X, d) segue, da Proposi�c~ao (4.3.2), que o

conjunto Kα �e um subconjunto fechado em (X, d).

Logo, da Proposi�c~ao (4.2.5) item 2., segue que o conjunto
∩
α∈A

Kα �e um subconjunto fechado em

(X, d).

Al�em disso, se αo ∈ A, temos que
∩
α∈A

Kα ⊆ Kαo e o conjunto Kαo �e um subconjunto compacto em

(X, d).
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Assim, da Proposi�c~ao (4.3.3), segue que o conjunto
∩
α∈A

Kα �e um subconjunto compacto em (X, d),

completando a demonstra�c~ao do resultado.

Um outro resultado interessante �e dado pelo:

Teorema 4.3.1 Sejam (X, d) espa�co m�etrico e {Kα ; α ∈ A} cole�c~ao de conjuntos compactos n~ao

vazios em (X, d).

Suponhamos que a cole�c~ao {Kα ; α ∈ A} tem a propriedade que a intersec�c~ao de qualquer

subcole�c~ao �nita de elementos de {Kα ; α ∈ A} �e n~ao vazia, isto �e, para todo B ⊆ A, onde B �e

um conjunto �nito, devemos ter ∩
β∈B

Kβ ̸= ∅. (4.26)

Ent~ao ∩
α∈A

Kα ̸= ∅. (4.27)

Demonstração:

Fixemos Kαo um elemento da cole�c~ao {Kα ; α ∈ A} e de�namos, para cada α ∈ A,

Gα
.
= Kc

α. (4.28)

Para cada α ∈ A, da Proposi�c~ao (4.3.2), segue que o conjunto Kα �e um subconjunto fechado em

(X, d), assim o conjunto Gα ser�a um subconjunto aberto em (X, d).

Suponhamos, por absurdo, que ∩
α∈A

Kα = ∅,

ou seja, nenhum ponto de Kαo pertence Kα, para α ̸= αo, isto �e,

Kαo ∩

 ∩
α ̸=αo

Kα

 = ∅,

ou seja,

Kαo ⊆

 ∩
α ̸=αo

Kα

c

,

ou ainda,

Kαo ⊆
∪

α∈A, α̸=αo

Kc
α =

∪
α̸=αo

Gα.

Logo a cole�c~ao {Gα ; α ∈ A, α ̸= αo} �e uma cobertura aberta do conjunto Kαo .

Como o conjunto Kαo �e um subconjunto compacto em (X, d), dever�a existir uma cole�c~ao �nita de

��ndices, que indicaremos por α1, · · · , αn ∈ A, de modo que

Kαo ⊆ Gα1
∪Gα1

∪ · · · ∪Gαn

(4.28)
= Kc

α1
∪ Kc

α2
∪ · · · ∪ Kc

αn
= (Kα1

∩ Kα2
∩ · · · ∩ Kαn)

c,

isto �e,

Kαo ⊆ (Kα1
∩ Kα2

∩ · · · ∩ Kαn)
c
.

Isto implicar�a que

Kαo ∩ (Kα1
∩ Kα2

∩ · · · ∩ Kαn) = ∅,
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isto �e, existe uma intersec�c~ao �nita de elementos da cole�c~ao {Kα ; α ∈ A} que �e vazia, o que contraria

nossa hip�osete (4.26).

Logo, algum ponto de Kαo pertencer�a a todo Kα, para α ∈ A e α ̸= αo, isto �e,∩
α∈A

Kα ̸= ∅,

pois cont�em, pelo menos um ponto de Kαo , completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Como conseq�uência temos o:

Corolário 4.3.4 Sejam (X, d) espa�co m�etrico, {Kn ; n ∈ N} uma cole�c~ao formada por subconjun-

tos compactos de (X, d), n~ao vazios e que s~ao encaixantes, isto �e,

Kn+1 ⊆ Kn, n ∈ N.

Ent~ao ∞∩
n=1

Kn ̸= ∅. (4.29)

Demonstração:

Observemos que a interse�c�c~ao �nita de elementos da cole�c~ao {Kn ; n ∈ N} �e sempre o menor

conjunto da intersec�c~ao que �e n~ao vazio, pois as cole�c~ao �e encaixante, isto �e, para cada n ∈ N temos

que
n∩
i=1

Ki = Kn ̸= ∅.

Com isto podemos aplicar o Teorema acima e concluir que

∞∩
n=1

Kn ̸= ∅,

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Um outro resultado importante �e dado pela:

Proposição 4.3.4 Sejam (X, d) espa�co metrico, K um subconjunto compacto em (X, d) e E sub-

conjunto in�nito de K.

Ent~ao o conjunto E tem, pelo menos, um ponto de acumula�c~ao que pertecer�a ao conjunto

K, isto �e,

E ′ ∩ K ̸= ∅.

Demonstração:

Suponhamos, por absurdo, que nenhum ponto do conjunto K seja ponto de acumula�c~ao do conjunto

E, ou seja, para cada p ∈ K, dever�a existir rp > 0 tal que a vizinhan�ca Vp
.
= Vrp(p) cont�em, no m�aximo,

um ponto do conjunto E, isto �e, no m�aximo, o ponto p, se este pertencer ao conjunto E.

Assim nenhuma cole�c~ao �nita da cole�c~ao {Vp ; p ∈ K} cobrir�a o conjunto E, pois o conjunto E �e

in�nito e cada Vp tem, no m�aximo, um n�umero �nito de elementos do conjunto E.

Notemos que, por constru�c~ao, a fam��lia de abertos {Vp ; p ∈ K} �e uma cobertura de K.

Como E ⊆ K, nenhuma subcole�c~ao �nita da cole�c~ao de conjuntos abertos {Vp ; p ∈ K} poder�a

cobrir o conjunto K (pois n~ao cobrir�a o conjunto E), ou seja, nenhuma subcobertura aberta �nita
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da cobertura aberta {Vp ; p ∈ K} do conjunto K, cobrir�a o conjunto K, o que �e um absurdo, pois o

conjunto K �e um subconjunto compacto em (X, d).

Logo o conjunto E tem, pelo menos, um ponto de acumula�c~ao que pertencer�a ao conjunto K em

(X, d), completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
13.04.2012 - 12.a

No espa�co m�etrico (R, d1) temos a seguinte caracteriza�c~ao para os resultados acima por meio de

intervalos fechados e limitados, a saber:

Proposição 4.3.5 Sejam In
.
= [an, bn], para n ∈ N, intervalos limitados e fechados em (R, d1)

encaixantes, isto �e,

In+1 ⊆ In, para cada n ∈ N.

Ent~ao ∞∩
n=1

In ̸= ∅.

Demonstração:

Observemos que se m,n ∈ N ent~ao, como os intervalos s~ao encaixantes, deveremos ter

an ≤ an+m ≤ bn+m ≤ bm.

Seja E a cole�c~ao de todos os an, n ∈ N, isto �e,

E
.
= {an ; n ∈ N}.

Logo o conjunto E �e n~ao vazio, pois a1 ∈ E, e �e limitado superiormente, pois b1 �e um limitante

superior do conjunto E (j�a que an ≤ bn ≤ b1, para todo n ∈ N, pois intervalos In s~ao encaixantes).

Seja

x
.
= sup(E).

Notemos que

x ≤ bm, para cada m ∈ N,

pois an ≤ bm, para todo n ∈ N, isto �e, bm �e limitante superior do conjunto E, para cada m ∈ N.
Al�em disso,

am ≤ x,

pois x �e o supremo do conjunto E, logo �e limitante superior do conjunto E.

Conclus~ao

x ∈ [am, bm] = Im para todo m ∈ N,

mostrando que

x ∈
∞∩

m=1

Im, ou seja,
∞∩

m=1

Im ̸= ∅,

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
De um modo mais geral temos a:
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Proposição 4.3.6 Sejam k ∈ N e (In)n∈N uma seq�uência de k-c�elulas em Rk encaixantes, isto

�e,

In+1 ⊆ In, n ∈ N.

Ent~ao ∞∩
n=1

In ̸= ∅.

Demonstração:

Para cada n ∈ N, sejam anj, bnj, j ∈ {1, · · · , k}, tais que

In
.
= {(x1, x2, · · · , xk) ; anj ≤ xj ≤ bnj, j ∈ {1, 2, · · · , k}} , isto �e, In =

k∏
j=1

[anj, bnj]

e

Inj
.
= [anj, bnj], j ∈ {1, 2, · · · , k},

ou seja,

In =

k∏
j=1

Inj. (4.30)

Para cada j ∈ {1, 2 · · · , k}, notemos que a seq�uência {Inj}n∈N satisfaz as hip�otese da Proposi�c~ao

acima, isto �e, �e uma sequência de intervalos fechados, limitados e encaixantes (pois as k-c�elulas que

os de�nem s~ao encaixantes - veri�que!).

Logo, da Proposi�c~ao acima, segue que

∞∩
n=1

Inj ̸= ∅, para cada j ∈ {1, 2 · · · , k}.

Logo, para cada j ∈ {1, 2 · · · , k}, existe

x∗j ∈
∞∩
n=1

Inj,

ou seja, para cada j ∈ {1, 2 · · · , k}, teremos

anj ≤ x∗j ≤ bnj, para cada n ∈ N.

Seja

x∗
.
= (x∗1, x

∗
2, · · · , x∗k).

Como, para cada j ∈ {1, 2 · · · , k}, temos

x∗j ∈
∞∩
n=1

Inj,

segue, de (4.30), que x∗ ∈ In para todo n ∈ N, isto �e,
∞∩
n=1

In ̸= ∅,

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
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Observação 4.3.2 Na verdade, como

In =

k∏
j=1

Inj =

k∏
j=1

[anj, bnj],

segue que ∞∩
n=1

In =

∞∩
n=1

k∏
j=1

[anj, bnj] =

k∏
j=1

∞∩
n=1

[anj, bnj].

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

Uma outra propriedade importante das k-c�elulas �e dada pelo:

Teorema 4.3.2 Toda k-c�elula �e um subconjunto compacto em (Rk, dk).

Em particular, o intervalo fechado [a, b] �e um subconjunto compacto em (R, d1).

Demonstração:

Seja I uma k-c�elula, isto �e,

I
.
= {x = (x1, x2, · · · , xk) ; aj ≤ xj ≤ bj, j ∈ {1, 2 · · · , k}} .

Consideremos

δ
.
=

√√√√ k∑
j=1

(bj − aj)2, (4.31)

isto �e, a distância, em (Rk, dk), entre os pontos

a
.
= (a1, a2, · · · , ak) ∈ Rk e b

.
= (b1, b2, · · · , bk) ∈ Rk.

Observemos que se

x = (x1, · · · , xk), y = (y1, · · · , yk) ∈ I, ent~ao ∥y− x∥ ≤ δ. (4.32)

De fato, pois como x, y ∈ I, segue que

aj ≤ xj, yj ≤ bj, para cada j ∈ {1, 2 · · · , k}.

Assim

aj − bj︸ ︷︷ ︸
−(bj−aj)=−|bj−aj|

≤ xj − yj ≤ bj − aj︸ ︷︷ ︸
|bj−aj|

, para cada j ∈ {1, 2 · · · , k},

ou seja,

−|bj − aj| ≤ xj − yj ≤ |bj − aj|, para cada j ∈ {1, 2 · · · , k},

ou ainda,

|yj − xj| = |xj − yj| ≤ |bj − aj|, para cada j ∈ {1, 2 · · · , k}. (4.33)

Logo

∥y− x∥2 =
k∑

j=1

(yj − xj)
2
(4.33)

≤
k∑

j=1

(bj − aj)
2 (4.31)

= δ2, ou seja, ∥y− x∥ ≤ δ,

como a�rmamos em (4.32).
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Suponhamos, por absurdo, que exista uma cobertura aberta {Gα ; α ∈ A} do conjunto I que não

possua uma subecobertura �nita que ainda cubra o conjunto I.

Para cada j ∈ {1, 2 · · · , k}, de�namos

cj
.
=

aj + bj

2
. (4.34)

A cole�c~ao formada pelos intervalos fechados e limitados

[aj, cj] e [cj, bj], para j ∈ {1, 2, · · · , k},

determinam 2k-c�elulas, que denotaremos por Ii, para i ∈ {1, 2, · · · , 2k}, cuja reuni~ao, por constru�c~ao,

ser�a o conjunto I, isto �e,

I =

2k∪
i=1

Ii.

Observemos que, pelo menos um desses intervalos, que sem perdade de generalidade, podemos

chamar de

I1 ⊆ I,

não poderá ser coberto por qualquer subcobertura �nita da cobertura {Gα ; α ∈ A}.

De fato, caso contr�ario, como temos somente um n�umero �nito de conjuntos Ii (s~ao exatamente 2k

conjuntos), ter��amos que todos seriam cobertos por alguma subcobertura �nita da cobertura aberta

{Gα ; α ∈ A}, e assim, I seria coberto por uma subcobertura �nita da cobertura aberta {Gα ; α ∈ A}.

Portanto I1 não pode ser coberto por qualquer subcobertura �nita da cobertura aberta {Gα ; α ∈
A}.

Notemos que,

se x, y ∈ I1 ent~ao ∥y− x∥ ≤ 1

2
δ. (4.35)

De fato, podemos supor, sem perda de generalidade, que

I1 =

k∏
j=1

[aj, cj].

Notemos que, os outros casos s~ao an�alogos e ser~ao deixados como exerc��cio para o leitor.

Se

x, y ∈ I1, ent~ao aj ≤ xj , yj ≤ cj, para cada j ∈ {1, 2 · · · , k}

e com isto teremos

aj − cj︸ ︷︷ ︸
=−(cj−aj)

≤ xj − yj ≤ cj − aj, para cada j ∈ {1, 2 · · · , k},

isto �e,

|xj − yj| = |yj − xj| ≤ |cj − aj|, para cada j ∈ {1, 2 · · · , k}. (4.36)

Logo

∥y− x∥2 =
k∑

j=1

(yj − xj)
2
(4.36)

≤
k∑

j=1

(cj − aj)
2 (4.34)

=

k∑
j=1

(
aj + bj

2
− aj

)2

=

k∑
j=1

(
bj − aj

2

)2

=

k∑
j=1

(bj − aj)
2

4

(4.31)
=

δ2

4
,
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ou seja,

∥y− x∥ ≤ 1

2
δ,

como a�rmamos em (4.35).

De�namos

Io
.
= I.

Trocando-se k-c�elula Io = I pela k-c�elula I1, na constru�c~ao acima, podemos repetir o processo

acima e obter uma outra k-c�elula, que chamaremos de I2, de modo que est�a tamb�em tenha as mesmas

propriedades que I1, a saber:

� I2 ⊆ I1 ⊆ Io = I;

� a k-c�elula I2, não poder�a ser coberta por uma subcobertura �nita da cobertura aberta {Gα ; α ∈
A};

� se

x, y ∈ I2, teremos ∥x− y∥ ≤ 1

22
δ.

Deste modo, repetindo o processo acima, obteremos uma seq�uência formada por k-c�elulas, que

indicaremos por {In}n∈Z+ , que têm as seguintes propriedades:

(a) por constru�c~ao, s~ao encaixantes, isto �e,

In+1 ⊆ In, para cada n ∈ {0, 1, 2, · · · };

(b) para cada n ∈ Z+, temos que a k-c�elula In, não poder�a ser coberta por uma subcobertura �nita

da cobertura aberta {Gα ; α ∈ A};

(c) para cada n ∈ Z+,

se x, y ∈ In, teremos ∥x− y∥ ≤ 1

2n
δ.

Da Proposi�c~ao (4.3.5), segue que ∞∩
n=1

In ̸= ∅,

isto �e, existe

x∗ ∈ In, para todo n ∈ Z+.

Como {Gα ; α ∈ A} �e cobertura aberta do conjunto I (e portanto de cada um dos conjuntos In,

para todo n ∈ Z+), segue que

x∗ ∈ Gαo , para algum αo ∈ A.

Mas o conjunto Gαo �e um subconjunto aberto em (Rk, dk), logo dever�a existir r > 0 tal que a

vizinhan�ca Nr(x
∗) est�a contida em Gαo , ou seja, se

d(y, x∗) = ∥y− x∗∥ < r , segue que y ∈ Gαo . (4.37)

Seja no ∈ N tal que
1

2no
δ < r, (4.38)
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que existe pois R �e arquimediano.

Ent~ao, da propriedade (c) acima, segue que

Ino ⊆ Gαo .

De fato, pois se y ∈ In ent~ao

∥y− x∗∥ ≤ 1

2no
δ
(4.37)
< r, assim y

(4.38)
∈ ∈ Nr(x

∗) ⊆ Gαo .

Isto contraria a propriedade (b) acima, pois, neste caso, Ino seria coberto por Gαo , assim ter��amos

um absurdo.

Logo toda conbertura aberta da k-c�elula I possui uma subcobertura que ainda cobre a k-c�elula

I, ou seja, a k-c�elula I �e um subconjunto compacto de (Rk, dk), completando a demonstra�c~ao do

resultado.

�

Observação 4.3.3 Em particular, segue do resultado acima que todo intervalo fechado e limi-

tada [a, b] de (R, d1) �e um subconjunto compacto de (R, d1).

A seguir daremos uma caracteriza�c~ao importante dos conjuntos compactos em Rk, a saber:

Teorema 4.3.3 Seja E um subconjunto do espa�co m�etrico (Rk, dk).

S~ao equivalentes:

1. o conjunto E �e um subconjunto fechado e limitado em (Rk, dk);

2. o conjunto E �e um subconjunto compacto em (Rk, dk);

3. Todo subconjunto in�nito do conjunto E tem, pelo menos, um ponto de acumula�c~ao em E.

Demonstração:

1. ⇒ 2.:

Suponhamos que 1. ocorra.

Como o conjunto E �e um subconjunto limitado em (Rk, dk) segue E ⊆ I, para alguma k-c�elula I

de (Rk, dk).

Do Teorema acima, segue que a k-c�elula I �e um subconjunto compacto de (Rk, dk).

Logo, da Proposi�c~ao (4.3.3), segue que o conjunto E �e um subconjunto compacto de (Rk, dk), ou

seja, vale 2..

2. ⇒ 3.:

A Proposi�c~ao (4.3.4) a�rma que 2. implica 3. .

3. ⇒ 1.:

Suponhamos que 3. ocorra.

Suponhamos, por absurdo, que o conjunto E não �e um subconjunto limitado de (Rk, dk).

Ent~ao para cada n ∈ N, podemos encontrar

xn ∈ E, tal que ∥xn∥ > n.

Seja S o conjunto formado pelos pontos xn, ou seja,

S
.
= {xn ; n ∈ N}.
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Notemos que o conjunto S �e in�nito e n~ao possue ponto de acumula�c~ao em (Rk, dk) (veri�que!).

Portanto o conjunto in�nito S n~ao ter�a ponto de acumula�c~ao em E, o que contraria o item 3. .

Logo o conjunto E dever�a ser um subconjunto limitado de (Rk, dk).

Suponhamos, por absurdo, que o conjunto E não �e um subconjunto fechado de (Rk, dk), isto �e,

existe um ponto xo ∈ Rk, que �e ponto de acumula�c~ao do conjunto E, mas que não pertence ao conjunto

E, ou seja,

xo ̸∈ E. (4.39)

Como xo �e ponto de acumula�c~ao de E, para cada n ∈ N, existe

xn ∈ E , tal que ∥xn − xo∥ <
1

n
.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que todos xn's s~ao diferentes (caso contr�ario eli-

minamos da lista os que forem iguais).

Consideremos

S
.
= {xn}n∈N ⊆ E.

Observemos que o conjunto S �e in�nito, xo �e um ponto de acumula�c~ao de E e n~ao existe nenhum

outro ponto de acumula�c~ao do conjunto E em (Rk, dk).

De fato, se tivesse outro ponto de acumula�c~ao do conjunto E, que denotaremos por yo, dever��amos

ter

∥yo − xo∥ ≤ ∥yo − xn∥︸ ︷︷ ︸
yo �e ponto de acumula�c~ao de E

< 1
n

+ ∥xo − xn∥︸ ︷︷ ︸
xo �e ponto de acumula�c~ao de E

< 1
n

<
1

n
+

1

n
=

2

n
,

para n ∈ N su�cientemente grande, o que implicaria que

yo = xo.

Assim o conjunto S �e um conjunto in�nito que tem o ponto xo como seu �unico ponto de acumula�c~ao

do conjunto E em (Rk, dk) e este n~ao pertence a E (ver (4.39)).

Logo o conjunto E cont�em um subconjunto in�nito S, que n~ao possui um ponto de acumula�c~ao

em E, contrariando o item 3. .

Logo o conjunto E �e um subconjunto fechado em (Rk, dk).

Portanto o conjunto E �e um subconjunto �e fechado e limitado (Rk, dk), ou seja, 2. ocorre, comple-

tando a demonstra�c~ao do resultado

�

Observação 4.3.4 A equivalência entre 1. e 2. �e conhecido como Teorema de Heine-Borel.

Finalizando esta se�c~ao, enunciaremos e demonstraremos o denominadoTeorema de Weierstrass,

a saber:

Teorema 4.3.4 Todo subconjunto in�nito e limitado E do espa�co m�etrico (Rk, dk) tem, pelo

menos, um ponto de acumula�c~ao em (Rk, dk).

Demonstração:

De fato, como o conjunto E �e um subconjunto limitado em (Rk, dk) segue que E ⊆ I, onde I �e uma

k-c�elula de (Rk, dk).

Mas, do Teorema (4.3.2), temos que o conjunto I �e um subconjunto compacto de (Rk, dk).
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Como o conjunto E e in�nito e est�a contido em um comapcto de (Rk, dk) segue, da Proposi�c~ao

(4.3.4), que o conjunto E tem um ponto de acumula�c~ao em (I, dk), ou seja, em (Rk, dk), completando

a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 4.3.5

1. A equivalência entre 1. e 2. no Teorema acima pode ser provada para um espa�co vetorial

normado de dimens~ao �nita.

2. Na verdade a equivalência entre 1. e 2. no Teorema acima só ocorre se o espa�co vetorial

normado em quest~ao tem dimens~ao �nita, isto �e, pode-se provar o seguinte resultado (no

curso de An�alise Funcional):

Seja (V,+, ·, ∥.∥) um espa�co vetorial normado, munido da m�etrica d induzida pela norma.

A bola fechada, B(O ; 1) �e um subconjunto compacto de (V, d) se, e somente se, V tem

dimens~ao �nita.

18.04.2012 - 13.a

Até aqui para a 1.a Prova

4.4 Conjuntos Perfeitos

Come�caremos a se�c~ao com o seguinte reusltado:

Teorema 4.4.1 Seja P um subconjunto perfeito e n~ao vazio do espa�co m�etrico (Rk, dk).

Ent~ao o conjunto P �e n~ao enumer�avel.

Demonstração:

Como o conjunto P �e um subconjunto perfeito em (Rk, dk), segue que ele ser�a um subconjunto

fechado em (Rk, dk) e todos os seus pontos, s~ao pontos de acumula�c~ao dele mesmo, isto �e,

P ′ = P.

Em particular, o conjunto P deve ser in�nito, pois se fosse �nito ter��amos

P ′ Corol�ario (4.2.1)
= ∅, e assim P = P ′ = ∅,

o que seria um absurdo.

Suponhamos, por absurdo, que o conjunto P �e enumer�avel, isto �e,

P
.
= {x1, x2, · · · }.

(i) Seja

V1
.
= Vr(x1) (4.40)

uma vizinhan�ca qualquer do ponto x1 em (X, d), onde r > 0.
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(ii) Como x1 �e um ponto de acumula�c~ao do conjunto P, segue que[
V r

2
(x1) ∩ P

]
\ {x1} ̸= ∅.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que

x2 ∈
[
V r

2
(x1) ∩ P

]
\ {x1}, em particular, 0 < ∥x2 − x1∥ <

r

2
.

Consideremos a vizinhan�ca V2
.
= Vr2(x2), onde

r2
.
= min

{
r

2
,
1

2
∥x1 − x2∥

}
> 0. (4.41)

Observemos que:

(ii-1) Temos que

V2 ⊆ V1. (4.42)

De fato, se

x ∈ V2, segue que ∥x− x2∥ ≤ r2,

assim

∥x− x1∥ = ∥(x− x2) + (x2 − x1)∥ ≤ ∥x− x2∥︸ ︷︷ ︸
x∈V2
≤ r2

+ ∥x2 − x1∥︸ ︷︷ ︸
x2∈V r

2
(x1)

< r
2

< r2︸︷︷︸
(4.41)

≤ r
2

+
r

2

≤ r

2
+

r

2
= r,

ou seja,

∥x− x1∥ < r,
(4.40)

isto �e, x ∈ V1.

Assim V2 ⊆ V1, como a�rmamos.

(ii-2) Notemos que

x1 ̸∈ V2. (4.43)

De fato, pois

∥x1 − x2∥ >
1

2
∥x1 − x2∥

(4.41)

≥ r2, ou seja, ∥x1 − x2∥ > r2,

assim x1 ̸∈ V2 (pois x ∈ V2 se, e somente se, ∥x− x2∥ ≤ r2), como a�rmamos.

(iii) Como o ponto x2 �e ponto de acumula�c~ao do conjunto P, podemos repetir o processo acima para

obter

x3 ∈ (V2 ∩ P) \ {x2}

e uma vizinhan�ca V3
.
= Vr3(x3), onde

r3
.
= min

{
r2

2
,
1

2
∥x2 − x3∥

}
> 0,

que ter�a as seguintes propriedades:

V3 ⊆ V2 e x2 ̸∈ V3.
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(iv) Prosseguindo o processo acima (isto �e, por indu�c~ao), obtemos uma cole�c~ao de vizinhan�cas dos

pontos xn, que ser~ao indicadas por {Vn ; n ∈ N}, tais que:

(iv-1) Vn+1 ⊆ Vn;

(iv-2) xn ̸∈ Vn+1

(iv-2) Vn+1 ∩ P ̸= ∅.

De�namos

Kn
.
= Vn ∩ P.

Como, por constru�c~ao

Vn ∩ P ⊆ Vn−1 ∩ P ̸= ∅,

segue que

Kn ̸= ∅, para todo n ∈ N.

Por outro lado, como o conjunto Vn �e um subconjunto fechado e limitado em (Rk, dk) segue, do

Teorema (4.3.3), que o conjunto Vn �e um subconjunto compacto de (Rk, dk).

Logo, como o conjunto Vn �e um subconjunto compacto e o conjunto P �e um conjunto fechado em

(Rk, dk), segue, do Corol�ario (4.3.1), que o conjunto

Kn = Vn ∩ P

�e um subconjunto compacto de (Rk, dk).

Al�em disso, como, para cada n ∈ N, temos

Vn+1 ⊆ Vn,

segue que

Kn+1 = Vn+1 ∩ P
(iv-1)

⊆ Vn ∩ P ⊆ Vn ∩ P = Kn, para todo n ∈ N.

Por constru�c~ao, como para cada n ∈ N temos que

xn ̸∈ Vn+1, segue que xn ̸∈ Kn+1 = Vn+1 ∩ P.

Portanto, nenhum ponto do conjunto P = {xn ; n ∈ N} estar�a em
∞∩
n=1

Kn, ou seja,

P ∩

( ∞∩
n=1

Kn

)
= ∅.

Notemos que, para cada n ∈ N, temos que

Kn = Vn ∩ P ⊆ P, ou seja,
∞∩
n=1

Kn ⊆ P,

que juntamente com a conclus~ao acima, implicar~ao que

∞∩
n=1

Kn = ∅,
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contrariando a conclus~ao do Corol�ario (4.3.4).

Portanto o conjunto P n~ao pode ser �nito ou enumer�avel, logo s�o poder�a ser n~ao enumer�avel,

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Como conseq�uência temos o:

Corolário 4.4.1 Sejam a, b ∈ R, a < b.

Ent~ao o intervalo limitado fechado [a, b] em (R, d1) �e um conjunto n~ao enumer�avel.

Em particular, o conjunto R �e um conjunto n~ao enumer�avel (pois cont�em como subconjunto

o intervalo [a, b] que �e um conjunto n~ao enumer�avel).

Demonstração:

Basta observar que o intervalo [a, b] �e n~ao vazio, �e um subconjunto fechado de (R, d1) e todo o

ponto de [a, b] �e ponto de acumula�c~ao de [a, b], isto �e, o intervalo [a, b] �e um conjunto perfeito em

(R, d1).

Logo, do Teorema acima, segue que [a, b] �e um conjunto n~ao enumer�avel, como quer��amos de-

monstrar.

�
A seguir vamos exibir um exemplo de um conjunto compacto e perfeito de (R, d1) que não cont�em

um intervalo fechado (n~ao trivial) ou intervalo aberto de (R, d1).

Este exemplo deve-se a George Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (S~ao Petersburgo, R�ussia,

3/03/1845 a 6/01/1918).

4.5 O Conjunto de Cantor

Consideremos o seguinte subconjunto de R (�gura abaixo):

Eo
.
= [0, 1] ⊆ R.

0 1

Eo

Removendo-se o intervalo aberto e limitado

(
1

3
,
2

3

)
obteremos o subconjunto de R, que denota-

remos por E1 (�gura abaixo), a saber:

E1
.
=

[
0,

1

3

]
∪
[
2

3
, 1

]
.

0 1

E1

1
3

2
3

Removendo-se os "ter�cos m�edios" de cada um dos subintervalos que comp~oe E1, isto �e, retirando-se

os intervalos abertos

(
1

9
,
2

9

)
,

(
7

9
,
8

9

)
obteremos o subconjunto de R, que denotaremos por E2 (�gura

abaixo), a saber:

E2
.
=

[
0,

1

9

]
∪
[
2

9
,
1

3

]
∪
[
2

3
,
7

9

]
∪
[
8

9
, 1

]
.
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0 1

E2

1
9

2
9

3
9

6
9

7
9

8
9

Continuando o processo, obtemos uma seq�uência de subconjuntos de R, que indicaremos por

{En : n ∈ N}, que têm as seguintes propriedades:

(i) Eo ⊇ E1 ⊇ E2 ⊇ E3 ⊇ · · · .

(ii) para cada n ∈ Z+, o conjunto En �e a reuni~ao de 2n intervalos fechados e limitados, cada um

deles de comprimento
1

3n
.

A veri�ca�c~ao desta �ultima a�rma�c~ao ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Observação 4.5.1

1. Observemos que, para cada n ∈ N, os intervalos

Jn
.
=

(
3k+ 1

3n
,
3k+ 2

3n

)
, k = 0, 1, 2 · · · ≤ n com k ≤ 3n−1 − 1 . (4.44)

contidos no intervalo

Eo = [0, 1]

não tem ponto em comum com o conjunto P, ou seja,

Jn ∩ P = ∅, n ∈ {0, 1, 2, · · · }.

A demonstra�c~ao da a�rma�c~ao acima ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

2. Para ilustrar a a�rma�c~ao acimas, notemos que:

� para n = 1, o intervalo

(
1

3
,
2

3

)
, que corresponde a k = 0.

� para n = 2, o intervalo

(
1

9
,
2

9

)
, que corresponde a k = 0 em (4.44), o intervalo(

4

9
,
5

9

)
, que corresponde a k = 1 em (4.44), e o intervalo

(
7

9
,
8

9

)
, que corresponde a

k = 2 em (4.44), n~ao estar~ao contidos em E2 =

[
0,

1

9

]
∪
[
2

9
,
1

3

]
∪
[
2

3
,
7

9

]
∪
[
8

9
, 1

]
.

3. Observemos tamb�em que para cada n ∈ N, En �e reuni~ao �nita de intervalos fechados em

(R, d1), logo ser�a um subconjunto fechado em (R, d1) e est�a contido em [0, 1], que �e um

subconjunto compacto em (R, d1).

Logo, da Proposi�c~ao (4.3.3), segue que, para cada n ∈ Z+, o conjunto En �e um subconjunto

compacto em (R, d1).

Definição 4.5.1 Seja

P
.
=

∞∩
n=1

En.

O conjunto acima �e denominado conjunto de Cantor.
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Observemos que, por constru�c~ao, para cada n ∈ Z+, os extremos do intervalo En estar~ao no

conjunto P.

Al�em disso:

1. o conjunto P �e um subconjunto compacto em (R, d1).

De fato, para cada n ∈ Z+, o conjunto En �e um subconjunto fechado em (R, d1), segue que o

conjunto P �e um conjunto fechado em (R, d1) (pois �e interse�c~ao de fechados) e est�a contido no

conjunto compacto [0, 1] em (R, d1).

Logo ser�a o conjunto P �e um conjunto compacto em (R, d1), ou seja

O conjunto P �e um subconjunto compacto de (R, d1)

2. Observemos que a sequência (En)n∈N �e uma seq�uência de compactos encaixantes em (R, d1),

assim a intersec�c~ao �nita de membros da seq�uência ser�a o menor, logo n~ao vazia.

Portanto, da Proposi�c~ao (4.3.4), segue que o conjunto P �e n~ao vazio, ou seja,

P ̸= ∅

3. N~ao existe um intervalo aberto contido no conjunto P.

Observemos que, para cada k, n ∈ N, nenhum intervalo do tipo (4.44) estar�a contido em P

(pois eles foram retirados).

Assim, dado um intervalo aberto (a, b) ⊆ [0, 1], a�rmamos que podemos construir um intervalo

aberto, como em (4.44), inteiramente contido no intervalo (a, b) e como tal intervalo n~ao est�a

contido em P seguir�a que o intervalo (a, b) n~ao estar�a contido em P.

Para isto, basta escolher n ∈ N tal que

1

3n
<

b− a

6

(que existe por que o conjunto R �e arquimedeano), isto �e,

(b− a)3n > 6,

ou ainda,

6+ a3n < b3n,

ou seja, o comprimento do intervalo (a3n, b 3n) ser�a maior que 6.

Isto, juntamente com o fato que o conjunto R �e arquimedeano, implicar�a que existe k ∈
{0, 1, 2, · · · } tal que

a3n < 3k+ 1 < 3k+ 2 < b 3n,

ou seja,

a <
3k+ 1

3n
<

3k+ 2

3n
< b,

mostrando que existe um intervalo da forma (4.44) contido no intervalo (a, b).

Como Jn ∩ P = ∅, segue que o conjunto P n~ao cont�em nenhum intervalo aberto (a, b).

O conjunto P n~ao cont�em nenhum intervalo aberto
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4. P �e um conjunto perfeito (em particular, �e n~ao enumer�avel).

J�a sabemos que o conjunto P �e fechado (pois ele �e um subconjunto compacto de (R, d1)).

Logo basta mostrar que o conjunto P n~ao cont�em nenhum ponto isolado, ou seja, todo ponto do

conjunto P �e ponto de acumula�c~ao do conjunto P.

Para isto, sejam p ∈ P e Nr(p) uma vizinhan�ca do ponto p (isto �e, um intervalo aberto).

Consideremos Ino um intervalo de Eno que contenha o ponto p, que existe, pois

p ∈ P =

∞∩
n=1

En.

Escolha no ∈ N, su�cientemente grande, de modo que

Ino ⊆ Nr(p),

que existe pois os intervalos In tem comprimento tendendo a zero, quando n tende a in�nito, e

p ∈ Ino .

Seja xno um extremo do intervalo fechado Ino tal que

xno ̸= p.

Notemos que, no m�aximo, o ponto p poder�a ser um dos extremos do intervalo Ino .

Da constru�c~ao do conjunto P, segue que

xno ∈ [P ∩Nr(p)] \ {p},

ou seja, p ∈ P �e ponto de acumula�c~ao do conjunto P, isto �e, o conjunto P �e um conjunto perfeito.

O conjunto P �e um subconjunto perfeito de (R, d1)

5. No curso de Teoria da Medida ser�a mostrado que o conjunto P tem medida zero, ou seja,

O conjunto P tem medida zero

Conclusão: o conjunto de Cantor P tem as seguintes propriedades:

� �e n~ao enumer�avel;

� �e compacto em (R, d1);

� n~ao cont�em nenhum intervalo aberto de (R, d1);

� �e perfeito em (R, d1);

� tem medida zero.

20.04.2012 - 14.a - 1.a Prova

25.04.2012 - 15.a
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4.6 Conjuntos Conexos

Inciaremos esta se�c~ao introduzindo o seguinte conceito:

Definição 4.6.1 Sejam (X, d) espa�co m�etrico e A,B, E ⊆ X.

� Diremos que os conjunto A e B s~ao conjuntos separados se A∩B e A∩B s~ao vazios, ou

seja

A ∩ B = A ∩ B = ∅,

ou ainda, nenhum ponto do fecho do conjunto A est�a no conjunto B e nenhum ponto do

fecho do conjunto B est�a no conjunto A.

� Diremos que E ⊆ X �e um conjunto conexo em (X, d), se o conjunto E não puder ser escrito

como a reuni~ao de dois conjuntos n~ao vazios que s~ao separados, isto �e,

se E = A ∪ B, com A,B conjuntos separados, ent~ao A = ∅ ou B = ∅.

Observação 4.6.1 Conjuntos separados s~ao disjuntos mas nem todos conjuntos disjuntos s~ao

conjuntos separados, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 4.6.1 O intervalo fechado A = [0, 1] e o intervalo aberto B = (1, 2) em (R, d1), s~ao

conjuntos disjuntos mas não s~ao conjuntos separados em (R, d1).

Resolução:

De fato, pois

A ∩ B = [0, 1] ∩ (1, 2) = ∅

mas

A ∩ B = [0, 1] ∩ [1, 2] = {1} ̸= ∅.

Os subconjuntos conexos de (R, d1) têm a seguinte importante propriedade:

Teorema 4.6.1 Consideremos o espa�co m�etrico (R, d1) e E ⊆ X.

O conjunto E �e um subconjunto conexo em (R, d1) se, e somente se, tem a seguinte propri-

edade:

dados x, y ∈ E, com x < y, se z ∈ (x, y) deveremos ter z ∈ E,

ou seja, o conjunto E dever�a ser um intervalo de R.

Demonstração:

Consideremos E um subconjunto conexo em (R, d).
Suponhamos, por absurdo, que dados

x, y ∈ E com x < y, exista z ∈ (x, y), tal que z ̸∈ E.

Sejam

Az
.
= E ∩ (−∞, z) e Bz

.
= E ∩ (z,∞).

Como z ̸∈ E, teremos que

E = Az ∪ Bz.

Como

x < z < y
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segue que

x ∈ Az e y ∈ Bz, logo Az, Bz ̸= ∅.

Al�em disso, os conjuntos Az e Bz s~ao conjuntos separados em (R, d1).

De fato, pois

Az ⊆ (−∞, z) e Bz ⊆ (z,∞),

assim

Az ⊆ (−∞, z] e Bz ⊆ [z,∞),

implicando que

A ∩ B ⊆ (−∞, z] ∩ (z,∞) = ∅ e A ∩ B ⊆ (−∞, z) ∩ [z,∞) = ∅,

ou seja,

A ∩ B = ∅ e A ∩ B = ∅,

mostrando que o conjunto E não �e um subconjunto conexo de (R, d1), o que contraria nossa hip�otese.

Portanto dados

x, y ∈ E, com x < y, se z ∈ (x, y) deveremos ter z ∈ E.

Reciprocamente, nossa hip�otese �e que o conjunto E tenha a propriedade:

dados x, y ∈ E, com x < y se z ∈ (x, y) ent~ao z ∈ E, (4.45)

Suponhamos, por absurdo, que o conjunto E não seja um subconjunto conexo em (R, d1), isto �e,

existem subconjuntos A e B de R, n~ao vazios, conjuntos separados de modo que

E = A ∪ B. (4.46)

Em particular, teremos

A,B ̸= ∅ e A ∩ B = ∅,

logo existir~ao

x ∈ A \ B e y ∈ B \A. (4.47)

Com isto deveremos ter x ̸= y, e podemos supor, sem perda de generalidade, que

x < y.

De�namos

z
.
= sup {A ∩ [x, y]}

que existe pois, A ∩ [x, y] ̸= ∅, j�a que x ∈ A ∩ [x, y], e o intervalo [x, y] �e um intervalo limitado (em

particular, limitado superiormente) em R.
Logo, da Proposi�c~ao (4.2.7), segue que

z ∈ A ∩ [x, y] ⊆ A ∩ [x, y]︸ ︷︷ ︸
=[x,y]

= A ∩ [x, y],

ou seja,

z ∈ A e z ∈ [x, y]. (4.48)
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Al�em disso, do fato que os conjuntos A e B s~ao conjuntos separados (na verdade do fato que

A ∩ B = ∅) teremos que

z ̸∈ B. (4.49)

Logo, de (4.48), (4.49) e de (4.47), segue que

z ∈ [x, y). (4.50)

A�rmamos que

z ∈ A. (4.51)

De fato, suponhamos, por absurdo, que

z ̸∈ A. (4.52)

Assim teremos, de (4.50), (4.52), (4.49) e (4.46), que

z ∈ (x, y), z ̸∈ A, z ̸∈ B , implicando que z ̸∈ E = A ∪ B,

o que contraria a propriedade (4.45) que o conjunto E satisfaz.

Portanto teremos z ∈ A.

Como os conjuntos A e B s~ao conjuntos separados (na verdade do fato que A ∩ B = ∅) e z ∈ A,

segue que

z ̸∈ B.

Logo, como z ̸∈ B, isto �e, o ponto z n~ao pode ser um ponto de acumula�c~ao do conjunto B, dever�a

existir

z1 ∈ (z, y), tal que z1 ̸∈ B. (4.53)

Assim

z1 ̸∈ B, x < z = sup {A ∩ [x, y]} < z1 e z1 < y,

o que implicar�a que

z1 ̸∈ A. (4.54)

Portanto, de (4.53) e (4.54), segue que

z1 ∈ (x, y), z1 ̸∈ A ∩ B, logo z1 ̸∈ E,

o que ser�a um absurdo pela propriedade (4.45) que o conjunto E satisfaz.

Portanto o conjunto E �e um subconjunto conexo em (R, d1), completando a demonstra�c~ao do

resultado.

�
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Caṕıtulo 5

Sequências e Séries Numéricas

Trataremos neste cap��tulo de sequências em espa�cos m�etricos em geral e de s�eries num�ericas de n�umeros

complexos.

Come�caremos estudando seq�uências em espa�cos m�etricos (nas três primeiras se�c~oes) e depois tra-

taremos das s�eries num�ericas.

5.1 Sequências Convergentes

Inciaremos com a:

Definição 5.1.1 Seja (X, d) um espa�co m�etrico.

Diremos que uma sequência (pn)n∈N de X �e uma sequência convergente em (X, d), se existir

p ∈ X de modo que, dado ε > 0, podemos encontrar No ∈ N tal que

se n ≥ No deveremos ter d(pn, p) < ε.

Neste caso escreveremos:

lim
n→∞pn = p ou pn → p (quando n → ∞).

Se a sequência (pn)n∈N n~ao for convergente em (X, d), diremos que ela �e uma sequência

divergente em (X, d).

Observação 5.1.1

1. Observemos que a de�ni�c~ao de "sequência convergente em (X, d)" depende, n~ao somente

da sequência (pn)n∈N em quest~ao, mas tamb�em do espa�co m�etrico (X, d), como mostra o

seguinte exemplo:

A sequência

(
1

n

)
n∈N

�e convergente no espa�co m�etrico (R, d1) para p = 0.

Por�em ela não ser�a convergente no espa�co m�etrico ((0,∞), d1) (olhado como um subsepa�co

do espa�co m�etrico (R, d1)) pois p = 0 ̸∈ (0,∞).

2. Quando n~ao houver motivo para confus~ao, diremos apenas que a "sequência �e conver-

gente" em vez de dizer que ela �e uma "sequência convergente em (X, d)".

3. Os elementos da sequência (pn)n∈N, a saber pn, como n ∈ N, ser~ao ditos termos da

sequência (pn)n∈N.

131
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Definição 5.1.2 Dada uma sequência (pn)n∈N de�nimos seu conjunto imagem, como sendo o

conjunto formado por todos os pn, n ∈ N, ou seja,

{pn ; n ∈ N}.

Diremos que uma sequência (pn)n∈N num espa�co m�etrico (X, d) �e uma sequência limitada

em (X, d), se existirem M > 0 e xo ∈ X tal que

d(pn, xo) < M, para todo n ∈ N,

ou seja, seu conjunto imagem �e um conjunto limitado do espa�co m�etrico (X, d).

Nos pr�oximos exemplos, consideremos o espa�co m�etrico (R, d1) e a sequência (pn)n∈N, dada por:

Exemplo 5.1.1

(a) Seja

pn
.
=

1

n
, n ∈ N.

Ent~ao:

(a1) o conjunto imagem da sequência (pn)n∈N �e in�nito, a saber, ser�a igual a{
1,

1

2
,
1

3
, · · ·

}
.

(a2) a sequência (pn)n∈N �e uma sequência convergente para zero em (R, d1), isto �e,

lim
n→∞ 1

n
= 0.

A demonstra�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

(a3) a sequência (pn)n∈N �e uma sequência limitada em (R, d1).

De fato, para mostrar isto, basta tomar, por exemplo, xo
.
= 0, M

.
= 1e com isto teremos

d(pn, xo) = |pn − 0| =
1

n
≤ 1, para todo n ∈ N.

(b) Seja

pn
.
= n2, n ∈ N.

Ent~ao:

(b1) o conjunto imagem da sequência (pn)n∈N �e in�nito, a saber, �e igual a{
1, 22, 32, · · ·

}
.

(b2) a sequência (pn)n∈N �e uma sequência divergente em (R, d1).

A demonstra�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

(b3) a sequência (pn)n∈N n~ao �e uma sequência limitada em (R, d1).

De fato, pois para todo M > 0 e todo xo ∈ R temos que

d(pn, xo) = |pn − xo| = |n2 − xo| ≥ n2 − |xo| ≥ M, para n ∈ N, su�cientemente grande,

mostrando que a sequência (pn)n∈N n~ao �e uma sequência limitada em (R, d1).
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(c) Seja

pn
.
= 1+

(−1)n

n
, n ∈ N.

Ent~ao:

(c1) o conjunto imagem da sequência (pn)n∈N �e in�nito, a saber, �e igual a{
0, 1+

1

2
, 1−

1

3
, · · ·

}
.

(c2) a sequência (pn)n∈N �e uma sequência convergente para 1 em (R, d1).

A demonstra�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

(c3) a sequência (pn)n∈N �e uma sequência limitada em (R, d1).

De fato, pois se M
.
= 2 e xo

.
= 0 temos que

d(pn, xo) = |pn − 0| =

∣∣∣∣1+ (−1)n

n
− 0

∣∣∣∣ ≤ 1+
1

n
≤ 2 = M, para todo n ∈ N.

(d) Seja

pn
.
= (−1)n, n ∈ N.

Ent~ao:

(d1) o conjunto imagem da sequência (pn)n∈N �e �nito, a saber, �e igual a

{−1, 1}.

(d2) a sequência (pn)n∈N �e uma sequência divergente em (R, d1).

A demonstra�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

(d3) a sequência (pn)n∈N �e uma sequência limitada em (R, d1).

De fato, pois se M
.
= 2 e xo

.
= 0 temos que

d(pn, xo) = |pn − 0| = |(−1)n − 0| = |− 1|n = 1 ≤ M, para todo n ∈ N.

(e) Seja

pn
.
= 1, n ∈ N.

Ent~ao:

(e1) o conjunto imagem da sequência (pn)n∈N �e �nito, a saber, �e igual a

{1}.

(e2) a sequência (pn)n∈N �e uma sequência convergente para 1 em (R, d1).

A demonstra�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

(e3) a sequência (pn)n∈N �e uma sequência limitada em (R, d1).

De fato, pois se M
.
= 1 e xo

.
= 0 temos que

d(pn, xo) = |pn − 0| = |1− 0| = 1 ≤ M, para todo n ∈ N.
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Para espa�cos m�etricos, em geral, temos as seguintes propriedades b�asicas de sequência convergentes:

Proposição 5.1.1 Seja (pn)n∈N uma sequência no espa�co m�etrico (X, d). Ent~ao:

1. A sequência (pn)n∈N converge para p em (X, d) se, e somente se, toda vizinhan�ca do ponto

p em (X, d), cont�em todos os termos da sequência (pn)n∈N, exceto um n�umero �nito destes.

2. (Unicidade do limite) Sejam p, p ′ ∈ X e suponhamos que a sequência (pn)n∈N converge

para p e para p ′ em (X, d). Ent~ao

p ′ = p.

3. Se a sequência (pn)n∈N converge para p em (X, d), ent~ao ela ser�a uma sequência limitada

em (X, d).

4. Se E ⊆ X e o ponto p �e um ponto de acumula�c~ao de E em (X, d), ent~ao existe uma sequência

(pn)n∈N em E, que converge para p em (X, d), isto �e,

lim
n→∞pn = p, com pn ∈ E, para todo n ∈ N.

5. Suponhamos que o conjunto F �e um subconjunto fechado em (X, d) e que a sequência

(pn)n∈N em F, seja convergente em (X, d), isto �e,

pn ∈ F, para todo n ∈ N e pn → p em (X, d).

Ent~ao p ∈ F.

Demonstração:

De 1.:

Suponhamos que

lim
n→∞pn = p e V

.
= Vr(p)

�e uma vizinhan�ca do ponto p (ou seja, r > 0).

Como lim
n→∞pn = p, tomando-se

ε
.
= r > 0,

podemos encontrar No ∈ N de modo que, se

n ≥ No segue que d(pn, p) < ε = r,

isto �e,

pn ∈ V se n ≥ No , ou seja, pn ∈ V,

exceto (eventualmente) para n = 1, 2, · · · ,No − 1, isto �e, exceto para um n�umero �nito de termos da

sequência (pn)n∈N.

Reciprocamente, dado ε > 0, se considerarmos a vizinhan�ca V
.
= Vε(p) temos, por hip�otese, que a

sequência (pn)n∈N est�a contida em V, exceto um n�umero �nito de termos, ou seja, podemos encontrar

No ∈ N tal que

{pn ; n ≥ No} ⊆ V,

isto �e, se

n ≥ No, teremos d(pn, p) < ε,
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mostrando que lim
n→∞pn = p, completando a demonstra�c~ao do item.

De 2.:

Como

lim
n→∞pn = p e lim

n→∞pn = p ′,

dado ε > 0, podemos encontrar No, N1 ∈ N de modo que

se n ≥ No teremos d(pn, p) <
ε

2
(5.1)

se n ≥ N1 teremos d(pn, p
′) <

ε

2
. (5.2)

Seja

N ≥ max{No,N1}.

Ent~ao

d(p, p ′) ≤ d(p, pN)︸ ︷︷ ︸
(5.1)
< ε

2

+d(p ′, pN)︸ ︷︷ ︸
(5.2)
< ε

2

<
ε

2
+

ε

2
= ε, ou seja, d(p, p ′) < ε.

Como ε > 0 �e arbitr�ario, segue que

d(p, p ′) = 0, isto �e, p ′ = p,

completando a demonstra�c~ao do item.

De 3.:

Se lim
n→∞pn = p ent~ao, dado

ε
.
= 1 > 0,

podemos encontrar No,∈ N de modo que

se n ≥ No, teremos d(pn, p) < ε = 1.

Seja

M
.
= max {d(p1, p) , d(p2, p) , · · · , d(pNo−1, p) , 1} e xo

.
= p.

Ent~ao para todo n ∈ N teremos

d(pn, xo) = d(pn, p) ≤ M, ou seja, a sequência (pn)n∈N �e limitada em (X, d),

completando a demonstra�c~ao do item.

De 4.:

Como o ponto p �e ponto de acumula�c~ao de E, para cada n ∈ N se tomarmos

r
.
=

1

n
> 0,

segue que a vizinhan�ca Vn
.
= V 1

n
(p) cont�em um ponto de E, diferente do ponto p, que ser�a indicado

por pn ∈ E, ou seja

pn ∈ E , d(pn, p) <
1

n
para cada n ∈ N.

Dado ε > 0, consideremos No ∈ N de modo que

1

No
< ε,
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que existe pois R �e arquimedeano.

Como isto, se n ≥ No teremos

d(pn, p) <
1

n
≤ 1

N
< ε, ou seja, lim

n→∞pn = p como pn ∈ E, para todo n ∈ N,

completando a demonstra�c~ao do item.

De 5.:

Como o conjunto F �e um subconjunto fechado em (X, d), ele cont�em todos os seus pontos de

acumula�c~ao.

Se existe no ∈ N tal que pno = p segue que p ∈ F.

Caso contr�ario, se pn ̸= p para todo n ∈ N, a�rmamos que o ponto p �e um ponto de acumula�c~ao

do conjunto F.

De fato, como lim
n→∞pn = p em (X, d), dado ε > 0, podemos encontrar No ∈ N de modo que,

se n ≥ No, teremos d(p, pn) < ε e pn ̸= p, pois pn ∈ F e p ̸∈ F.

Em particular, para cada ε > 0, teremos

pNo ∈ (Vε(p) ∩ F) \ {p},

mostrando que p ∈ F ′ F �e fechado
⊆ F, ou ainda, p ∈ F, completando a demonstra�c~ao do item e do resutado.

�

Observação 5.1.2 Denotaremos por d a m�etrica em C dada por:

d(z,w)
.
= |z−w|, z,w ∈ C,

onde | · | denota o m�odulo de um n�umero complexo.

Para o espa�co m�etrico formado pelos n�umeros complexos temos a:

Proposição 5.1.2 Suponhamos que (pn)n∈N e (qn)n∈N s~ao sequências em C, que s~ao convergen-

tes para p e q em (C, d), respectivamente, isto �e,

lim
n→∞pn = p e lim

n→∞qn = q em (C, d).

Ent~ao:

(a) A sequência (pn)n∈N converge para p em (C, d) se, e somente se, a sequência (pn − p)n∈N
converge para zero em (C, d), ou seja,

lim
n→∞pn = p em (C, d) se, e somente se, lim

n→∞(pn − p) = 0 em (C, d).

(b) A sequência (pn+qn)n∈N converge para (p+q) em (C, d), isto �e, lim
n→∞(pn+qn) = p+q em

(C, d), ou ainda,

lim
n→∞(pn + qn) =

(
lim
n→∞pn

)
+
(
lim
n→∞qn

)
em (C, d).
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(c) Se c ∈ C ent~ao as sequências (c.pn)n∈N e (c+ pn)n∈N s~ao convergentes para (c.p) e (c+ p)

em (C, d), respectivamente , isto �e, lim
n→∞(c.pn) = c.p e lim

n→∞(c + pn) = c + p em (C, d), ou
ainda,

lim
n→∞(c.pn) = c.

(
lim
n→∞pn

)
e

lim
n→∞(c+ pn) = c+

(
lim
n→∞pn

)
em (C, d).

(d) A sequência (pn.qn)n∈N converge para (p.q) em (C, d), isto �e, lim
n→∞(pn.qn) = p.q em (C, d),

ou ainda

lim
n→∞(pn.qn) =

(
lim
n→∞pn

)
.
(
lim
n→∞qn

)
em (C, d).

(e) Se pn ̸= 0, para todo n ∈ N e p ̸= 0 ent~ao a sequência

(
1

pn

)
n∈N

converge para
1

p
em (C, d),

isto �e, lim
n→∞

(
1

pn

)
=

1

p
em (C, d), ou ainda

lim
n→∞

(
1

pn

)
=

1

lim
n→∞pn

em (C, d).

Demonstração:

De (a):

Observemos que:

lim
n→∞pn = p se, e somente se, dado ε > 0, podemos encontrar No ∈ N, de modo que se

n ≥ No teremos |pn − p| < ε,

que �e equivalente a escrever

|(pn − p) − 0| = |pn − p| < ε, ou seja, lim
n→∞(pn − p) = 0,

completando a demonstra�c~ao do item.

De (b):

Como lim
n→∞pn = p, dado ε > 0, podemos encontrar N1 ∈ N, de modo que se

n ≥ N1 teremos |pn − p| <
ε

2
. (5.3)

De modo an�alogo, como lim
n→∞qn = q, dado ε > 0, podemos encontrar N2 ∈ N, de modo que se

n ≥ N2 teremos |qn − q| <
ε

2
. (5.4)

Logo, se

No
.
= max{N1, N2}

ent~ao, para n≥ No ≥ N1,N2 teremos:

|(pn + qn) − (p+ q)| = |(pn − p) + (qn − q)| ≤

(5.3)
< ε

2︷ ︸︸ ︷
|pn − p|+

(5.4)
< ε

2︷ ︸︸ ︷
|qn − q| | <

ε

2
+

ε

2
= ε,
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ou seja, lim
n→∞(pn + qn) = p+ q, completando a demonstra�c~ao do item.

De (c):

Ser~ao deixadas como exerc��cio para o leitor.

De (d):

Observemos que, para todo n ∈ N, teremos:

pn.qn − p.q = (pn − p).(qn − q) + q.(pn − p) + p.(qn − q). (5.5)

Como lim
n→∞pn = p, dado ε > 0, podemos encontrar N1 ∈ N, de modo que que se

n ≥ N1 teremos |pn − p| <
√
ε. (5.6)

De modo an�alogo, como lim
n→∞qn = q, dado ε > 0, podemos encontrar N2 ∈ N, de modo que se

n ≥ N2 teremos |qn − q| <
√
ε. (5.7)

Logo, se

No
.
= max{N1,N2},

para n ≥ No ≥ N1,N2 teremos:

|(pn − p).(qn − q)| = |pn − p|︸ ︷︷ ︸
(5.6)
<

√
ε

. |qn − q|︸ ︷︷ ︸
(5.7)
<

√
ε

<
√
ε.
√
ε = ε,

ou seja, lim
n→∞ [(pn − p).(qn − q)] = 0.

Dos itens (a), (b) e (c) segue que

lim
n→∞ [q.(pn − p)] = q.

[
lim
n→∞(pn − p)

]
= q.0 = 0

e

lim
n→∞ [p.(qn − q)] = p.

[
lim
n→∞(qn − q)

]
= p.0 = 0.

Logo de (5.5) segue que

lim
n→∞[pn.qn − p.q] = 0.

Assim, do item (a), segue que lim
n→∞(pn.qn) = p.q, completando a demonstra�c~ao do item.

De (e):

Como lim
n→∞pn = p ̸= 0, dado ε

.
=

1

2
|p| > 0, podemos encontrar N1 ∈ N, de modo que se

n ≥ N1 teremos |pn − p| < ε =
1

2
|p|. (5.8)

Com isto temos, se n ≥ N1 teremos

|p|− |pn| ≤ |p− pn| = |pn − p|
(5.8)
<

1

2
|p|,

assim
1

2
|p| < |pn| se n ≥ N1 ou seja,

1

|pn|
<

2

|p|
se n ≥ N1. (5.9)
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De modo semelhante, dado ε > 0 considerando-se ε ′
.
=

1

2
|p|2ε > 0, podemos encontrar N2 ∈ N, de

modo que se

n ≥ N2 teremos |pn − p| < ε ′ =
1

2
|p|2ε. (5.10)

Seja

No
.
= max{N1,N2}.

Se n ≥ No ≥ N1,N2 segue que:

∣∣∣∣ 1pn
−

1

p

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣pn − p

pnp

∣∣∣∣ =
(5.10)
< 1

2
|p|2ε︷ ︸︸ ︷

|pn − p|

|pn|︸︷︷︸
(5.10)

> 1
2
|p|

|p|
<

1

2
|p|2ε

1

2
|p| |p|

= ε,

ou seja, lim
n→∞ 1

pn
=

1

p
, , completando a demonstra�c~ao do item e do resultado.

�
Para sequências em Rk temos a:

Proposição 5.1.3

(a) Suponhamos que para cada n ∈ N, xn ∈ Rk, com xn
.
= (x1,n, x2,n, · · · , xk,n).

Ent~ao a sequência (xn)n∈N converge para x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rk em (Rk, dk) se, e somente

se, para cada j ∈ {1, · · · , k}, temos que a sequência (xj,n)n∈N converge para xj em (R, d1),

ou seja,

lim
n→∞ xn = x em (Rk, dk) se, e somente se lim

n→∞ xj,n = xj em (R, d1), para cada j ∈ {1, 2, · · ·k}.

(b) Suponhamos que (xn)n∈N e (yn)n∈N s~ao sequências em Rk e (αn)n∈N �e uma sequência em

R que s~ao convergentes para x, y ∈ Rk e α ∈ R, em (Rk, dk) e em (R, d1), respectivamente,

isto �e, xn → x, yn → y em (Rk, dk) e αn → α em (R, d1).

Ent~ao a sequência (xn+yn)n∈N converge para (x+y) em (Rk, dk), a sequência (xn •yn)n∈N
converge para (x•y) em (R, d1) (onde • �e o produto escalar de Rk) e a sequência (αn ·xn)n∈N
converge para α · x em (Rk, dk), isto �e,

lim
n→∞(xn + yn) =

(
lim
n→∞ xn

)
+
(
lim
n→∞yn

)
em (Rk, dk);

lim
n→∞(xn • yn) =

(
lim
n→∞ xn

)
•
(
lim
n→∞yn

)
em (R, d1);

lim
n→∞(αn · xn) =

(
lim
n→∞αn

)
·
(
lim
n→∞ xn

)
em (Rk, dk).

(c) lim
n→∞ xn = O em (Rk, dk) se , e somente se, lim

n→∞ ∥xn∥ = 0 em (R, d1).

Demonstração:

De (a):

Como lim
n→∞ xn = x em (Rk, dk) ent~ao dado ε > 0, podemos encontrar No ∈ N, de modo que se

n ≥ No teremos ∥xn − x∥ < ε. (5.11)
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Observemos que, para cada j = 1, 2, · · · , k teremos

|xj,n − xj| =
√

(xj,n − xj)2 ≤

√√√√ k∑
i=1

(xi,n − xi)2 = ∥xn − x∥.

Logo, para n ≥ No segue que

|xj,n − xj| ≤ ∥xn − x∥ < ε,

mostrando que, para cada j ∈ {1, 2, · · · , k} teremos

lim
n→∞ xj,n = xj em (R, d1).

Reciprocamente, se, para cada j ∈ {1, 2, · · · , k}, temos

lim
n→∞ xj,n → xj em (R, d1)

ent~ao, dado ε > 0, para cada j ∈ {1, 2, · · · , k}, poderemos encontrar Nj ∈ N, de modo que se

n ≥ Nj teremos |xj,n − xj| <
ε√
k
. (5.12)

Seja

No
.
= max{N1,N2, · · · ,Nk}.

Logo, se n ≥ No ≥ Nj, para cada j = 1, 2, · · · , k, segue que:

∥xn − x∥2 =
k∑

j=1

(xj,n − xj)
2︸ ︷︷ ︸

(5.12)
< ε√

k

<

k∑
i=1

(
ε√
k

)2

︸ ︷︷ ︸
= ε

k

= k
ε2

k
= ε2,

ou seja, lim
n→∞ xn = x em (Rk, dk), completando a demonstra�c~ao do item.

De (b):

Seguem do item (a) e dos itens (a), (b) e (c) da Proposi�c~ao (5.1.2) e ser~ao deixadas como exerc��cio

para o leitor.

De (c):

Temos que lim
n→∞ xn = 0 se , e somente se, dado ε > 0, podemos encontrar No ∈ N, de modo que se

n ≥ No teremos ∥xn − 0∥ < ε,

ou seja, | ∥xn∥− 0 | < ε, para n ≥ No, que �e equivalente a escrever que lim
n→∞ ∥xn∥ = 0, completando a

demonstra�c~ao do item e do resultado.

�
27.04.2012 - 16.a

5.2 Subsequências de uma Seqüência

Temos a:

Definição 5.2.1 Dada uma sequência (pn)n∈N consideremos a sequência de n�umeros naturais,

que denotaremos por (nk)k∈N, de modo que

n1 < n2 < n3 < · · · .

A sequência (pnk
)k∈N ser�a denominada subsequência da sequência (pn)n∈N.
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Exemplo 5.2.1 Consideremos a sequência (pn)n∈N onde

pn
.
= (−1)n, para n ∈ N.

Ent~ao (p2k)k∈N �e uma subsequência da sequência (pn)n∈N.

Neste caso, teremos

p2k = (−1)2k = 1, k ∈ N,

isto �e, os termos da subsequência (p2k)k∈N ser~ao constante igual a 1.

Se considerarmos (p2k+1)k∈N ent~ao ela tamb�em ser�a uma subsequência da sequência (pn)n∈N.

Neste caso

p2k+1 = (−1)2k+1 = −1, k ∈ N,

isto �e, os termos da subsequência (p2k+1)k∈N ser~ao constante igual a −1.

Um resultado simples �e dado pela:

Proposição 5.2.1 Seja (X, d) um espa�co m�etrico.

Uma sequência (pn)n∈N �e convergente para p em (X, d) se, e somente se, toda subsequência

da sequência (pn)n∈N, for convergente para p em (X, d).

Demonstração:

Se toda subsequência da sequência (pn)n∈N for convergente para p em (X, d), como ela pr�opria �e

uma subsequência dela mesma, teremos que a pr�opria sequência ser�a convergente para p em (X, d).

Reciprocamente, se (pn)n∈N �e convergente para p em (X, d), ent~ao dado ε > 0, podemos encontrar

No ∈ N tal que se

n ≥ No teremos d(pn, p) < ε. (5.13)

Seja (pnk
)n∈N uma subsequência da sequência (pn)n∈N.

Logo se

nk ≥ No teremos d(pnk
, p)

(5.13)
< ε,

isto �e, a subsequência (pnk
)n∈N da sequência (pn)n∈N, ser�a convergente para p, completando a de-

monstra�c~ao do resultado.

�
Seguem alguns resultados gerais relacionados com convergência de subsequências de uma sequência

dada:

Proposição 5.2.2 Sejam (X, d) um espa�co m�etrico e (pn)n∈N uma sequência em X.

(a) Se a sequência (pn)n∈N est�a contida em um subconjunto compacto K de (X, d) ent~ao existe,

pelo menos, uma subsequência da sequência (pn)n∈N que �e convergente em (X, d).

(b) (Teorema de Bolzano -Weierstrass) Toda sequência limitada em
(
Rk, dk

)
possui, pelo me-

nos, uma subsequência convergente em
(
Rk, dk

)
.

Demonstração:

De (a):

Seja

E
.
= {pn ; n ∈ N},

o conjunto imagem da sequência (pn)n∈N.
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Se o conjunto E �e �nito, existir~ao p ∈ E e uma sequência (nk)k∈N de modo que

pn1
= pn2

= · · · = p.

Logo a subsequência (pnk
)k∈N da sequência (pn)n∈N ser�a convergente para p em (X, d) (na verdade

esta subsequência ser�a constante igual a p).

Se o conjunto E �e in�nito, como ele est�a contido em um subconjunto compacto de (X, d), da

Proposi�c~ao (4.3.3) (c), segue que o conjunto E dever�a ter um ponto de acumula�c~ao p ∈ K, ou seja,

dado ε > 0 segue que

(E ∩Nε(p)) \ {p} ̸= ∅.

Em particular, se considerarmos

ε1 = 1 > 0,

segue que

[E ∩Nε1(p)] \ {p} ̸= ∅,

isto �e, existe n1 ∈ N tal que

pn1
∈ E, pn1

̸= p e d(pn1
, p) < ε1 = 1.

De modo an�alogo, se considerarmos

ε2 = min

{
1

2
, d(p, pn1

)

}
> 0, (5.14)

segue que

[E ∩Nε(p)] \ {p} ̸= ∅.

Logo existir�a n2 ∈ N tal que

pn2
∈ E, pn2

̸= p e d(pn2
, p) < ε2,

o que implicar�a, por (5.14), que pn2
̸= pn1

.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que

n2 > n1.

Se isso n~ao fosse poss��vel, isto �e, se para todo n ≥ n1 tiv�essemos

d(pn, p) ≥ ε,

ent~ao o ponto p não poderia ser ponto de acumula�c~ao de E em X.

Repetindo o processo acima, obtemos uma sequência (nk)k∈N tal que, para cada k ∈ N teremos

nk+1 > nk e d(pnk
, p) <

1

k
,

isto �e, (pnk
)k∈N �e uma subsequência da sequência (pn)n∈N que �e convergente para p em (X, d), com-

pletando a demonstra�c~ao do item.

De (b):

Se a sequência (pn)n∈N �e limitada em
(
Rk, dk

)
ent~ao podemos encontrar

M > 0 e xo ∈ Rk de modo que ∥pn − xo∥ ≤ M.
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Seja

K
.
=

{
q ∈ Rk ; ∥q− xo∥ ≤ M

}
.

Ent~ao a sequência (pn)n∈N est�a contida no conjunto K que �e um subconjunto fechado e limitado

em
(
Rk, dk

)
.

Do Teorema (4.3.3) segue que o conjunto K �e um subconjunto compacto em
(
Rk, dk

)
(pois �e

limitado e fechado em
(
Rk, dk

)
).

Logo a sequência (pn)n∈N est�a contida num conjunto compacto em
(
Rk, dk

)
.

Logo, do item (a), segue que existe uma subsequência da sequência (pn)n∈N que �e convergente em(
Rk, dk

)
, completando a demonstra�c~ao do item e do resultado.

�
Finalizando a se�c~ao temos a:

Proposição 5.2.3 Sejam (X, d) um espa�co m�etrico e (pn)n∈N uma sequência em X.

Ent~ao o conjunto formado por todos os limites das subsequências convergentes da sequência

(pn)n∈N formam um conjunto fechado de (X, d).

Demonstração:

Sejam E∗ o conjunto formado por todos os limites das subsequências convergentes da sequência

(pn)n∈N, isto �e, p ∈ E∗ se, e somente se, existe uma subsequência (pnk
)k∈N, da sequência (pn)n∈N, que

converge para p em (X, d).

Se E∗ = ∅, segue que E∗ �e um subconjunto fechado de (X, d).

Por outro lado, se E∗ ̸= ∅, vamos mostrar quese q �e um ponto de acumula�c~ao de E∗ ent~ao deveremos

ter q ∈ E∗, o que implicar�a que o conjunto E∗ �e um subconjunto fechado em (X, d), pois possui todos

os seus pontos de acumula�c~ao em (X, d).

Escolhamos n1 ∈ N tal que pn1
̸= q.

Se n~ao existir n1 ∈ N com essa propriedade, ent~ao deveremos ter pn = q para todo n ∈ N (a

sequência �e constante e igual a q), o que implicar�a que

E∗ = {q},

e portanto �e ele ser�a um subconjunto fechado em (X, d).

Consideremos

δ
.
= d(q, pn1

) > 0.

Como o ponto q �e ponto de acumula�c~ao do conjunto E∗ em (X, d), podemos encontrar x1 ∈ E∗ tal

que

d(x1, q) <
δ

2
.

Mas x1 ∈ E∗, podemos encontra n2 ∈ N, n2 > n1, de modo que

d(x1, pn2
) <

δ

2
.

De fato, caso contr�ario, isto �e, se para todo n > n1 tivermos

d(x1, pn) ≥
δ

2
, isto implicar�a que x1 ̸∈ E∗,

pois, pela de�ni�c~ao do conjunto E∗, cada vizinhan�ca do ponto x1 dever�a possuir in�nitos pontos do

conjunto E (pois existe uma subsequência da sequência (pn)n∈N que �e convergente para x1).
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Prosseguindo o processo, para cada i ∈ {2, 3, · · · }, podemos encontrar xi ∈ E∗ de modo que

d(xi, q) <
δ

2i
.

Como xi ∈ E∗, podemos encontrar ni ∈ N tal que

ni > ni−1 e d(xi, pni
) <

δ

2i
.

Logo

d(q, pni
) ≤ d(q, xi) + d(xi, pni

) <
δ

2i
+

δ

2i
=

δ

2i−1
, para cada i ∈ N,

isto �e,

d(q, pni
) <

δ

2i−1
, para i ∈ N,

ou ainda, a subsequência (pni
)i∈N, da sequência (pn)n∈N, ser�a convergente para o ponto q em (X, d), ou

seja q ∈ E∗, portanto o conjunto E∗ �e um subconjunto fechado em (X, d), completando a demonstra�c~ao

do resultado.

�

5.3 Seqüência de Cauchy

Uma outra classe de sequência importantes s~ao dadas pela:

Definição 5.3.1 Seja (X, d) espa�co m�etrico.

Diremos que a sequência (pn)n∈N �e uma sequência de Cauchy em (X, d) se dado ε > 0,

podemos encontrar No ∈ N, de modo que se

n,m ≥ No teremos d(pn, pm) < ε.

Antes de estudarmos as sequência que têm a propriedade acima introduziremos a:

Definição 5.3.2 Sejam (X, d) espa�co m�etrico , E ⊆ X e consideremos

S
.
= {d(p, q) ; p, q ∈ E} .

De�nimos o diâmetro de E, que ser�a indicado por diam(E), como sendo sup(S) (que pode

ser in�nito).

Observação 5.3.1

1. Observemos que se A ⊆ B ent~ao

diam(A) ≤ diam(B).

2. Observemos que um conjunto E �e subconjunto limitado em (X, d) se, e somente se, diam(E) <∞.

As demonstra�c~oes destes fatos ser~ao deixadas como exerc��cio para o leitor.
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Proposição 5.3.1 Seja (pn)n∈N �e uma sequência no espa�co m�etrico (X, d) e de�namos

EN
.
= {pN, pN+1, pN+2, · · · } .

Ent~ao (pn)n∈N �e uma sequência de Cauchy em (X, d) se, e somente se,

lim
N→∞ diam(EN) = 0 em (R,d1).

Em particular, toda sequência de Cauchy em (X, d) �e limitada em (X, d).

Demonstração:

Observemos que se

N ≥ M teremos EN ⊆ EM.

Notemos que se (pn)n∈N �e uma sequência de Cauchy em (X, d) ent~ao, dado ε > 0, podemos

encontrar No ∈ N, de modo que

se n,m ≥ No teremos d(pn, pm) < ε,

isto �e,

se pn, pm ∈ ENo , implicar�a que d(pn, pm) < ε,

ou seja,

diam(ENo) ≤ ε.

Logo, se N ≥ No teremos

EN ⊆ ENo , logo diam(EN) ≤ diam(ENo).

Portanto, para

N ≥ No, segue que diam(EN) < ε,

mostrando que lim
N→∞ diam(EN) = 0, em (R, d) e comletando a demonstra�c~ao da 1.a parte da equi-

valência.

Reciprocamente, se lim
N→∞ diam(EN) = 0 ent~ao, dado ε > 0, podemos encontrar No ∈ N de modo

que,

se n ≥ No , teremos diam(En) < ε.

Em particular, segue que

diam(ENo) < ε.

Observemos que para n,m ≥ No, segue que

pn, pm ∈ ENo ,

pois En, Em ⊆ ENo , assim

d(pn, pm) ≤ diam(ENo) < ε,

mostrando que a sequência (pn)n∈N �e uma sequência de Cauchy em (X, d), completando da 2.a parte

da equivalência e do resultado.

�

Proposição 5.3.2 Seja (pn)n∈N uma sequência de Cauchy no espa�co m�etrico (X, d).

Se a sequência (pn)n∈N possui uma subsequência que �e convergente para p em (X, d) ent~ao

a sequência (pn)n∈N ser�a uma sequência convergente para p em (X, d).
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Demonstração:

Como a sequência (pn)n∈N �e uma sequência de Cauchy em (X, d), dado ε > 0, podemos encontrar

N1 ∈ N, de modo que

se n,m ≥ N1 teremos d(pn, pm) <
ε

2
. (5.15)

Suponhamos que a subsequência (pnj
)j∈N �e convergente para p em (X, d).

Logo, dado ε > 0, podemos encontar N2 ∈ N, de modo que

se nj ≥ N2 teremos d(pnj
, p) <

ε

2
. (5.16)

Seja

No
.
= max {N1,N2} .

Observemos que, para n,nj ≥ No, teremos:

1. como n,nj ≥ N1, de (5.15), segue que

d(pn, pnj
) <

ε

2
. (5.17)

2. por outro lado, nj ≥ No ≥ N2, de (5.16), segue que

d(pnj
, p) <

ε

2
. (5.18)

Portanto, para n ≥ No, tomando-se nj ≥ No teremos:

d(pn, p) ≤ d(pn, pnj
)︸ ︷︷ ︸

(5.17)
< ε

2

+d(pnj
, p)︸ ︷︷ ︸

(5.18)
< ε

2

<
ε

2
+

ε

2
= ε,

mostrando que a sequência (pn)n∈N �e convergente para p em (X, d), completando a demonstra�c~ao do

resultado.

�
Relacionado com o diâmetro de subconjuntos de um espa�co m�etrico temos a:

Proposição 5.3.3 Seja (X, d) espa�co m�etrico. Ent~ao:

(a) Se E ⊆ X ent~ao

diam(E) = diam(E).

(b) Se (Kn)n∈N �e uma sequência de compactos encaixantes, n~ao-vazios, em (X, d) (isto �e,

Kn+1 ⊆ Kn , n ∈ N) satisfazendo

lim
n→∞ diam(Kn) = 0,

ent~ao

∞∩
n=1

Kn �e formado por um �unico ponto, ou seja,

∞∩
n=1

Kn = {p}.
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Demonstração:

De (a):

Observemos que

E ⊆ E, logo diam(E) ≤ diam(E).

Para mostrar a outra desigualdade, consideremos p, q ∈ E.

Dado ε > 0, da de�ni�c~ao do conjunto E, podemos encontrar p ′, q ′ ∈ E de modo que

d(p, p ′) <
ε

2
e d(q, q ′) <

ε

2
.

Logo

d(p, q) ≤ d(p, p ′)︸ ︷︷ ︸
< ε

2

+d(p ′, q ′)︸ ︷︷ ︸
≤diam(E)

+d(q ′, q)︸ ︷︷ ︸
< ε

2

<
ε

2
+ diam(E) +

ε

2
= ε+ diam(E).

Tomando-se o supremo do lado esquerdo da desigualdade acima, obtemos:

diam(E) ≤ ε+ diam(E), para cada ε > 0.

Portanto,

diam(E) ≤ diam(E), ou seja, diam(E) = diam(E),

mostrando que diam(E) = diam(E), completando a demonstra�c~ao do item.

De (b):

Consideremos

K
.
=

∞∩
m=1

Km.

Do Corol�ario (4.3.4) segue que ∞∩
m=1

Km ̸= ∅,

pois os conjunto Kn s~ao subconjunto compactos em (X, d) e qualquer intersec�c~ao �nita deles �e n~ao

vazia, pois ser�a o menor conjunto na intersec�c~ao �nita considerada.

Suponhamos, por absurdo, que existam

p, q ∈
∞∩
n=1

Kn, de modo que p ̸= q.

Como

diam(K) ≥ d(p, q) > 0, segue que diam(K) > 0.

Por outro lado, como a sequência (Kn)n∈N �e um sequência de conjuntos encaixantes, teremos que

K ⊆ Kn para cada n ∈ N e, da Observa�c~ao (5.3.1) item 1., segue que

diam(Kn) ≥ diam(K) > 0.

Logo

lim
n→∞ diam(Kn) ≥ diam(K) > 0,

um absurdo, pois lim
n→∞ diam(Kn) = 0.

Portanto o conjunto
∞∩
n=1

Kn tem, exatamente, um ponto, completando a demonstra�c~ao do item e

do resultado.

�
A seguir daremos algumas propriedades de sequência de Cauchy em um espa�co m�etrico em geral:
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Proposição 5.3.4 Sejam (X, d) um espa�co m�etrico e K ⊆ X.

(a) Toda sequência convergente em (X, d) �e uma sequência de Cauchy em (X, d).

(b) Se o conjunto K �e um subconjunto compacto em (X, d) e (pn)n∈N �e uma sequência em K

que �e uma sequência de Cauchy em (X, d) ent~ao ela ser�a convergente em (K, d), isto �e,

existe p ∈ K tal que pn → p em (K, d).

(c) Se (X, d) = (Rk, dk) e (pn)n∈N �e uma sequência de Cauchy em (Rk, dk) ent~ao ela ser�a

convergente em (Rk, dk), isto �e, existe p ∈ Rk tal que pn → p em (Rk, dk).

Em particular, uma sequência em Rk �e uma sequência convergente em (Rk, dk) se, e so-

mente se, ela �e uma sequência de Cauchy em (Rk, dk).

Isto �e conhecido como Critério de Cauchy para convergência de sequências em (Rk, dk).

Demonstração:

De (a):

Se pn → p em (X, d), dado ε > 0, podemos encontrar No ∈ N de modo que,

se n ≥ No, teremos d(pn, p) <
ε

2
. (5.19)

Logo, para n, m ≥ No, de (5.19), segue que,

d(pn, pm) ≤ d(pn, p) + d(p, pm) <
ε

2
+

ε

2
= ε,

ou seja, a sequência (pn)n∈N �e uma sequência de Cauchy em (X, d), completando a demonstra�c~ao do

item.

De (b):

Como o conjunto K �e um subconjunto compacto em (X, d), da Proposi�c~ao (5.2.2) item (a), segue

que a sequência (pn)n∈N tem uma subsequência convergente em (X, d).

Logo, pela Proposi�c~ao (5.3.2), segue que a sequência (pn)n∈N ser�a convergente em (X, d).

Como o conjunto K �e um subconjunto fechado em (X, d), pn ∈ K, para cada n ∈ N e pn → p

em (X, d), da Proposi�c~ao (5.1.1), segue que p ∈ K, ou seja, a pn → p em (K, d), completando a

demonstra�c~ao do item.

De (c):

Seja (xn)n∈N uma sequência de Cauchy em (Rk, dk).

Logo, da Observa�c~ao (5.3.1), teremos a sequência (xn)n∈N �e uma sequência limitada em (Rk, dk),

isto �e,

{xn ; n ∈ N} ⊆ E
.
= Vr(xo),

para algum r > 0 e xo ∈ Rk.

Do Teorema (4.3.3) (b), segue o conjunto E �e um subconjunto compacto em (Rk, dk) (pois �e um

subconjunto fechado e limitado em (Rk, dk)).

Assim a sequência de Cauchy (xn)n∈N em (Rk, dk) est�a contido num subconjunto compacto de

(Rk, dk).

Logo, do item (b) acima, segue que ela ser�a uma sequência convergente em (Rk, dk), completando

a demonstra�c~ao do item e do resultado.

�
Podemos introduzir uma nova classe de espa�cos m�etricos, a saber:
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Definição 5.3.3 Seja (X, d) um espa�co m�etrico.

Diremos que (X, d) �e um espaço métrico completo se toda sequência de Cauchy em (X, d)

for uma sequência convergente em (X, d), isto �e, se (pn)n∈N �e uma sequência de Cauchy em

(X, d), ent~ao existir�a p ∈ X tal que

pn → p em (X, d).

Exemplo 5.3.1

1. (R, d1) �e um espa�co m�etrico completo.

Isto segue da Proposi�c~ao (5.3.4) item (c) com k = 1.

2. (X, d) = ((0, 1], d1) não �e um espa�co m�etrico completo (onde d1 �e a m�etrica usual de R).

De fato, pois a sequência

(
1

n

)
n∈N

�e um sequência de Cauchy em (X, d) (veri�que!) e

não �e convergente em (X, d) (pois ela �e convergente para 0 em (R, d1), e 0 não pertence a

X = (0, 1]).

Observação 5.3.2

(a) A Proposi�c~ao (5.3.4) (b) e (c) nos diz que todo espa�co m�etrico compacto e todos os espa�cos

Euclideanos s~ao completos.

(c) Um exemplo de um espa�co m�etrico que não �e completo �e (Q, d1), onde d1 �e a m�etrica

usual de R (a saber d1(p, q) = |p− q|, p, q ∈ Q).

A demonstra�c~ao desse fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Proposição 5.3.5 Sejam (X, d) um espa�co m�etrico completo e F um subconjunto fechado em

(X, d).

Ent~ao (F, d) �e um espa�co m�etrico completo.

Demonstração:

Dada uma sequência de Cauchy, (pn)n∈N, em (F, d) ent~ao ela ser�a uma sequência de Cauchy em

(X, d).

Como (X, d) �e um espa�co m�etrcio completo, poderemos encontrar p ∈ X tal que pn → p em (X, d).

Mas o conjunto F �e um subconjunto fechado em (X, d).

Logo, da Proposi�c~ao (5.1.1) (f), teremos que

p ∈ F, ou seja, pn → p em (F, d),

isto �e, o espa�co m�etrico (F, d) �e um espa�co m�etrico completo, completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 5.3.3 Da Proposi�c~ao (5.1.1) (c) temos que toda sequência convergente em (X, d)

ser�a um sequência limitada em (X, d).

Vale observar que não vale a rec��proca deste fato, isto �e, existem sequência limitadas em

(X, d), que não s~ao convergentes em (X, d).

Por exemplo, em (R, d1), a sequência (pn)n∈N dada por

pn = (−1)n, n ∈ N
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�e uma sequência limitada em (R, d1) que n~ao �e uma sequência convergente em (R, d1).

Logo podemos concluir que uma condi�c~ao necessária para que uma sequência seja conver-

gente em um espa�co m�etrico �e que ela seja uma sequência limitada neste espa�co m�etrico, mas

esta condi�c~ao não é suficiente para garantir a convergência de uma sequência em um espa�co

m�etrico.

Veremos, a seguir, que em uma certa classe de sequências em (R, d1), esta condi�c~ao ser�a

su�ciente, a saber:

Definição 5.3.4 Seja (sn)n∈N uma sequência de n�umeros reais.

Diremos que sequência (sn)n∈N �e:

(a) crescente se

sn ≤ sn+1, para cada n ∈ N;

(b) decrescente se

sn ≥ sn+1 para cada n ∈ N;

(c) monótona se ela for crescente ou decrescente.

Exemplo 5.3.2

(a) A sequência (sn)n∈N dada por

sn
.
=

1

n
, n ∈ N,

�e uma sequência mon�otona decrescente, pois

sn+1 =
1

n+ 1

n+1>n
<

1

n
= sn, para cada n ∈ N.

(b) A sequência (sn)n∈N dada por

sn
.
= n, para cada n ∈ N

�e uma sequência mon�otona crescente, pois

sn+1 = n+ 1 > n = sn, para cada n ∈ N.

(c) A sequência (sn)n∈N dada por

sn
.
= (−1)n para cada n ∈ N

n~ao �e uma sequência mon�otona crescente, nem mon�otona decrescente.

Com isto temos o:

Teorema 5.3.1 Suponhamos que a sequência (sn)n∈N em R �e uma sequência mon�otona.

A sequência (sn)n∈N �e convergente em (R, d1) se, e somente se, a sequência (sn)n∈N �e limitada

em (R, d1).
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Demonstração:

Sabemos que toda sequência convergente em (R, d1) �e uma sequência limitada em (R, d1).

Precisamos mostrar a rec��proca.

Para isto, vamos exibir a demonstra�c~ao do caso em que sequência �e uma sequência mon�otona

crescente.

O caso em que sequência �e uma sequência mon�otona decrescente ser�a deixado como exerc��cio para

o leitor. Ex. 5.1 - 0.5

Temos que

sn ≤ sn+1, n ∈ N.

Seja

E
.
= {sn ; n ∈ N} .

Como a sequência (sn)n∈N �e uma sequência limitada em (R, d1), segue que o conjunto E �e um

conjunto limitado em (R, d1).

Logo existe

s
.
= sup(E).

Mostremos que

sn → s em (R, d1),

ou seja, a sequência (sn)n∈N �e uma sequência convergente em (R, d1) e converge para s = sup(E).

Observemos primeiramente que

sn ≤ s, para todo n ∈ N,

pois s �e o supremo do conjunto E.

Logo, dado ε > 0, podemos encontrar No ∈ N, de modo que

s− ε < sNo ≤ s,

pois s �e o supremo de E, logo �e o menor limitante superior do conjunto E.

Logo, se n ≥ No segue que

sNo

seq. mon. crescente
≤ sn ≤ s, ou seja, s− ε < sNo ≤ sn ≤ s,

ou ainda, para n ≥ No teremos

s− ε < sn ≤ s.

Isto implicar�a que, para n ≥ No, teremos

s− ε < sn < s+ ε, ou ainda, − ε < sn − s ≤ ε,

isto �e,

|sn − s| < ε,

mostrando que sn → s em (R, d1), completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
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Observação 5.3.4 Ser limitada em (R, d1) �e uma condi�c~ao necessária para que uma sequência

seja convergente em (R, d1) (por�em n~ao �e su�ciente!).

No caso da sequência ser limitada em (R, d1) e mon�otona ser�a convergente em (R, d1), ou

seja, sendo limitada uma condi�c~ao suficiente para que ela seja convergente em (R, d1) �e que

ela seja mon�otona.

Notemos que esta condi�c~ao de ser mon�otona não �e necess�aria, como mostra o exemplo(
(−1)n

n

)
n∈N

que �e uma convergente em (R, d1) para zero e que n~ao �e mon�otona.

02.05.2012 - 17.a

5.4 Limite Superior e Inferior

Come�caremos esta se�c~ao com a:

Definição 5.4.1 Suponhamos que sequência (sn)n∈N em R que tem a seguinte propriedade: dado

M > 0 existe No ∈ N, de modo que

se n ≥ No, teremos sn ≥ M.

Neste caso diremos que a sequência (sn)n∈N tende a +∞ e escreveremos

lim
n→∞ sn = +∞ ou sn → +∞.

De modo an�alogo, se dado M > 0 existe No ∈ N, de modo que

se n ≥ No, teremos sn ≤ −M,

diremos que a sequência (sn)n∈N tende a −∞ e escreveremos

lim
n→∞ sn = −∞ ou sn → −∞.

Observação 5.4.1 A de�ni�c~ao acima pode ser interpretada da seguinte forma:

lim
n→∞ sn = +∞

se, e somente, dado M > 0, no m�aximo, um n�umero �nito de termos da sequência (sn)n∈N �ca

abaixo do valor M.

De modo semelhante:

lim
n→∞ sn = −∞

se, e somente, dado M > 0, no m�aximo, um n�umero �nito de termos da sequência (sn)n∈N �ca

acima do valor −M.

Podemos agora estabelecer a seguinte de�ni�c~ao:

Definição 5.4.2 Dada uma sequência (sn)n∈N em R, consideremos E o conjunto dos a ∈ R∗ (a

reta estendida, isto �e, R∗ = [−∞,∞]) tais que existe uma subsequência (snk
)k∈N da sequência

(sn)n∈N, de modo que snk
→ a, isto �e,

E
.
= {a ∈ R∗ ; snk

→ a} ̸= ∅.
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De�na

s∗
.
= sup(E) s∗

.
= inf(E),

considerados em R∗.

Neste caso, diremos que s∗ e s∗ s~ao os limites superior e inferior da sequência (sn)n∈N,

respectivamente e escreveremos

lim sup
n→∞ sn

.
= s∗ = sup(E) lim inf

n→∞ sn
.
= s∗ = inf(E).

Observação 5.4.2

1. Observemos que o conjunto E cont�em todos os limites das subsequências, da sequência

(sn)n∈N, que s~ao convergentes para um n�umero real ou tendem �a +∞ ou −∞.

2. Sempre teremos

s∗ ≤ s∗, isto �e, lim inf
n→∞ sn ≤ lim sup

n→∞ sn.

De fato, pois

s∗ = inf(E) ≤ sup(E) = s∗.

3. Notemos que

lim sup
n→∞ sn = lim

n→∞
(
sup
k≥n

sn

)

lim inf
n→∞ sn = lim

n→∞
(
inf
k≥n

sn

)
4. a sequência (sn)n∈N �e limitada em (R , dR) se, e somente se,

−∞ < lim inf
nto∞ sn < lim sup

nto∞ sn < ∞
A veri�ca�c~ao deste fatos ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Com isto temos a:

Proposição 5.4.1 Dada uma sequência (sn)n∈N em R sejam E, s∗, s∗ como na de�ni�c~ao acima.

Ent~ao s∗ tem as seguintes propriedades:

(a1) s∗ ∈ E;

(a2) Se s∗ ∈ [−∞,∞) (isto �e, s∗ < ∞) e x ∈ (s∗,∞), ent~ao podemos encontrar No ∈ N, de modo

que

se n ≥ No, teremos sn < x,

isto �e, somente um n�umero �nito de termos da sequência (sn)n∈N s~ao maiores que x.

De modo an�alogo, s∗ tem as seguintes propriedades:

(b1) s∗ ∈ E;

(b2) Se s∗ ∈ (−∞,∞] (isto �e, −∞ < s∗) y ∈ (−∞, s∗), ent~ao podemos encontrar No ∈ N de modo

que

para n ≥ No, teremos y < sn,

isto �e, somente um n�umero �nito de termos da sequência (sn)n∈N s~ao menores que y.
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Al�em disso, s∗ e s∗ s~ao os �unicos com as propriedades (a1)-(a2) e (b1)-(b2), respectivamente.

Demonstração:

Mostremos as propriedades para s∗.

As correspondentes para s∗ ser~ao deixadas como exerc��cio para o leitor. Ex. 5.2 - 0,5

De (a1):

1.o caso: Caso que

s∗ = ∞, isto �e, sup(E) = ∞.

Neste caso teremos que o conjunto E ser�a um subconjunto n~ao limitado superiormente em R, pois
se fosse limitado superiormente dever��amos ter

sup(E) < ∞,

o que n~ao ocorre.

Logo a sequência (sn)n∈N n~ao poder�a ser limitada superiormente em (R, d1), pois se fosse o conjunto

E seria limitado superiormente em R.
Logo, dado k = 1, podemos encontrar n1 ∈ N, de modo que

sn1
≥ k = 1.

De modo an�alogo, dado k = 2, poderemos encontrar n2 ∈ N, que podemos supor n2 > n1, de

modo que

sn2
≥ k = 2.

Repetindo o processo acima, teremos que, para cada j = 2, 3, · · · , poderemos encontrar nk ∈ N,
com nk > nk−1, de modo que

snk
≥ k.

Ou seja, podemos encontrar uma subsequência (snk
)k∈N, da sequência (sn)n∈N, de modo que

snk
→ ∞,

mostrando que

s∗ = ∞ ∈ E.

2.o caso: Caso que

s∗ = −∞, isto �e, sup(E) = −∞.

Neste caso teremos

E = {−∞},

ou seja, toda subsequência (snk
)k∈N, da sequência (sn)n∈N, dever�a tender a −∞, isto �e,

s∗ ∈ E.

3.o caso: Caso que

s∗ ∈ R, ou seja, s∗ �e �nito.

Neste caso, teremos que o conjunto E ser�a limitado superiormente por s∗ = sup(E).

Logo, da Proposi�c~ao (5.2.3), segue que o conjunto E �e um subconjunto fechado em (R, d1).

Por outro lado, da Proposi�c~ao (4.2.7), temos que

s∗ = sup(E) ∈ �E
E �e fechado em (R, d1)

= E, ou seja s∗ ∈ E.
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Dos três casos acima segue a a�rma�c~ao (a1).

De (a2):

Suponhamos, por absurdo, que exite xo > s∗ de modo que

sn ≥ xo,

para in�nitos n ∈ N, ou seja, existe uma subsequência (snk
)k∈N, da sequência (sn)n∈N, que ou �e

convergente para um n�umero real maior ou igual xo ou tender�a para ∞, isto �e,

snk
→ s, onde s ∈ [xo,∞].

Assim

snk
→ s ≥ xo, ou ainda, s ≥ xo > s∗ = sup(E).

Com isto ter��amos uma subsequência (snk
)k∈N, da sequência (sn)n∈N, que tende para s, ou seja,

s ∈ E.

Por outro lado s > s∗, o que �e um absurdo, pois s∗ = sup(E).

A unicidade de s∗ e s∗ satisfazendo as propriedades (a1)-(a2) e (b1)-(b2), respectivamente, ser�a

deixada como exerc��cio para o leitor. Ex. 5.3 - 0,5

�
Consideremos os seguintes exemplos:

Exemplo 5.4.1

(a) Consideremos a sequência (sn)n∈N dada por:

sn
.
=

1

n
, n ∈ N.

Neste caso teremos

E = {0},

pois toda subsequência da sequência (sn)n∈N ser�a convergente para zero em (R, d1).

Logo

lim sup
n→∞ sn = s∗ = sup(E) = 0 e lim inf

n→∞ sn = s∗ = inf(E) = 0,

ou seja,

lim sup
n→∞ sn = lim inf

n→∞ sn = 0.

Al�em disso, notemos que a sequência (sn)n∈N �e convergente para zero em (R, d1), isto �e,

lim sup
n→∞ sn = lim inf

n→∞ sn = 0 = lim
n→∞ sn.

(b) Consideremos a sequência (sn)n∈N dada por:

sn
.
= n, n ∈ N.

Ent~ao

E = {+∞},

pois toda subsequência da sequência (sn)n∈N tende para +∞ em (R, d1).
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Logo

lim sup
n→∞ sn = s∗ = sup(E) = +∞ e lim inf

n→∞ sn = s∗ = inf(E) = +∞,

ou seja,

lim sup
n→∞ sn = lim inf

n→∞ sn = +∞.

Al�em disso, notemos que a sequência (sn)n∈N tende para +∞ em (R, d1), isto �e,

lim sup
n→∞ sn = lim inf

n→∞ sn = +∞ = lim
n→∞ sn.

(c) Conisderemos a sequência (sn)n∈N dada por

sn
.
= (−1)n, n ∈ N.

Ent~ao

E = {−1, 1},

pois toda subsequência da sequência (sn)n∈N ou converge para −1 ou para 1 em (R, d1).

Logo

lim sup
n→∞ sn = s∗ = sup(E) = 1 e lim inf

n→∞ sn = s∗ = inf(E) = −1,

ou seja,

lim sup
n→∞ sn ̸= lim inf

n→∞ sn

e a sequência (sn)n∈N não �e uma sequência convergente em (R, d1).

(d) Consideremos uma sequência (sn)n∈N que cont�em todos os n�umeros racionais.

Ent~ao

E = [−∞,∞],

pois para todo a ∈ R, existe uma sequência formada por n�umeros racionais que converge

para a em (R, d1), ou ainda , uma subsequência da sequência (sn)n∈N, que converge para

a em (R, d1).

Logo

s∗ = sup(E) = ∞ e s∗ = inf(E) = −∞.

Os exemplos acima nos indicam que:

Proposição 5.4.2 Seja (sn)n∈N sequência de n�umeros reais.

(sn)n∈N �e convergente em (R, d1) se, e somente se,

s∗ = s∗ ∈ R.

Neste caso

lim
n→∞ sn = s∗ = s∗.

Demonstração:

Ser�a deixada como exerc��cio para o leitor. Ex. 5.4 - 0,5

�
Finalizamos esta sec�c~ao com a:
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Proposição 5.4.3 Suponhamos que (sn)n∈N e (tn)n∈N s~ao sequências de n�umeros reais satis-

fazendo

sn ≤ tn, para n ∈ N.

Ent~ao

lim inf
n→∞ sn ≤ lim inf

n→∞ tn e lim sup
n→∞ sn ≤ lim sup

n→∞ tn.

Demonstração:

Ser�a deixada como exerc��cio para o leitor. Ex. 5.5 - +0,5

�

5.5 Algumas Seqüências Especiais

A seguir exibiremos algumas sequências convergentes que ser~ao importantes posteriormente.

Antes por�em, trataremos do Teorema do Confronto (ou Sanduiche):

Teorema 5.5.1 Suponhamos que (sn)n∈N, (rn)n∈N e (tn)n∈N s~ao sequências de n�umeros reais

satisfazendo

sn ≤ rn ≤ tn, para n ∈ N.

Se

lim
n→∞ sn = lim

n→∞ tn
.
= L ∈ [−∞∞]

em (R, d1), ent~ao a sequência (rn)n∈N ser�a convergente para L em (R, d1), isto �e,

lim
n→∞ rn = L, em (R, d1).

Demonstração:

Faremos a demonstra�c~ao para o caso L ∈ R.
Os casos L = −∞ ou L = ∞, ser~ao deixados como exerc��cio para o leitor.

Dado ε > 0, como lim
n→∞ sn = L em (R, d1), podemos encontrar N1 ∈ N, de modo que

se n ≥ N1, teremos |sn − L| < ε, ou seja, − ε
(∗)
< sn − L < ε. (5.20)

De modo an�alogo, como lim
n→∞ tn = L em (R, d1), podemos encontrar Ns ∈ N, de modo que

se n ≥ N2, teremos |tn − L| < ε, ou seja, − ε < tn − L
(∗∗)
< ε. (5.21)

Seja

No
.
= max{N1,N2}.

Se n ≥ No ≥ N1,N2 teremos

−ε
de (*) em (5.20)

< sn − L
sn≤rn
≤ rn − L

rn≤tn
≤ tn − L

de (**) em (5.21)
< ε, ou ainda − ε < rn − L < ε,

ou seja, |rn−L| < ε, mostrando que lim
n→∞ rn = L em (R, d1), completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Temos tamb�em o Teorema do Binomial, a saber:
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Proposição 5.5.1 Se a, b > 0 e n ∈ N ent~ao

(a+ b)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k,

onde (
n

k

)
.
=

n!

(n− k)!k!
.

Demonstração:

Ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

�
Como consequência temos o:

Corolário 5.5.1 Se s > 0 e n ∈ N ent~ao

1+ ns ≤ (1+ s)n e
n(n− 1)

2
s2 ≤ (1+ s)n. (5.22)

Demonstração:

Da Proposi�c~ao acima, como a = 1 e b = s, segue que:

(1+ s)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
sn−k =

(
n

n

)
sn−n︸ ︷︷ ︸

k=n

+

(
n

n− 1

)
sn−(n−1)︸ ︷︷ ︸

k=n−1

+

n−2∑
k=0

(
n

k

)
sn−k

= 1+ ns+

n−2∑
k=0

(
n

k

)
sn−k ≥ 1+ ns,

mostrando que a desigualdade �a esquerda acima �e verdadeira.

De modo semelhante temos:

(1+ s)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
sn−k =

(
n

n− 2

)
sn−(n−2)︸ ︷︷ ︸

k=n−2

+

n∑
k=0, k ̸=(n−2)

(
n

k

)
sn−k

=
n!

(n− 2)!2!
s2 +

n∑
k=0, k ̸=(n−2)

(
n

k

)
sn−k ≥ n!

(n− 2)!2!
s2 =

n(n− 1)

2
s2,

mostrando que a desigualdade �a direita acima �e verdadeira, completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Com isto temos a:

Proposição 5.5.2 Temos:

(a) Se p > 0 ent~ao

lim
n→∞ 1

np
= 0.

(b) Se p > 0 ent~ao

lim
n→∞p

1
n = 1.
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(c)

lim
n→∞n

1
n = 1.

(d) Se p > 0 e α ∈ R ent~ao

lim
n→∞ nα

(1+ p)n
= 0.

(e) Se |x| < 1 ent~ao

lim
n→∞ xn = 0.

Demonstração:

De (a):

Dado ε > 0, podemos encontrar No ∈ N de modo que

No >
1

ε
1
p

, (5.23)

que existe pois R �e arquimedeano.

Logo se n ≥ No, teremos∣∣∣∣ 1np
− 0

∣∣∣∣ n≥0
=

1

np

n≥No

≤ 1

(No)p
(5.23)
< ε, ou seja, lim

n→∞ 1

np
= 0,

completando a demonstra�c~ao do item.

De (b):

Dividiremos a demonstra�c~ao em três casos, a saber:

1.o caso: Caso que p = 1.

Neste caso nada temos a demonstrar.

2.o caso: Caso que p > 1.

Considerando-se a sequência (sn)n∈N dada por

sn
.
= p

1
n − 1, n ∈ N, (5.24)

teremos que

sn > 0, n ∈ N

e, do Corol�ario (5.5.1), segue que

1+ nsn
(5.22)

≤ (1+ sn)
n (5.24)

= p.

Assim

0 < sn ≤ p− 1

n
, n ∈ N.

Do item (a), segue que
p− 1

n
→ 0

e portanto, do Teorema do confronto, segue que

sn → 0, ou seja, p
1
n − 1 = sn → 0, ou ainda, p

1
n → 1.

Portanto

lim
n→∞p

1
n = 1.
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3.o caso: Caso que 0 < p < 1.

Se considerarmos

q
.
=

1

p
,

teremos q > 1.

Assim, do 2.o caso, segue que

lim
n→∞q

1
n = 1, ou seja, 1 = lim

n→∞
(
1

p

) 1
n

= lim
n→∞ 1

p
1
n

=
1

lim
n→∞p

1
n

,

implicando que

lim
n→∞p

1
n = 1,

completando a demonstra�c~ao do item.

De (c):

Consideremos a sequência (sn)n∈ dada por:

sn
.
= n

1
n − 1, n ∈ N. (5.25)

Como

sn ≥ 0, n ∈ N,

do Corol�ario (5.5.1), segue que

n(n− 1)

2
s2n

(5.22)

≤ (1+ sn)
n (5.22)

= n,

que implicar�a em

0 ≤ sn ≤
√

2

n− 1
, para n ∈ {2, 3, 4, · · · }.

A�rmamos que √
2

n− 1
→ 0,

cuja prova ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Assim, do Teorema do confronto, segue que

sn → 0, quando n → ∞, ou seja , n
1
n → 1 quando n → ∞.

Portanto,

lim
n→∞n

1
n = 1,

completando a demonstra�c~ao do item.

De (d):

Seja k ∈ N de modo que k > α, que existe pois R �e arquimedeano.

Para n > 2k temos que

n(n− 1) · · · (n− k+ 1) >
nk

2k

cuja demonstra�c~ao ser�a deixada como exerc��cio para o leitor. Ex. 5.6 - 0,5

Assim, do binômio de Newton, segue que

(1+ p)n >

(
n

k

)
pk =

n(n− 1) · · · (n− k+ 1)

k!
pk >

nkpk

2kk!
.
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Logo,

0 <
nα

(1+ p)n
<

2kk!

pk
nα−k, para n > 2k.

Como

α− k < 0, teremos nα−k → 0, quando n → ∞.

Logo, do Teorema do confronto, segue que

nα

(1+ p)n
→ 0, quando n → ∞.

Portanto

lim
n→∞ nα

(1+ p)n
= 0,

completando a demonstra�c~ao do item.

De (e):

Se x = 0 nada temos a fazer, pois xn = 0 para cada n ∈ N.
Se 0 < |x| < 1, ent~ao considerando-se

p
.
=

1

|x|
− 1, teremos p > 0. (5.26)

Logo do item (d) acima , com α = 0, segue que

0 = lim
n→∞ 1

(1+ p)n
(5.26)
= lim

n→∞ 1(
1
|x|

)n = lim
n→∞ |x|n.

Mas

lim
n→∞ |x|n = 0,

implicar�a, pela Proposi�c~ao (5.1.3) (c), que lim
n→∞ xn = 0, completando a demonstra�c~ao do item e do

resultado. �

5.6 Séries Numéricas

Nesta se�c~ao trataremos de um classe especial de sequências denominadas s�eries.

Mais precisamente temos a:

Definição 5.6.1 Dada uma sequência (an)n∈N, onde an ∈ C para cada n ∈ N, podemos conside-

rar a sequência (sn)n∈N dada por:

sn
.
=

n∑
k=1

ak = a1 + a2 + · · ·+ an.

A sequência (sn)n∈N ser�a denominada série numérica associada a sequência num�ercia (an)n∈N

e indicada por

∞∑
n=1

an.

Os n�umeros an, n ∈ N, ser~ao denominados termos da série numérica

∞∑
n=1

an.
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Os n�umeros sn, n ∈ N, ser~ao denominados soma parcial de ordem n da s�erie num�erica∞∑
n=1

an.

Diremos que a s�erie num�erica

∞∑
n=1

an �e convergente para s em (C, d), se a sequência

num�ercia (sn)n∈N for convergente para s em (C, d), isto �e,

sn → s ou lim
n→∞ sn = s em (C, d).

Neste caso, diremos s ∈ C �e a soma da série numérica
∞∑
n=1

an e escreveremos

∞∑
n=1

an
.
= s.

Caso contr�ario, diremos que a s�erie num�erica

∞∑
n=1

an �e divergente em (C, d).

Observação 5.6.1

(a) Utilizaremos a mesma nota�c~ao para a s�erie (isto �e, a sequência das somas parciais) e para

sua soma (isto �e, o limite, quando existir, da sequência das somas parciais).

(b) Em algumas situa�c~oes consideraremos s�eries do tipo

∞∑
n=0

an (o primeiro termo ser�a ao).

(c) Quando n~ao houver possibilidade de confus~ao, escreveremos apenas
∑

an em vez de

∞∑
n=1

an

ou

∞∑
n=0

an.

(d) Todos os resultados relacionados com o estudo de sequências num�ericas, vista nas pri-

meiras se�c~oes deste cap��tulo, se aplicam ao estudo das s�eries num�ericas, j�a que estas s~ao

casos particulares das primeiras.

Como exemplo exibiremos a seguir o Crit�erio de Cauchy para s�eries num�ericas, a saber:

Teorema 5.6.1 (Critério de Cauchy para Séries Numéricas)

A s�erie num�erica

∞∑
n=1

an �e convergente em (R, d1) se, e somente se, dado ε > 0 existe No ∈ N,

de modo que

para m ≥ n ≥ No, teremos

∣∣∣∣∣
m∑

k=n

an

∣∣∣∣∣ < ε.

Demonstração:

Observemos que a s�erie num�erica
∞∑
n=1

an �e convergente em (R, d1) se, e somente se, a sequência

num�ericas das somas parciais (sn)n∈N �e convergente em (R, d1).
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Logo, do Crit�erio de Cauchy para sequências num�ericas em (R, d1), isto �e equivalente a, dado

ε > 0, podermos encontrar No ∈ N, de modo que

se m ≥ n ≥ No, teremos | sm︸︷︷︸
=
∑m

k=1 ak

− sn−1︸︷︷︸
=
∑n−1

k=1 ak︸ ︷︷ ︸
=
∑m

k=n ak

| < ε,

ou seja

∣∣∣∣∣
m∑

k=n

ak

∣∣∣∣∣ < ε, como quer��amos demonstrar.

�
Como consequência temos o:

Teorema 5.6.2 (Critério de Divergência para Séries Numéricas).

Se a s�erie num�erica

∞∑
n=1

an �e convergente em (R, d1) ent~ao

lim
n→∞an = 0 em (R, d1).

Demonstração:

Do resultado anterior temos que, dado ε > 0, podemos encontrar No ∈ N, de modo que

se m ≥ n ≥ No,

∣∣∣∣∣
m∑

k=n

an

∣∣∣∣∣ < ε.

Em particular, se m = n ≥ No teremos

|an| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=n

ak

∣∣∣∣∣ < ε, ou seja , lim
n→∞an = 0,

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 5.6.2 O resultado acima nos diz que a condi�c~ao

lim
n→∞an = 0

�e necessária para que a s�erie num�erica

∞∑
n=1

an seja convegente.

Mas ela não �e su�ciente.

Veremos, mais adiante, que a s�erie num�erica

∞∑
n=1

1

n
�e divergente mas

lim
n→∞ 1

n
= 0.

A s�erie acima �e conhecida como série harmônica.

04.05.2012 - 18.a
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5.7 Séries com Termos Não Negativos

A seguir trataremos de alguns exemplos de s�eries num�ericas que ser~ao importantes no estudo que vir�a

mais adiante.

Como consequência imediata do Teorema (5.3.1) temos o:

Teorema 5.7.1 Seja

∞∑
n=1

an uma s�erie num�erica de termos n~ao negativos (isto �e, an ≥ 0, n ∈ N).

Ent~ao a s�erie num�erica

∞∑
n=1

an converge em (R, d1) se, e somente se, a sequência das somas

parciais (sn)n∈N for limitada em (R, d1).

Demonstração:

Observemos que se a s�erie num�erica
∞∑
n=1

an converge em (R, d1) ent~ao a sequência das somas

parciais (sn)n∈N ser�a convergente em (R, d1), logo limitada em (R, d1).

Por outro lado, se a sequência das somas parciais (sn)n∈N (que �e mon�otona crescente) for limitada

em (R, d1), do Teorema (5.3.1) ser�a convergente, isto �e, a s�erie num�erica
∞∑
n=1

an converge em (R, d1),

completando a demosntra�c~ao do resutado.

�
Um outro resultado importante �e o:

Teorema 5.7.2 (Critério da Comparação para Séries Numéricas) Sejam (an)n∈N e (bn)n∈N
sequências num�ericas tais que existe N1 ∈ N, de modo que

0 ≤ an ≤ bn, n ≥ N1.

(a) Se a s�erie num�erica

∞∑
n=1

bn �e convergente em (R, d1) ent~ao a s�erie num�erica

∞∑
n=1

an �e

convergente em (R, d1).

(b) Se a s�erie num�erica

∞∑
n=1

an �e divergente em (R, d1) ent~ao a s�erie num�erica

∞∑
n=1

bn �e diver-

gente em (R, d1).

Demonstração:

De (a):

Como a s�erie num�erica
∞∑
n=1

bn �e convergente em (R, d1), do Crit�erio de Cauchy para s�eries num�ericas

(isto �e, Teorema (5.6.1)) segue dado ε > 0, podemos encontrar N2 ∈ N de modo que

para m ≥ n ≥ N2 , teremos

∣∣∣∣∣
m∑

k=n

bk

∣∣∣∣∣ bk≥0, ∀k∈N
=

m∑
k=n

bk < ε. (5.27)

Seja

No
.
= max{N1,N2}.
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Logo, se m ≥ n ≥ No teremos∣∣∣∣∣
m∑

k=n

ak

∣∣∣∣∣ ak≥0,∀k∈N
=

m∑
k=n

ak
ak≤bk, k≥n≥No≥N1=

m∑
k=n

bk

No≥N2 e (5.27)
< ε,

mostrando que a s�erie num�erica
∞∑
n=1

an �e convergente em (R, d1), completando a demonstra�c~ao do

item.

De (b):

Suponhamos, por absurdo, que a s�erie num�erica
∞∑
n=1

bn �e convergente em (R, d1).

Ent~ao, do item (a), ter��amos que a s�erie num�erica
∞∑
n=1

an ser�a convergente em (R, d1), o que

contraria nossa hip�otese.

Portanto a s�erie num�erica
∞∑
n=1

bn �e divergente em (R, d1), completando a demonstra�c~ao do item e

do resultado.

�

Observação 5.7.1 No item (a) do Teorema acima, podemos substituir a hip�otese

0 ≤ an ≤ bn, n ≥ N1

por

0 ≤ |an| ≤ bn, n ≥ N1

que a conclus~ao continuar�a v�alida, mesmo no caso em que a sequência (an)n inN seja complexa.

Para ver isto, basta ver na demonstra�c~ao do item (a), que se n ≥ No teremos:∣∣∣∣∣
m∑

k=n

ak

∣∣∣∣∣ desigualdade triangular
≤

m∑
k=n

|ak|
|ak|≤bk, k≥n≥No≥N1

≤
m∑

k=n

bk

No≥N2 e (5.27)
< ε,

mostrando, pelo Crit�erio de Cauchy para s�eries num�ericas (isto �e, Teorema (5.6.1)), que as

s�eries num�ericas

∞∑
n=1

an,

∞∑
n=1

|an| s~ao convergentes em (R, d1).

Temos tamb�em a:

Proposição 5.7.1 Seja x ∈ (0, 1) �xado. Ent~ao a s�erie num�erica

∞∑
n=0

xn �e convergente em (R, d1)

e sua soma ser�a
1

1− x
, isto �e,

∞∑
n=0

xn =
1

1− x
, para cada x ∈ (0 , 1) .

Se x ∈ [1,∞) est�a �xado, ent~ao a s�erie num�erica acima ser�a divergente em (R, d1).
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Demonstração:

Observemos que se xo ∈ (0, 1) est�a �xado, temos que a sequência das somas parciais (sn)n∈N

associada �a s�erie
∞∑
n=0

xno ter�a os seguintes termos:

sn =

n∑
k=0

xko
soma dos n primeiros termos de uma P.G. de raz~ao xo∈(0,∞)\{1}

=
1− xn+1

o

1− xo
. (5.28)

Para ver isto basta veri�car que (veri�que!)

(1− xo) (1+ xo + x2o + · · ·+ xno ) = 1− xn+1
o .

Como xo ∈ (0, 1), fazendo n → ∞, segue da Proposi�c~ao (5.5.2) item (e), que

xn+1
o → 0.

Logo, fazendo n → ∞ em (5.28), teremos

sn → 1

1− xo
,

ou seja, ∞∑
n=0

xno =
1

1− xo
, para cada xo ∈ (0, 1),

ou seja, a s�erie num�erica
∞∑
n=0

xno �e convergente em (R, d1) e sua soma ser�a
1

1− xo
. Se xo = 1 temos que

sn = n, n ∈ Z+,

assim

sn → ∞, quando n → ∞,

ou seja, a s�erie num�erica ∞∑
n=0

1n =

∞∑
n=0

1,

ser�a divergente em (R, d1).

Finalmente, para xo ∈ (1,∞) �xado, segue

1 = 1n ≤ xno , para todo n ∈ N.

Como a s�erie num�erica ∞∑
n=0

1n =

∞∑
n=0

1

�e divergente em (R, d1) segue, do Crit�erio da Compara�c~ao item (b), segue que a s�erie num�erica
∞∑
n=0

xno

ser�a divergente em (R, d1) se xo ∈ (1,∞), completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
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Observação 5.7.2 Considerando s�eries num�ericas de termos não negativos, o resultado acima

nos diz que a s�erie num�erica

∞∑
n=0

xn �e convergente em (R, d1) se, e somente se, x ∈ (0, 1).

A s�erie acima ser�a denominada série geométrica de razão x ∈ (0, 1).

Para a convergência de uma s�erie num�erica em (R, d1), cujos termos da sequência que a de�ne s~ao

decrescentes e n~ao negativos, temos a:

Teorema 5.7.3 (Teorema de Cauchy) Suponhamos que a sequência (an)n∈N satisfaz

a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ · · · ≥ 0, (5.29)

isto �e, a sequência num�erica (an)n∈N �e mon�otona decrescente e cujos termos s~ao n~ao negativos.

A s�erie num�erica

∞∑
n=1

an �e convergente em (R, d1) se, e somente se, s�erie num�erica

∞∑
n=0

2na2n (5.30)

�e convergente em (R, d1).

Demonstração:

Pelo Teorema (5.7.1), basta mostrar que a respectiva sequência da somas parciais �e limitada em

(R, d1).

Para cada n ∈ N, de�namos:

sn
.
= a1 + a2 + · · ·+ an , soma parcial de ordem n associada a s�erie num�erica

∞∑
n=1

an

tk
.
= a1 + 2a2 + · · ·+ 2ka2k , soma parcial de ordem k associada a s�erie num�erica

∞∑
n=0

2na2n .

Observemos que

2k+1 − 2k = 2k(2− 1) = 2k > 1, ou seja, 2k < 2k+1 − 1. (5.31)

Logo, para

n ≤ 2k
(5.31)
< 2k+1 − 1, (5.32)

teremos

sn = a1 + a2 + · · ·+ an

ak≥0,∀k∈N e (5.32)

≤ a1 + a2 + · · ·+ an + an+1 · · ·+ a2k+1−1

= a1 + (a2 + a3︸︷︷︸
≤a2

) + (a4 + a5︸︷︷︸
≤a4

+ a6︸︷︷︸
≤a4

+ a7︸︷︷︸
≤a4

) + · · ·+ (a2k + · · ·+
≤a

2k︷ ︸︸ ︷
a2k+1−1)︸ ︷︷ ︸

2k-parcelas

am+k

(5.29)

≤ am, ∀k∈N
≤ a1 + (a2 + a2) + (a4 + a4 + a4 + a4) + · · ·+ (a2k + · · ·+ a2k︸ ︷︷ ︸

2k-parcelas

)

≤ a1 + 2a2 + 4a4 + · · ·+ 2ka2k = tk,
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ou seja,

sn ≤ tk, se n ≤ 2k.

Por outro lado, para

n > 2k (5.33)

teremos:

sn = a1 + a2 + · · ·+ an

(5.33)

≥ a1 + a2 + · · ·+ · · ·+ a2k

= a1 + a2 + ( a3︸︷︷︸
≥a4

+a4) + ( a5︸︷︷︸
≥a8

+ a6︸︷︷︸
≥a8

+ a7︸︷︷︸
≥a8

+a8) + · · ·+ (

≥a
2k︷ ︸︸ ︷

a2k−1+1+ · · ·+ a2k︸ ︷︷ ︸
2k−1-parcelas

)

am

(5.29)

≥ am+k,∀k∈N
≥ a1 + a2 + (a4 + a4) + (a8 + a8 + a8 + a8) + · · ·+ (a2k + · · ·+ a2k︸ ︷︷ ︸

2k−1-parcelas

)

≥ 1

2
a1 + a2 + 2a4 + 4a8 + · · ·+ 2k−1a2k =

1

2

(
a1 + 2a2 + 4a4 + 8a8 + · · ·+ 2ka2k

)
=

1

2
tk,

ou seja,

2sn ≥ tk, se n > 2k.

Portanto a sequência das somas parciais (sn)n∈N ser�a limitada em (R, d1) se, e somente se, sequência

das somas parciais (tk)k∈N for limitada em (R, d1), ou seja, a s�erie num�erica
∞∑
n=1

an ser�a convergente

em (R, d1) se, e somente se, s�erie num�erica
∞∑
n=0

2na2n �e convergente em (R, d1), completando a de-

monstra�c~ao do resultado.

�

Observação 5.7.3 Observemos que

∞∑
n=0

2na2n = a1 + 2a2 + 4a4 + 8a8 + · · · .

Um exemplo importante �e dado pela:

Proposição 5.7.2 A s�erie num�erica ∞∑
n=1

1

np

�e convergente em (R, d1) se p ∈ (1,∞) e divergente em (R, d1) se p ∈ (−∞, 1].

Demonstração:

Notemos que se

p ∈ (−∞, 0],

segue que

lim
n→∞ 1

np
= lim

n→∞n−p
−p≥0

̸= 0,

ou ainda, ser�a igual a +∞ se p ∈ (−∞, 0) e ser�a 1 se p = 0.
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Logo, do Crit�erio da Divergência (isto �e, Teorema (5.6.2)), segue que a s�erie num�erica
∞∑
n=1

1

np
�e

divergente em (R, d1).

Se

p ∈ (0,∞)

podemos aplicar o Teorema de Cauchy (isto �e, Teorema (5.7.3)) a sequência (an)n∈N onde

an
.
=

1

np
, n ∈ N.

Notemos que a sequência num�erica (an)n∈N ser�a decrescente (pois p ∈ (0,∞)) e n~ao negativa.

Observemos tamb�em que

a2n =
1

(2n)p
=

1

2np
, n ∈ N. (5.34)

Assim a s�erie num�erica que temos que estudar a convergência em (R, d1) ser�a a s�erie num�erica:

∞∑
n=0

2na2n
(5.34)
=

∞∑
n=0

2n
1

2np
=

∞∑
n=0

2(1−p)n.

Logo a s�erie num�erica ∞∑
n=0

2na2n (5.35)

ser�a convergente em (R, d1) se, e somente se, a s�erie num�erica

∞∑
n=0

1

2(p−1)n
=

∞∑
n=0

(
1

2(p−1)

)n

for convergente em (R, d1).

Mas esta �ultima �e uma s�erie geom�etrica de raz~ao

x
.
=

1

2p−1
.

Logo, da Proposi�c~ao (5.7.1), a s�erie (5.35) ser�a convergente (�e uma s�erie cujos termos s~ao n~ao

negativos) se, e somente se,

1

2p−1

.
= x ∈ (0, 1), ou seja p− 1 ∈ (0,∞), ou ainda, p ∈ (1,∞).

Assim, do Teorema de Cauchy, a s�erie ∞∑
n=1

1

np

ser�a convergente em (R, d1) se, e somente se, p ∈ (1,∞), completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 5.7.4 A s�erie num�erica acima �e denominada uma p-série.

Um outro exemplo importante �e dado pela:
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Proposição 5.7.3 Se p ∈ (1,∞) �xado. Ent~ao a s�erie num�erica

∞∑
n=2

1

n [lnn]p
(5.36)

�e convergente em (R, d1).

Se p ∈ (−∞, 1] a s�erie num�erica (5.36) ser�a divergente em (R, d1).

Demonstração:

Notemos que se n ≥ 3 segue que

ln(n) ≥ ln(3) ≥ ln(e) = 1. (5.37)

Com isto para

p ∈ (−∞, 0]

�xado, teremos

1

n[ln(n)]p
=

(5.37)

≥ 1︷ ︸︸ ︷
[ln(n)]−p

n
≥ 1

n
, se n ≥ 3.

Como a s�erie
∞∑
n=2

1

n
�e divergente em (R, d1) (veja a Proposi�c~ao (5.7.2) com p = 1), do Teorema

da compara�c~ao para s�eries num�ericas (isto �e, o Teorema (5.7.2) (b)), segue que a s�erie num�erica∞∑
n=2

1

n[lnn]p
�e divergente em (R, d1) se p ∈ (−∞, 0].

Para p ∈ [0,∞) �xado, observamos que a fun�c~ao

y = x [ln(x)]p , x ∈ (0,∞)

�e uma fun�c~ao crescente em (0,∞) (veri�que!).

Assim a sequência num�erica (n(ln(n))p)n∈N ser�a uma sequência mon�otona crescente e portanto a

sequência num�erica

(
1

n[ln(n)]p

)
n∈N

ser�a uma sequência mon�otona decrescente.

Logo, podemos aplicar o Teorema de Cauchy (isto �e, o Teorema (5.7.3)) para a sequência (an)n∈N
dada por

an
.
=

1

n[lnn]p
, n ≥ 2.

Logo estudar a convergência da s�erie num�erica
∞∑
n=2

1

n[lnn]p
em (R, d1), ser�a equivalente a estudar

a convergência da s�erie num�erica

∞∑
k=2

2ka2k =

∞∑
k=2

2k
1

2k[ln(2k)]p
=

∞∑
k=2

1

(k ln 2)p
=

1

(ln 2)p

∞∑
k=2

1

kp

em (R, d1).

Notemos que, da Proposi�c~ao (5.7.2), segue que a s�erie num�erica
∞∑
k=2

1

kp
ser�a convergente em (R, d1)

se, e somente se, p ∈ (1,∞).
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Portanto a s�erie num�erica
∞∑
n=2

1

n[lnn]p
ser�a convergente em (R, d1) se, e somente se, p ∈ (1,∞).

Em particular, a s�erie num�erica
∞∑
n=2

1

n[lnn]p
ser�a divergente em (R, d1) se, e somente se, p ∈

(−∞, 1], completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

5.8 O Número de Euler, e

Come�caremos a se�c~ao de�nindo o n�umero de Euler. Para isto observemos que:

Observação 5.8.1 A s�erie num�erica ∞∑
n=0

1

n!

�e convergente em (R, d1).

De fato,

Observemos que

0 ≤ sn =
1

0!
+

1

1!
+

1

2!
+

1

3!
· · ·+ 1

n!
= 1+ 1+

1

2.1︸︷︷︸
≥2

+
1

3.2.1︸︷︷︸
≥2.2

+ · · ·+ 1

n.(n− 1) · · · 2.1︸ ︷︷ ︸
≥ 2.2 · · · 2︸ ︷︷ ︸

(n−1)−fatores

< 1+ 1+
1

2
+

1

2.2
+ · · ·+ 1

2 · · · 2︸ ︷︷ ︸
(n−1)−fatores︸ ︷︷ ︸

<1

< 3.

Logo a sequência das somas parciais (sn)n∈N �e crescente (pois an =
1

n!
≥ 0, n ∈ N) e limitada

em (R, d1).

Logo, do Teorema (5.3.1), segue que a sequência num�erica (sn)n∈N ser�a convergente em

(R, d1).

Portanto a s�erie num�erica

∞∑
n=0

1

n!
�e convergente em (R, d1).

Com isto temos a:

Definição 5.8.1 De�namos o número de Euler, indicado por e, como sendo o n�umero real

maior que zero,

e
.
=

∞∑
n=0

1

n!
. (5.38)

Podemos obter o n�umero de Euler, e, de outro modo, como mostra a:

Proposição 5.8.1 Temos que

lim
n→∞

(
1+

1

n

)n

= e. (5.39)
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Demonstração:

De fato, sejam

sn
.
=

n∑
k=0

1

k!
e tn

.
=

(
1+

1

n

)n

, n ∈ N.

O binômio de Newton implicar�a que

tn =

n∑
k=0

(
n

k

)
1n−k.

(
1

n

)k

=

(
n

0

)
︸ ︷︷ ︸

=1

+

(
n

1

)
︸ ︷︷ ︸

=n

1

n
+

(
n

2

)
︸ ︷︷ ︸
=

n(n−1)
2!

(
1

n

)2

+ · · ·+
(

n

n

)
︸ ︷︷ ︸

=1

(
1

n

)n

= 1+ n
1

n
+

n(n− 1)

2!

1

n2
+

n(n− 1)(n− 2)

3!

1

n3
+ · · ·+ 1

nn

= 1+ 1+
1

2!

n2 − n

n2
+

1

3!

n3 − 3n2 + 2n

n3
+ · · ·+ 1

nn

= 1+ 1+
1

2!

(
1−

1

n

)
++

1

3!

(
1−

1

n

)(
1−

2

n

)
+ · · ·+ 1

n!

(
1−

1

n

)(
1−

2

n

)
· · ·
(
1−

n− 1

n

)
1− k

n
≤1, k∈N
≤ 1+ 1+

1

2!
+ +

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
= sn.

Logo

tn ≤ sn, n ∈ N,

assim, da Proposi�c~ao (5.4.3), segue que

lim sup
n→∞ tn ≤ lim sup

n→∞ sn
Proposi�c~ao (5.4.2)

= lim
n→∞ sn

(5.38)
= e,

isto �e,

lim sup
n→∞ tn ≤ e. (5.40)

Por outro lado, se n ≥ m temos, como na identidade acima, que:

tn = 1+ 1+
1

2!

(
1−

1

n

)
++

1

3!

(
1−

1

n

)(
1−

2

n

)
+ · · ·+ 1

n!

(
1−

1

n

)(
1−

2

n

)
· · ·
(
1−

n− 1

n

)
= 1+ 1+

1

2!

(
1−

1

n

)
++

1

3!

(
1−

1

n

)(
1−

2

n

)
+ · · ·+ 1

m!

(
1−

1

n

)(
1−

2

n

)
· · ·
(
1−

m− 1

n

)
+

+
1

(m+ 1)!

(
1−

1

n

)(
1−

2

n

)
· · ·
(
1−

(m+ 1) − 1

n

)
+

+ · · ·+ 1

n!

(
1−

1

n

)(
1−

2

n

)
· · ·
(
1−

n− 1

n

)
≥ 1+ 1+

1

2!

(
1−

1

n

)
+

1

3!

(
1−

1

n

)(
1−

2

n

)
+ · · ·+ 1

m!

(
1−

1

n

)(
1−

2

n

)
· · ·
(
1−

m− 1

n

)
Logo fazendo n → ∞, e mantendo m ∈ N �xado acima, obteremos

lim inf
n→∞ tn ≥ lim inf

n→∞
[
1+ 1+

1

2!

(
1−

1

n

)
+

1

3!

(
1−

1

n

)(
1−

2

n

)
+ · · ·

+
1

m!

(
1−

1

n

)(
1−

2

n

)
· · ·
(
1−

m− 1

n

)]
= 1+ 1+

1

2!
+ +

1

3!
+ · · ·+ 1

m!
= sm,
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ou seja,

sm ≤ lim inf
n→∞ tn, para cada m ∈ N.

Fazendo m → ∞ na desigualdade acima obteremos

e
(5.38)
= lim

m→∞ sm ≤ lim inf
n→∞ tn,

isto �e,

e ≤ lim inf
n→∞ tn

Observa�c~ao (5.4.2)

≤ lim sup
n→∞ tn

(5.40)
= e.

Portanto

lim sup
n→∞ tn = lim inf

n→∞ tn = e.

Logo, da Pproposi�c~ao (5.4.2), segue que a sequência (tn)n∈N �e convergente para e, isto �e,

lim
n→∞ tn = e,

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 5.8.2

(a) O limite (5.39) �e conhecido como 2.o Limite Fundamental.

(b) Podemos determinar o erro em aproximar e por sn, n ∈ N.

Para ver isto, observemos que

0 ≤ sn ≤ e, n ∈ N,

pois a sequência num�erica (sn)n∈N �e estritamente cerscente.

Al�em disso, temos que:

e− sn =
1

(n+ 1)!
+

1

(n+ 2)!
+

1

(n+ 3)!
+ · · ·

=
1

(n+ 1)!
[1+

1

n+ 2
+

1

(n+ 3)(n+ 2)
+

1

(n+ 4)(n+ 3)(n+ 2)
· · ·

n+k>n,∀k∈N
<

1

(n+ 1)!

1+
1

n+ 1
+

1

(n+ 1)2
+ · · ·︸ ︷︷ ︸

P.G. de raz~ao 1
n+1

< 1

 =
1

(n+ 1)!

1

1− 1
n+1

=
n+ 1

(n+ 1)!n
=

1

n!n
.

0 < e− sn <
1

n!n
. (5.41)

Deste modo podemos estimar o erro de aproxima�c~ao sn para e, para n ∈ N.

Por exemplo s10 �e uma aproxima�c~ao de e, com erro inferior a
1

10! 10
.

A equa�c~ao (5.41) implica que o n�umero e �e irracional, como nos diz a:
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Proposição 5.8.2 O n�umero e �e um n�umero irracional.

Demonstração:

Suponhamos, por absurdo, que o n�umero e �e um n�umero racional, isto �e,

e =
p

q
, onde p, q ∈ N.

Segue, de (5.41), que

0 < e− sq <
1

q!q
,

isto �e,

0 < q!(e− sq) <
1

q
. (5.42)

Sabemos que

q! e = [q.(q− 1) · · · 2]p
q
= [(q− 1) · · · 2] .p ∈ N,

isto �e, o n�umero real q! e �e um n�umero inteiro, n~ao negativo.

Al�em disso

q! sq = q!

(
1+ 1+

1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

q!

)
= q! + q! +

q!

2!
+

q!

3!
+ · · ·+ q!

(q− 1)!
+

q!

q!

= q! + q! + q.(q− 1).(q− 2) · · · 3+ q.(q− 1).(q− 2) · · · 4+ · · ·+ q+ 1 ∈ N,

ou seja

q! sq ∈ N,

isto �e, o n�umero real q! sq �e um n�umero inteiro, n~ao negativo.

Assim

q! (e− sq) = q! e︸︷︷︸
∈N

−q! sq︸︷︷︸
∈N

sq<e

∈ N.

Como q ≥ 1, logo
1

q
≤ 1, a equa�c~ao (5.42) implicar�a na existência de um n�umero inteiro no

intervalo (
0,

1

q

)
⊆ (0, 1],

o que �e um absurdo.

Logo o n�umero real e n~ao �e um n�umero racional, isto �e, �e um n�umero irracional, completando a

demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 5.8.3 Pode-se mostrar que o n�umero e não �e um n�umero alg�ebrico, isto �e, n~ao

existe nenhum polinômio com coe�cientes inteiros de modo que o n�umero e seja uma raiz.

A prova deste fato ser�a omitida (ver I.N. Herstein - Topics in Algebra (1964)).

09.05.2012 - 19.a
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5.9 Testes da Raiz e da Razão para Séries Numéricas

A seguir exibiremos dois crit�erios importantes no estudo das s�eries num�ericas, a saber:

Teorema 5.9.1 (Teste da Raiz) Dada a s�erie num�erica (complexa)

∞∑
n=0

an considere

α
.
= lim sup

n→∞ |an|
1
n ≥ 0.

Ent~ao:

(a) Se α < 1, a s�erie num�erica

∞∑
n=0

an ser�a convergente em (C, d2).

(b) Se α > 1, a a s�erie num�erica

∞∑
n=0

an ser�a divergente em (C, d2).

Demonstração:

De (a):

Se 0 ≤ α < 1 podemos escolher β ∈ R de modo que

β ∈ (α, 1).

Como β > α, da Proposi�c~ao (5.4.1) (a2), segue que podemos encontar No ∈ N tal que

se n ≥ No, teremos |an|
1
n < β,

ou seja,

|an| < βn, para n ≥ No.

Como β ∈ (0, 1), segue que a s�erie num�erica
∞∑
n=0

βn ser�a convergente em (R, d1) (pois �e uma s�erie

geom�etrica de raz~ao β ∈ (0, 1)).

Logo, do crit�erio da compara�c~ao (veja Observa�c~ao (5.7.1)), segue que a s�erie num�erica
∞∑
n=0

an ser�a

convergente em (C, d2), completando a demonstra�c~ao do item.

De (b):

Se

1 < α = lim sup
n→∞ |an|

1
n

ent~ao, da de�ni�c~ao de lim sup, segue que existe uma subsequência (ank
)k∈N da sequência (an)n∈N, de

modo que

|ank
|

1
nk → α > 1.

Logo, podemos encontar No ∈ N, de modo que

se nk ≥ No, teremos |ank
|

1
nk > 1, ou seja, |ank

| > 1.

Portanto a sequência (an)n∈N n~ao convergir�a para zero, pois se isso ocorresse, toda subsequência

sua seria convergente para zero e a subsequência (ank
)k∈N n~ao tem essa propriedade.

Logo do crit�erio da divergência (isto �e, Teorema (5.6.2)), segue que a s�erie num�erica
∞∑
n=0

an ser�a

divergente em (C, d2), completando a demonstra�c~ao do item e do resultado.

�
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Observação 5.9.1 Se no Teorema acima, tivermos α = 1, nada podemos concluir, isto �e,

pode ocorrer da s�erie num�erica

∞∑
n=0

an ser convergente ou divergente em (C, d2).

Para ver isto consideremos as s�eries num�ericas

∞∑
n=0

1

n
e

∞∑
n=0

1

n2
.

Da Proposi�c~ao (5.7.2), segue que a primeira diverge (pois p = 1) e a segunda converge (pois

p = 2) em (R, d1).

Observemos que

α1
.
= lim sup

n→∞
∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣ 1n = lim sup

n→∞
1

n
1
n

=
1

lim sup
n→∞ n

1
n

=
1

lim
n→∞n

1
n

Proposi�c~ao (5.5.2) (c)
= 1

e

α2
.
= lim sup

n→∞
∣∣∣∣ 1n2

∣∣∣∣ 1n = lim sup
n→∞

1

n
2
n

=
1

lim sup
n→∞ n

2
n

=
1(

lim
n→∞n

2
n

) =
1(

lim
n→∞n

1
n

)2 Proposi�c~ao (5.5.2) (c)
= 1,

isto �e,

α1 = α2 = 1,

e a primeira s�erie num�erica �e divergente e a segunda �e convergente em (R, d1).

Um outro teste importante �e dado pelo:

Teorema 5.9.2 (Teste da Razão) Consideremos a s�erie num�erica

∞∑
n=0

an onde an ̸= 0, n ∈ N.

Ent~ao:

(a) se

α
.
= lim sup

n→∞
∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ < 1,

ent~ao a s�erie num�erica

∞∑
n=0

an ser�a convergente em (C, d2).

(b) se pudermos encontrar No ∈ N, de modo que

para n ≥ No, temos

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ ≥ 1,

ent~ao a s�erie num�erica

∞∑
n=0

an ser�a divergente em (C, d2).

Demonstração:

De (a):

Como α ∈ [0, 1), podemos encontar β ∈ R �e tal que

β ∈ (α, 1)
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.

Logo, da Proposi�c~ao (5.4.1) (a2) (como β �e maior que α, que �e o lim sup), podemos encontar

No ∈ N, de modo que

se n ≥ No, teremos

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ < β,

ou seja

|an+1| < β |an|, n ≥ No,

ou ainda,

|aNo+k+1| < β |aNo+k|, k ∈ N. (5.43)

Com isto a�rmamos que, para cada m ∈ N, teremos

|aNo+m| < βm|aNo | , para todo m ∈ N . (5.44)

Para mostrar isso usaremos indu�c~ao.

Observemos que para m = 1 a a�rma�c~ao (5.44) �e verdadeira (basta tomar k = 0 em (5.43)).

Suponhamos que a a�rma�c~ao (5.44) ocorre para m = n, isto �e,

|aNo+n| < βn |aNo |

e mostremos que ela ocorrer�a para m = n+ 1.

Para isto notemos que:

|aNo+n+1|
(5.43)

≤ β |aNo+n|
hip�otese de indu�c~ao que vale para m = n

≤ β (βn |aNo |) = βn+1 |aNo |,

isto �e, a a�rma�c~ao (5.44) �e verdadeira para m = n+ 1.

Logo ser�a verdadeira para todo m ∈ N.
Assim se n ≥ No, segue que n = No + k, para algum k ∈ {0, 1, 2, · · · }, logo:

|an| = |aNo+k| ≤ βk|aNo |
(k=n−No)

≤
(
β−No |aNo |

)
βn. (5.45)

Como β ∈ (α, 1) ⊆ [0, 1), segue que a s�erie num�erica
∞∑
n=1

βn ser�a convergente em (R, d1) (pois �e

uma s�erie geom�etrica de raz~ao β ∈ (0, 1)).

Portanto, de (5.45) e do crit�erio da compara�c~ao (mais precisamente da Observa�c~ao (5.7.1)), segue

que a s�erie num�erica
∞∑
n=1

an �e convergente em (C, d2), completando a demonstra�c~ao do item.

De (b):

Como

para n ≥ No, teremos

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ ≥ 1,

ent~ao

|an+1| ≥ |an|, para n ≥ No.

Em particular,

|an| ≥ |aNo | > 0, para n ≥ No,

assim

lim inf
n→∞ |an| ≥ |aNo | > 0.
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Logo a sequência (an)n∈N, se for convergente, n~ao convergir�a para zero em (C, d2).

Portanto, do crit�erio da divergência (isto �e, Teorema (5.6.2)), segue que a s�erie num�erica
∞∑
n=1

an

ser�a divergente em (C, d2), completando a demonstra�c~ao do item e do resultado.

�

Observação 5.9.2 Se no Teorema acima tivermos α = 1, nada poderemos concluir, isto �e,

pode ocorrer da s�erie num�erica

∞∑
n=0

an ser convergente ou divergente em (C, d2).

Para ver isto consideremos as s�eries num�ericas∞∑
n=0

1

n
e

∞∑
n=0

1

n2
.

Da Proposi�c~ao (5.7.2), segue que a primeira s�eria num�erica acima diverge (pois p = 1) e a

segunda converge (pois p = 2) em (R, d1).

Observemos que

α1
.
= lim sup

n→∞
∣∣∣∣∣∣∣

1

n+ 1
1

n

∣∣∣∣∣∣∣ = lim sup
n→∞

∣∣∣∣ n

n+ 1

∣∣∣∣ = lim
n→∞ n

n+ 1
= 1

e

α2
.
= lim sup

n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

(n+ 1)2

1

n2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = lim sup
n→∞

∣∣∣∣ n2

(n+ 1)2

∣∣∣∣ = lim
n→∞ n2

(n+ 1)2
= 1,

isto �e,

α1 = α2 = 1,

a primeira s�erie num�erica �e divergente e a segunda �e convergente em (R, d1).

A seguir consideraremos dois exemplo interessantes:

Exemplo 5.9.1

1. Consideremos a s�erie num�erica

1

2
+

1

3
+

1

22
+

1

32
+

1

23
+

1

33
+

1

24
+

1

34
+ · · · .

Temos que os termos an da s�erie acima s~ao tais que an > 0 , para todo n ∈ N.

Observemos que os termos da sequência

(
an+1

an

)
n∈N

ser~ao dados por:

an+1

an
=



1

3
n+1
2

1

2
n+1
2

, se n �e ��mpar

1

2
n
2
+1

1

3
n
2

, se n �e par

=



2
n+1
2

3
n+1
2

, se n �e ��mpar

3
n
2

2
n
2
+1

, se n �e par

=



(
2

3

)n+1
2

, se n �e ��mpar

1

2

(
3

2

)n
2

, se n �e par

,
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ou seja, a sequência (2

3

) (2n+1)+1

2


n∈N

=

((
2

3

)n+1
)

n∈N

(5.46)

�e uma subsequência da sequência

(
an+1

an

)
n∈N

.

Logo

0 ≤ lim inf
n→∞ an+1

an

(5.46)

≤ lim
n→∞

 2

3︸︷︷︸
∈(0,1)


n+1

= 0,

isto �e,

lim inf
n→∞ an+1

an
= 0.

Por outro lado, a sequência ((
3

2

) 2n
2 1

2

)
n∈N

=

((
3

2

)n
1

2

)
n∈N

(5.47)

tamb�em �e uma subsequência da sequência

(
an+1

an

)
n∈N

.

Logo

lim sup
n→∞

an+1

an

(5.47)

≥ lim
n→∞

 3

2︸︷︷︸
∈(1,∞)


n

1

2
= ∞,

isto �e,

lim sup
n→∞

an+1

an
= ∞.

Ent~ao não podemos aplicar o teste da raz~ao �a s�erie num�erica acima.

1. Observemos que sequência (
1

3n

)
n∈N

(5.48)

tamb�em �e uma subsequência da sequência (an)n∈N.

De fato, pois ela corresponde a subsequência (a2m)m∈N, pois

a2m =
1

3m
, m ∈ N.

Logo

0 ≤ lim inf
n→∞ (an)

1
n

(5.48)

≤ lim
m→∞

(
1

3m

) 1
2m

= lim
m→∞

[(
1

3

) 1
2

]m
m

=
1√
3
,

isto �e,

0 ≤ lim inf
n→∞ (an)

1
n ≤

√
3

3
< 1.
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Por outro lado, a sequência (
1

2n

)
n∈N

(5.49)

tamb�em �e uma subsequência da sequência (an)n∈N .

De fato, ela corresponde a subsequência (a2m−1)m∈N onde

a2m−1 =
1

2m
, m ∈ N.

Assim

α
.
= lim sup

n→∞ (an)
1
n

(5.49)

≥ lim
m→∞

(
1

2m

) 1
2m−1

= lim
m→∞

[(
1

2

) 1
2

] 2m−1
2m−1

=
1√
2
=

√
2

2
.

Deixaremos como exerc��cio para o leitor mostrar que

α =

√
2

2
.

Assim α ∈ (0, 1) e, do teste da raiz, segue a s�erie num�erica

∞∑
n=1

an ser�a convergente em

(R, d1).

2. Consideremos a s�erie num�erica

1

2
+ 1+

1

8
+

1

4
+

1

32
+

1

16
+

1

128
+

1

64
+ · · · .

Temos que os termos an, para n ∈ N, da s�erie acima s~ao tais que

an > 0, para n ∈ N.

Ser�a deixado como exerc��cio para o leitor mostrar que:

lim inf
n→∞ an+1

an
≤ 1

8
, lim sup

n→∞
an+1

an
≥ 2 e lim sup

n→∞ (an)
1
n =

1

2
.

Logo, neste exemplo, não podemos aplicar o teste da raz~ao, mas podemos aplicar o teste

da raiz para, concluir que a s�erie num�erica

∞∑
n=1

an �e convergente em (R, d1).

2. O teste da raz~ao �e mais simples de ser aplicado do que teste da raiz.

Por�em, vale observar que, quando o teste da raz~ao pode se aplicado o teste da raiz tamb�em

poder�a.

O mesmo n~ao ocorre com a rec��proca, isto �e, existem situa�c~oes (como as dos dois exemplos

acima) que o teste da raz~ao não pode ser aplicado mas o teste da raiz pode.

Isto na verdade �e consequência do seguinte resultado:
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Teorema 5.9.3 Seja (an)n∈N uma sequência de n�umeros reais positivos. Ent~ao

lim inf
n→∞

(
an+1

an

)
≤ lim inf

n→∞ (an)
1
n

lim sup
n→∞ (an)

1
n ≤ lim sup

n→∞
(
an+1

an

)
.

Demonstração:

Provaremos a segunda desigualdade.

A primeira ser�a deixada como exerc��cio para o leitor. Ex. 5.7 - 0,5

Consideremos

α
.
= lim sup

n→∞
(
an+1

an

)
.

Dividiremos a demonstra�c~ao em casos, a saber:

1.o Caso: quando α = ∞.

Neste caso n~ao temos nada temos a demonstrar pois

lim sup
n→∞ (an)

1
n ≤ ∞ = α = lim sup

n→∞
(
an+1

an

)
.

2 .o Caso: quando α ∈ [0,∞).

Neste caso, escolhendo β ∈ (α,∞), da Proposi�c~ao (5.4.1) (a2), podemos encontrar No ∈ N, de
modo que

se n ≥ No, temos
an+1

an
≤ β.

Em particular, para todo k ∈ N teremos

aNo+k+1 ≤ βaNo+k.

Assim

aNo+1 ≤ βaNo , aNo+2︸ ︷︷ ︸
≤βaNo+1

≤ β aNo+1︸ ︷︷ ︸
≤βaNo

≤ β (βaNo) = β2 aNo .

Ser�a deixado como exerc��cio para o leitor mostrar, por indu�c~ao, que

aNo+p ≤ βp aNo . (5.50)

Com isto, se n ≥ No, segue que

n = No + p, para algum p ∈ N.

Logo

an = aNo+p

(5.50)

≤ βp aNo = βn−No aNo = β−No aNoβ
n.

Logo

(an)
1
n ≤

(
β−NoaNoβ

n
) 1

n
=
(
β−NoaNo

) 1
n
β.

Notemos que, da Proposi�c~ao (5.4.3) (tomando-se tn
.
= β para todo n ∈ N) e da Proposi�c~ao (5.5.2)

(b) (tomando-se p = β−NoaNo > 0), segue que

lim sup
n→∞ (an)

1
n ≤ lim sup

n→∞
[(

β−NoaNo

) 1
n
β

]
β>0
= β lim sup

n→∞
[
β−NoaNo

] 1
n︸ ︷︷ ︸

Prop. (5.5.2) (b)
= 1

p
.
=β−NoaNo>0

= β.
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Como isto ocorre para todo β ∈ (α,∞), segue que lim sup
n→∞ (an)

1
n n~ao pode ser maior que α, ou

seja,

lim sup
n→∞ (an)

1
n ≤ α,

ou seja,

lim sup
n→∞ (an)

1
n ≤ lim sup

n→∞
an+1

an
,

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

5.10 Séries de Potências

Definição 5.10.1 Dada uma sequência de n�umeros complexos (cn)n∈N, a s�erie

∞∑
n=0

cnz
n, z ∈ C, (5.51)

ser�a denominada série de potências.

Os n�umeros complexos cn ser~ao ditos coeficientes da série de potência (5.51).

A seguir exibiremos alguns exemplos de s�eries de potências.

Exemplo 5.10.1

(a) A s�erie ∞∑
n=0

zn, z ∈ C,

�e uma s�erie de potências.

Neste caso

cn = 1, para todo n ∈ N.

(b) A s�erie ∞∑
n=1

1

n
zn, z ∈ C,

�e uma s�erie de potências.

Neste caso

cn =
1

n
, para todo n ∈ N.

(c) A s�erie ∞∑
n=0

sen(nz), z ∈ C

não �e uma s�erie de potências.

Observação 5.10.1 Em geral, a s�erie de potências (5.51) poder�a ser convergente ou divergente,

dependendo da escolha de z ∈ C.

A seguir daremos um resultado importante no estudo da convergência das s�eries de potências

(5.51).



5.10. S�ERIES DE POTÊNCIAS 183

Teorema 5.10.1 Dada a s�erie de potências

∞∑
n=0

cn z
n, z ∈ C,

considere

α
.
= lim sup

n→∞ (|cn|)
1
n , e R

.
=



1

α
, se 0 < α < ∞

0, se α = ∞
∞, se α = 0

.

Ent~ao a s�erie de potências

∞∑
n=1

cn z
n,

{
converge para |z| < R , em (C, d2)

diverge para |z| > R , em (C, d2)
.

No caso que R = 0 a s�erie de potências s�o ser�a convergente em z = 0.

Demonstração:

Para cada zo ∈ C �xado, consideremos

an
.
= cn z

n
o , n ∈ {0, 1, 2, · · · }.

Com isto teremos:

lim sup
n→∞ (|an|)

1
n = lim sup

n→∞ (|cn z
n
o |)

1
n

|zo|≥0
= |zo| lim sup

n→∞ (|cn|)
1
n = α |zo|.

Logo aplicando o teste da raiz (isto �e, o Teorema (5.9.1)) �a s�erie num�erica
∞∑
n=1

cn z
n
o , segue que a

s�erie num�erica
∞∑
n=1

cn z
n
o ser�a:

{
convergente, se α |zo| < 1 , em (C, d2)

divergente, se α |zo| > 1 , em (C, d2)
.

Logo, se α ∈ (0,∞), do crit�erio da raiz (isto �e, teorema (5.9.1)) segue que a s�erie de potências∞∑
n=1

zn ser�a: {
convergente se, e somente se, α |z| < 1 , em (C, d2)

divergente se, e somente se, α |z| > 1 , em (C, d2),

isto �e, s�erie de potências
∞∑
n=1

zn ser�a:


convergente se, e somente se, |z| <

1

α
= R , em (C, d2)

divergente se, e somente se, |z| >
1

α
= R , em (C, d2).
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Se α = 0, teremos

α|z| = 0 < 1.

Logo a s�erie de potências
∞∑
n=1

zn ser�a convergente para todo z ∈ C, em (C, d2).

Se α = ∞ teremos

α|z| = ∞ > 1, para z ̸= 0.

Neste caso a s�erie de potências
∞∑
n=1

zn ser�a divergente para todo z ∈ C∗, em (C, d2), ou ainda, s�o

ser�a convergente se z = 0 em (C, d2), completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 5.10.2 No caso que

R ∈ (0,∞),

o Teorema acima nos diz que a s�erie de potências

∞∑
n=1

zn ser�a convergente, dentro de uma

circunferência, de centro na origem e raio R, do plano complexo e ser�a divergente em (C, d2)

fora do mesmo, em (C, d2).

Sobre a circunferência |z| = R, podemos ter pontos onde a s�erie de potências converge e

pontos onde ela diverge, relativamente a (C, d2).

-

6 C

Diverge

Converge

(0, 0)

� Pode convergir ou divergir

Definição 5.10.2 O n�umero real estendido R ∈ [0,∞], obtido no Teorema acima, ser�a denomi-

nado raio de convergência da s�erie de potências

∞∑
n=1

cn z
n.

Consideremos os seguintes exemplos:

Exemplo 5.10.2

(a) A s�erie de potências

∞∑
n=1

nnzn tem raio de convergência R = 0.

De fato, pois

α
.
= lim sup

n→∞ (|cn|)
1
n = lim sup

n→∞ (|nn|)
1
n = lim sup

n→∞ n = lim
n→∞n = ∞.
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Logo, do Teorema (5.10.1), segue que

R = 0.

Portanto, a s�erie de potências

∞∑
n=1

nnzn s�o converge para z = 0 em (C, d2).

(b) A s�erie de potências

∞∑
n=1

1

n!
zn tem raio de convergência R = ∞.

De fato, pois

α
.
= lim sup

n→∞ (|cn|)
1
n

Teorema (5.9.3)

≤ lim sup
n→∞

|cn+1|

|cn|
= lim sup

n→∞

∣∣∣∣ 1

(n+ 1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1n!
∣∣∣∣ = lim sup

n→∞
1

n+ 1
= 0.

Logo, do Teorema (5.10.1), segue que

R = ∞.

Logo a s�erie de potências

∞∑
n=1

1

n!
zn ser�a convergente em C, relativamente a (C, d2).

(c) A s�erie de potências

∞∑
n=0

zn tem raio de convergência R = 1.

De fato, pois

α
.
= lim sup

n→∞ (|cn|)
1
n = lim sup

n→∞ (|1|)
1
n = 1.

Logo, do Teorema (5.10.1), segue que

R = 1.

Observemos que se

|zo| = 1 ent~ao lim
n→∞ zno ̸= 0.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Logo a s�erie num�erica

∞∑
n=1

zno ser�a divergente para |zo| = 1, relativamente a (C, d2).

Portanto, a s�erie de potências

∞∑
n=1

zn ser�a convergente, se |z| < 1, e divergente caso

contr�ario, relativamente a (C, d2).

(d) A s�erie de potências

∞∑
n=1

1

n
zn tem raio de convergência R = 1.

De fato, pois

α
.
= lim sup

n→∞ (|cn|)
1
n = lim sup

n→∞
(
1

n

) 1
n Prop. (5.5.2)

= 1.

Logo, do Teorema (5.10.1), segue que

R = 1.
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Observemos que se z = 1 a s�erie de potências

∞∑
n=1

1

n
zn ser�a divergente (pois ser�a a s�erie

harmônica), relativamente a (C, d2).

Veremos mais adiante que se

|z| ≤ 1 e z ̸= 1,

ent~ao a s�erie de potências

∞∑
n=1

1

n
zn ser�a convergente, relativamente a (C, d2), isto �e, ela

ser�a convergente em

{z ∈ C ; |z| ≤ 1, z ̸= 1} ,

e ser�a divergente no complementar deste conjunto em C, relativamente a (C, d2).

(e) A s�erie de potências

∞∑
n=1

1

n2
zn tem raio de convergência R = 1.

De fato, pois

α
.
= lim sup

n→∞ (|cn|)
1
n = lim sup

n→∞
(

1

n2

) 1
n Prop. (5.5.2)

= 1.

Logo, do Teorema (5.10.1), segue que

R = 1.

Observemos que se |z| ≤ 1 ent~ao ∣∣∣∣ 1n2
zn
∣∣∣∣ ≤ 1

n2
, n ∈ N.

Como a s�erie num�erica

∞∑
n=1

1

n2
�e convergente (ver Teorema (5.7.2) com p = 2 > 1) em

(R, d1), segue, do Teorema da compara�c~ao (isto �e, Teorema (5.7.2) (a)) que se |z| ≤ 1 a

s�erie de potências

∞∑
n=1

1

n2
zn ser�a convergente, relativamente a (C, d2).

Portanto a s�erie de potências

∞∑
n=1

1

n2
zn ser�a convergente se |z| ≤ 1 e divergente no com-

plementar deste conjunto em C (isto �e, se |z| > 1), relativamente a (C, d2).

Observação 5.10.3 A s�erie de potência do item (c) acima �e conhecida como série geométrica

de razão z ∈ C.

16.05.2012 - 20.a

5.11 Séries Alternadas

O objetivo desta se�c~ao �e estudar s�eries num�ericas que possuam in�nitos termos positivos e negativos (se

tiver um n�umero �nito de algum destes tipos podemos tentar estud�a-la utilizando os testes anteriores).

Para este �m come�caremos com a:
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Proposição 5.11.1 Dadas duas sequências num�ericas (an)n∈Z+ e (bn)n∈Z+, de�nindo-se

An
.
=

n∑
k=0

ak, para n ∈ Z+

e

A−1
.
= 0,

ent~ao para 0 ≤ p ≤ q teremos

q∑
n=p

anbn =

q−1∑
n=p

An (bn − bn+1) +Aqbq −Ap−1bp. (5.52)

Demonstração:

Observemos que:

q∑
n=p

anbn
an=An−An−1

=

q∑
n=p

(An −An−1)bn =

q∑
n=p

Anbn −

q∑
n=p

An−1bn
(m=n−1)

=

q∑
n=p

Anbn −

q−1∑
m=p−1

Ambm+1

=

q−1∑
n=p

Anbn +Aqbq −

q−1∑
n=p

Anbn+1 −Ap−1bp =

q−1∑
n=p

An(bn − bn+1) +Aqbq −Ap−1bp,

, como quer��amos demonstrar.

�

Observação 5.11.1

1. Na identidade acima as sequências num�ericas (an)n∈Z+ e (bn)n∈Z+ podem ser formada por

n�umeros complexos.

2. A express~ao (5.52) �e denominada fórmula da soma parcial da série produto de duas

séries e ser�a �util no estudo da convergência da s�erie num�erica

∞∑
n=0

(anbn), quando a

sequência num�erica (bn)n∈Z+ �e formada por n�umeros reais e for decrescente, como ve-

remos a seguir.

Proposição 5.11.2 Na situa�c~ao da Proposi�c~ao (5.11.1) se:

(a) a sequência num�erica (An)n∈Z+, das somas parciais da s�erie num�erica

∞∑
n=0

an, for limitada

em (C, d2);

(b) a sequência (bn)n∈Z+ for decrescente, isto �e, for formada por n�umeros reais e

bo ≥ b1 ≥ b2 ≥ · · · ;

(c) lim
n→∞bn = 0 em (R, d1),

ent~ao a s�erie num�erica

∞∑
n=0

anbn �e convergente, relativamente a (C, d2).
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Demonstração:

Como a sequência (An)n∈Z+ �e limitada em (C, d2), podemos encontrar M > 0 de modo que

|An| ≤ M, para todo n ∈ Z+.

Como lim
n→∞bn = 0 em (R, d1), e a sequência (bn)n∈Z+ �e decrescente, segue que

bn ≥ 0 para todo n ∈ Z+.

Por outro lado, como lim
n→∞bn = 0, dado ε > 0, podemos encontrar No ∈ N, de modo que

se n ≥ No, teremos 0 ≤ bn ≤ ε

2M
.

Logo, para p ≥ q ≥ No, teremos:∣∣∣∣∣
q∑

n=p

anbn

∣∣∣∣∣ (5.52)=

∣∣∣∣∣
q−1∑
n=p

An(bn − bn+1) +Aqbq −Ap−1bp

∣∣∣∣∣
bn≥bn+1≥0

≤
q−1∑
n=p

|An| (bn − bn+1) + |Aq|bq + |Ap−1|bp

|An|≤M

≤ M

(
q−1∑
n=p

(bn − bn+1) + bq + bp

)
= M

[
(bp − bp+1) + (bp+1 − b(p+1)+1) + · · ·

+(bq−2 − b(q−2)+1) + (bq−1 − b(q−1)+1) + bq + bp

]
= M [(bp − bq) + bq + bp] = 2Mbp

p≥No, logo bp≤ ε
2M

≤ 2M.
ε

2M
= ε.

Logo, do crit�erio de Cauchy para s�eries num�ericas (isto �e, o Teorema (5.6.1)), segue que a s�erie

num�erica
∞∑
n=0

anbn �e convergente em (C, d2), completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Como uma consequência imediata temos o:

Teorema 5.11.1 (Critério de Leibnitz ou da Série Alternada) Suponhamos que a sequência

de n�umeros reais (cn)n∈N satisfaz:

(a) |c1| ≥ |c2| ≥ |c3| ≥ · · · , isto �e, a a sequência num�erica (|cn|)n∈N �e decrescente;

(b) c2n−1 ≥ 0 e c2n ≤ 0, n ∈ N.

Neste caso s�erie num�erica ∞∑
n=1

cn =

∞∑
n=1

(−1)n+1|cn| (5.53)

ser�a dita série alternada;

(c) lim
n→∞ cn = 0 em (R, d1).

Ent~ao a s�erie num�erica

∞∑
n=0

cn ser�a convergente em (R, d1).
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Demonstração:

Aplicaremos a Proposi�c~ao (5.11.2) para

an
.
= (−1)n+1, bo

.
= 0 e bn

.
= |cn|, n ∈ N.

Com isto teremos que

An =

n∑
m=0

am = 1− 1+ 1− 1+ · · · (−1)n+1 =

{
1

0
.

Logo ser�a a sequência num�erica (An)n∈Z+ ser�a uma sequência limitada em (R, d1) e, pelas hip�oteses

(a) e (c), a sequência num�erica (bn)n∈Z+ de n�umeros reais ser�a decrescente e ter�a limite igual a zero.

Logo da Proposi�c~ao (5.11.2) segue que a s�erie num�erica
∞∑
n=0

(anbn) ser�a convergente, relativamente

a (R, d1).

Observemos que ∞∑
n=1

anbn =

∞∑
n=0

cn,

pois

cn = (−1)n+1|cn| = anbn, para n ∈ N,

e assim a s�erie num�erica
∞∑
n=0

cn ser�a em (R, d1), completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 5.11.2 Podemos colocar a s�erie num�erica (5.53) na forma

∞∑
n=0

(−1)n+1an,

onde

an ≥ 0, n ∈ Z+,

onde a sequência num�erica (an)n∈Z+ �e decrescente e lim
n→∞an = 0, em (R, d1), que �e o conhecido

Cirt�erio de Leibnitz estudado no curso de C�alculo III.

Com isto teremos a:

Proposição 5.11.3 Suponhamos que o raio de convergência da s�erie de potências

∞∑
n=0

cnz
n �e

R = 1 e que a sequência de n�umeros reais (cn)n∈Z+ satisfaz:

(a) co ≥ c1 ≥ c2 ≥ · · · , isto �e, a sequência num�erica (cn)n=0,1,2,··· �e decrescente;

(b) lim
n→∞ cn = 0 em (R, d1).

Ent~ao a s�erie de potências

∞∑
n=0

cnz
n converge no c��rculo |z| ≤ 1 exceto, eventualmente, em

z = 1, em (C, d2).
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Demonstração:

Como o raio de convergência da s�erie de potências
∞∑
n=0

cnz
n �e R = 1, sabemos que a s�erie converge

para |z| < 1 e diverge para |z| > 1, em (C, d2).

Sejam

an
.
= zn e bn

.
= cn, n ∈ Z+.

Temos que sequência de n�umeros reais (bn)n∈Z+ �e decrescente e tem limite igual a zero, em (C, d2).

Al�em disso, observemos que para cada n ∈ Z+ e |z| = 1, com z ̸= 1, teremos:

|An| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

zk

∣∣∣∣∣ P.G. de raz~ao z ̸= 1
=

∣∣∣∣1− zk+1

1− z

∣∣∣∣ ≤ 1+ |z|k+1

|1− z|

|z|=1
=

2

|1− z|

.
= M.

ou seja, a sequência (An)n∈Z+ ser�a limitada em (C, d2), para |z| = 1 e z ̸= 1.

Logo podemos aplicar a Proposi�c~ao (5.11.2) e com isto concluir que a s�erie num�erica
∞∑
n=0

anbn �e

convergente para cada z ∈ C tal que |z| ≤ 1, com z ̸= 1, em (C, d2), ou seja, a s�erie de potências∞∑
n=0

cnz
n converge na circunferência |z| = 1 e z ̸= 1, em (C, d2), completando a demonstra�c~ao do

resultado.

�

Observação 5.11.3 Em particular, a s�erie de potências

∞∑
n=1

1

n
zn converge na circunferência

|z| = 1, exceto quando z = 1, em (C, d2).

De fato, seu raio de convergência �e R = 1 e sendo

cn
.
=

1

n
, para n ∈ N,

teremos que as hip�oteses da Proposi�c~ao (5.11.3) para mostrar a a�rma�c~ao acima.

Em particular, a s�erie num�erica ∞∑
n=1

(−1)n

n

ser�a convergente em (R, d1).

Para mostra isto, basta considerar z = −1 na s�erie de potência dada.

Esta s�erie num�erica �e conhecida com série harmônica alternada.

5.12 Convergência Absoluta

Definição 5.12.1 Diremos que a s�erie num�erica

∞∑
n=1

an �e absolutamente convergente se a

s�erie num�erica

∞∑
n=1

|an| for convergente em (R, d1).

Exemplo 5.12.1
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(a) A s�erie num�erica

∞∑
n=1

(−1)n

n2
�e absolutamente convergente em (R, d1) .

De fato, ∣∣∣∣(−1)n

n2

∣∣∣∣ = 1

n2
, n ∈ N.

Mas a s�erie num�erica

∞∑
n=1

1

n2
�e convergente (veja Proposi�c~ao (5.7.2) com p = 2) em (R, d1).

Logo, do crit�erio da compara�c~ao (isto �e, o Teorema (5.7.2) item (a)), segue que a s�erie

num�erica

∞∑
n=1

∣∣∣∣(−1)

n2

∣∣∣∣ �e convergente em (R, d1), ou seja, a s�erie num�erica

∞∑
n=1

(−1)n

n2
�e ab-

solutamente convergente em (R, d1).

(b) A s�erie num�erica

∞∑
n=1

(−1)n

n
�e n~ao absolutamente convergente em (R, d1).

De fato,

∣∣∣∣(−1)n

n

∣∣∣∣ = 1

n
, n ∈ N.

Mas a s�erie num�erica

∞∑
n=1

1

n
�e divergente (veja Proposi�c~ao (5.7.2) com p = 1) em (R, d1).

Logo a s�erie num�erica

∞∑
n=1

(−1)n

n
n~ao �e absolutamente convergente em (R, d1).

Observação 5.12.1 Observemos que no Exemplo (b) acima a s�erie num�erica

∞∑
n=1

(−1)n

n
�e con-

vergente mas não �e absolutamente convergente em (R, d1).

Tais s�eries num�ericas s~ao denominadas condicionalmente convergentes.

Com isto temos o:

Teorema 5.12.1 Se a s�erie num�erica

∞∑
n=1

an �e absolutamente convergente ent~ao a s�erie num�erica

∞∑
n=1

an ser�a convergente.

Demonstração:

Observemos que, para cada k ∈ N teremos∣∣∣∣∣
m∑

k=n

ak

∣∣∣∣∣ ≤
m∑

k=n

|ak|

.

Como a s�erie
∞∑
n=1

|an| �e convergente em (R, d1) segue, do crit�erio de Cauchy para convergência de

s�eries num�ericas (veja o Teorema (5.7.3) e da desiguladade acima, que a s�erie num�erica
∞∑
n=1

an ser�a

convergente, completando a demonstra�c~ao.

�
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Observação 5.12.2 O Exemplo (5.12.1) item (b) nos mostra que não vale a rec��proca do re-

sultado acima (isto �e, existem s�eries num�ericas que convergem mas n~ao convergem absoluta-

mente).

5.13 Adição e Multiplicação de Séries Numéricas

Come�caremos pelo:

Teorema 5.13.1 Suponhamos que as s�eries num�ericas

∞∑
n=1

an e

∞∑
n=1

bn s~ao convergentes em

(C, d2), com somas A e B, respectivamente e c ∈ C.

Ent~ao as s�eries num�ericas

∞∑
n=1

(an + bn) e s�eries num�erica

∞∑
n=1

(can) s~ao convergentes em

(C, d2), com somas (A+ B) e cA, respectivamente, isto �e,

∞∑
n=1

(an + bn) =

∞∑
n=1

an +

∞∑
n=1

bn e

∞∑
n=1

(can) = c

∞∑
n=1

an.

Demonstração:

Para n ∈ N de�namos:

An
.
=

n∑
k=1

ak e Bn
.
=

n∑
k=1

bk.

Ent~ao

An + Bn =

n∑
k=1

(ak + bk), para cada n ∈ N.

Como as s�eries num�ericas
∞∑
n=1

an e
∞∑
n=1

bn s~ao convergentes em (C, d2), com somas A e B, respec-

tivamente, segue que

lim
n→∞An = A e lim

n→∞Bn = B, em (C, d2).

Logo

lim
n→∞(An + Bn) = A+ B, em (C, d2)

ou seja, a s�erie num�erica
∞∑
n=1

(an + bn) �e convergente em (C, d2) e posuir�a soma igual a A+ B.

Observemos que
n∑

k=1

(cak) = c

n∑
k=1

ak = cAn, para cada n ∈ N.

Mas

lim
n→∞An = A, em (C, d2)

logo

lim
n→∞(cAn) = c lim

n→∞An = cA, em (C, d2)

isto �e, a s�erie num�erica
∞∑
n=1

(can) �e convergente em (C, d2), como soma igual a cA, completando a

demonstra�c~ao do resultado.
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�
A seguir trataremos da convergência do produto de duas s�eries num�ericas.

Antes por�em vamos dar signi�cado ao produto de duas s�eries num�ericas, conhecido como produto de

Cauchy.

Definição 5.13.1 Dadas as s�eries num�ericas

∞∑
n=0

an e

∞∑
n=0

bn, para cada n ∈ N, de�namos:

cn
.
=

n∑
k=0

akbn−k = aobn + a1bn−1 + a2bn−2 + · · ·+ an−2b2 + an−1b1 + anbo. (5.54)

A s�erie num�erica

∞∑
n=0

cn ser�a denominada produto das séries numéricas
∞∑
n=0

an e

∞∑
n=0

bn e

indicada por ∞∑
n=0

an.

∞∑
n=0

bn
.
=

∞∑
n=0

cn.

Observação 5.13.1 Para entender o porque do modo de de�nir o produto de duas s�eries num�ericas

como acima, basta lembramos da f�ormula do produto de dois polinômios.

Se, por exemplo,

p(z) =

n∑
k=0

ak z
k e q(z) =

m∑
k=0

bk z
k, z ∈ C

ent~ao, supondo que n ≥ m, podemos de�nir

bj = 0 para j ∈ {m+ 1,m+ 2, · · · , n},

deste modo o produto dos dois polinômios ser�a o polinômio

r(z) =

n∑
i=0

ci z
i = aobo + (aob1 + a1bo)z+ (aob2 + a1b1 + a2bo)z+ · · ·+ anbnz

n, z ∈ C, (5.55)

ou seja, para cada i ∈ {0, 1, 2, · · · , n} teremos:

ci
.
=

i∑
k=0

akbi−k.

Para cada i ∈ {1, · · · , n}, tomando-se z = 1 em (5.55), obtemos o coe�ciente ci de (5.54).

Observação 5.13.2 A seguir exibiremos um exemplo de uma s�erie num�erica convergente em

(R, d1), cujo produto com ela mesmo não �e convergente em (R, d1), ou seja, em geral, o produto

de s�eries num�ericas convergentes pode não ser convergente.

Consideremos a s�erie num�erica

∞∑
k=0

(−1)n√
n+ 1

= 1−
1√
2
+

1√
3
−

1√
4
+ · · ·

Observemos que, do crit�erio de Leibnitz (isto �e, o Teorema (5.11.1)), que a s�erie num�erica

�e convergente em (R, d1) (veri�que!).
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Para mostrar isto, basta considerar

an =
(−1)n√
n+ 1

, n ∈ Z+

e aplicar o Crit�erio de Leibnitz (veri�que!).

Da de�nic~ao de produto de s�eries num�ericas teremos que a s�erie produto

∞∑
k=0

an.

∞∑
k=0

an ser�a

dada pela s�erie num�erica

∞∑
k=0

cn, onde:

co = aoao = 1

c1 = aoa1 + a1ao = 2aoa1 = −

(
1√
2
+

1√
2

)
c2 = aoa2 + a1a1 + a2ao = 2aoa2 + a2

1 =
1√
3
+

1√
2
√
2
+

1√
3

c3 = aoa3 + a1a2 + a2a1 + a3ao = 2aoa3 + 2a1a2 = −

(
1√
4
+

1√
3
√
2
+

1√
2
√
3
+

1√
4

)
,

em geral teremos:

cn = (−1)n
n∑

k=0

1√
(n− k+ 1)(k+ 1)

., n ∈ Z+.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixado como exerc��cio para o leitor.

Observemos que

(n− k+ 1)(k+ 1)
Exerc��cio

=
(n
2
+ 1
)2

−
(n
2
− k
)2

︸ ︷︷ ︸
≤0

≤
(n
2
+ 1
)2

=

(
n+ 2

2

)2

, n ∈ N,

logo

1

(n− k+ 1)(k+ 1)
≥
(

2

n+ 2

)2

, n ∈ N.

Assim

|cn| =

∣∣∣∣∣(−1)n
n∑

k=0

1√
(n− k+ 1)(k+ 1)

∣∣∣∣∣ =
n∑

k=0

1√
(n− k+ 1)(k+ 1)

≥
n∑

k=0

2

n+ 2
=

2

n+ 2
(n+ 1).

Logo a sequência (|cn|)n∈N não converge para zero em (R, d1), pois

lim
n→∞ 2(n+ 1)

n+ 2
= 2.

Logo, do crit�erio da compara�c~ao para sequências num�ericas (isto �e, da Proposi�c~ao (5.4.3))

segue que lim
n→∞ |cn| ≥ 2, portanto a sequência (cn)n∈N tamb�em não converge para zero em (R, d1).

Portanto, do crit�erio da divergência (ou seja, o Teorema (5.6.2)) segue que a s�erie

∞∑
k=0

cn =

∞∑
k=0

an.

∞∑
k=0

an não ser�a convergente em (R, d1).
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O pr�oximo resultado nos d�a uma condição suficiente para que o produto de duas s�eries num�ericas

convergentes seja convergente em (R, d1).

Este resultado �e devido a Mertens.

Teorema 5.13.2 Suponhamos que

(a) a s�erie num�erica

∞∑
k=0

an �e absolutamente convergente e

∞∑
k=0

an = A;

(b) a s�erie num�erica

∞∑
k=0

bn �e convergente e

∞∑
k=0

bn = B.

Ent~ao a s�erie num�erica

∞∑
k=0

cn �e convergente, onde

cn =

n∑
k=0

akbn−k, n ∈ Z+e (5.56)

al�em disso ∞∑
k=0

cn = AB.

Demonstração:

18.05.2012 - 21.a

Para cada n ∈ Z+, consideremos

An
.
=

n∑
k=0

ak, (5.57)

Bn
.
=

n∑
k=0

bk, (5.58)

Cn
.
=

n∑
k=0

ck, (5.59)

βn
.
= Bn − B. (5.60)

Sabemos que

An → A, Bn → B e βn → 0 quando n → ∞.

Queremos mostrar que

Cn → AB quando n → ∞.
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Ent~ao, para cada n ∈ Z+, teremos

Cn
(5.59)
= co + c1 + · · ·+ cn

= aobo + (aob1 + a1bo) + · · ·+ (aobn + a1bn−1 + · · ·+ an−1b1 + anbo)

(5.69)
= ao(bo + b1 + · · ·+ bn) + a1(bo + b1 + · · ·+ bn−1) + · · ·an−1(bo + b1) + anbo

(5.58)
= aoBn + a1Bn−1 + · · ·an−1B1 + anBo

(5.60)
= ao(B+ βn) + a1(B+ βn−1) + · · ·+ an(B+ βo)

= (ao + a1 + · · ·+ an)B+ aoβn + a1βn−1 + · · ·+ anβo

(5.57)
= AnB+ aoβn + a1βn−1 + · · ·+ an−1β1 + an−1β1 + anβo. (5.61)

Consideremos, para cada n ∈ Z+:

γn
.
= aoβn + a1βn−1 + · · ·+ an−1β1 + anβo. (5.62)

Logo, de (5.61), segue que

Cn = AnB+ γn, n ∈ Z+. (5.63)

Como

lim
n→∞ (AnB) = AB, em (R, d1),

se mostrarmos que lim
n→∞γn = 0 ent~ao, de (5.63) e do fato An → A, quando n → ∞, teremos

lim
n→∞Cn = AB

e completar��amos a demonstra�c~ao do resultado.

Como a s�erie num�erica
∞∑
n=0

an �e absolutamente convergente em (R, d1), podemos considerar

α
.
=

∞∑
n=0

|an| ∈ R. (5.64)

Como a s�erie num�erica
∞∑
n=0

bn �e convergente em (R, d1), dado ε > 0, podemos encontrar No ∈ N,

de modo que

se n ≥ No teremos |βn| = |Bn − B| < ε. (5.65)

Deste modo, para n ≥ No, segue que s

|γn|
(5.62)
= |(βoan + · · ·+ βNoan−No) + (βNo+1an−No−1 + · · ·+ βnao)|

≤ |βoan + · · ·+ βNoan−No |+ |βNo+1an−No−1 + · · ·+ βnao|

≤ |βoan + · · ·+ βNoan−No |+ (|βNo+1||an−No−1|+ · · ·+ |βn||ao|)

(5.65)

≤ |βoan + · · ·+ βNoan−No |+ (ε|an−No−1|+ · · ·+ ε|ao|)

= |βoan + · · ·+ βNoan−No |+ ε (|an−No−1|+ · · ·+ |ao|)︸ ︷︷ ︸
≤

∞∑
n=0

|an| = α < ∞
≤ |βoan + · · ·+ βNoan−No︸ ︷︷ ︸

No+1 parcelas

|+ εα. (5.66)
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Como a s�erie num�erica
∞∑
n=0

an �e absolutamente convergente em (R, d1), do Teorema (5.12.1), segue

que ela ser�a convergente em (R, d1).

Logo, do crit�erio da divergência (isto �e, o Teorema (5.6.2)) segue que

lim
n→∞an = 0 em (R, d1).

Portanto, tomando-se o lim sup, quando n → ∞, na desigualdade (5.66), obteremos

0 ≤ lim sup
n→∞ |γn| ≤ εα,

para todo ε > 0, isto �e,

lim sup
n→∞ |γn| = 0. (5.67)

Como

0 ≤ lim inf
n→∞ |γn| ≤ lim sup

n→∞ |γn|
(5.67)
= 0,

ou seja,

lim inf
n→∞ |γn| = lim sup

n→∞ |γn| = 0.

Portanto, da Proposi�c~ao (5.4.2), segue que

lim
n→∞ |γn| = 0,

o que implicar�a que

lim
n→∞γn = 0,

completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 5.13.3

(a) Em particular, o resultado acima nos diz que uma condição suficiente para que o pro-

duto de duas s�eries num�ericas convergentes seja convergente �e que uma das duas s�eries

num�ericas seja absolutamente convergente.

(b) Uma outra quest~ao importante �e saber se a s�erie num�erica produto das s�eries convergentes

∞∑
k=0

an e

∞∑
k=0

bn,

cujas somas s~ao A e B, respectivamente, isto �e, a s�erie num�erica

∞∑
k=0

cn, for convergente

em (R, d1) se, necessariamente, sua soma tem que ser AB.

O matem�atico Niels Henrik Abel (norueguês - 1802 a 1829) mostrou que isto �e verdade.

Uma demonstra�c~ao desse fato pode ser feita utilizando-se resultados de convergência de

s�eries de potências.

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.
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5.14 Reagrupamento de Séries Numéricas

Definição 5.14.1 Dadas uma s�erie num�erica

∞∑
n=1

an e uma sequência de naturais (km)m∈N tal

que cada natural aparace na sequência uma, e somente uma, vez, isto �e, uma aplica�c~ao de

k : N → N, onde k(m)
.
= km, m ∈ N bijetora, podemos construir a s�erie num�erica

∞∑
m=1

bm, onde

bm
.
= akm , m ∈ N.

A s�erie num�erica

∞∑
m=1

bm ser�a dita reagrupamento da série numérica

∞∑
n=1

an.

Observação 5.14.1 Na situa�c~ao acima, se denotarmos por (An)n∈N e (Bn)n∈N as correspon-

dentes sequências das somas parciais das s�eries num�ericas

∞∑
n=1

an e

∞∑
n=1

bn teremos, em geral,

que estas duas sequências num�ericas ser~ao diferentes e podem convergir, eventualmente, para

valores distintos, como veremos nos exemplos abaixo.

Exemplo 5.14.1 Consideremos a s�erie num�erica harmônica alternada

∞∑
n=1

(−1)n

n
,

isto �e,

1−
1

2
+

1

3
−

1

4
+

1

5
−

1

6
+ · · ·

Um reagrupamento

∞∑
n=1

bn da s�erie hamônica alternada �e a s�erie num�erica

1+
1

3
−

1

2
+

1

5
+

1

7
−

1

4
+

1

9
+

1

11
−

1

6
+ · · · .

Sejam (An)n∈N e (Bn)n∈N as correspondentes somas parciais das s�eries num�ericas acima.

Seja A a soma da s�erie harmônica alternada.

Pode-se mostrar (visto no curso de C�alculo III) que

A = ln(2).

Ent~ao

A = 1−
1

2
+

1

3
−
1

4
+

1

5︸ ︷︷ ︸
<0

−
1

6
+

1

7︸ ︷︷ ︸
<0

· · · < 1−
1

2
+

1

3
=

5

6

pois
1

n
>

1

n+ 1
para cada n ∈ N,

logo

−
1

n
+

1

n+ 1
< 0 para cada n ∈ N.
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Por outro lado, para cada k ∈ N, teremos

1

4k− 3
+

1

4k− 1
−

1

2k
=

2k(4k− 1) + 2k(4k− 3) − (4k− 3)(4k− 1)

(4k− 3)(4k− 1)2k

=
8k2 − 2k+ 8k2 − 6k− 16k2 + 16k− 3

(4k− 3)(4k− 1)2k

=
8k− 3

(4k− 3)(4k− 1)2k
> 0,

isto �e,

0 <
1

4k− 3
+

1

4k− 1
−

1

2k
, k ∈ N.

Mas

B3

k=2na desigualdade acima
< B3 +

1

5
+

1

7
−

1

4︸ ︷︷ ︸
>0

= B6

B6

k=3 na desigualdade acima
< B6 +

1

9
+

1

11
−

1

6︸ ︷︷ ︸> 0 = B9

· · ·

B3(k−1)

k=3na desigualdade acima
< B3(k−1) +

1

4k− 3
+

1

4k− 1
−

1

2k︸ ︷︷ ︸
>0

= B3k, k ∈ {2, 3, · · · }.

Assim

B3 < B6 < B9 < · · · .

Logo

lim sup
n→∞ Bn > B3

Exerc��cio
=

5

6
> A = lim

n→∞An , ou seja, lim sup
n→∞ Bn > A = lim

n→∞An.

Portanto o reagrupamento acima da s�erie hamônica alternada (se convergir) não convergir�a

para o valor A em (R, d1).

Conclusão: um reagrupamento de uma s�erie num�erica convergente pode ter soma diferente

da s�erie num�erica original.

Como veremos, poder�a at�e ser divergente!

O exemplo acima ilustra o seguinte resultado devido a Riemann:

Teorema 5.14.1 Suponhamos que uma s�erie num�erica

∞∑
n=1

an seja convergente mas não abso-

lutamente convergente (denominada condicionalmente convergente).

Sejam α,β ∈ R∗ tais que

−∞ ≤ α ≤ β ≤ ∞.

Ent~ao existe um reagrupamento, que indicaremos por

∞∑
m=1

bm, da s�erie num�erica

∞∑
n=1

an, de

modo que

lim inf
m→∞ Bm = α e lim sup

m→∞ Bm = β, (5.68)

onde a sequência num�erica (Bm)m∈N �e a sequência num�erica das somas parciais associada �a

s�eries num�erica

∞∑
m=1

bm.
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Demonstração:

Consideremos, para cada n ∈ N,

pn
.
=

|an|+ an

2
e qn

.
=

|an|− an

2
. (5.69)

Com isto teremos

pn − qn = an, (5.70)

pn + qn = |an|, (5.71)

pn ≥ 0 e qn ≥ 0, para cada n ∈ N.

A�rmamos que as s�eries num�ericas

∞∑
n=1

pn e
∞∑
n=1

qn

s~ao divergentes em (R, d1).

De fato, suponhamos, por absurdo, que ambas as series num�ericas acima fossem convergentes em

(R, d1).

Como ∞∑
n=1

|an|
(5.71)
=

∞∑
n=1

(pn + qn) =

∞∑
n=1

pn︸ ︷︷ ︸
convergente

+

∞∑
n=1

qn︸ ︷︷ ︸
convergente︸ ︷︷ ︸

convergente

,

ter��amos que a s�erie num�erica
∞∑
n=1

|an| seria convergente em (R, d1), isto �e, a s�erie num�erica
∞∑
n=1

an

seria absolutamente convergente em (R, d1), o que contraria a hip�otese que a s�erie num�erica
∞∑
n=1

an �e

condicionalmente convergente em (R, d1).

Por outro lado, se a s�erie num�erica
∞∑
n=1

pn fosse divergente em (R, d1) e a s�erie num�erica
∞∑
n=1

qn

fosse convergente em (R, d1), como

∞∑
n=1

an
(5.70)
=

∞∑
n=1

(pn − qn) =

∞∑
n=1

pn︸ ︷︷ ︸
divergente

−

∞∑
n=1

qn︸ ︷︷ ︸
convergente︸ ︷︷ ︸

divergente

,

ter��amos que a s�erie num�erica
∞∑
n=1

an seria divergente em (R, d1), o que contraria o fato que �e a s�erie

num�erica
∞∑
n=1

an �e condicionalmente convergente em (R, d1).

Portanto as duas s�eries num�ericas
∞∑
n=1

pn e
∞∑
n=1

qn s~ao divergentes em (R, d1).

Consideremos

P1, P2, P3, · · ·
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os termos n~ao negativos da s�erie num�erica
∞∑
n=1

an, na ordem em que eles aparecem na mesma, e

Q1, Q2, Q3, · · ·

os valores absolutos dos termos negativos da s�erie num�erica
∞∑
n=1

an, na ordem em que eles aparecem

na mesma.

Observemos que:

� se an ≥ 0 ent~ao

pn
(5.69)
=

|an|+ an

2
=

an + an

2
= an

, isto �e,

Pn = pn , se an ≥ 0.

� se an < 0 ent~ao

qn
(5.69)
=

|an|− an

2
=

−an − an

2
= −an = |an|,

isto �e,

Qn = qn , se an < 0.

Deste modo sabemos que as s�eries num�ericas

∞∑
n=1

Pn =

∞∑
n∈N tais que an≥0

pn e
∞∑
n=1

Qn =

∞∑
n∈N tais que an<0

qn

s~ao ambas divergentes, para +∞, em (R, d1) (pois s~ao formadas por termos positivos).

Al�em disso

Pn , Qn → 0, quando n → +∞, (5.72)

pois a s�erie num�erica
∞∑
n=1

Pn =
∑
n∈N

an �e convergente em (R, d1).

Iremos construir sequências de n�umeros naturais (mn)n∈N e (kn)n∈N de modo que a s�erie num�erica

P1 + · · ·+ Pm1
−Q1 − · · ·−Qk1 + Pm1+1 + · · ·+ Pm2

−Qk1+1 + · · ·+Qk2 + · · · , (5.73)

que �e um reagrupamento da s�erie num�erica
∞∑
n=1

an, ir�a satisfazer (5.68).

Para isto, escolhamos sequências num�ericas

(αn)n∈N e (βn)n∈N

de modo que

αn → α e βn → β, (5.74)

com

αn < βn, para cada n ∈ N e β1 > 0.

Escolhamos m1, k1 ∈ N de modo que

P1 + · · ·+ Pm1
> β1 e P1 + · · ·+ Pm1

−Q1 − · · ·−Qk1 < α1.
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Notemos que isto �e sempre poss��vel pois as sequências num�ericas das somas parciais das s�eries

num�ericas
∞∑
n=1

Pn e
∞∑
n=1

Qn s~ao divergentes para +∞, em (R, d1), ou seja,

∞∑
n=1

Pn =

∞∑
n=1

Qn = +∞.

A seguir, consideremos m2, k2 ∈ N de modo que

P1 + · · ·+ Pm1
−Q1 − · · ·−Qk1 + Pm1+1 + · · ·+ Pm2

> β2

e

P1 + · · ·+ Pm1
−Q1 − · · ·−Qk1 + Pm1+1 + · · ·+ Pm2

−Qk1+1 − · · ·−Qk2 < α2.

Prosseguindo o processo acima, constru��remos duas sequências formadas por n�umeros naturais, a

saber, (mn)n∈N e (kn)n∈N, de modo que

P1 + · · ·+ Pm1
−Q1 − · · ·−Qk1 + · · ·+ Pmn−1

+ · · ·+ Pmn > βn (5.75)

e

P1 + · · ·+ Pm1
−Q1 − · · ·−Qk1 + · · ·+ Pmn−1

+ · · ·+ Pmn −Qkn−1
− · · ·−Qkn < αn. (5.76)

Consideremos as sequência num�ericas (Xn)n∈N e (Yn)n∈N que s~ao as sequências somas parciais das

s�eries num�erica (5.73), cujos �ultimos termos s~ao

Pmn e −Qkn ,

respectivamente, isto �e, como sendo os lados esquerdos de (5.75) e (5.76), respectivamente.

Pode-se mostrar que

|Xn − βn| ≤ Pmn e |Yn − αn| ≤ Qkn , para cada n ∈ N.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixad�a como exerc��cio para o leitor. Ex. 5.8 - 0,5

Logo, para cada n ∈ N, teremos:

|Xn − β| ≤ |Xn − βn|+ |βn − β| ≤ Pmn + |βn − β|

|Yn − α| ≤ |Yn − αn|+ |αn − α| ≤ Qkn + |αn − α|. (5.77)

Logo, de (5.72) e (5.74), quando n → +∞, segue que

Pmn → 0 e Qkn → 0

e

βn → β e αn → α,

assim, de (5.77), teremos

Xn → β e Yn → β.

Notemos que as sequência (Xn)n∈N e (Yn)n∈N s~ao subsequências da sequência da somas parciais da

s�erie
∞∑

m=1

bm, ou seja,

lim inf
m→∞ Bm ≤ α e lim sup

m→∞ Bm ≥ β.
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Para �nalizar, notemos que o limite de nenhuma subsequência da sequência das somas parciais da

s�erie num�erica dada por (5.73) pode ser menor que α ou maior do que β.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor. Ex. 5.9 - 0,5

Portanto

lim inf
m→∞ Bm = α e lim sup

m→∞ Bm = β.

concluindo a demostra�c~ao.

�
23.05.2012 - 22.a

Para s�eries num�ericas absolutamente convergentes temos o:

Teorema 5.14.2 Suponhamos que uma s�erie num�erica

∞∑
n=1

an �e absolutamente convergente em

(C, d2) e sua soma �e igual a A.

Ent~ao qualquer reagrupamento dela ser�a convergente em (C, d2) e sua soma tamb�em ser�a

igual A.

Demonstração:

Suponhamos que a s�erie num�erica
∞∑
n=1

bn �e um reagrupamento da s�erie num�erica
∞∑
n=1

an, como na

De�ni�c~ao (5.14.1) e (Bn)n∈N, (An)n∈N as respectivas sequências das somas parciais associadas a cada

uma dessas s�eries num�ericas.

Em particular, para cada n ∈ N, podemos encontrar kn ∈ N de modo que

bn = akn .

Como a s�erie num�erica
∞∑
n=1

an �e absolutamente convergente em (R, d1), ela ser�a convergente, ou

seja, dado ε > 0, podemos encontrar N1 ∈ N, de modo que

se n ≥ N1, teremos |An −A| <
ε

2
. (5.78)

Como a s�erie num�erica
∞∑
n=1

an �e absolutamente convergente em (R, d1), do crit�erio de Cauchy, dado

ε > 0, podemos encontrar N2 ∈ N, de modo que

se n ≥ m ≥ N2 teremos
n∑

i=m

|ai| <
ε

2
. (5.79)

Seja

No
.
= max {N1,N2} .

Podemos encontrar po ∈ N, de modo que

1, 2, · · · ,No ∈ {k1, k2, · · · , kpo} .

Logo, se n > po, segue que

a1, a2, · · · , aNo ∈ {akj ; j = 1, · · · , n},
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Deste modo, para n > max {po,No}, os n�umeros

a1, a2, · · · , aNo

ser~ao cancelados na diferen�ca An − Bn, ou seja, se n ≥ No, podemos encontrar

N = N(n) > No + 1,

de modo que

|An − Bn| =

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aj −

n∑
i=1

aki

∣∣∣∣∣∣ ≤
N∑

m=No+1

|am|
(5.79)
<

ε

2
. (5.80)

Logo, para n ≥ max{No, po}, teremos:

|Bn −A| ≤ |Bn −An|︸ ︷︷ ︸
(5.80)

< ε
2

+ |An −A|︸ ︷︷ ︸
(5.78)

< ε
2

= ε,

mostrando que a sequência num�erica (Bn)n∈N �e convergente para A em (C, d2), completando a de-

monstra�c~ao.

�



Caṕıtulo 6

Funções Cont́ınuas

Estudaremos neste cap��tulo uma classe importante de fun�c~oes de�nidas em espa�cos m�etricos denomi-

nadas funções cont́ınuas.

Para isto precisaremos introduzir o conceito de:

6.1 Limites de Funções

Definição 6.1.1 Sejam (X, dX), (Y, dY) espa�cos m�etricos, E ⊆ X, f : E → Y e p ponto de acu-

mula�c~ao de E em (X, dX).

Diremos que o limite da função f, quando x tende a p �e q ∈ Y se, e somente se, dado

ε > 0, podemos encontrar δ > 0, de modo se

x ∈ E, 0 < dX(x, p) < δ, implicar em dY(f(x), q) < ε.

Neste caso escreveremos

f(x) → q quando x → p, ou lim
x→p

f(x) = q.

Observação 6.1.1

(a) Os s��mbolos dX e dY denotam as respectivas distâncias em X e Y.

(b) Se (X, dX) ou (Y, dY) for um dos espa�cos euclideanos Rk, as distâncias ser~ao as provenientes

das respectivas normas nos mesmos, isto �e, dk.

(c) O ponto p na de�ni�c~ao acima não precisa, necessariamente, ser um ponto do conjunto E,

isto �e, um ponto do dom��nio da fun�c~ao f.

Basta que ele seja um ponto de acumula�c~ao do conjunto E em (X, dX).

Al�em disso, na de�ni�c~ao acima, como

0 < dX(x, p), deveremos ter x ̸= p.

1. Mesmo que a fun�c~ao f esteja de�nida no ponto p (isto �e, p ∈ E) não teremos, necessaria-

mente, que

f(p) = q,

como veremos nos exemplos que vir~ao a seguir.

205
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Exemplo 6.1.1

(a) Se X = Y = R, dX = dY = d1 e f : R → R dada por

f(x) = x2, x ∈ R.

Ent~ao teremos

lim
x→p

f(x) = p2,

ou seja, ser�a igual a f(p).

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

(b) Se X = Y = R, dX = dY = d1 e f : R → R dada por

f(x) =

{
1, x ≥ 1

−1, x < 1
, x ∈ R.

Ent~ao, não existe

lim
x→1

f(x).

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

(c) Se X = R∗, Y = R, dX = dY = d1 e f : R∗ → R dada por

f(x) =
sen(x)

x
, x ∈ R∗.

Ent~ao teremos

lim
x→0

f(x)
1.o Limite Fundamental

= 1.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Observemos que a fun�c~ao f não est�a de�nida em x = 0.

Observação 6.1.2

1. Dadas duas fun�c~oes complexas f, g : E → C e c ∈ C podemos de�nir as fun�c~oes f+g, f−g,

f.g, c.f : E → C como sendo:

(f+ g)(x)
.
= f(x) + g(x),

(f− g)(x)
.
= f(x) − g(x),

(f.g)(x)
.
= f(x).g(x),

(c.f)(x)
.
= c.f(x)), para cada x ∈ E.

Podemos tamb�em de�nir a fun�c~ao
f

g
; E \ {x ∈ E : g(x) = 0} → C dada por(

f

g

)
(x)

.
=

f(x)

g(x)
para x ∈ E \ {x ∈ E : g(x) = 0}.

2. Se as fun�c~oes f, g forem fun�c~oes a valores reais, isto �e, f, g : E → R e f(x) ≥ g(x) para todo

x ∈ E, escreveremos

f ≥ g.
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3. Se f, g : E → Rk e c ∈ R, podemos de�nir f+g, f−g, c.f, f • g, onde esta �ultima �e dado por

(f • g)(x) .
= f(x) • g(x), para x ∈ E,

onde • indica o produto escalar usual em Rk.

Com isto temos a:

Proposição 6.1.1 Suponhamos que (X, d) �e um espa�co m�etrico, E ⊆ X, o ponto p �e um ponto

de acumula�c~ao de E em (X, d), c ∈ C, f, g : E → C s~ao tais que

lim
x→p

f(x) = F e lim
x→p

g(x) = G.

Ent~ao

(a) lim
x→p

(f± g)(x) = F±G, isto �e,

lim
x→p

(f± g)(x) = lim
x→p

f(x)± lim
x→p

g(x).

(b) lim
x→p

(f.g)(x) = F.G, isto �e,

lim
x→p

(f.g)(x) = lim
x→p

f(x). lim
x→p

g(x).

(c) lim
x→p

(c.f)(x) = c.F, isto �e,

lim
x→p

(c.f)(x) = c. lim
x→p

f(x).

(d) Se G ̸= 0, lim
x→p

(
f

g

)
(x) =

F

G
, isto �e,

lim
x→p

(
f

g

)
(x) =

lim
x→p

f(x)

lim
x→p

g(x)
.

(e) Se f, g : E → Rk ent~ao lim
x→p

(f • g)(x) = F •G, onde . denota o produto escalar em Rk, isto �e,

lim
x→p

(f • g)(x) = lim
x→p

f(x) • lim
x→p

g(x).

Demonstração:

A demonstra�c~ao de cada um dos itens acima segue das propriedades an�alogas para sequências e

ser~ao deixadas como exerc��cio para o leitor.

�
Para fun�c~oes a valores vetoriais temos a:

Proposição 6.1.2 Sejam (X, d) espa�co m�etrico, E ⊆ X, f1, f2, · · · fk : E → R , f : E → Rk dada por

f(x)
.
= (f1(x), f2(x), · · · , fk(x)), x ∈ E,

o ponto p um ponto de acumula�c~ao do conjunto E em (X, d) e

L = (L1, L2, · · · , Lk) ∈ Rk.

Ent~ao

lim
x→p

f(x) = L

se, somente se,

lim
x→p

fj(x) = Lj, para j ∈ {1, 2, · · · , k}.
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Demonstração:

A demonstra�c~ao �e semelhante a demonstra�c~ao da Proposi�c~ao (5.1.3) (a).

Suponhamos que

lim
x→p

f(x) = L.

Dado ε > 0, como lim
x→p

f(x) = L, podemos encontrar δ > 0 de modo que

se x ∈ E e 0 < dX(x, p) < δ teremos ∥f(x) − L∥ = dRk(f(x), L) < ε (6.1)

Logo, para cada j ∈ {1, 2, · · ·k},

se x ∈ E e 0 < dX(x, p) < δ,

teremos:

dR (fj(x), Lj) = |fj(x) − Lj| ≤

√√√√ k∑
i=1

|fi(x) − Li|2 = ∥f(x) − L∥ = dRk(f(x), L)
(6.1)
< ε,

mostrando que

lim
x→p

fj(x) = Lj, para cada j ∈ {1, 2, · · ·k},

completando a primeira parte da demonstra�c~ao do resultado.

Suponhamos que

lim
x→p

fj(x) = Lj, para cada j ∈ {1, 2, · · ·k}.

Dado ε > 0, como, para cada j = 1, · · · , k, temos lim
x→p

fj(x) = Lj, segue que podemos encontrar

δj > 0, de modo que

se x ∈ E e 0 < dX(x, p) < δj teremos |fj(x) − Lj| = dR(fj(x), Lj) <
ε√
k
. (6.2)

Seja

δ
.
= min {δ1, δ2, · · · , δk} > 0.

Logo

se x ∈ E, satisfaz 0 < dX(x, p) < δ,

segue que

0 < dX(x, p) < δj, para todo j ∈ {1, 2, · · ·k} .

Assim

dRk(f(x), L) =

√√√√ k∑
i=1

|fi(x) − Li|2 =

√√√√ k∑
j=1

[dR(fj(x), Lj)]2
(6.2)
<

√√√√ k∑
j=1

(
ε√
k

)2

= ε,

mostrando que lim
x→p

f(x) = L, completando a segunda parte da demonstra�c~ao do resultado.

�
Podemos reescrever a De�ni�c~ao (6.1.1) em termos de sequências, isto �e:
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Proposição 6.1.3 Sejam (X, dX), (Y, dY), E, p, q e f como na De�ni�c~ao (6.1.1).

Ent~ao

lim
x→p

f(x) = q

se, e somente se,

lim
n→∞ f(pn) = q,

para toda sequência (pn)n∈N em E satisfazendo

lim
n→∞pn = p.

Demonstração:

Suponhamos que

lim
x→p

f(x) = q

e que (pn)n∈N �e uma sequência em E satisfaz

lim
n→∞pn = p.

Mostremos que

lim
n→∞ f(pn) = q.

Como lim
x→p

f(x) = q, dado ε > 0, podemos encontrar δ > 0, de modo que

se x ∈ E e dX(x, p) < δ ent~ao dY(f(x), q) < ε. (6.3)

Por outro lado, como pn → p, poderemos encontar No ∈ N, de modo que

se n ≥ No, teremos dX(pn, p) < δ. (6.4)

Logo, se n ≥ No, de (6.4) e (6.3), segue que

dY(f(pn), q) < ε, isto �e, lim
n→∞ f(pn) = q,

completando a primeira parte da demonstra�c~ao do resultado.

Suponhamos, agora, que

lim
n→∞ f(pn) = q

para toda sequência (pn)n∈N em E tal que

lim
n→∞pn = p.

Mostremos que

lim
x→p

f(x) = q.

Suponhamos, que a a�rma�c~ao �e falsa, isto �e, existe εo > 0, de modo que, para cada δ > 0, podemos

encontrar xδ ∈ E de modo que

dX(xδ, p) < δ , mas dY (f(xδ), q) ≥ ε.

Para cada k ∈ N, consideremos

δk
.
=

1

k
e xk ∈ E,
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de modo que

dX(xk, p) < δk =
1

k
.

Deste modo, segue que

pk ∈ E e pk → p, mas dY(f(pk), q) ≥ εo,

isto �e, a sequência (f(pk))k∈N n~ao ser�a convergente para o ponto q, o que contraria nossa hip�otese.

Logo deveremos ter

lim
x→p

f(x) = q,

completando a segunda parte da demonstra�c~ao do resultado.

�

6.2 Funções Cont́ınuas

Definição 6.2.1 Sejam (X, dX) e (Y, dY) espa�cos m�etricos, E ⊆ X, p ∈ E e f : E → Y uma fun�c~ao.

Diremos que a fun�c~ao f �e cont́ınua em p se dado ε > 0, podemos encontrar

δ = δ(p, ε) > 0,

de modo que

se x ∈ E e dX(x, p) < δ, implicar em dY(f(x), f(p)) < ε.

Se a fun�c~ao f for cont��nua em todos os pontos do conjunto E diremos que a fun�c~ao f �e

cont́ınua em E.

Observação 6.2.1

(a) Para uma fun�c~ao f ser cont��nua em um ponto p �e necess�ario que este ponto esteja no seu

dom��nio (isto �e, a fun�c~ao f deve estar de�nida no ponto p).

O mesmo n~ao ocorre no caso do estudo do limite da fun�c~ao f no ponto p (a fun�c~ao f n~ao

precisa estar de�nida no ponto p).

(b) Suponhamos que p ∈ E �e ponto de acumula�c~ao do conjunto E, isto �e, p ∈ E ∩ E ′.

Ent~ao da de�ni�c~ao (6.2.1) segue que a fun�c~ao f �e cont��nua no ponto p se, e somente se,

lim
x→p

f(x) = f(p).

(c) Se o ponto p �e um ponto isolado do conjunto E, ent~ao qualquer fun�c~ao f de�nida no

conjunto E ser�a cont��nua no ponto p.

De fato, como o ponto p �e ponto isolado do conjunto E,podemos encontrar r > 0 de modo

que

Vr(p) ∩ E = {p} (6.5)

Assim, dado ε > 0, consideremos

δ
.
=

r

2
.
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Logo

se x ∈ E e dX(x, p) < δ < r, de (6.5), segue que x = p.

Assim, se x ∈ E e dX(x, p) < δ teremos:

dY(f(x), f(p)) = dY(f(p), f(p)) = 0 < ε,

isto �e, a fun�c~ao f �e cont��nua no ponto p.

(d) Da De�ni�c~ao (6.2.1), uma fun�c~ao f �e cont��nua em um ponto p ∈ E se, e somente se, dado

ε > 0, podemos encontrar δ > 0, de modo que

se x ∈ E e dX(x, p) < δ, deveremos ter dy(f(x), f(p)) < ε,

ou seja, dado ε > 0, podemos encontrar δ > 0 de modo que

se x ∈ Vδ(p) ∩ E, deveremos ter f(x) ∈ Vε(f(p)),

ou ainda, dado ε > 0, podemos encontrar δ > 0, de modo que

f (Vδ(p) ∩ E) ⊆ Vε (f(p)) .

Conclusão:

Uma fun�c~ao f �e cont��nua em um ponto p se, e somente se, dada uma vizinhan�ca do ponto

f(p) em (Y, dy) (isto �e, Vε(f(p))), poderemos encontrar uma vizinhan�ca do ponto p em

(X, dX) (ou seja, Vδ(p)), de modo que

f(Vδ(p)) ⊆ Vε(f(p)),

ou ainda (veja �gura abaixo), Vδ(p) tal que

Vδ(p) ⊆ f−1 (Vε(f(p))) ,

-
fp

f(p)

R
?

δ

f(p)

=

f(Vδ)(p))

Para a composi�c~ao de fun�c~oes cont��nuas temos a:

Proposição 6.2.1 Sejam (X, dX), (Y, dY) e (Z, dZ) espa�cos m�etricos, E ⊆ X e f : E → Y, g : f(E) →
Z cont��nuas nos pontos p ∈ E e f(p) ∈ f(E), respectivamente.

Ent~ao a fun�c~ao composta h
.
= g ◦ f :→ Z ser�a cont��nua no ponto p.

Demonstração:

Dado ε > 0, como a fun�c~ao g �e cont��nua no ponto f(p) ∈ Y, podemos encontar δo > 0, de modo

que

se y ∈ f(E) e dY(y, f(p)) < δo teremos dZ (g(y), g(f(p))) < ε (6.6)
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Como a fun�c~ao f �e cont��nua no ponto p, dado 0 < δo (obtido acima), podemos encontrar δ > 0,

de modo que

se x ∈ E e dX(x, p) < δ, teremos dY(f(x), f(p)) < δo.

Logo, de (6.6), segue que

dY(g(f(x)), g(f(p))) < ε,

ou seja,

lim
x→p

(g ◦ f)(x) = lim
x→p

g(f(x)) = g(f(p)) = (g ◦ f)(p),

mostrando que a fun�c~ao h = g ◦ f �e cont��nua no ponto p, completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 6.2.2 Uma alternativa para a demonstra�c~ao acima pode ser feita utilizando-se a

Observa�c~ao (6.2.1) item (d).

Notemos que, pela Observa�c~ao (6.2.1) item (d), dado ε > 0, devemos mostrar que podemos

encontrar δ > 0 de modo que (veja �gura abaixo)

(g ◦ f) (Vδ(p) ⊆ Vε((g ◦ f)(p)). (6.7)

Observemos que, dado ε > 0, da continuidade da fun�c~ao g no ponto f(p) ∈ Y, podemos

encontrar δo > 0, de modo que

g(Vδo(f(p)) ⊆ Vε(g(f(p))) = Vε((g ◦ f)(p)). (6.8)

Por outro lado, da continuidade da fun�c~ao f no ponto p, podemos encontrar δ > 0 (tomando-

se na continuidade da fun�c~ao f no ponto p, ε = δo > 0, obtido em (6.8)) de modo que

f(Vδ(p)) ⊆ Vδo(f(p)). (6.9)

Logo

(g ◦ f)(Vδ(p)) = g [f(Vδ(p))]
(6.9)

⊆ g [Vδo(f(p))]
(6.8)

⊆ Vε((g ◦ f)(p)),

como quer��amos demonstrar.

O diagrama abaixo ilustra a demonstra�c~ao acima:

g(f(p))

R

ε

-
gf(p)

U

δo

g[Vδo
(f(p))]

�

-
fp

U

δ

?

f(Vδ(p))

25.05.2012 - 23.a

Uma outra caracteriza�c~ao muito importante para a continuidade de uma fun�c~ao �e dada pela:

Teorema 6.2.1 Sejam (X, dX), (Y, dY) espa�cos m�etricos e f : X → Y uma fun�c~ao.

A fun�c~ao f �e cont��nua em (X, dX) se, e somente se, o conjunto f−1(V) �e um subconjunto

aberto em (X, dX), para cada subconjunto V aberto em (Y, dY).
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Demonstração:

Suponhamos que a fun�c~ao f �e cont��nua em X e que o conjunto V �e um subconjunto aberto em

(Y, dY).

Notemos que se

f−1(V) = ∅,

segue que este ser�a um subconjunto aberto de (X, dX).

Por outro lado, se

f−1(V) ̸= ∅,

provaremos que todo ponto do conjunto

f−1(V) = {x ∈ X ; f(x) ∈ V}

�e ponto interior do mesmo, isto �e, se p ∈ f−1(V), devemos encontrar δ > 0, de modo que

Vδ(p) ⊆ f−1(V).

Para isso, seja p ∈ f−1(V), isto �e,

q
.
= f(p) ∈ V.

Como o conjunto V �e um subconjunto aberto em (Y, dY) e q ∈ V, podemos encontrar ε > 0 de

modo que

Vε(f(p)) = Vε(q) ⊆ V.

Como a fun�c~ao f �e cont��nua no ponto p, poderemos encontar δ > 0, de modo que

se dX(x, p) < δ teremos dY(f(x), f(p)) < ε,

isto �e,

se x ∈ Vδ(p) , deveremos ter f(x) ∈ Vε(f(p)).

Logo,

se x ∈ Vδ(p) , segue que f(x) ∈ Vε(f(p)) ⊆ V,

ou seja,

Vδ(p) ⊆ f−1(V),

mostrando que o conjunto f−1(V) �e um subconjunto aberto em (X, dX), completando a primeira parte

da demonstra�c~ao.

Suponhamos que o conjunto f−1(V) �e um subconjunto aberto em (X, dX), para cada conjunto V

que �e um subconjunto aberto em (Y, dY).

Mostremos que se p ∈ X ent~ao a fun�c~ao f �e cont��nua no ponto p.

Para isto, dado ε > 0, observamos que o conjunto

Vε
.
= Vε(f(p))

�e um subconjunto aberto em (Y, dY) (pois �e uma vizinhan�ca do ponto f(p) em (Y, dY)).

Logo, dado ε > 0 como o conjunto Vε
.
= Vε(p) �e um subconjunto aberto de (Y, dY), por hip�otese,

deveremos ter que o conjunto f−1(Vε) dever�a ser um subconjunto aberto em (X, dX), ou seja, todo

ponto do conjunto f−1(Vε) �e ponto interior do mesmo em (X, dX).

Como p ∈ f−1(Vε), segue que o ponto p dever�a ser um ponto interior do mesmo (pois f(p) ∈ Vε).
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Logo, poderemos encontrar δ > 0 de modo que

Vδ(p) ⊆ f−1(Vε),

isto �e,

se x ∈ Vδ(p)), teremos f(x) ∈ Vε(f(p)),

ou, equivalentemente

se dX(x, p) < δ, teremos dY(f(x), f(p)) < ε.

Portanto, dado ε > 0, podemos encontrar δ > 0, de modo que

se dX(x, p) < δ teremos dY(f(x), f(p)) < ε,

ou seja, a fun�c~ao f ser�a cont��nua em p ∈ X, completando a segunda parte da demonstra�c~ao do

resultado.

�

Observação 6.2.3 Utilizando a Observa�c~ao (6.2.1) item (d), pode-se obter uma demonstra�c~ao

alternativa para o resultado acima.

De fato,

Suponhamos que a fun�c~ao f �e cont��nua em X, isto �e, dado ε > 0, podemos encontrar δ > 0de

modo que

f(Vδ(p)) ⊆ Vε(f(p)).

Seja V �e um subconjunto aberto em (Y, dY).

Ent~ao temos duas possibilidades:

(a) Se f−1(V) = ∅.

Neste caso n~ao temos nada a fazer pois o conjunto ∅ �e aberto em Y, logo o conjunto f−1(V)

ser�a um subconjunto aberto em (X, dX), como quer��amos mostrar.

(b) Se f−1(V) ̸= ∅, ent~ao existe p ∈ f−1(V) ⊆ X.

Mostremos que todo ponto p ∈ f−1(V) �e ponto interior do conjunto f−1(V) em (X, dX).

Para isto seja p ∈ f−1(V), ou seja

f(p) ∈ V, com p ∈ X.

Como o conjunto V �e um subconjunto aberto em (Y, dY), poderemos encontrar ε > 0, de

modo que

Vε(f(p)) ⊆ V. (6.10)

Por outro lado, como a fun�c~ao f �e cont��nua no ponto p, segue da Observa�c~ao (6.2.1) item

(d), que podemos encontrar δ > 0, de modo que

f(Vδ(p)) ⊆ Vε(f(p)),

ou seja,

Vδ(p) ⊆ f−1[Vε(f(p))]. (6.11)

Logo, de (6.10) segue que

f−1[Vε(f(p))] ⊆ f−1(V).
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Portanto, de (6.11), teremos

Vδ(p) ⊆ f−1(V),

ou seja, o conjunto f−1(V) �e um subconjunto aberto em (X, dX), como quer��amos demons-

trar.

Por outro lado, suponhamos que o conjunto f−1(V) �e um subconjunto aberto em (X, dX),

para cada conjunto V subconjunto aberto em (Y, dY).

Mostremos que se p ∈ X ent~ao a fun�c~ao f �e cont��nua no ponto p.

Para isto, dado ε > 0, como o conjunto Vε(f(p)) �e um subconjunto aberto em (Y, dY) (pois

�e uma vizinahn�ca de f(p) em (Y, dY)) segue, por hip�otese, que o conjunto f−1(Vε(f(p)) �e

um subconjunto aberto em (X, dX).

Logo, podemos encontrar δ > 0, de modo que que

Vδ(p) ⊆ f−1(Vε(f(p)) ou, equivalentemente, f(Vδ(p)) ⊆ Vε(f(p)),

que pela Observa�c~ao (6.2.1) item (d), implicar�a que a fun�c~ao f ser�a cont��nua no ponto p,

como quer��amos demonstrar.

Como consequência temos o:

Corolário 6.2.1 Suponhamos que as hip�oteses do Teorema (6.2.1) esteja satisfeitas.

A fun�c~ao f �e cont��nua em X se, e somente se, o conjunto f−1(F) �e um subconjunto fechado

em (X, dX), para cada conjunto F que �e um subconjunto fechado em (Y, dY).

Demonstração:

Do Corol�ario (4.2.2) temos que o conjunto F �e um subconjunto fechado em (Y, dy) se, e somente

se, o conjunto Fc �e um subconjunto aberto em (Y, dY).

Logo, do Teorema (6.2.1), isto �e equivalente ao conjunto f−1 (Fc) ser um subconjunto aberto em

(X, dX). (*)

Observemos que

f−1(Fc) =
[
f−1(F)

]c
, (6.12)

cuja prova ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Portanto, (6.12) e a a�rma�c~ao (*) ser�a equivalente ao conjunto f−1(F) ser um subconjunto fechado

em (X, dX), completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Para fun�c~oes tomando valores complexos temos a:

Proposição 6.2.2 Sejam (X, dX) e (C, d2) espa�cos m�etricos e f, g : X → C fun�c~oes cont��nuas em

p ∈ X.

Ent~ao as fun�c~oes f + g, f g e
f

g
ser~ao cont��nuas no ponto p, no �ultimo caso deveremos ter

g(p) ̸= 0.

Em particular, se as fun�c~oes f, g : X → C s~ao cont��nuas em X ent~ao as fun�c~oes f+g, f g e
f

g
ser~ao cont��nuas nos seus respectivos dom��nios (no �ultimo caso ser�a em X \ {x ∈ X ; g(x) = 0}).
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Demonstração:

Se o ponto p �e um ponto isolado de (X, dX) nada temos a fezer.

Se o ponto p �e um ponto de acumula�c~ao de (X, dX) a demonstra�c~ao segue da Proposi�c~ao (6.1.1) e

do fato que as fun�c~oes f e g s~ao cont��nuas no ponto p, completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Para fun�c~oes a valores vetoriais temos as:

Proposição 6.2.3 Sejam (X, d) espa�co m�etrico f1, f2, · · · fk : X → R e f : X → Rk dada por

f(x)
.
= (f1(x), f2(x), · · · , fk(x)), x ∈ X.

Ent~ao, a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao cont��nua em p ∈ X se, e somente se, para cada i = 1, 2, · · · , k,
a fun�c~ao fi �e uma fun�c~ao cont��nua em p.

Em particular, a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao cont��nua em (X, d) se, e somente se, para cada

i = 1, 2, · · · , k, a fun�c~ao fi �e uma fun�c~ao cont��nua em (X, d).

Demonstração:

Segue da Proposi�c~ao (6.1.2).

�

Proposição 6.2.4 Sejam (X, d), (Rk, dk) espa�cos m�etricos, α ∈ R e f, g : X → Rk fun�c~oes

cont��nuas em p ∈ X.

Ent~ao as fun�c~oes f + g, f • g, α f s~ao fun�c~oes cont��nuas em p (onde • �e o produto escalar

em Rk).

Em particular, se f, g : X → Rk s~ao fun�c~oes cont��nuas em (X, d) ent~ao as fun�c~oes f+ g, f • g
e α f s~ao fun�c~oes cont��nuas em (X, d).

Demonstração:

Segue das Proposi�c~oes (6.2.3) e (6.2.2).

�

Exemplo 6.2.1 Suponhamos que (R, d1) e (Rk, dk) s~ao espa�cos m�etricos munidos das respectivas

distâncias provenientes das respectivas normas Euclideanas (isto �e, de | | em R e de ∥ ∥ em

Rk).

1) Dado x ∈ Rk, sejam x1, x2, · · · , xk ∈ R as coordenadas do ponto x (isto �e, x = (x1, x2, · · · , xk)).

Com isto podemos de�nir, para cada i = 1, 2, · · · , k, a fun�c~ao ϕi : Rk → R dada por

ϕi(x)
.
= xi, x ∈ Rk.

Observemos que

|ϕi(x) − ϕi(y)| ≤ |xi − yi| ≤

√√√√ k∑
j=1

|xj − yj|2 = ∥x− y∥,

isto �e,

dR (ϕi(x), ϕi(y)) = |ϕi(x) − ϕi(y)| ≤ ∥x− y∥ = dRk(x, y),

para todo x, y ∈ Rk.



6.2. FUNC� ~OES CONT�INUAS 217

Logo, segue que para cada i = 1, 2, · · · , k, a fun�c~ao ϕi �e cont��nua em (Rk, dk).

Para mostrar isto basta observar que, dado ε > 0 podemos considerar δ = ε.

As fun�c~oes ϕi, i = 1, 2, · · · , k, s~ao denominadas funções coordenadas ou projeções (ou

i-�esima proje�c~ao).

2) Como consequência do Exemplo 1) e da Proposi�c~ao (6.2.2) temos que as funções monomiais

s~ao cont��nuas em (Rk, dk).

De fato, pois uma fun�c~ao monomial �e uma fun�c~ao do tipo f : Rk → R dada por

f(x)
.
= x

n1

1 x
n2

2 · · · xnk

k , x = (x1, x2, · · · , xk) ∈ Rk,

onde ni ∈ N, para i = 1, · · · , k e assim temos que

f(x) = [ϕ1(x)]
n1 [ϕ2(x)]

n2 · · · [ϕk(x)]
nk , x ∈ Rk.

3) Tamb�em como consequência Proposi�c~ao (6.2.2) temos que as funções polinomiais, isto

�e,

P(x) =
∑

n1+n2+···+nk≤N

cn1···nk
x
n1

1 x
n2

2 · · · xnk

k , x = (x1, x2, · · · , xk) ∈ Rk,

onde cn1···nk
∈ R, para n1 + n2 + · · · + nk ≤ N, com N ∈ N �e �xo, tamb�em ser~ao cont��nuas

em (Rk, dk).

3) Uma vez mais, como consequência Proposi�c~ao (6.2.2), temos que as funções racionais

(isto �e, fun�c~oes do tipo f(x)
.
=

P(x)

Q(x)
, onde P e Q s~ao fun�c~oes polinomiais) s~ao cont��nua

nos seus respectivos dom��nios, isto �e, Dom

(
P

Q

)
.
=

{
x ∈ Rk ; Q(x) ̸= 0

}
.

4) A fun�c~ao h : Rk → R dada por

h(x)
.
= ∥x∥, x ∈ Rk

�e cont��nua em (Rk, dk).

De fato, como

dR(h(x), h(y)) = |h(x) − h(y)| = | ∥x∥− ∥y∥ |
desigualdade triangular

≤ ∥x− y∥ = dRk(x, y),

segue a continuidade da fun�c~ao h em (Rk, dk).

Para mostrar isto basta observar que, dado ε > 0 podemos considerar δ = ε.

5) Como consequência, se (X, d) �e um espa�co m�etrico, f : X → Rk �e uma fun�c~ao cont��nua em

(X, d) ent~ao a fun�c~ao ϕ : X → R dada por

ϕ(p)
.
= ∥f(p)∥, p ∈ X

�e uma fun�c~ao cont��nua em (X, d), pois �e a fun�c~ao ϕ �e uma fun�c~ao composta de fun�c~oes

cont��nuas.
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6.3 Continuidade e Compacidade

Iniciaremos a sec�c~ao com a:

Definição 6.3.1 Seja (F , dF) um espa�co m�etrico. Diremos que uma fun�c~ao f : E → F �e limitada em E

se existirem f ∈ F e M > 0 tal que

f(x) ∈ BM(f) , para todo x ∈ E,

onde BM(f) denota a bola aberta de centro em f e raio M, em (F , dF).

Observação 6.3.1 No caso que a fun�c~ao f : E → Rk, ela ser�a limitada em E se existir M > 0 tal

que

∥f(x)∥Rk ≤ M, x ∈ E.

Com isto temos o:

Teorema 6.3.1 Sejam (X, dX) espa�co m�etrico compacto, (Y, dY) espa�co m�etrico e f : X → Y uma

fun�c~ao cont��nua em (X, dX).

Ent~ao o conjunto f(X) �e um subconjunto compacto em (Y, dY).

Demonstração:

Seja {Vα ; α ∈ A} cobertura aberta de f(X), em (Y, dY).

Como a fun�c~ao f �e cont��nua em (X, dX) e, para cada α ∈ A, temos que o conjunto Vα �e um

subconjunto aberto em (Y, dY), do Teorema (6.2.1), segue que o conjunto f−1(Vα) �e um subconjunto

aberto em (X, dX), para cada α ∈ A, isto �e,{
f−1(Vα) ; α ∈ A

}
�e uma cobertura aberta de X em (X, dX).

Mas o conjunto X �e um subconjunto compacto em (X, dX), logo existem α1, α2, · · · , αn ∈ A, de
modo que

X ⊆ f−1(Vα1
) ∪ f−1(Vα2

) ∪ · · · ∪ f−1(Vαn),

ou seja,

f(X) ⊆ f
(
f−1(Vα1

) ∪ f−1(Vα2
) ∪ · · · ∪ f−1(Vαn)

)
. (6.13)

Notemos que

f
(
f−1(Vα1

) ∪ f−1(Vα2
) ∪ · · · ∪ f−1(Vαn)

)
= Vα1

∪ Vα2
∪ · · · ∪ Vαn , (6.14)

cuja prova ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Logo, de (6.13) e (6.14), segue que

f(X) ⊆ Vα1
∪ Vα2

∪ · · · ∪ Vαn ,

isto �e, a cobertura {Vα ; α ∈ A} aberta de f(X), em (Y, dY), possui uma subcobertura �nita, a saber,

{Vαi
; i = 1, 2, · · · , n}, que ainda cobre o conjunto f(X).

Portanto o conjunto f(X) �e um subconjunto compacto em (Y, dY), completando a demonstra�c~ao.

�
Como consequência temos os:
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Corolário 6.3.1 Sejam (X, dX) um espa�co m�etrico compacto e f : X → Rk �e uma fun�c~ao cont��nua

em (X, dX).

Ent~ao o conjunto f(X) �e um subconjunto limitado e fechado em (Y, dY).

Em particular, a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao limitada em (X, dX).

Demonstração:

Do Teorema acima segue que o conjunto f(X) �e um subconjunto compacto em (Y, dY).

Logo, da Proposi�c~ao (4.3.2), temos que o conjunto f(X) um subconjunto limitado e fechado em

(Y, dY), completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
No caso de fun�c~oes reais temos o:

Corolário 6.3.2 Sejam (X, d) um espa�co m�etrico compacto e f : X → R cont��nua em (X, d) (onde

em R estamos considerando a m�etrica d1).

Ent~ao existem

M
.
= sup

x∈X
f(x) e m

.
= inf

x∈X
f(x). (6.15)

Al�em disso, existem p, q ∈ X de modo que

f(p) = M e f(q) = m,

ou seja, a fun�c~ao f assume seus valores m�aximo em m��nimo (globais) em (X, d).

Demonstração:

Observemos que, do Teorema (6.3.1), segue que o conjunto f(X) �e um subconjunto limitado em

(R, d1), logo existem M e m como em (6.15).

Por outro lado, o conjunto f(X) �e um subconjunto fechado em (R, d1).

Logo, da Proposi�c~ao (4.2.7), segue que

sup f(X)︸ ︷︷ ︸
=M

, inf f(X)︸ ︷︷ ︸
=m

∈ f(X),

isto �e, existem p, q ∈ X tais que

f(p) = M e f(q) = m,

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 6.3.2 O resultado acima nos diz que uma fun�c~ao cont��nua, a valores reais, f : X →
R, de�nida num compacto X de um espa�co m�etrico, assumir�a m�aximo e m��nimo (globais) em

X, isto �e, podemos encontrar p, q ∈ X de modo que

f(q) ≤ f(x) ≤ f(p) , para todo x ∈ X.

30.05.2012 - 24.a

Para a fun�c~ao inversa temos o:

Teorema 6.3.2 Sejam (X, dX) espa�co m�etrico compacto, (Y, dY) espa�co m�etrico e f : X → Y uma

fun�c~ao cont��nua em (X, dX) e bijetora (logo existe a fun�c~ao inversa f−1 : Y → X).

Ent~ao a fun�c~ao inversa f−1 : Y → X �e cont��nua em (Y, dY).
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Resolução:

Notemos que, do Teorema (6.2.1), basta mostrar que se o conjunto U �e um subconjunto aberto

em (X, dX) implicar�a que o conjunto
(
f−1
)−1

(U) ser�a um subconjunto aberto em (Y, dY).

Como a fun�c~ao f �e bijetora temos que(
f−1
)−1

(U)︸ ︷︷ ︸
imagem inversa do conjunto U pela fun�c~ao inversa f−1

= f(U).

Logo basta mostrar que se o conjunto U �e um subconjunto aberto em (X, dX) ent~ao o conjunto

f(U) �e um subconjunto aberto em (Y, dY).

Como o conjunto U �e um subconjunto aberto em (X, dX) segue, do Corol�ario (4.2.2) que o conjunto

Uc �e um subconjunto fechado em (X, dX) que, por hip�otese, �e um subconjunto compacto em (X, dX).

Logo, da Proposi�c~ao (4.3.3), segue que o conjunto Uc �e um subconjunto compacto em (X, dX).

Assim, do Teorema (6.3.1), segue que o conjunto f(Uc) �e um subconjunto compacto em (Y, dY).

Portanto, a Proposi�c~ao (4.3.2), implicar�a que o conjunto f(Uc) �e um subconjunto fechado em

(Y, dY).

Mas

[f(U)]c
Exerc��cio

= f(Uc),

que �e um subconjunto fechado em (Y, dY).

Assim, do Corol�ario (4.2.2), teremos que o conjunto f(U) �e um subconjunto aberto em (Y, dY),

mostrando que a fun�c~ao f−1 �e uma fun�c~ao cont��nua em (Y, dY), completando a demonstra�c~ao do

resultado.

�

Observação 6.3.3

1. Sejam (X, dX), (Y, dY) espa�cos m�etricos e f : X → Y uma fun�c~ao.

Diremos que a fun�c~ao f é uma função aberta em (X, dX) se para cada conjunto U que �e

um subconjunto aberto em (X, dX) tivermos que o conjunto f(U) �e um subconjunto aberto

em (Y, dy).

2. Com a no�c~ao acima segue, da demonstra�c~ao do Teorema acima, que se (X, dX), (Y, dY)

espa�cos m�etricos e a fun�c~ao f : X → Y for bijetora, cont��nua e aberta em (X, dx) ent~ao a

fun�c~ao inversa f−1 : Y → X ser�a cont��nua em (Y, dY).

3. De modo semelhante temos a:

Diremos que a fun�c~ao f é uma função fechada em (X, dX) se para cada conjunto F que �e

um subconjunto fechado em (X, dX) tivermos que o conjunto f(F) �e um subconjunto fechado

em (Y, dy).

4. Com a no�c~ao acima, podemos demonstrar o seguinte resultado: se (X, dX), (Y, dY) espa�cos

m�etricos e a fun�c~ao f : X → Y for bijetora, cont��nua e fechada em (X, dx) ent~ao a fun�c~ao

inversa f−1 : Y → X ser�a cont��nua em (Y, dY).

A demonstra�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

A seguir exibiremos uma s�erie de exemplos que ilustram que a hip�otese de compacidade nos

Teoremas (6.3.1), (6.3.2) e Corol�arios (6.3.1), (6.3.2) s~ao essenciais para as conclus~oes dos mesmos.
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Exemplo 6.3.1 Para todos os exemplos a seguir o conjunto E �e um subconjunto não compacto

em (R, d1).

1) Existe uma fun�c~ao f : E → R cont��nua em (E, d1), que não �e limitada em (E, d1).

Como o conjunto E não �e um subconjunto compacto em (R, d1), ele poder�a n~ao ser fechado

ou n~ao ser limitado (ou n~ao ser os dois).

(a) Se o conjunto E �e limitado e n~ao fechado em (R, d1):

Consideremos, por exemplo:

E
.
= (0, 1] e f(x) =

1

x
, x ∈ E.

Temos que a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao cont��nua em (E, d1) mas não �e limitada em

(E, d1), pois

lim
x→0+

f(x) = ∞.

Observe que o conjunto f(E) = [1,∞) não �e um subconjunto compacto de (R, d1).

(b) Se o conjunto E �e um subconjunto fechado e n~ao limitado em (R, d1):

Consideremos, por exemplo:

E
.
= [0,∞) e f(x) = x, x ∈ E.

Noteemos que a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao cont��nua em (E, d1) mas não �e limitada em

(E, d1), pois

lim
x→∞ f(x) = ∞.

Novamente, observemos que o conjunto f(E) = [0,∞) não �e um subconjunto compacto

em (R, d1).

2) Existe uma fun�c~ao f : E → R cont��nua e limitada em (E, d1) que não tem m�aximo ou

m��nimo em E.

Como o conjunto E não �e um subconjunto compacto em (R, d1), poder�a n~ao ser fechado

ou n~ao ser limitado em (R, d1) (ou n~ao ser os dois).

(a) Se o conjunto E �e um subconjunto limitado e n~ao fechado em (R, d1):

Consideremos, por exemplo:

E
.
= (0, 1) e f(x) = x, x ∈ E.

Notemos que a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao cont��nua e limitada em (E, d1) (pois 0 < f(x) < 1

para x ∈ E) mas não assume valor m�aximo ou valor m��nimo em E, isto �e, n~ao existem

xo, x1 ∈ E, de modo que

f(xo) ≤ f(x) ≤ f(x1), para todo x ∈ E.

Observemos que o conjunto f(E) = (0, 1) não �e um subconjunto compacto em (R, d1).
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(b) Se o conjunto E �e um subconjunto fechado e n~ao limitado em (R, d1):

Consideremos, por exemplo:

E
.
= [1,∞) e f(x) =

x

1+ x
, x ∈ E.

Notemos que a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao cont��nua e limitada em (E, d1) (pois 0 ≤ f(x) < 1

para todo x ∈ E) e não assume valor m�aximo (global) em E.

Observemos que o conjunto f(E) = [0, 1) não �e um subconjunto compacto em (R, d1).

3) Existe uma fun�c~ao f : E → F cont��nua em (E, dE), bijetora, cuja fun�c~ao inversa não �e

cont��nua em (F, dF).

Consideremos, por exemplo:

E = [0, 2π) e f : E → F
.
= S1, f(t) = (cos(t), sen(t)) , t ∈ E,

onde

S1
.
=

{
P ∈ R2 ; ∥P∥ = 1

}
,

onde em S1 consideraremos a m�etrica d2, induzida de (R2, d2).

Observemos que a fun�c~ao f �e cont��nua em (E, d1) (suas componentes s~ao fun�c~oes cont��nuas

em (E, dE)) e bijetora.

Logo existe a fun�c~ao inversa f−1 : S1 → E mas esta fun�c~ao não �e uma fun�c~ao cont��nua no

ponto (1, 0) = f(0).

De fato, consideremos as sequências (Pn)n∈N e (Qn)n∈N em S1, de modo que

Pn → (1, 0)

e est�a contida no semi-plano superior y > 0 e

Qn → (1, 0)

e est�a contida no semi-plano inferior y < 0 (veja �gura abaixo).

6

-
(1, 0) 6

?
Pn

Qn

6

-
f

2π

0

f−1(Pn)

?

6f−1(Qn)

�

f−1

Com isto teremos

f−1(Pn) → 0 e f−1(Qn) → 2π,

mostrando que não existe

lim
x→(1,0)

f−1(x).

Em particular, a fun�c~ao f−1 não �e uma fun�c~ao cont��nua no ponto (1, 0).
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Definição 6.3.2 Sejam (X, dX), (Y, dY) espa�coes m�etricos e f : X → Y uma fun�c~ao.

Diremos que a fun�c~ao f : X → Y �e uniformemente cont́ınua em (X, dX) se dado ε > 0,

podemos encontrar δ = δ(ε) > 0, de modo que

para todo p, q ∈ X satisfazendo dX(p, q) < δ , deveremos ter dY (f(p), f(q)) < ε.

Observação 6.3.4

(a) A diferen�ca entre a de�ni�c~ao de continuidade e continuidade uniforme �e que o δ na �ultima

pode ser escolhido independente do ponto escolhido em X, ou seja, a continuidade uni-

forme �e um conceito em um conjunto (no caso, o conjunto X) e a continuidade �e um

conceito em um �unico ponto (no caso, o ponto p ∈ X).

(b) Se a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao uniformemente cont��nua em (X, dX) ent~ao a fun�c~ao f ser�a

uam fun�c~ao cont��nua em (X, dX).

A rec��proca �e falsa, isto �e, existem fun�c~oes que s~ao cont��nuas em cada ponto de (X, dX)

mas não s~ao uniformemente cont��nuas em (X, dX).

Encontrar um tal exemplo ser�a deixado como exerc��cio para o leitor. Ex. 6.1 - 0,5

Quando o espa�co m�etrico (X, dX) �e um espa�co m�etrico compacto os dois conceitos s~ao equivalentes,

como mostra o:

Teorema 6.3.3 Sejam (X, dX) espa�co m�etrico compacto, (Y, dY) espa�co m�etrico e f : X → Y uma

fun�c~ao.

A fun�c~ao f �e cont��nua em (X, dX) se, e somente se, a fun�c~ao f �e uniformemente cont��nua

em (X, dX).

Demonstração:

Se a fun�c~ao f �e uniformemente cont��nua em (X, dX), segue da Observa�c~ao acima item (b), que ela

ser�a uma fun�c~ao cont��nua em (X, dX)..

Suponhamos que a fun�c~ao f seja uma fun�c~ao cont��nua em (X, dX), isto �e, a fun�c~ao f seja uma

fun�c~ao cont��nua em cada ponto p ∈ X.

Logo, dado ε > 0, para cada p ∈ X �xado, podemos encontrar

δp = δ(p, ε) > 0,

de modo que

se dX(p, q) < δp , teremos dY (f(p), f(q)) <
ε

2
. (6.16)

Para cada p ∈ X consideremos o conjunto

Vp
.
= V δp

2

(p) (6.17)

que �e um subconjunto aberto em (X, dX).

Logo a fam��lia {Vp ; p ∈ X} �e uma cobertura aberta do conjunto X, em (X, dX).

Como o conjunto X �e um subconjunto compacto em (X, dX), segue que, podemos encontrar

p1, p2, · · · , pn ∈ X, de modo que

X ⊆
n∪
i=1

Vpi (6.18)
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Logo, podemos concluir que se p ∈ X satisfaz

dX(p, pk) < δp , ou seja, p ∈ Vpk ,

para algum k ∈ {1, 2, · · ·n}, ent~ao, de (6.16), teremos

dY (f(p), f(pk)) <
ε

2
. (6.19)

Seja

δ
.
=

1

2
min {δp1 , δp2 , · · · , δpn} > 0. (6.20)

Observemos que δ não depende do ponto p ∈ X.

Sejam p, q ∈ X s~ao tais que

dX(p, q) < δ. (6.21)

Logo, de (6.18), segue que

p ∈ Vpk , para algum k ∈ {1, 2, · · · , n}.

Assim, de (6.17), segue que

dX(p, pk) <
1

2
δpk (6.22)

e assim

dX(q, pk) ≤ dX(q, p)︸ ︷︷ ︸
(6.21)
< δ

+dX(p, pk)︸ ︷︷ ︸
(6.22)
< 1

2
δpk

< δ+
1

2
δpk

(6.20)

≤ 1

2
δpk +

1

2
δpk = δpk ,

isto �e,

p, q ∈ Vpk .

Portanto

dY (f(p), f(q)) < dY(f(p), f(pk)) + dY (f(pk), f(q))
(6.19)
<

1

2
ε+

1

2
ε = ε,

mostrando que a fun�c~ao f �e uniformemente cont��nua em (X, dX), completando a demonstra�c~ao do

resultado.

�

6.4 Continuidade e Conexidade

Come�caremos pelo:

Teorema 6.4.1 Sejam (X, dX), (Y, dY) espa�cos m�etricos e f : X → Y uma fun�c~ao cont��nua em

(X, dX).

Se o conjunto E ⊆ X �e um subconjunto conexo em (X, dX) ent~ao o conjunto f(E) ser�a um

subconjunto conexo em (Y, dY).
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Demonstração:

Suponhamos, por absurdo, que o conjunto f(E) n~ao seja um subconjunto conexo em (Y, dY), isto

�e, existem subconjuntos A e B contidos em Y, separados e n~ao-vazios, de modo que

f(E) = A ∪ B,

isto �e,

A ∩ B = A ∩ B = ∅.

Consideremos

G
.
= E ∩ f−1(A) e H

.
= E ∩ f−1(B).

Ent~ao

E = G ∪H

com G, H subconjuntos E.

Notemos que os conjunto G,H s~ao subconjuntos n~ao vazios, pois

A,B ⊆ f(E)

e A,B s~ao conjuntos n~ao vazios.

Mostremos que os conjunto G e H s~ao separados em (X, dx).

Para isto observemos que

G = E ∩ f−1(A) ⊆ f−1(A) ⊆ f−1
(
A
)
,

pois

A ⊆ A.

Como a fun�c~ao f �e cont��nua em (X, dX) e o conjunto A �e um subconjunto fechado em (Y, dY) (veja

a Proposi�c~ao (4.2.6) item (a)), segue que o conjunto f−1
(
A
)
�e um subconjunto fechado em (X, dX)

(veja o Corol�ario (6.2.1)) .

Assim, como

G ⊆ f−1
(
A
)
,

segue que

G ⊆ f−1
(
A
) f−1(A) �e um subconj. fechado em (X,dX)

= f−1
(
A
)
, implicando que f

(
G
)
⊆ A.

Mas

f(H) ⊆ B e A ∩ B = ∅.

Logo

f
(
G
)
∩ f(H) ⊆ A ∩ B = ∅, implicando que G ∩H = ∅.

De modo an�alogo, mostra-se que (ser�a deixado como exerc��cio para o leitor)

G ∩H = ∅,

ou seja,

E = G ∪H,

onde os conjunto G e H est~ao contidos no conjunto E, n~ao vazios e separados em (X, dX), isto �e,

G ∩H = G ∩H = ∅,
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o que �e um absurdo, pois o conjunto E �e um subconjunto conexo em (X, dX).

Portanto o conjunto f(E) �e um subconjunto conexo em (Y, dY), completando a demonstra�c~ao do

resultado.

�
Como consequência temos o:

Teorema 6.4.2 Seja f : [a, b] → R cont��nua em ([a, b], d1). Suponhamos que

f(a) < f(b) e c ∈ (f(a), f(b)).

Ent~ao existe xo ∈ (a, b) tal que

f(xo) = c,

ou seja, a fun�c~ao f assume todos os valores entre os valores f(a) e f(b).

Demonstração:

Notemos que, do Teorema (4.6.1), segue que o conjunto [a, b] �e um subconjunto conexo em (R, d1).

Como a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao cont��nua em ([a, b], d1) segue, do Teorema acima, que o conjunto

f ([a, b]) �e um subconjunto conexo em (R, d1).

Portanto, do Teorema (4.6.1) segue f ([a, b]) dever�a ser um intervalo de R, ou seja, a fun�c~ao

f, assume todos os valores entre f(a) e f(b), ou seja, existe xo ∈ [a, b] de modo que f(xo) = c,

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 6.4.1 O resultado acima �e conhecido como Teorema do Valor Intermedi�ario.

A continuidade e a conexidade s~ao necess�arias para a conclus~ao do resultado acima, isto �e,

existem exemplos de fun�c~oes n~ao cont��nuas em (A,d1) de�nidas em um conjunto conexo A ⊆ R,
cuja imagem não �e um conjunto conexo em (R, d1) e de fun�c~oes cont��nuas em (A,d1), de�nidas

em conjuntos A n~ao conexos em (R, d1), cuja imagem não �e um conjunto conexo.

A constru�c~ao de tais exemplos ser�a deixado como exerc��cio para o leitor. Ex. 6.2 - 0,5

01.06.2012 - 25.a

6.5 Descontinuidade

Definição 6.5.1 Sejam f : (a, b) → R .

Diremos que o limite da função f, pela direita do ponto c ∈ [a , b), �e L ∈ R, indicado por

lim
x→c+

f(x) = L ou f
(
c+
)
= L,

se dado ε > 0, podemos encontrar δ > 0, de modo que

se 0 < x− c < δ︸ ︷︷ ︸
c<x<c+δ

, teremos |f(x) − L| < ε.

Diremos que o limite da função f, pela esquerda do ponto c ∈ (a , b], �e L ∈ R, indicado
por

lim
x→c−

f(x) = L ou f
(
c−
)
= L,

se dado ε > 0, podemos encontrar δ > 0, de modo que

se −δ < x− c < 0︸ ︷︷ ︸
−c−δ<x<c

, teremos |f(x) − L| < ε.



6.5. DESCONTINUIDADE 227

Observação 6.5.1

a) Observemos que, se c ∈ (a , b), temos que

lim
x→c

f(x) = L

se, e somente se,

lim
x→c+

f(x) = lim
x→c−

f(x) = L,

ou ainda,

f
(
c+
)
= f

(
c−
)
= L.

A demonstra�c~ao desse fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

b) Poder��amos de�nir os limites laterais de uma fun�c~ao de uma vari�avel real a valores reais,

da seguinte forma:

Se c ∈ [a , b), temos:

ds limx→c+ f(x) = L se, e somente se, para uma sequência (xn)n∈N tal que

c < xn < b, xn → c em (R, d1) , temos f(xn) → L em (R, d1).

De modo an�alogo, se c ∈ (a , b], temos: lim
x→c−

f(x) = L se, e somente se, para uma sequência

(xn)n∈N tal que

a < xn < c, xn → c em (R, d1) , temos f(xn) → L em (R, d1).

Com isto temos a:

Definição 6.5.2 Sejam f : (a, b) → R e c ∈ (a, b).

Diremos que a fun�c~ao f tem uma descontinuidade de 1.a espécie no ponto c se existem

f
(
c+
)
, f
(
c−
)
∈ R, mas

f
(
c+
)
̸= f

(
c−
)

ou f
(
c+
)
= f

(
c−
)
̸= f(c).

Se n~ao existe um dos limites laterais da fun�c~ao f no ponto c diremos que a fun�c~ao f tem

uma descontinuidade de 2.a espécie no ponto c.

Observação 6.5.2 Para que uma fun�c~ao não seja cont��nua no ponto c ∈ (a, b) pode ocorrer

de n~ao existe limite da fun�c~ao no ponto c, mas existirem os limites laterais no ponto c (e s~ao

diferentes) ou existirem os limites laterais no ponto c, serem iguais (ou seja, existe o limite da

fun�c~ao em c) mas forem diferentes do valor da fun�c~ao no ponto c.

A seguir exibiremos alguns exemplos de fun�c~oes reais descont��nuas.

Exemplo 6.5.1

(a) Consideremos f : R → R dada por

f(x)
.
=

{
1 , se x �e racional

0 , se x �e irracional.
x ∈ R.

Ent~ao, a fun�c~ao f tem descontinuidades de 2.a esp�ecie em qualquer ponto de R, pois para
todo x ∈ R não existem f

(
x+
)
ou f

(
x−
)
.

Deixaremos a veri�ca�c~ao destes fatos como exerc��cio para o leitor.
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(b) Consideremos f : R → R dada por

f(x)
.
=

{
x , se x �e racional

0 , se x �e irracional.
x ∈ R.

Ent~ao, a fun�c~ao f tem descontinuidades de 2.a esp�ecie em qualquer ponto de R \ {0} pois

para todo x ∈ R \ {0} não existem f
(
x+
)
ou f

(
x−
)
.

Mas a fun�c~ao f �e cont��nua em x = 0.

A veri�ca�c~ao destes fatos ser�a deixado como exerc��cio para o leitor. Ex. 6.3 - 0,5

(c) Consideremos f : R → R dada por

f(x)
.
=


x+ 2 , −3 < x < −2

−x− 2 , −2 ≤ x < 0

x+ 2 , 0 ≤ x < 1

x ∈ R.

Ent~ao, a fun�c~ao f tem descontinuidades de 1.a esp�ecie em x = 0, pois

f
(
0+
)
= 2 e f

(
0−
)
= −2

e �e cont��nua no conjunto (−3, 1) \ {0}.

A veri�ca�c~ao destes fatos ser�a deixado como exerc��cio para o leitor.

(d) Consideremos f : R → R dada por

f(x)
.
=

 sen

(
1

x

)
, x ̸= 0

1 , x = 0.

x ∈ R.

Ent~ao, a fun�c~ao f tem descontinuidades de 2.a esp�ecie em x = 0, pois não existem f
(
0+
)

e f
(
0−
)
.

Mas a fun�c~ao f �e cont��nua em R \ {0}.

A veri�ca�c~ao destes fatos ser�a deixado como exerc��cio para o leitor.

6.6 Funções Monótonas

Definição 6.6.1 Seja f : (a, b) → R.
Diremos que a fun�c~ao f �e monótona crescente em (a, b) se para

a < x < y < b temos f(x) ≤ f(y).

Diremos que a fun�c~ao f �e monótona decrescente em (a, b) se para

a < x < y < b temos f(x) ≥ f(y).

Diremos que a fun�c~ao f �e monótona em (a, b) se for mon�otona crescente ou mon�otona

decrescente em (a, b).

Com isto temos a:
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Proposição 6.6.1 Suponhamos que f : (a, b) → R �e mon�otona crescente em (a, b).

Ent~ao para todo x ∈ (a, b) existem

f
(
x+
)

e f
(
x−
)
.

Mais precisamente,

sup
a<t<x

f(t) = f
(
x−
)
≤ f(x) ≤ f

(
x+
)
= inf

x<t<b
f(t). (6.23)

Al�em disso, se

a < x < y < b ent~ao f
(
x+
)
≤ f

(
y−
)
.

Demonstração:

Dado x ∈ (a, b), como a fun�c~ao �e mon�otona crescente, segue que o conjunto

{f(t) ; a < t < x}

�e limitado superiormente por f(x), em (R, d1).

Logo existe

A
.
= sup {f(t) ; a < t < x} .

Como consequência temos que

A ≤ f(x).

Mostremos que

A = f
(
x−
)
.

Para isto, dado ε > 0, como A �e o supremo do conjunto

{f(t) ; a < t < x}

segue, da Proposi�c~ao (3.4.5), que existe zo ∈ {f(t) ; a < t < x}, de modo que

A− ε < zo ≤ A,

isto �e, existe to ∈ (a, x) tal que

A− ε < f(to) ≤ A,

ou ainda, podemos encontrar δ > 0, de modo que

a < x− δ < x e A− ε < f(x− δ) ≤ A, (6.24)

bastando tomar

δ
.
= x− to.

Como a fun�c~ao f �e mon�otona crescente segue que

f(x− δ) ≤ f(t) ≤ A , para todo x− δ < t < x. (6.25)

Logo

A− ε
(6.24)
< f(x− δ)

(6.25)

≤ f(t) ≤ A < A+ ε,

ou seja,

|f(t) −A| < ε, para x− δ < t < x,
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ou ainda,

lim
t→x−

f(t) = A, ou , equivalentemente A = f
(
x−
)
.

Portanto

f
(
x−
)
= sup

a<t<x
f(t) ≤ f(x).

De modo semelhante mostra-se que

f(x) ≤ inf
x<t<b

f(t) = f
(
x+
)
.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Assim segue a desigualdade (6.23).

Se

a < x < y < b,

segue que

f
(
x+
) (6.23)

= inf
x<t<b

f(t)
(x, y) ⊆ (x, b)

≤ inf
x<t<y

f(t). (6.26)

De modo semelhante, temos

f
(
y−
) (6.23)

= sup
a<t<y

f(t)
f �e mon�otona crescente

= sup
x<t<y

f(t). (6.27)

Portanto

f
(
x+
) (6.26)

= inf
x<t<y

f(t) ≤ sup
x<t<y

f(t)
(6.27)
= f

(
y−
)
,

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 6.6.1 Vale um resultado an�alogo a Proposi�c~ao acima para o caso em que a fun�c~ao

�e mon�otona decrescente, cuja demonstra�c~ao ser�a deixada como exec��cio para o leitor.

Neste caso teremos a seguinte desigualdade

inf
a<t<x

f(t) = f
(
x−
)
≥ f(x) ≥ f

(
x+
)
= sup

x<t<b

f(t). (6.28)

Al�em disso, se

a < x < y < b, ent~ao f
(
x+
)
≥ f

(
y−
)
.

Como consequência temos o:

Corolário 6.6.1 Fun�c~oes mon�otonas n~ao tem descontinuidade de 2.a esp�ecie.

Demonstração:

Se a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao mon�otona, da Proposi�c~ao acima, segue que para todo x ∈ (a, b),

existem

f
(
x+
)

e f
(
x−
)
,

isto �e, se a fun�c~ao tiver ponto de descontinuidade, este dever�a ser, necessariamente, de 1.a esp�ecie,

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Com isto temos o:
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Teorema 6.6.1 Seja f : (a, b) → R mon�otona em (a, b).

Ent~ao o conjunto formado pelos pontos de descontinuidade da fun�c~ao f �e, no m�aximo,

enumer�avel.

Demonstração:

Vamos fazer a demonstra�c~ao para o caso em a fun�c~ao f �e mon�otona crescente.

A demonstra�c~ao do caso em que a fun�c~ao f �e mon�otona decrescente ser�a deixado como exerc��cio

para o leitor.

Seja E o conjunto formado pelos pontos de descontinuidade da fun�c~ao f.

Observemos que, da Proposi�c~ao (6.6.1), segue que se no ponto xo ∈ (a, b) a fun�c~ao f tem um ponto

de descontinuidade ent~ao

f
(
x−o
)
< f

(
x+o
)
.

De fato, caso contr�ario, se

f
(
x−o
)
≥ f

(
x+o
)
,

ent~ao, da desigualdade (6.23), dever��amos ter

f
(
x−o
)
≤ f(xo) ≤ f

(
x+o
)
≤ f

(
x−o
)
,

isto �e,

f(xo) = f
(
x+o
)
= f

(
x−o
)
,

ou seja, a fun�c~ao f seria cont��nua em xo, o que contraria o fato da fun�c~ao ser descont��nua em xo.

Para cada xo ∈ E associamos um n�umero racional, r(xo) ∈ Q, de modo que

f
(
x−o
)
< r(xo) < f

(
x+o
)
.

Notemos que se x1 < x2 ent~ao, como a fun�c~ao f �e mon�otona crescente, segue que

f(x1) ≤ f(x2),

assim, teremos

f
(
x+1
)
≤ f

(
x−2
)
.

Logo, da de�ni�c~ao de r(x) e da Proposi�c~ao (6.6.1), segue que

r(x1) < f
(
x+1
)
≤ f

(
x−2
)
< r(x2).

Em particular, temos que

r(x1) ̸= r(x2), para x1 ̸= x2,

ou seja, a fun�c~ao r : E → Q �e injetora.

Deste modo estabelecemos uma rela�c~ao bijetora entre o conjunto E e um subconjunto dos racionais,

que a cada x ∈ E associa r(x) ∈ Q, de modo injetor, o que mostra que o conjunto E �e no, m�aximo,

enumer�avel, completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 6.6.2



232 CAP�ITULO 6. FUNC� ~OES CONT�INUAS

(a) Vale observar que os pontos de descontinuidade de uma fun�c~ao mon�otona n~ao precisam

ser isolados.

Na verdade, dado um conjunto enumer�avel E de (a, b), que pode ser escolhido denso em

(a, b) (por exemplo E
.
= Q∩ (a, b)), podemos construir uma fun�c~ao mon�otona em (a, b) de

tal modo que os pontos de descontinuidade da fun�c~ao f s~ao os elementos de E.

Para ver isto, suponhamos que os elementos de E est~ao dispostos em uma sequência

(xn)n∈N.

Seja (cn)n∈N uma sequência de n�umeros reais positivos tais que a s�erie num�erica

∞∑
n=1

cn �e

convergente em (R, d1).

De�namos a fun�c~ao f : (a, b) → R por

f(x)
.
=

∑
xn<x

cn. (6.29)

A soma acima �e entendida da seguinte forma: soma sobre todos os ��ndices n ∈ N tais que

xn < x.

Se n~ao existir nenhum xn < x a soma ser�a feita sobre o conjunto vazio e neste caso

de�niremos

f(x)
.
= 0.

Como a s�erie num�erica

∞∑
n=1

cn converge absolutamente em (R, d1) (pois cn ≥ 0 para todo

n ∈ N) a ordem com que os termos s~ao somados n~ao �e relevante (veja o Teorema (5.14.2)).

Com isto temos:

(i) a fun�c~ao f �e mon�otona crescente em (a, b);

(ii) a fun�c~ao f �e descont��nua em todo ponto de E.

Na verdade teremos

f
(
x+n
)
− f
(
x−n
)
= cn , para todo n ∈ N;

(iii) a fun�c~ao f �e cont��nua em todo ponto de (a, b) \ E.

Pode-se mostrar tamb�em que

f
(
x−
)
= f(x), para todo x ∈ (a, b).

A demonstra�c~ao desses fatos ser~ao deixadas como exerc��cio o leitor. Ex. 6.4 - 0,5

(b) Se em (6.29) a soma for tomada sobre todos os xn ≤ x ent~ao pode-se mostrar que

f
(
x+
)
= f(x), para todo x ∈ (a, b).

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Com isto temos a:
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Definição 6.6.2 Sejam f : (a, b) → R e xo ∈ (a, b).

Diremos que uma fun�c~ao f �e cont́ınua, à direita de xo, se

f
(
x+o
)
= f(xo).

Diremos que uma fun�c~ao f �e cont́ınua, à esquerda de xo, se

f
(
x−o
)
= f(xo).

6.7 Limites Infinitos e no Infinito

Iniciaremos com a:

Definição 6.7.1 Seja c ∈ R.
O conjunto (c,∞) ser�a dito vizinhança de +∞ e indicado por V(∞), ou seja,

V(+∞)
.
= (c,∞).

De modo semelhante o conjunto (−∞, c) ser�a dito vizinhança de −∞ e indicado por V(−∞),

ou seja,

V(−∞)
.
= (−∞, c).

Com isto temos a:

Definição 6.7.2 Sejam f : E → R, A, a ∈ R∗ (a reta extendida), com a sendo um ponto de

acumula�c~ao do conjunto E em (R, d1).

Diremos que f(x) tende A, quando x tende a, indicando por

lim
x→a

f(x) = A,

se dada uma vizinhan�ca de A, que indicaremos por UA = U(A), podemos encontrar uma vizi-

nhan�ca de a, que indicaremos por Va = V(a), de modo que

Va ∩ E ̸= ∅ e f(x) ∈ UA, para todo x ∈ Va ∩ E, x ̸= a.

Observação 6.7.1

1. Se

A,a ∈ R

(isto �e, s~ao n�umeros reais) a De�ni�c~ao acima coincide com a De�ni�c~ao (6.1.1).

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

2. Se

A = +∞ e a ∈ R,

ent~ao a De�ni�c~ao acima nos diz que

lim
x→a

f(x) = ∞,

se dada uma vizinhan�ca de +∞, isto �e,

U+∞ .
= (c,∞),
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podemos encontrar uma vizinhan�ca do ponto a, a saber,

Va
.
= (a− δ, a+ δ),

de modo que

(a− δ, a+ δ) ∩ E ̸= ∅ e f(x) ∈ (c,∞), para todo x ∈ (a− δ, a+ δ) ∩ E, x ̸= a.

3. Se

A = −∞ e a ∈ R,

ent~ao a De�ni�c~ao acima nos diz que

lim
x→a

f(x) = −∞,

se dada uma vizinhan�ca de −∞, isto �e,

U−∞ .
= (−∞, c),

podemos encontrar uma vizinhan�ca do ponto a, a saber,

Va
.
= (a− δ, a+ δ),

de modo que

(a− δ, a+ δ) ∩ E ̸= ∅ e f(x) ∈ (−∞, c), para todo x ∈ (a− δ, a+ δ) ∩ E, x ̸= a.

4. Se

A ∈ R e a = +∞,

ent~ao a De�ni�c~ao acima nos diz que

lim
x→+∞ f(x) = A,

se dada uma vizinhan�ca do ponto A, a saber,

UA
.
= (A− ε,A+ ε),

podemos encontrar uma vizinhan�ca de +∞, isto �e,

V+∞ = (c,∞),

de modo que

(c,∞) ∩ E ̸= ∅ e f(x) ∈ (A− ε,A+ ε), para todo x ∈ (c,∞) ∩ E.

5. Se

A ∈ R e a = −∞,

ent~ao a De�ni�c~ao acima nos diz que

lim
x→−∞ f(x) = A,
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se dada uma vizinhan�ca do ponto A, a saber,

UA = (A− ε,A+ ε),

podemos encontrar uma vizinhan�ca de −∞, isto �e,

V−∞ = (−∞, c),

de modo que

(−∞, c) ∩ E ̸= ∅ e f(x) ∈ (A− ε,A+ ε), para todo x ∈ (−∞, c) ∩ E.

6. Se

A = +∞ e a = +∞,

ent~ao a De�ni�c~ao acima nos diz que

lim
x→+∞ f(x) = ∞,

se dada uma vizinhan�ca de ∞, isto �e,

U+∞ .
= (c,∞),

podemos encontrar uma vizinhan�ca de ∞, isto �e,

V+∞ .
= (d,∞),

de modo que

(d,∞) ∩ E ̸= ∅ e f(x) ∈ (c,∞), para todo x ∈ (d,∞) ∩ E.

7. Se

A = −∞ e x = +∞,

ent~ao a De�ni�c~ao acima nos diz que

lim
x→+∞ f(x) = −∞,

se dada uma vizinhan�ca de −∞, isto �e,

U−∞ .
= (−∞, c),

podemos encontrar uma vizinhan�ca de ∞, isto �e,

V+∞ .
= (d,∞),

de modo que

(d,∞) ∩ E ̸= ∅ e f(x) ∈ (−∞, c), para todo x ∈ (d,∞) ∩ E.



236 CAP�ITULO 6. FUNC� ~OES CONT�INUAS

8. Se

A = −∞ e x = −∞,

ent~ao a De�ni�c~ao acima nos diz que

lim
x→−∞ f(x) = −∞,

se dada uma vizinhan�ca de −∞, isto �e

U−∞ .
= (−∞, c),

podemos encontrar uma vizinhan�ca de −∞, isto �e,

V−∞ .
= (−∞, d),

de modo que

(−∞, d) ∩ E ̸= ∅ e f(x) ∈ (−∞, c), para todo x ∈ (−∞, d) ∩ E.

Com isto temos o:

Proposição 6.7.1 Sejam f, g : E → R tais que

lim
x→a

f(x) = A e lim
x→a

g(x) = B,

onde A,B, a ∈ R∗ (a reta estendida).

Ent~ao:

(a) (unicidade do limite) se lim
x→a

f(x) = A ′ temos que

A ′ = A.

(b) Se

A,B ∈ (−∞,+∞] ou A,B ∈ [−∞,+∞)

ent~ao lim
x→a

(f+ g)(x) = A+ B, isto �e,

lim
x→a

(f+ g)(x) = lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x).

(c) Se

A,B ̸= 0

ent~ao lim
x→a

(f.g)(x) = A.B, isto �e,

lim
x→a

(f.g)(x) = lim
x→a

f(x). lim
x→a

g(x).

(d) Se B ̸= 0 ent~ao lim
x→a

(
f

g

)
(x) =

A

B
, isto �e,

lim
x→a

(
f

g

)
(x) =

lim
x→a

f(x)

lim
x→a

g(x)
.

(ou seja, se opera�c~oes A+ B, A.B,
A

B
estiverem de�nidas - ver Observa�c~ao (3.6.1) (c)).

Demonstração:

A demostra�c~ao ser�a deixada como exerc��cio para o leitor. Ex. 6.5 - 0,5

�



Caṕıtulo 7

Funções Diferenciáveis

06.06.2012 - 26.a

Neste cap��tulo trataremos de alguns aspectos relacionados a deriva�c~ao de fun�c~oes de�nidas em

intervalos (abertos ou fechados) a valores reais.

7.1 A Derivada de uma Função Real de Variável Real

Come�caremos pela:

Definição 7.1.1 Seja f : (a, b) → R e para cada xo ∈ (a, b) consideremos a fun�c~ao ϕ : (a, b) \

{xo} → R dada por

ϕ(x)
.
=

f(x) − f(xo)

x− xo
, x ∈ (a, b), x ̸= xo.

Se existir o limite lim
x→xo

ϕ(x) diremos que a fun�c~ao f �e diferenciável no ponto xo e o limite

acima ser�a denominado derivada da função f em xo e denotado por f ′(xo), isto �e,

f ′(xo)
.
= lim

x→xo
ϕ(x) = lim

t→xo

f(x) − f(xo)

x− xo
. (7.1)

Observação 7.1.1

1. �E poss��vel considerar os limites laterais pela direita e pela esquerda em (7.1).

Se existirem eles ser~ao ditos derivada da função f à direita do ponto xo e derivada

da função f à esquerda do ponto xo, respectivamente e indicadas por

f ′
(
x+o
)

e f ′
(
x−o
)
,

respectivamente.

2. �E f�acil ver que uma fun�c~ao f tem derivada no ponto xo se, e somente se, ela possui as

derivadas �a direita e �a esquerda do ponto xo e estas s~ao iguais, ou seja,

f ′
(
x+o
)
= f ′

(
x−o
)
= f ′(xo).

A veri�ca�c~ao destes fatos ser~ao deixadas como exerc��cio para o leitor.

3. Se a fun�c~ao f est�a de�nida em [a, b], podemos estudar a existência da derivada �a direita

do ponto a e �a esquerda do ponto b.

237
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Com isto temos a:

Proposição 7.1.1 Seja f : (a, b) → R uma fun�c~ao diferenci�avel no ponto xo ∈ (a, b). Ent~ao a

fun�c~ao f �e uma fun�c~ao cont��nua no ponto xo.

Demonstração:

Observemos que se x ̸= xo temos

f(x) − f(xo) =
f(x) − f(xo)

x− xo
(x− xo). (7.2)

Assim

lim
x→xo

[f(x) − f(xo)]
(7.2)
= lim

x→xo

[
f(x) − f(xo)

x− xo
(x− xo)

]
= lim

x→xo

f(x) − f(xo)

x− xo
. lim
x→xo

(x− xo)

= f ′(xo).0 = 0,

ou seja,

lim
x→xo

[f(x) − f(xo)] = 0,

mostrando que

lim
x→xo

f(x) = f(xo),

isto �e, a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao cont��nua no ponto xo, completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 7.1.2

1. A rec��proca do resultado acima não �e verdadeira, isto �e, existem fun�c~oes que s~ao cont��nuas

em um ponto mas não s~ao diferenci�aveis no mesmo.

Por exemplo, a fun�c~ao f : R → R dada por

f(x) = |x|, x ∈ R

�e uma fun�c~ao cont��nua no ponto x = 0 mas não �e diferenci�avel neste ponto.

A veri�ca�c~ao destes fatos ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

2. Pode-se construir uma fun�c~ao cont��nua em toda a reta R que não �e diferenci�avel em

nenhum ponto da reta.

A demonstra�c~ao completa da a�rma�c~ao acima ser�a feita no curso de An�alise II (veja

Teorema 7.18 na p�agina 154 do livro do W. Rudin).

A seguir apenas introduziremos a fun�c~ao com as propriedades acima.

Consideremos a fun�c~ao ϕ : [−1, 1] → R dada por

ϕ(t)
.
= |t|, t ∈ [−1, 1] ϕ(x+ 2) = ϕ(x), x ∈ R,

ou seja, a extens~ao 2-peri�odica da fun�c~ao m�odulo de�nida no intervalo [−1, 1] (veja �gura

abaixo)
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-

6

−1−2
1 2

1

Podemos agora de�nir a fun�c~ao f : R → R por

f(x)
.
=

∞∑
n=0

(
3

4

)n

ϕ (4nx) , x ∈ R.

Pode-se mostrar (ser�a visto no curso de An�alise II) que a fun�c~ao f �e cont��nua em R mas

não �e diferenci�avel em nenhum ponto de R.

A seguir daremos algumas propriedades b�asicas da deriva�c~ao.

Proposição 7.1.2 Sejam f, g : (a, b) → R fun�c~oes que s~ao diferenci�aveis no ponto xo ∈ (a, b).

Ent~ao as fun�c~oes f±g, f.g e
f

g
s~ao diferenci�aveis no ponto xo (para esta �ultima �e necess�ario

que g(xo) ̸= 0).

Al�em disso terermos

(a) (f± g) ′ (xo) = f ′(xo)± g ′(xo);

(b) (f.g) ′(xo) = f ′(xo)g(xo) + f(xo)g
′(xo);

(c)

(
f

g

) ′
(xo) =

f ′(xo)g(xo) − f(xo)g
′(xo)

g2(xo)
.

Demonstração:

De (a):

Segue da de�ni�c~ao de derivada e da Proposi�c~ao (6.1.1) (a).

De (b):

Consideremos a fun�c~ao h : (a, b) → R dada por

h(x)
.
= f(x).g(x), x ∈ (a, b).

Se x ̸= xo temos:

h(x) − h(xo)

x− xo
=

f(x)g(x) − f(xo)g(xo)

x− xo
=

f(x) [g(x) − g(xo)] + g(xo) [f(x) − f(xo)]

x− xo
.

Logo

lim
x→xo

h(x) − h(xo)

x− xo
= lim

x→xo

f(x) [g(x) − g(xo)] + g(xo) [f(x) − f(xo)]

x− xo

= lim
x→xo

f(x). lim
x→xo

g(x) − g(xo)

x− xo
+ lim

x→xo
g(xo). lim

x→xo

f(x) − f(xo)

x− xo
f �e cont��nua no ponto xo

= f(xo)g
′(xo) + g(xo)f

′(xo).
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Portanto, a fun�c~ao f.g �e diferen�ci�avel no ponto xo e

(f.g) ′(xo) = f(xo)g
′(xo) + g(xo)f

′(xo),

completando a demonstra�c~ao do item.

De (c):

Podemos supor, sem perda de generalidade que g(x) ̸= 0 para x ∈ Vδ
.
= Vδ(xo).

De fato, como g(xo) ̸= 0 e a fun�c~ao g �e cont��nua no ponto xo, segue que existe uma vizinhan�ca do

ponto xo, que indicaremos por Vδ, de modo que g(x) ̸= 0 para todo ponto x nessa vizinhan�ca.

Consideremos a fun�c~ao h : V → R dada por

h(x)
.
=

f(x)

g(x)
, x ∈ Vδ.

Ent~ao se x ̸= xo, temos:

h(x) − h(xo)

x− xo
=

f(x)

g(x)
−

f(xo)

g(xo)

x− xo
=

1

g(x)g(xo)

[
g(xo)

f(x) − f(xo)

x− xo
− f(xo)

g(x) − g(xo)

x− xo

]
.

Logo

lim
x→xo

h(x) − h(xo)

x− xo
= lim

x→xo

1

g(x)g(xo)

[
g(xo)

f(x) − f(xo)

x− xo
− f(xo)

g(x) − g(xo)

x− xo

]
= lim

x→xo

1

g(x)g(xo)

[
lim
x→xo

g(xo)
f(x) − f(xo)

t− xo

]
−

[
lim
x→xo

f(xo)
g(x) − g(xo)

x− xo

]
g �e cont��nua em xo

=
g(xo)f

′(xo) − f(xo)g
′(xo)

g2(xo)
.

Portanto, a fun�c~ao
f

g
�e diferen�ci�avel no ponto xo e

(
f

g

) ′
(xo) =

g(xo)f
′(xo) − f(xo)g

′(xo)

g2(xo)
,

completando a demonstra�c~ao do item e do resultado.

�

Exemplo 7.1.1

(a) Se a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao constante em (a, b) ent~ao ela ser�a diferenci�avel em todo ponto

de (a, b) e sua derivada ser�a zero.

A ver�ca�c~ao destes fatos ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

(b) Se f : I → R �e dada por

f(x) = x, x ∈ I,

onde I �e um intervalo aberto da reta, ent~ao a fun�c~ao f ser�a diferenci�avel em I e

f ′(x) = 1, x ∈ I.

A ver�ca�c~ao destes fatos ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.
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(c) Logo, da Proposi�c~ao (7.1.2) temos que se n ∈ Z e f : I → R �e dada por

f(x) = xn, x ∈ I,

onde I �e um intervalo aberto da reta, ent~ao a fun�c~ao f ser�a diferenci�avel em I e

f ′(x) = nxn−1, x ∈ I.

A ver�ca�c~ao destes fatos ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Notemos que se n < 0 ent~ao devemos ter x ̸= 0.

(d) Como consequência da Proposi�c~ao (7.1.2) tamb�em temos que toda fun�c~ao polinomial ser�a

diferenci�avel em R e toda fun�c~ao racional ser�a diferen�ci�avel no seu dom��nio.

(e) Pode-se mostrar que se f : R → R �e dada por

f(x)
.
= sen(x), x ∈ R,

ent~ao a fun�c~ao f �e diferenci�avel em R e

f ′(x) = cos(x), x ∈ R.

A ver�ca�c~ao destes fatos ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

(f) Pode-se mostrar que se f : R → R �e dada por

f(x)
.
= cos(x), x ∈ R,

ent~ao a fun�c~ao f �e diferenci�avel em R e

f ′(x) = − sen(x), x ∈ R.

A ver�ca�c~ao destes fatos ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

(g) Como consequência da Proposi�c~ao (7.1.2) temos que as fun�c~oes

f1(x)
.
= tg(x), f2(x)

.
= cotg(x), f3(x)

.
= sec(x) e f4(x) = cossec(x),

s~ao diferenci�aveis em seus respectivos dom��nios e

f ′1(x) = sec2(x), f ′2(x) = − cossec2(x), f ′3(x) = sec(x) tg(x) e f ′4(x) = − cossec(x) cotg(x),

para x nos seus respectivos dom��nios.

A ver�ca�c~ao destes fatos ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Consideremos os seguintes exmeplos:

Exemplo 7.1.2
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(a) Consideremos a fun�c~ao f : R → R dada por

f(x)
.
=

 x sen

(
1

x

)
x ̸= 0

0 x = 0

, x ∈ R.

Observemos que se x ̸= 0 ent~ao, da Proposi�c~ao (7.1.2), segue que a fun�c~ao f ser�a dife-

renci�avel em x.

Al�em disso

f ′(x) = sen

(
1

x

)
−

1

x
cos

(
1

x

)
, x ∈ R \ {0}.

Para x = 0 n~ao podemos aplica a Proposi�c~ao (7.1.2), pois
1

x
n~ao est�a de�nido para x = 0.

Neste caso devemos utilizar a de�ni�c~ao de derivada, isto �e,

lim
x→0

f(x) − f(0)

x− 0

f(0)=0
= lim

x→0

f(x)

x

x̸=0
= lim

x→0

x sen

(
1

x

)
x

= lim
x→0

sen

(
1

x

)
e este limite n~ao existe (veri�que!).

Logo a fun�c~ao f n~ao �e diferenci�avel em x = 0.

Observemos que a fun�c~ao f �e cont��nua em x = 0.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

(b) Consideremos a fun�c~ao f : R → R dada por

f(x) =

 x2 sen

(
1

x

)
x ̸= 0

0 x = 0

, x ∈ R.

Observemos que se x ̸= 0 ent~ao, da Proposi�c~ao (7.1.2), segue que a fun�c~ao f ser�a dife-

renci�avel em x.

Al�em disso

f ′(x) = 2x sen

(
1

x

)
− cos

(
1

x

)
, x ∈ R \ {0}.

Para x = 0 n~ao podemos aplica a Proposi�c~ao (7.1.2) pois
1

x
n~ao est�a de�nido para x = 0.

Neste caso devemos utilizar a de�ni�c~ao de derivada, isto �e,

lim
x→0

f(x) − f(0)

x− 0

f(0)=0
= lim

x→0

f(x)

x

x̸=0
= lim

x→0

x2 sen

(
1

x

)
x

= lim
x→0

[
x sen

(
1

x

)]
= 0,

pois

lim
x→0

x = 0 e

∣∣∣∣ sen(1x
)∣∣∣∣ ≤ 1, x ∈ R \ {0}.

Logo a fun�c~ao f �e diferenci�avel em x = 0 e

f ′(0) = 0.
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Neste caso, a fun�c~ao f �e diferenci�avel em R.

Observemos que a fun�c~ao f ′ não ser�a uma fun�c~ao cont��nua em x = 0, pois n~ao existe

lim
x→0

f ′(x), ou melhor, n~ao existe lim
x→0

cos

(
1

x

)
(veri�que!).

Um resultado importante �e a Regra da Cadeia, a saber:

Teorema 7.1.1 Suponhamos que f : (a, b) → R seja diferenci�avel em xo ∈ (a, b), f ((a, b)) ⊆ (c, d)

e que a fun�c~ao g : (c, d) → R �e diferenci�avel em yo = f(xo).

Ent~ao a fun�c~ao composta h
.
= g ◦ f : (a, b) → R �e diferenci�avel em xo e al�em disso teremos

h ′(xo) = (g ◦ f) ′ (xo) = g ′ (f(xo)) .f
′(xo).

Demonstração:

Sejam y
.
= f(x), x ∈ (a, b), e para x ∈ (a, b), x ̸= xo de�namos

u(x)
.
=

f(x) − f(xo)

x− xo
− f ′(xo) (7.3)

e para y ∈ (c, d), y ̸= yo = f(xo) de�namos

v(y)
.
=

g(y) − g(yo)

y− yo
− g ′(yo) (7.4)

Como as fun�c~ao f e g s~ao diferenci�aveis em xo e yo, respectivamente, temos que

lim
x→xo

u(x) = 0 e lim
y→yo

v(y) = 0. (7.5)

Observemos que, se x ̸= xo, teremos:

h(x) − h(xo)

x− xo
=

g(f(x)) − g(f(xo))

x− xo

y=f(x), yo=f(xo)
=

[g(y) − g(yo)]

x− xo

y̸=yo
=

g(y) − g(yo)

y− yo

y− yo

x− xo

y=f(x), yo=f(xo)
=

g(y) − g(yo)

y− yo

f(x) − f(xo)

x− xo

(7.22)
=

[
g ′(yo) + v(y)

]
.
f(x) − f(xo)

x− xo

(7.3)
=
[
g ′(yo) + v(y)

]
.
[
f ′(xo) + u(x)

]
.

Da Proposi�c~ao (7.1.1), segue que a fun�c~ao f �e cont��nua em xo.

Logo teremos que

y = f(x) → f(xo) = yo, para x → xo.

Assim

lim
x→xo

h(x) − h(xo)

x− xo
= lim

x→xo

{[
g ′(yo) + v(y)

]
.
[
f ′(xo) + u(x)

]}
lim
y→yo

v(y) = lim
x→xo

u(x) = 0

= g ′(f(xo)).f
′(xo),

mostrando que a fun�c~ao (g ◦ f) �e diferenci�avel em xo e

(g ◦ f) ′(xo) = g ′(f(xo)).f
′(xo),

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Um resultado que nos fornece a diferenciabilidade da fun�c~ao inversa, �e dado pelo
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Teorema 7.1.2 Sejam (a, b), (c, d) ⊆ R, n~ao vazios, onde (R, d1) �e o espa�co m�etrico usual,

a ∈ (a, b) e f : (a, b) → (c, d) uma fun�c~ao bijetora.

Suponhamos que a fun�c~ao f �e diferenci�avel em a, que a fun�c~ao f−1 seja cont��nua em b = f(a)

e f ′(a) ̸= 0.

Ent~ao a fun�c~ao inversa f−1 : (c, d) → (a, b) ser�a diferenci�avel em b
.
= f(a) ∈ (c, d) e al�em

disso teremos (
f−1
) ′

(b) =
1

f ′(a)
. (7.6)

Demonstração:

Como a fun�c~ao g �e cont��nua em b = f(a) segue que

lim
y→b

f−1(y) = f−1(b) = a. (7.7)

Notemos que existe δ > 0 tal que se y ∈ (Vδ(b) ∩ (c, d)) \ {b} segue que

x = f−1(y) ̸= f−1(b) = a. (7.8)

De fato, como f ′(a) ̸= 0 segue que a fun�c~ao f �e estritamente crescente ou estritamente decrescente

em uma vizinhan�ca do ponto a.

Com isto, pode-se mostrar que a fun�c~ao f−1 dever�a ser estritamente crescente ou estritamente

decrescente em uma vizinhan�ca do ponto b = f(a), o que nos fornecer�a (7.8).

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Com isto segue que

lim
y→b

f−1(y) − f−1(b)

y− b

y=f(x), x=f−1(y) e b=f(a)
= lim

y→b

f−1(f(x)) − f−1(f(a))

f(x) − f(a)
= lim

y→b

x− a

f(x) − f(a)

(7.8)
= lim

y→b

1

f(x) − f(a)

x− a

x=f−1(y), se y→b como f−1 �e cont. em b segue que x→a
= lim

x→a

1

f(x) − f(a)

x− a

=
1

f ′(a)
,

mostrando que a fun�c~ao f−1 �e diferenic�avel em b = f(a) e que vale (7.6), completando a demonstra�c~ao

do resultado.

�

Observação 7.1.3 Uma condi�c~ao suficiente para que a fun�c~ao f−1 seja cont��nua em b = f(a)

�e que a fun�c~ao f seja cont��nua, injetora e aberta (ou fechada) em (a, b) (veja o Observa�c~ao

(6.3.3) itens 2 ou 4 ).

Temos a

7.2 Teorema do Valor Médio

Come�caremos esta sec�c~ao com a seguinte de�ni�c~ao:
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Definição 7.2.1 Sejam (X, d) um espa�co m�etrico e f : X → R.
Diremos que a fun�c~ao f tem um máximo local em p ∈ X se existir uma vizinha�ca, Vδ

.
=

Vδ(p), de modo que

f(x) ≤ f(p) para x ∈ Vδ.

De modo semelhante, diremos que a fun�c~ao f tem um mı́nimo local em p ∈ X se existir

uma vizinha�ca, Vδ
.
= Vδ(p), de modo que

f(p) ≤ f(x) para x ∈ Vδ.

Como isto temos o:

Teorema 7.2.1 Seja f : (a, b) → R uma fun�c~ao.

Se a fun�c~ao f tem um m�aximo (respectivamente, m��nimo) local em xo ∈ (a, b) e for uma

fun�c~ao diferenci�avel em xo

f ′(xo) = 0.

Demonstração:

Daremos a prova para o caso em que a fun�c~ao f tem m�aximo local em xo.

O caso em que a fun�c~ao f tem m��nimo local em xo ser�a deixado como exerc��cio para o leitor.

Suponhamos que a fun�c~ao f tem um tem um m�aximo local em xo ∈ (a, b) e existe f ′(xo).

Seja δ > 0 de modo que, para

x ∈ Vδ = Vδ(xo) ⊆ (a, b) tenhamos f(x) ≤ f(xo).

Observemos que neste caso

Vδ = (xo − δ, xo + δ).

Notemos que:

� Se xo − δ < x < xo teremos:

f(x) − f(xo)

x− xo

f(x)−f(xo)≤0 e x−xo<0

≥ 0.

Logo fazendo x → x−o , como existe f ′(xo), segue que:

f ′(xo) = lim
x→xo

f(x) − f(xo)

x− xo
= lim

x→x−o

f(x) − f(xo)

x− xo
≥ 0. (7.9)

� Por outro lado, se xo < x < xo + δ teremos:

f(x) − f(xo)

x− xo

f(x)−f(xo)≤0 e x−xo>0

≤ 0.

Logo fazendo x → x+o , como existe f ′(xo), segue que

f ′(xo) = lim
x→xo

f(x) − f(xo)

x− xo
= lim

t→x+o

f(x) − f(xo)

x− xo
≤ 0. (7.10)



246 CAP�ITULO 7. FUNC� ~OES DIFERENCI �AVEIS

Portanto, de (7.9) e (7.10), segue que

f ′(xo) = 0,

como quer��amos mostrar.

�
Como consequência temos o:

Teorema 7.2.2 Sejam f, g : [a, b] → R cont��nuas em [a, b] e diferenci�aveis em (a, b).

Ent~ao existe xo ∈ (a, b) tal que

[f(b) − f(a)]g ′(xo) = [g(b) − g(a)] f ′(xo). (7.11)

Demonstração:

Consideremos a fun�c~ao h : [a, b] → R dada por

h(x)
.
= [f(b) − f(a)]g(x) − [g(b) − g(a)]f(x), a ≤ x ≤ b.

Observemos que a fun�c~ao h �e cont��nua em [a, b], diferenci�avel em (a, b).

Al�em disso temos:

h(a) = [f(b) − f(a)]g(a) − [g(b) − g(a)]f(a)

h(b) = [f(b) − f(a)]g(b) − [g(b) − g(a)]f(b)
Exerc��cio

= h(a),

isto �e,

h(a) = h(b).

Como a fun�c~ao h �e cont��nua em [a, b] segue, do Teorema (6.3.2), que a fun�c~ao h tem m�aximo e

m��nimo globais em [a, b].

Se a fun�c~ao h �e constante em [a, b], segue que

h ′(x) = 0 para x ∈ (a, b).

Mas

h ′(x) = [f(b) − f(a)]g ′(x) − [g(b) − g(a)]f ′(x),

assim

[f(b) − f(a)]g ′(xo) = [g(b) − g(a)]f ′(xo)

para todo xo ∈ (a, b), ou seja, (7.11) ocorrer�a para todo xo ∈ (a, b).

Por outro lado, se a fun�c~ao h n~ao �e constante em [a, b], segue que

h(x) > h(a) = h(b) ou h(x) < h(a) = h(b),

para algum x ∈ (a, b), ou seja, o m�aximo ou o m��nimo globais da fun�c~ao h em [a, b] dever�a ocorrer

em (a, b) (ambos n~ao poder~ao ocorrer nos extremos a e b, pois h(a) = h(b)).

Se em xo ∈ (a, b) a fun�c~ao h tem m�aximo ou m��nimo global em [a, b] ent~ao em xo ∈ (a, b) a

fun�c~ao h tem um m�aximo ou m��nimo local (veri�que!).

Logo, do Teorema (7.2.1), segue que h ′(xo) = 0, isto �e,

[f(b) − f(a)]g ′(xo) = [g(b) − g(a)]f ′(xo),

ou seja, (7.11) ocorrer�a em xo ∈ (a, b), completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
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Observação 7.2.1 O resultado acima �e conhecido na literatura como o Teorema do valor médio

generalizado.

Como caso particular deste temos o Teorema do valor médio (visto no curso de C�alculo

I):

Teorema 7.2.3 Seja f : [a, b] → R cont��nua em [a, b] e diferenci�avel em (a, b).

Ent~ao existe xo ∈ (a, b) tal que

f(b) − f(a) = f ′(xo)(b− a),

ou

f ′(xo) =
f(b) − f(a)

b− a
.

Demonstração:

Basta considerar a fun�c~ao g : [a, b] → R dada por

g(x) = x, x ∈ [a, b].

Observemos que

g ′(x) = 1, x ∈ [a, b].

Aplicando o Teorema (7.2.2), segue que exsite xo ∈ (a, b) de modo que

[f(b) − f(a)]g ′(xo)︸ ︷︷ ︸
=1

= [g(b) − g(a)]︸ ︷︷ ︸
=b−a

f ′(xo),

ou seja,

f ′(xo) =
f(b) − f(a)

b− a
,

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 7.2.2 Na situa�c~ao acima temos que

f ′(xo) =
f(b) − f(a)

b− a
,

isto �e, o resultado nos diz que existe uma reta tangente ao gr�a�co da fun�c~ao f (que �e a reta

que passa pelo ponto (xo, f(xo)) e tem coe�ciente angular f ′(xo)) que �e paralela a reta que passa

pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).

De fato, pois o coe�ciente angular da reta tangente �e f ′(xo) e da outra reta �e
f(b) − f(a)

b− a
.

6

-
a

b

x

y

(a, f(a))

(b, f(b))

xo

(xo, f(xo))
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Com rela�c~ao a monotonicidade de uma fun�c~ao temos o:

Teorema 7.2.4 Suponhamos que f : (a, b) → R seja diferenci�avel em (a, b). Ent~ao:

(a) Se f ′(x) ≥ 0 para todo x ∈ (a, b) ent~ao a fun�c~ao f ser�a mon�otona crescente em (a, b).

(b) Se f ′(x) = 0 para todo x ∈ (a, b) ent~ao a fun�c~ao f constante em (a, b).

(c) Se f ′(x) ≤ 0 para todo x ∈ (a, b) ent~ao a fun�c~ao f ser�a mon�otona decrescente em (a, b).

Demonstração:

Suponhamos que

a < x1 < x2 < b.

Notemos que como a fun�c~ao f �e diferenci�avel em (a, b) segue que ela ser�a cont��nua em (a, b), em

particular, a fun�c~ao f ser�a cont��nua em [x1, x2] e diferenci�avel em (x1, x2).

Logo, do Teorema do valor m�edio (isto �e, o Teorema (7.2.3)) aplicado ao intervalo [x1, x2], segue

que existe xo ∈ (x1, x2), de modo que

f ′(xo) =
f(x2) − f(x1)

x2 − x1
. (7.12)

Como x1 < x2 temos que o sinal da express~ao f(x2) − f(x1) �e o mesmo sinal de f ′(xo).

No item (a) temos que f ′(xo) ≥ 0.

Logo, de (7.12), segue que

f(x2) − f(x1) ≥ 0,

isto �e,

f(x2) ≥ f(x1),

ou seja, a fun�c~ao f �e mon�otona crescente em (a, b).

No item (c) temos que f ′(xo) ≤ 0.

Logo, de (7.12), segue que

f(x2) − f(x1) ≤ 0,

isto �e,

f(x2) ≤ f(x1),

ou seja, a fun�c~ao f �e mon�otona decrescente em (a, b).

No item (b) temos que f ′(xo) = 0.

Logo, de (7.12), segue que f(x2) − f(x1) = 0, isto �e,

f(x2) = f(x1),

ou seja, a fun�c~ao f �e constante em (a, b), completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
13.06.2012 - 27.a
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7.3 Continuidade da Derivada

Come�caremos esta se�c~ao com a seguinte observa�c~ao:

Observação 7.3.1 Existem fun�c~oes a valores reais, que s~ao diferenci�aveis em um intervalo

aberto (a, b) mas cuja fun�c~ao derivada não �e uma fun�c~ao cont��nua em (a, b) (veja Exemplo

(7.1.2) (b)).

Mesmo neste caso, temos um resultado semelhante ao Teorema do valor intermedi�ario para

a fun�c~ao derivada, que não �e, necessariamente, cont��nua em [a, b], a saber:

Teorema 7.3.1 Suponhamos que f : [a, b] → R seja diferenci�avel em [a, b] e que

f ′(a) < f ′(b).

Se

λ ∈
(
f ′(a), f ′(b)

)
(7.13)

, podemos encontrar xo ∈ (a, b), de modo que

f ′(xo) = λ.

Vale um resultado an�alogo se

f ′(a) > f ′(b).

Demonstração:

Por hip�otese, temos que

f ′(a) < f ′(b).

Consideremos a fun�c~ao g : [a, b] → R dada por

g(x)
.
= f(x) − λx, x ∈ [a, b].

Com isto, a fun�c~ao g ser�a diferenci�avel em [a, b] e

g ′(x) = f ′(x) − λ, x ∈ [a, b]. (7.14)

Em particular,

g ′(a) = f ′(a) − λ
(7.13)
< 0. (7.15)

A�rmamos que existe x1 ∈ (a, b) tal que

g(x1) < g(a).

De fato, suponhamos, por absurdo, que para todo x ∈ (a, b) tiv�essemos

g(x) ≥ g(a).

Ent~ao

g ′(a) = lim
x→a+

g(x) − g(a)

x− a

g(x)≥g(a), x>a

≥ 0,

contrariando (7.15) (ou seja, que g ′(a) < 0).

Por outro lado,

g ′(b) = f ′(b) − λ > 0. (7.16)
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A�rmamos que exite x2 ∈ (a, b) tal que

g(x2) < g(b).

De fato, suponhamos, por absurdo, que para todo x ∈ (a, b) tiv�essemos g(x) ≥ g(b), ent~ao

g ′(b) = lim
x→b−

g(x) − g(b)

x− b

g(x)≥g(b), x<b

≤ 0,

contrariando (7.16) (ou seja, que g ′(b) > 0).

Como a fun�c~ao g �e cont��nua em [a, b] (pois �e diferenci�avel em [a, b]) segue que a fun�c~ao g tem

m�aximo e m��nimo globais em [a, b].

Das a�rma�c~oes acima segue que o m��nimo global da fun�c~ao g ser�a assumido no intervalo aberto

(a, b).

De fato, pois

g(x1) < g(a) e g(x2) < g(b).

Em particular, a fun�c~ao g ter�a um m��nimo local em (a, b).

Logo, do Teorema (7.2.1) segue que

g ′(xo) = 0.

Portanto, de (7.14),

f ′(xo) = λ.

De modo semelhante demonstra-se que o resultado �e v�alido quando

f ′(a) < f ′(b).

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor, completando a demonstra�c~ao do

resultado.

�
Como consequência temos o:

Corolário 7.3.1 Seja f : (a, b) → R uma fun�c~ao diferenci�avel em (a, b).

Ent~ao os pontos de descontinuidade da fun�c~ao f ′, se existirem, não poder~ao ser de 1.a

esp�ecie em (a, b), isto �e, se a fun�c~ao f ′ tem uma descontinuidade em xo ∈ (a, b) ent~ao

ou n~ao existe lim
x→x+o

f ′(x), ou n~ao existe lim
x→x−o

f ′(x)

.

Demonstração:

Seja xo ∈ (a, b) de modo que existem (isto �e, s~ao n�umeros reais)

L
.
= lim

x→x+o

f ′(x) e M
.
= lim

x→x−o

f ′(x).

A�rmamos que

L = f ′(xo) = M. (7.17)

Caso isto esteja provado, notamos que isto implicar�a que a fun�c~ao f ′ ser�a cont��nua no ponto xo,

ou seja, se existirem os limites laterais (isto �e, forem n�umeros reais)

lim
x→x+o

f ′(x) e lim
x→x−o

f ′(x),
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ent~ao a fun�c~ao f ′ dever�a ser cont��nua no ponto xo.

Com isto, podemos concuir que a fun�c~ao f ′ n~ao possui pontos de descontinuidade de 1.a esp�ecie

em (a, b).

Provemos (7.17).

Suponhamos, por absurdo, que

f ′(xo) < L. (7.18)

Consideremos λ ∈ R de modo que

f ′(xo) < λ < L.

Como

L
.
= lim

x→x+o

f ′(x)

segue que existe δ > 0 tal que

λ < f ′(x), para x ∈ (xo, xo + δ). (7.19)

Em particular, de (7.18) e (7.19), segue que

f ′(xo) < λ < f ′

∈(xo,xo+δ)(
xo +

δ

2

)
,

Logo, do Teorema (7.3.1), segue que existe x1 ∈
(
xo, xo +

δ

2

)
⊆ (xo, xo + δ) de modo que

f(x1) = λ,

contrariando (7.19).

De modo semelhante, mostra-se que

L < f ′(xo)

n~ao pode acontecer.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Portanto deveremos ter

L = f ′(xo).

De modo semelhante mostra-se que

f ′(xo) = M.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor, completando a demonstra�c~ao do

resultado.

�

7.4 Regras de L’Hospital

O resultado que vem a seguir tratar�a de formas indeterminadas (isto �e, limites do tipo
0

0
,
∞∞ entre

outros).

Teorema 7.4.1 Sejam f, g : (c, d) → R fun�c~oes diferenci�aveis em (c, d), com g ′(x) ̸= 0 para todo

x ∈ (a, b), onde −∞ ≤ c < a < b < d ≤ ∞.

Suponhamos que

lim
x→a

f ′(x)

g ′(x)
= A ∈ [−∞,∞].
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(a) Se lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0 ent~ao lim
x→a

f(x)

g(x)
= A isto �e,

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g ′(x)
.

(b) Se lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = ∞ ent~ao lim
x→a

f(x)

g(x)
= A, isto �e,

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g ′(x)
.

Demonstração:

De (a):

Deixaremos a demonstra�c~ao deste item como exerc��cio para o leitor. Ex. 6.5 - 0,5

De (b):

Deixaremos a demonstra�c~ao deste item como exerc��cio para o leitor. Ex. 6.6 - 0,5

�

Observação 7.4.1

1. O mesmo resultado �e v�alido se trocarmos "x → a" por "x → ±∞" e no item (b) "∞" por

"−∞".

2. Vale o mesmo resultado para limites laterais.

A veri�ca�c~ao destes fatos ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

7.5 Derivadas de Ordem Superior

Definição 7.5.1 Suponhamos que f : (a, b) → R �e diferenci�avel em (a, b).

Logo temos de�nida a fun�c~ao derivada f ′ : (a, b) → R.
Se a fun�c~ao derivada, isto �e, a fun�c~ao f ′, for diferenci�avel em xo ∈ (a, b) diremos que a

fun�c~ao f �e duas-vezes diferenciável em xo e denotaremos (f ′) ′ (xo) por

f ′′(xo) ou f(2)(xo),

que ser�a denominada derivada 2.a da função f em xo (ou derivada de ordem 2 da fun�c~ao f

em xo).

Em geral, diremos que a fun�c~ao f �e n-vezes diferenciável em xo se a derivada de ordem

n− 1 da fun�c~ao f, isto �e, a fun�c~ao f(n−1), for diferenci�avel em xo.

Neste caso denotaremos a derivada da fun�c~ao f, de ordem n em xo, por

f(n)(xo).

Observação 7.5.1 Para que a derivada da fun�c~ao f, de ordem n em xo, isto �e, f(n)(xo), exista

�e necess�ario que a derivada da fun�c~ao f de ordem n − 1, isto �e, a fun�c~ao f(n−1), exista numa

vizinhan�ca do ponto xo.
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7.6 Fórmula de Taylor

Teorema 7.6.1 (Teorema de Taylor com resto de Lagrange) Sejam que f : [a, b] → R e n ∈ N.
Suponhamos que a fun�c~ao f(n−1) �e cont��nua em [a, b] e que existe a fun�c~ao f(n) em (a, b).

Para xo, x1 ∈ [a, b], xo ̸= x1, de�namos

P(x1)
.
=

n−1∑
k=0

f(k)(xo)

k!
(x1 − xo)

k .

Ent~ao, podemos encontrar �x ∈ (xo, x1) ou �x ∈ (x1, xo), de modo que

f(x1) = P(x1) +
f(n)(�x)

n!
(x1 − xo)

n (7.20)

Demonstração:

Seja M ∈ R tal que

f(x1) = P(x1) +M(x1 − xo)
n,

isto �e,

M
.
=

f(x1) − P(x1)

(x1 − xo)n
.

Para completar a demonstra�c~ao basta mostrar que existe �x ∈ (xo, x1) ou �x ∈ (x1, xo) de modo que

f(n)(�x) = n!M.

Para isto, de�namos a fun�c~ao g : [a, b] → R dada por

g(t)
.
= f(t) − P(t) −M(t− xo)

n, t ∈ [a, b].

Observemos que a fun�c~ao g tem derivada de ordem n−1 cont��nua em [a, b] e existe g(n) em (a, b).

Al�em disso

g(n)(t) = f(n)(t) − n!M, t ∈ (a, b)

pois

P(n)(t) = 0, t ∈ [a, b],

pois a fun�c~ao P �e uma fun�c~ao polinômial de grau menor ou igual a n− 1.

Portanto, para completar a demonstra�c~ao, basta mostrar que existe �x ∈ [xo, x1] ou �x ∈ [x1, xo], de

modo que

g(n)(�x) = 0. (7.21)

Observemos que

P(k)(xo) = f(k)(xo), para k = 0, 1, 2, · · · , n− 1.

Assim

g(xo) = g ′(xo) = · · · = g(n−1)(xo) = 0.

Al�em disso,

g(x1) = f(x1) − P(x1) −M(x1 − x1)
n = f(x1) − P(x1) −

f(x1) − P(x1)

(x1 − xo)n
(x1 − xo)

n = 0,

ou seja,

g(xo) = g(x1) = 0.
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Logo, do Teorema do valor m�edio (7.2.3), segue que podemos encontrar x2 entre xo e x1 de modo

que

g ′(x2) = 0.

Mas

g ′(xo) = 0 = g ′(x2),

assim novamente, pelo Teorema do valor m�edio, existir�a x3 entre xo e x2 de modo que

g ′′(x3) = 0.

Repetindo o processo (observemos que g(xo) = g ′(xo) = · · · = g(n−1)(xo) = 0), segue que existir�a

�x entre xo e xn tal que

g(n)(�x) = 0.

Portanto, de (7.21), completamos a demostra�c~ao do resultado.

�

Observação 7.6.1 A express~ao (7.20) �e conhecida com Fórmula de Taylor de ordem n− 1

para a função f no ponto xo.

Fazendo x1 = x podemos reescrevê-la com

f(x) = P(x) +
f(n)(c)

n!
(x− xo)

n =

n−1∑
k=0

f(k)(xo)

k!
(x− xo)

k +
f(n)(c)

n!
(x− xo)

n,

onde o ponto c est�a entre x e x1.

A fun�c~ao polinomial

P(x)
.
=

n−1∑
k=0

f(k)(xo)

k!
(x− xo)

k

ser�a dita polinômio de Taylor de ordem n− 1 associado à função f no ponto xo e a fun�c~ao

dada por

Rn(x)
.
=

f(n)(c)

n!
(x− xo)

n

�e conhecido como resto de Taylor de ordem n− 1 associado à função f no ponto xo.

A seguir faremos uma aplica�c~ao do Teorema de Taylor para demonstrar o Teste da 2.a Derivada

para classi�car pontos cr��ticos, relativamente a m�aximos e/ou m��nimo locais, de uma fun�c~ao de uma

vari�avel real a valores reais, mais precismante:

Teorema 7.6.2 (Teste da 2.a Derivada) Sejam A um subconjunto aberto de R e f : A ⊆ R → R
que perten�ca a C2(A;R).

Suponhamos que xo ∈ A �e um ponto cr��tico da fun�c~ao f, isto �e,

f ′(xo) = 0.

Ent~ao:

(i) se f ′′(xo) > 0 ent~ao, no ponto xo, a fun�c~ao f ter�a um ponto de m��nimo local.

(ii) se f ′′(xo) < 0 ent~ao, no ponto xo, a fun�c~ao f ter�a um ponto de m�aximo local.
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Demonstração:

De (i):

Como A �e um subconjunto aberto de R e as derivadas at�e segunda ordem da fun�c~ao f s~ao cont��nuas

em A, pois a fun�c~ao f ∈ C2(A;R), e al�em disso temos

f ′′(xo) > 0,

segue que existe uma vizinhan�ca Vε
.
= Vε(xo) de modo que

f ′′(x) > 0 para todo x ∈ Vε. (7.22)

Para cada x ∈ Vε, x ̸= xo, de�namos

h
.
= x− xo, ou seja, x = xo ± h ∈ Vε ⊆ A.

Aplicando-se a f�ormula de Taylor de ordem 1 para a fun�c~ao f nos pontos x e xo (ver Teorema

(7.6.1) com n = 1), obteremos que:

f(x) = f(xo) + f ′(xo)h+
1

2!
f ′′(�x)h2, (7.23)

onde �x ∈ Vε.

Como

f ′(xo) = 0,

segue, de (7.23), que, para x ∈ Vε, teremos

f(x) − f(xo) =
1

2!
f ′′(�x)h2,

onde �x ∈ Vε.

Logo, de (7.22), teremos

f(x) − f(xo) =
1

2!
f ′′(�x)︸ ︷︷ ︸
(7.22)

>0

h2︸︷︷︸
=(x−xo)2

x̸=xo
> 0

> 0 ou seja, f(x) > f(xo), para todo x ∈ Vε,

mostrando que a fun�c~ao f tem um m��nimo local no ponto xo.

De modo semelhante mostra-se o item (ii).

A demonstra�c~ao deste ser�a deixada como exerc��cio para o leitor, com isto completamos a demons-

tra�c~ao do resultado.

�
De modo semelhante podemos demonstrar o seguinte resultado que nos ajuda a classi�car os pontos

cr��ticos de uma fun�c~ao rela de uma vari�avel real.

Teorema 7.6.3 Sejam N ∈ N, A um subconjunto aberto de R e f : A → R uma fun�c~ao que tem

as derivadas at�e a ordem 2N cont��nuas em A. Suponhamos que xo ∈ A �e tal que

f ′(xo) = f ′′(xo) = · · · = f(2N−1)(xo) = 0 e f(2N)(xo) ̸= 0.

Ent~ao

(i) Se f(2N)(xo) < 0, segue que a fun�c~ao f tem um m�aximo local no ponto xo.
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(ii) Se f(2N)(xo) > 0, segue que a fun�c~ao f tem um m��nimo local no ponto xo.

Demonstração:

De (i):

Como A �e um subconjunto aberto de R e as derivadas at�e a ordem (2N) da fun�c~ao f s~ao cont��nuas

em A e

f(2N)(xo) > 0,

segue que existe uma vizinhan�ca Vε
.
= Vε(xo) de modo que

f(2N)(x) > 0 para todo x ∈ Vε. (7.24)

Para cada x ∈ Vε, x ̸= xo, de�namos

h
.
= x− xo, ou seja, x = xo ± h ∈ Vε ⊆ A.

Aplicando-se a f�ormula de Taylor de ordem 2N− 1 para a fun�c~ao f nos pontos x e xo (ver Teorema

(7.6.1) com n = 2N− 1), obteremos que:

f(x) = f(xo) + f ′(xo)h+ · · ·+ 1

(2N− 1)!
f(2N−1)(xo)h

2N−1 +
1

(2N)!
f(2N)(�x)h2N, (7.25)

onde �x ∈ Vε.

Como

f ′(xo) = f ′′(xo) = · · · = f(2N−1)(xo) = 0,

segue, de (7.25), que, para x ∈ Vε, teremos

f(x) − f(xo) =
1

(2N)!
f(2N)(�x)h2N,

onde �x ∈ Vε.

Logo, de (7.24), teremos

f(x) − f(xo) =
1

(2N)!
f(2N)(�x)︸ ︷︷ ︸

(7.24)

>0

h2N︸︷︷︸
=(x−xo)2

x̸=xo
> 0

> 0 ou seja, f(x) > f(xo), para todo x ∈ Vε,

mostrando que a fun�c~ao f tem um m��nimo local no ponto xo.

De modo semelhante demonstra-se o item (ii).

A demonstra�c~ao deste ser�a deixada como exerc��cio para o leitor, com isto completamos a demons-

tra�c~ao do resultado.

�
15.06.2012 - 28.a

Uma outra aplica�c~ao do Teorema de Taylor �e para obter condi�c~oes necess�arias e su�cientes para

que uma fun�c~ao, de uma vari�avel real a valores reais, duas vezes diferenci�avel seja uma fun�c~ao convexa.

Para a de�ni�c~ao da mesma temos a:

Definição 7.6.1 Diremos que a fun�c~ao f : I → R, onde I ⊆ R �e um intervalo, �e uma função

convexa se para cada x ∈ (a, b) ⊆ I, o ponto (x, f(x)) do gr�a�co da fun�c~ao, situa-se abaixo

correspondente ponto do segmento que une os pontos (a, f(a)) a (b, f(b)) (veja �gura abaixo).
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-

6

b

a

(a, f(a))

(b, f(b))

Fun�c~ao convexa

x

(x, f(x))

(
x,

f(b)−f(a)
b−a

(x − a) + f(a)
)

)

Observação 7.6.2

1. Na situa�c~ao acima, sabemos que a equa�c~ao da reta pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) ser�a

dada por

y =
f(b) − f(a)

b− a
(x− a) + f(a) ou y =

f(b) − f(a)

b− a
(x− b) + f(b).

Logo, dizer que, para x ∈ (a, b) ⊆ I, o ponto do gr�a�co da fun�c~ao (x, f(x)) est�a abaixo da

secante pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) �e equivalente a escrever

f(x) ≤ f(b) − f(a)

b− a
(x− a) + f(a) ou f(x) ≤ f(b) − f(a)

b− a
(x− b) + f(b),

ou seja,
f(x) − f(a)

x− a
≤ f(b) − f(a)

b− a
≤ f(b) − f(x)

b− x
.

Portanto, para mostrar que a fun�c~ao f �e convexa em I �e necessário e suficiente veri�car

se para x ∈ (a, b) ⊆ I temos:

f(x) − f(a)

x− a
≤ f(b) − f(a)

b− a
≤ f(b) − f(x)

b− x
. (7.26)

2. Na verdade, basta obter umas das duas desigualdades acima para caracterizarmos a con-

vexidade de uma fun�c~ao f a valores reais, de�nida em um intervalo aberto da reta.

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor. Ex. 6.7 - 0,5

Com isto temos o:

Proposição 7.6.1 Sejam I ⊆ R um intervalo aberto e f : I → R uma fun�c~ao duas vezes dife-

renci�avel em I.

A fun�c~ao f �e convexa em I se, e somente se,

f ′′(x) ≥ 0, para cada x ∈ I.

Demonstração:

Suponhamos que

f ′′(x) ≥ 0, para cada x ∈ I.

Ent~ao, pelo Teorema de Taylor, se xo, xo + h ∈ I, podemos encontrar

c ∈ (xo, xo + h), se h > 0 , ou c ∈ (xo + h, xo) se h < 0,
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de modo que

f(xo + h) = f(xo) + f ′(xo)h+
f ′′(c)

2
h2.

Como f ′′(x) ≥ 0 para todo x ∈ I segue, da identidade acima que,

f(xo + h) ≥ f(xo) + f ′(xo)h

ou seja,

se, h > 0 teremos
f(xo + h) − f(xo)

h
≥ f ′(xo) ou (7.27)

se h < 0, teremos
f(xo + h) − f(xo)

h
≤ f ′(xo). (7.28)

Se x ∈ (a, b) ⊆ I segue que, tomando-se

xo
.
= x e h

.
= b− x > 0,

segue que

xo + h = x+ h = b,

assim, de (7.27), segue que
f(b) − f(x)

b− x
≥ f ′(x). (7.29)

Por outro lado, tomando-se

h
.
= a− x < 0 e xo

.
= x

segue que

xo + h = a,

assim, segue de (7.28), que
f(a) − f(x)

a− x︸ ︷︷ ︸
=

f(x)−f(a)
x−a

≤ f ′(x). (7.30)

Logo, de (7.29) e (7.30), segue que

f(x) − f(a)

x− a
≤ f(b) − f(x)

b− x
. (7.31)

Consideremos

X
.
= f(x) A

.
= f(a) e B

.
= f(b). (7.32)

Logo, de (7.31), segue que
X−A

x− a
≤ B− X

b− x
.

Como (x− a), (b− x) > 0, segue que

(X−A) (b− x) ≤ (B− X) (x− a).

Somando-se (X−A) (x− a) a ambos os membros da desigualdade acima obteremos:

(X−A) (b− x) + (X−A) (x− a)︸ ︷︷ ︸
=(X−A) (b−a)

≤ (B− X) (x− a) + (X−A) (x− a)︸ ︷︷ ︸
=(B−A) (x−a)

,
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ou seja,

(X−A) (b− a) ≤ (B−A) (x− a).

Como (b− a), (x− a) > 0, segue, da desigualdade acima, que

X−A

x− a
≤ B−A

b− a
.

Logo, de (7.32), segue que
f(x) − f(a)

x− a
≤ f(b) − f(a)

b− a
,

que pela Observa�c~ao (7.6.2) item 2. implica que a fun�c~ao fun�c~ao f �e uam fun�c~ao convexa em I.

Reciprocamente, suponhamos que a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao convexa em I.

Mostremos que

f ′′(x) ≥ 0, para todo x ∈ I.

Como a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao convexa em I segue que, para a, b ∈ I tal que a < b, se x ∈ (a, b)

segue, de (7.26), que
f(x) − f(a)

x− a
≤ f(b) − f(a)

b− a︸ ︷︷ ︸
n~ao depende de x

≤ f(b) − f(x)

b− x
.

Fazendo x → a, na desigualdade �a esquerda, e x → b, na desigualdade �a direita, segue que

f ′(a) ≤ f(b) − f(a)

b− a
≤ f ′(b),

ou seja, a fun�c~ao f ′ �e uma fun�c~ao mon�otona crescente em I.

Portanto, pelo Teorema (7.2.4), deveremos ter

f ′′(x) =
(
f ′
) ′
(x) ≥ 0, para todo x ∈ I,

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

7.7 Diferenciação de Funções Vetoriais

Observação 7.7.1

(a) Se f : (a, b) → C �e uma fun�c~ao a valores complexos, ent~ao podemos escrever

f(t) = f1(t) + i f2(t) t ∈ (a, b),

onde f1, f2 : (a, b) → R s~ao fun�c~oes a valores reais.

Podemos de�nir a diferenciabilidade de tal fun�c~ao de modo an�alogo ao que �zemos para

fun�c~ao reais, isto �e, a fun�c~ao f �e diferenci�avel em xo ∈ (a, b) se existe

lim
x→xo

f(x) − f(xo)

x− xo
∈ C

e neste caso, este limite ser�a denominado derivada da função f no ponto xo e indicado

por f ′(xo) ∈ C.
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Pode-se mostrar que, na situa�c~ao acima, a fun�c~ao f diferenci�avel em xo ∈ (a, b) se, e

somente se, as fun�c~oes f1, f2 s~ao diferenci�aveis em xo.

Al�em disso,

f ′(xo) = f1
′(xo) + i f2

′(xo).

A veri�ca�c~ao destes fatos ser�a deixado como exerc��cio para o leitor.

Com isto todas as propriedades b�asicas de deriva�c~ao s~ao v�alidas para fun�c~oes a valores

complexos.

As demonstra�c~oes das mesmas ser~ao deixadas como exerc��co para o leitor.

(b) Se f : (a, b) → Rk �e uma fun�c~ao a valores vetoriais, ent~ao podemos escrever

f(t) = (f1(t), f2(t), · · · , fk(t)), t ∈ (a, b),

onde f1, f2, · · · fk : (a, b) → R s~ao fun�c~oes a valores reais.

Neste caso podemos de�nir a diferencibilidade da seguinte forma: diremos qua a fun�c~ao

f é diferenciável no ponto xo se existe um vetor, que ser�a indicado por f ′(xo) ∈ Rk, de

modo que

lim
x→xo

∥∥∥∥f(x) − f(xo)

x− xo
− f ′(xo)

∥∥∥∥
Rk

= 0.

Neste caso diremos que f ′(xo) �e a derivada da função f no ponto xo.

Pode-se mostrar, na situa�c~ao acima, que a fun�c~ao f �e diferenci�avel no ponto xo ∈ (a, b)

se, e somente se, as fun�c~oes f1, f2, · · · , fk s~ao diferenci�aveis em xo.

Al�em disso,

f ′(xo) = (f1
′(xo), f2

′(xo), · · · , fk ′(xo)).

A veri�ca�c~ao destes fatos ser�a deixado como exerc��cio para o leitor.

Todas as propriedades b�asicas de deriva�c~ao continuar~ao v�alidas neste caso.

As demonstra�c~oes das mesmas ser~ao deixadas como exerc��co para o leitor.

(c) Podemos de�nir de modo semelhante as derivadas de ordem superior para as fun�c~oes

acima.

Deixaremos os detalhes como exerc��co para o leitor.

Consideremos o:

Exemplo 7.7.1

(a) Consideremos a fun�c~ao f : R → C dada por

f(x)
.
= eix = cos(x) + i sen(x), x ∈ R.

Como as fun�c~oes f1, f2 : R → R dadas por

f1(x) = cos(x) e f2(x) = sen(x), x ∈ R,

s~ao diferenci�aveis em R, segue que a fun�c~ao f ser�a diferenci�avel em R.
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Al�em disso,

f ′(x) = f1
′(x) + i f2

′(x) = − sen(x) + i cos(x) = i(cos(x) + i sen(x))

= iei x, x ∈ R.

Logo,

∥f ′(x)∥ = 1 x ∈ R,

em particular

f ′(x) ̸= (0, 0), para todo x ∈ R.

Observemos que

f(0) = f(2π) = 1.

Logo, o Teorema do valor m�edio não �e v�alido neste caso.

De fato, pois não existe c ∈ (0, 2π) tal que

f ′(c) ̸= 0 =
f(2π) − f(0)

2π− 0
.

(b) De�namos as fun�c~oes f, g : (0, 1) → C dadas por

f(x)
.
= x e g(x)

.
= x+ x2e

i

x2 , x ∈ (0, 1).

Notemos que

lim
x→0

f(x)

g(x)
= lim

x→0

1

1+ xe
i

x2

= 1, (7.33)

onde na �ultima igualdade usamos o fato que

lim
x→0

x = 0 e
∣∣∣e i

x2

∣∣∣ = 1, x ̸= 0.

Observemos tamb�em que

g ′(x) = 1+

(
2x−

2i

x

)
e

i

x2 , x ∈ (0, 1),

assim

∥g ′(x)∥ =

∥∥∥∥1+ (2x− 2i

x

)
e

i

x2

∥∥∥∥ ≥
∥∥∥∥(2x− 2i

x

)
e

i

x2

∥∥∥∥− 1 =

∥∥∥∥2x− 2i

x

∥∥∥∥ ∣∣∣e i

x2

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=1

−1

=

∥∥∥∥2x− 2i

x

∥∥∥∥− 1 =

∥∥∥∥2x2 − 2i

x

∥∥∥∥− 1
∥2x2−2i∥≥∥2i∥=2

≥ 2

x
− 1 =

2− x

x
, x ∈ (0, 1).

Logo

0 ≤
∥∥∥∥ f ′(x)g ′(x)

∥∥∥∥ f ′(x)=1
=

1

∥g ′(x)∥
≤ x

2− x

implicando que lim
x→0

f ′(x)

g ′(x)
= 0.

Portanto, comparando com (7.33), segue que não vale a regra de L'Hospital neste caso.
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Como vimos no Exemplo (a) acima não vale, em geral, o Teorema do valor m�edio para fun�c~oes

vetoriais.

Por�em temos um resultado que pode ser bastante �util que pode em algumas situa�c~oes substituir o

Teorema do valor m�edio usual, a saber:

Teorema 7.7.1 (Desigualdade do Valor Médio) Suponhamos que f : [a, b] → Rk �e cont��nua

em [a, b] e diferenci�avel em (a, b).

Ent~ao existe c ∈ (a, b) tal que

∥f(b) − f(a)∥ ≤
∥∥f ′(c)∥∥ (b− a).

Demonstração:

Se

f(b) = f(a)

nada temos a fazer.

Se

f(b) ̸= f(a)

consideremos

zo
.
= f(b) − f(a) ̸= O⃗ ∈ Rk (7.34)

e de�namos a fun�c~ao ϕ : [a, b] → R dada por

ϕ(t)
.
= zo • f(t), t ∈ [a, b],

onde • denota o produto interno em Rk.

Logo a fun�c~ao ϕ ser�a cont��nua em [a, b] e diferenci�avel em (a, b).

Al�em disso

ϕ ′(t) = zo • f ′(t), t ∈ (a, b).

Logo podemos aplicar o Teorema do valor m�edio para ϕ (pois ela �e uma fun�c~ao de uma vari�avel

real a valores reais) e assim podemos encontrar c ∈ (a, b) de modo que

ϕ(b) − ϕ(a) = ϕ ′(c)(b− a) =
[
zo • f ′(c)

]
(b− a). (7.35)

Mas

ϕ(b) − ϕ(a) = zo • f(b) − zo • f(a) = zo • [f(b) − f(a)]
(7.34)
= zo • zo = ∥zo∥2,

logo, de (7.35), segue que [
zo • f ′(c)

]
(b− a) = ∥zo∥2. (7.36)

Assim, da desigualde de Cauchy-Schwarz, segue que:

∥zo∥2
(7.36)
=

∣∣[zo • f ′(c)] (b− a)
∣∣ = ∣∣zo • f ′(c)∣∣ (b− a)

Des. Cauchy-Schwarz
≤

[
∥zo∥ ∥f ′(c)∥

]
(b− a).

Como

∥zo∥
(7.34)
= ∥f(b) − f(a)∥ > 0,

dividindo-se ambos os membros da desigualdade acima por ∥zo∥ > 0, obteremos

∥zo∥ ≤ ∥f ′(c)∥ (b− a),
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e de (7.34), teremos

∥f(b) − f(a)∥ ≤
∥∥f ′(c)∥∥ (b− a),

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
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