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Resumo
Esta dissertação tem como principal objetivo estudar as propriedades fundamentais dos sistemas
dinâmicos centrando nossa atenção nos difeomorfismos de Anosov de classe C2. Faremos
observações sobre caraterísticas relevantes para esta classe de difeomorfismo, sendo nosso
resultado principal a ergodicidade destes difeomorfismos. A demonstração da ergodicidade de
tais difeomorfismos será feita a partir de uma análise geométrica, usando o argumento de Hopf,
mostrando primeiro a existência e continuidade absoluta das folheações estável e instável e então
usando o argumento de Hopf concluir a ergodicidade dos difemorfismos de Anosov.

Palavras chaves: Sistemas dinâmicos hiperbólicos, Difeomorfismo de Anosov, variedade estável,
variedade instável, teoria ergódica, argumento de Hopf.



Abstract
This thesis aims to study of the fundamental properties of the dynamical systems focusing our
attention on the Anosov diffeomorphism of class C2. We will make observations about relevant
characteristics of this class of diffeomorphism, being our main result that these diffeomorphisms
are ergodic. The proof of the ergodicity of Anosov diffeomorphismos will be made from a
geometric analysis using the Hopf argument showing first the existence and absolute continuity
of the stable and unstable foliations, and then using Hopf’s argument to conclude the ergodicity
of Anosov’s difemorphisms.

Keywords: Hyperbolic dynamical systems, Anosov diffeomorphism, stable manifold, unstable
manifold, ergodic theory, Hopf argument.
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Introdução

A teoria dos Sistemas Dinâmicos é uma área recente da matemática, tendo sua origem no
final do século XX com os estudos de Mecânica Celeste de Newton e com os trabalhos de Henri
Poincaré, relativos aos estudos de movimentos dos corpos celestes, tais como planetas e cometas,
cuja abordagem até então estava focada no sentido de resolver equações diferenciais, que em
sua maioria não podem ser resolvidas por meio de fórmulas e cálculos. Poincaré propôs então
utilizar ferramentas vindas de áreas como Topologia, Geometria, Álgebra e Análise para obter
uma descrição qualitativa e, quando possível, quantitativa do sistema. Por volta da década de
1960 grandes matemáticos como Birkhoff, Smale, Palis, Anosov, Arnold, Sinai e muitos outros
fizeram contribuições fundamentais nesta área, comprovando assim, a força da ideia de Poincaré.

A noção geral de um sistema dinâmico consiste em uma variedade ambiente M e uma lei
f : M ÑM , a tempo discreto ou contínuo, que relaciona seu estado presente com seu estado
passado e futuro. A teoria dos Sistemas Dinâmicos busca descrever a evolução temporal das
órbitas do sistema através da identificação de padrões e do seu comportamento assintótico. Uma
forma particular de obter informação sobre a evolução de um sistema dinâmico em um espaço
com uma medida invariante, é estudar suas propriedades estatísticas e geométricas de medidas
invariantes, o estudo destas propriedades constituem a teoria ergódica. Mais precisamente,
considere variedade ambiente M dotada com uma medida de probabilidade µ e f uma aplicação
invariante pela medida µ, ou seja, µpf�1pAqq � µpAq para todo o conjunto A mensurável. A
teoria ergódica busca descrever as propriedades que são válidas para quase toda trajetória do
sistema com relação à medida µ. Dizemos que um sistema tem propriedade de ergodicidade, ou
que é ergódico se os únicos conjuntos onde as órbitas de todos os pontos do conjunto pertencem
ao conjunto têm medida zero ou um, isto é, f : M Ñ M é ergódica se para todo conjunto
mensurável E �M com f�1pEq � E, temos µpEq � 0 ou µpEq � 1.

Na década de 1960 o matemático russo Dmitri Victorovich Anosov, estudou uma classe de
sistemas globalmente hiperbólicos que ficaram conhecidos como difeomorfismos de Anosov [1], a
qual será o principal objeto de estudo deste trabalho. Um difeomorfismo f : M ÑM de classe
C1 é dito de Anosov se existe uma métrica riemanniana e uma decomposição do espaço tangente
TxM � Espsq`Eupxq tais que DxfpEspxqq � Espfpxqq e DxfpEupxqq � Eupfpxqq, Dxf restrito
a Es

x é uma contração uniforme e Dxf restrito a Eu
p é uma expansão uniforme. Associamos a

estes difeomorfismos a existência de estruturas geométricas dinamicamente invariantes, como
é o caso das folheações estável e instável, que são essenciais para a obtenção de propriedades
métricas e ergódicas do sistema em questão. Tais estruturas nos permitem identificar diversas
propriedades dinâmicas dos difeomorfismos de Anosov e demonstra que tais difeomorfismos,
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quando forem C2 e preservarem a medida de volume, serão ergódicos.

Com intuito de tornar este trabalho autocontido, no primeiro capítulo introduzimos conceitos
básicos e exemplos de sistemas dinâmicos e alguns resultados da teoria ergódica para analisar
o comportamento de alguns sistemas. Provamos também algumas ferramentas de variedades
riemanniana e topologia diferencial que serão de utilidade nos capítulos posteriores. No Capítulo
2 estabelece-se a noção de hiperbolicidade, e consequentemente de difeomorfismos de Anosov de
classe C2, com a construção das folheações estáveis e instáveis, dadas por um difeomorfismo de
Anosov, usando o método de Hadamard-Perron para a construção das famílias de variedades
que constituem estas folheações. No Capítulo 3, demonstramos a continuidade absoluta destas
folheações. No Capítulo 4 estudaremos a ergodicidade de um difeomorfismo Anosov de classe
C2 que preservam volume através do conhecido argumento de Hopf, uma técnica desenvolvida
por Eberhard Hopf [7], este argumento é a principal ferramenta para derivar a ergodicidade
da hiperbolicidade na ausência de uma estrutura algébrica (a ferramenta alternativa é a teoria
dos estados de equilíbrio). O argumento aqui empregado é baseado em um resultado recente de
Coudène, Hasselblatt e Troubetzkoy [4] e demonstra, na verdade mais do que ergodicidade, tal
argumento tem a vantagem de ser adaptável para casos mais gerais e aproveita as informações
dinâmicas fornecidas pelo sistema.
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1 Preliminares

Com o objetivo de fazer este trabalho autocontido, neste capítulo serão apresentados de forma
rápida uma breve introdução à dinâmica hiperbólica, apresentaremos também elementos básicos
da teoria ergódica e um exemplo de aplicação do argumento de Hopf para uma transformação
linear, que será posteriormente usado de forma mais geral, junto com outros resultados de nosso
interesse (uma introdução mais detalhada a tais aspetos da teoria podem ser encontrados em
[8], [16], [3], [9], [10] e [15]).

1.1 Aplicações com órbitas convergentes

1.1.1 Contrações

Esta seção é dedicada ao estudo de um dos exemplos mais simples e importantes de sistemas
dinâmicos, uma aplicação de contratação em um espaço métrico. A partir das aplicações de
contração obtemos o Princípio de contração de Banach que será de ajuda nos próximos capítulos.

Definição 1.1. Seja pX, dq um espaço métrico. A aplicação f : X Ñ X é dita uma contração
se existe 0   λ   1 tal que para quaisquer x, y P X

dpfpxq, fpyqq ¤ λ � dpx, yq. (1.1)

Notemos que a desigualdade (1.1) implica a continuidade da aplicação f .

O seguinte resultado é fundamental e fornece a imagem completa, e muito simples, do
comportamento assintótico para o sistema dinâmico gerado por uma aplicação de contração.

Proposição 1.1 (Princípio de Contração de Banach). Seja X um espaço métrico completo e
f : X Ñ X uma contração. Então f tem um único ponto fixo p P X e para todo x P X a órbita
de x converge exponencialmente a p.

Demonstração. Iterando (1.1), temos que para qualquer inteiro n

dpfnpxq, fnpyqq ¤ λn � dpx, yq, para todo x, y P X, (1.2)

então como 0   λ   1 temos

dpfnpxq, fnpyqq Ñ 0, quando nÑ 8.
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Como consequência, para todo x P X a sequência de tfnpxqunPN é uma sequência de Cauchy,
pois para todo m ¥ n

dpfmpxq, fnpxqq ¤
m�n�1¸
k�0

dpfn�k�1pxq, fn�kpyqq (1.3)

¤
m�n�1¸
k�0

λn�kdpfpxq, xq ¤ λn

1� λ
dpfpxq, xq Ñ 0, com nÑ 8. (1.4)

Portanto, para todo x P X a sequência tfnpxqunPN é convergente e o limite não depende de x.

Seja p o limite de tfnpxqu, então
fppq � lim

nÑ8
fpfnppqq � lim

nÑ8
fn�1ppq � p,

ou seja, p é ponto fixo de f . Dado que f é uma contração, p é o único ponto fixo de f .

Finalmente, tomando o limite quando m vai para infinito em (1.3) temos que

dpp, fnpxqq ¤ λn

1� λ
dpfpxq, xq,

Assim, a sequência tfnpxqunPN converge a p.

Portanto, o Princípio de Contração de Banach garante que para uma aplicação de contração
a órbita de qualquer ponto converge para um único ponto fixo. Este resultado será usado no
decorrer de nosso estudo, o qual será aplicado, não ao sistema dinâmico original no espaço
de fase, mas a uma determinada transformação em um espaço funcional associado ao sistema
dinâmico.

Como primeiro exemplo de aplicação deste princípio, mostraremos que, assumindo uma
condição de não degeneração no diferencial, a existência de um ponto periódico de período m é
estável sob pequenas perturbações.

Proposição 1.2. Seja p um ponto periódico de período m de uma aplicação f de classe C1 tal
que o diferencial Dfmp não possui 1 como autovalor. Se g é uma aplicação suficientemente perto
de f na topologia C1, então existe um único ponto periódico de g com período m localizado perto
de p.

Demonstração. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que M � Rn, p � 0 e m � 1.
Consideremos a aplicação F :� f � Id. Dado que 1 não é autovalor de Df0, pelo Teorema da
aplicação inversa F é invertível em uma vizinhança compacta B de 0, a qual podemos tomar
como sendo uma bola fechada de raio R ¡ 0. Seja g uma aplicação de classe C1 perto de f ,
vejamos que g tem um único ponto fixo em B. Consideremos H � f � g. Então x P B é um
ponto fixo de g se, e somente se,

x� gpxq � pf �Hqpxq � pF � Id�Hqpxq,
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isto é, se e somente se pF �Hqpxq � 0, ou equivalentemente x � F�1 �Hpxq. Assim é suficiente
mostrar que F�1 �H tem um único ponto fixo em B. Para este fim, mostremos que F�1 �H
é uma contração em B. Tomemos ε ¡ 0 suficientemente pequeno e }f � g}   ε, de forma que
HpBq � B. Além disso, se L � max

xPB
}DF�1}, então

}F�1Hp0q} ¤ L}Hp0q} ¤ Lε,

pois F�1p0q � 0. Então

}F�1Hpxq} ¤ }F�1Hpxq � F�1Hp0q} � }F�1Hp0q} ¤ εL}x} � εL.

Tomemos ε ¤ R

Lp1�Rq , assim, temos que F�1HpBq � B. Finalmente, se x, y P B temos

}F�1Hpxq � F�1Hpyq} ¤ Lε}x� y},

logo F�1H é uma contração em B. Do princípio de contração segue que F�1H tem um único
ponto fixo em B, portanto, g tem um único ponto fixo perto de 0.

A seguinte proposição mostra que ao perturbarmos uma contração o seu ponto fixo não sofre
uma perturbação muito grande.

Proposição 1.3. Seja f : X Ñ X uma contração de um espaço métrico completo X com ponto
fixo x0 e constante de contração λ como na Definição 1.1, então para qualquer ε ¡ 0 existe
δ P p0, 1� λq tal que para qualquer aplicação g : X Ñ X com

1. dpfpxq, gpxqq   δ para x P X e

2. dpgpxq, gpyqq   pλ� δqdpx, yq para x, y P X,

g possui um ponto fixo y0 tal que dpx0, y0q ¤ ε.

Demonstração. Observe que pela condição 2 g é uma contração, logo ela possui um ponto fixo
y0. Tome δ � εp1� δq

1� ε
. Dado que gnpx0q Ñ y0, temos

dpx0, y0q ¤
8̧

n�0
dpgnpx0q, gn�1px0qq   dpx0, gpx0qq

8̧

n�0
pλ� δqn

  δ

1� λ� δ
� εp1� λq
p1� εqp1� λ� εp1� λq

1� ε
q
� ε.
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1.1.2 Aplicações Lineares

Para estudar a dinâmica de um sistema muitas vezes é suficiente conhecer o comportamento
de sua parte linear, por essa ração nesta seção vamos analisar a dinâmica de uma aplicação
linear no espaço euclidiano.

Definição 1.2. Seja A : Rn Ñ Rn uma transformação linear. O conjunto de todos os autovalores
de A é chamado espectro de A e será denotado por sppAq.

rpAq :� maxt|λ| : λ P sppAqu é o raio espectral de A.

Dada qualquer norma em Rn definimos a norma de uma transformação linear A : Rn Ñ Rn,
por

}A} :� sup
}v}�1

t}Av}u.

Note que }A} ¥ rpAq, e se } � } é a norma euclidiana em Rn então }A} � rpAq sempre que A for
diagonal.

Proposição 1.4. Para todo δ ¡ 0 existe uma norma em Rn tal que }A}   rpAq � δ

Demonstração. Seja B uma base de Jordan para Rn, assim, A é representada pela matriz
canônica de Jordan: ����

A1 0
. . .

0 Ak

���
onde cada bloco é um bloco Jordan correspondente a um autovalor real λ;���������

λ 1 0
λ 1

. . . . . .
λ 1

0 λ

��������
,

ou uma combinação de dois blocos correspondentes aos autovalores de conjugados complexos
λ � ρeiϕ e λ � ρe�iϕ ���������

ρRϕ Id 0
ρRϕ Id

. . . . . .
ρRϕ Id

0 ρRϕ

��������
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onde Rϕ �
�

cosϕ senϕ
�senϕ cosϕ

�
e Id é a matriz identidade 2� 2.

Para t P R, denotemos por Aptq a matriz com a mesma estrutura do bloco de Jordan,
onde cada um imediatamente acima da diagonal é substituído por t. Em seguida, colocamos
em Rn o produto escalar (hermitiano) para o qual a base B é ortonormal e denotamos por
} � }B a norma correspondente a este produto. Agora, t ÞÑ }Aptq}B é uma função contínua e
}Ap0q}β � rpAq. Portanto, dado δ ¡ 0 podemos encontrar tδ ¡ 0 tal que }Aptδq}β   rpAq � δ.
Mas, Aptδq � BAB�1, onde B é a matriz diagonal composta por blocos da forma������

1
t�1
δ

. . .
t�m�1
δ

�����
para cada bloco de ordem m do primeiro tipo, e por blocos da forma:������

Id

t�1
δ Id

. . .
t�m�1
δ Id

�����
para cada bloco de ordem 2m do segundo tipo.

Definamos }v} � }B � v}B, então

}A} � }Aptδq}β   rpAq � δ.

Uma vez que todas as normas em Rn são equivalentes, temos que para qualquer norma } � },
dado ε ¡ 0 existe Cε tal que para todo vetor v P Rn

}Anv} ¤ CεprpAq � εqn}v}.
Corolário 1.1. Suponha que todos os autovalores de uma aplicação linear possuim módulos
menores que 1. Então existe uma norma } � } em Rn tal que A é uma contração com respeito à
métrica gerada por essa norma.

Demonstração. Tomando δ ¡ 0 suficientemente pequeno, pela Proposição 1.4 existe uma norma
} � } em Rn na qual L :� }A}   1. Consideremos dpx, yq � }x � y}, logo segue que A é uma
contração, pois

dpApxq, Apyqq � }Apxq � Apyq} � }Apx� yq} ¤ }A}}x� y} � Ldpx, yq.
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Corolário 1.2. Seja A : Rn Ñ Rn uma aplicação linear, se rpAq   1 então, Anpxq Ñ 0 quando
nÑ 8 para todo x P Rn. Além disso, se A é invertível A�nxÑ 8 quando nÑ 8, para todo
x P Rn.

Demonstração. Escolhamos δ ¡ 0 tal que rpAq � δ   1, temos então

}Anv} ¤ CδprpAq � δqn}v}, nÑ 8.

Se A é invertível, tomamos v � A�npwq, logo }w} ¤ CδprpAq � δqn}A�npwq}, então
1

CδprpAq � δqn }w} ¤ }A�npwq} Ñ 8.

A dinâmica de uma transformação linear é, portanto, altamente influenciada pelos autovalores
da transformação. No que segue distinguimos as aplicações lineares segundo a existência, ou
não, de autovalores com módulo 1.

Definição 1.3. Dizemos que uma transformação A : Rn Ñ Rn é hiperbólica se todos os seus
autovalores têm modulo diferente de 1.

Definição 1.4. Sejam A : Rn Ñ Rn uma aplicação linear e λ P C um autovalor de A, se λ P R
denotaremos por Eλ ao autoespaço generalizado correspondente a λ, isto é, o espaço de todos
os vetores v P Rn tal que pA� λIqk � v � 0 para algum k P N. Analogamente, se λ P CzR para
o par de autovalores complexos conjugados λ, λ seja Eλ,λ a interseção de Rn com a soma dos
autoespaços generalizados a Eλ, Eλ na extensão de A ao espaço complexo Cn. Usando estes
espaços, definimos os seguintes subespaços:

E� � E�pAq � à
|λ| 1, λPR

Eλ `
à

|λ| 1, λPCzR
Eλλ

E� � E�pAq � à
|λ|¡1, λPR

Eλ `
à

|λ|¡1, λPCzR
Eλλ

E0 � E0pAq � E1 ` E�1 `
à

|λ|�1, λPCzR
Eλλ.

Corolário 1.3. Existe uma norma tal que a restrição da aplicação linear ao autoespaço E�pAq
é uma contração. Além disso, se A é invertível então a restrição de A�1 ao subespaço E�pAq
com respeito a esta mesma norma é uma contração.

Definição 1.5. O espaço E� é chamado de subespaço de contração e o espaço E� é chamado
de subespaço de expansão.

Proposição 1.5. Seja A : Rn Ñ Rn uma aplicação hiperbólica , então:
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1. Para todo v P E�, o iterado positivo Anv Ñ 0 quando nÑ 8. Se A for invertível então o
iterado negativo A�nv Ñ 8 quando nÑ �8.

2. Para todo v P E� o iterado positivo de Anv Ñ 8. Se A for invertível então A�nv Ñ 0
quando nÑ 8.

3. Para todo v P RnzpE� Y E�q o iterado Anv Ñ 8 quando n Ñ 8. Se A for invertível o
mesmo acontece quando nÑ �8.

1.2 Preliminares em Teoria Ergódica

1.2.1 Espaços de medida

Dado que queremos estudar o comportamento de funções em espaços com medida, apresenta-
mos de modo sucinto os fundamentos da teoria desses espaços.

Definição 1.6. Uma σ-álgebra de X é uma família A de subconjuntos de X que é fechada para
as operações elementares de conjuntos e que contém o conjunto vazio, isto é, tal que

1. H P A;

2. A P A implica XzA P A;

3. Aj P A para j � 1, . . . , n, . . . implica
8¤
j�1

Aj P A.

Definição 1.7. Um espaço mensurável é uma dupla pX,Aq onde X é um conjunto e A é uma
σ-álgebra de subconjuntos de X. Os elementos de A são chamados conjuntos mensuráveis do
espaço.

Definição 1.8. Uma medida em pX,Aq é uma aplicação µ : A Ñ r0,�8s tal que µpHq � 0 e

µ

�
8¤
Aj

Aj

�
�

8̧

j�1
µpAjq para quaisquer Aj P A disjuntos dois a dois.

A tripla pX,A, µq é chamada espaço de medida. Quando vale µpXq   8 dizemos que µ é uma
medida finita e se µpXq � 1 dizemos que µ é uma probabilidade. Neste caso, pX,A, µq é um
espaço de probabilidade. Escrevemos pX,µq para denotar o espaço de medida quando não seja
necessário especificar a σ-álgebra.

Dados dois espaços mensuráveis pX,Aq e pY,Bq, dizemos que uma aplicação f : X Ñ Y é
mensurável se para todo conjunto A P B, f�1pAq P A. Uma medida µ é dita invariante por uma
função f se

µpAq � µpf�1pAqq para todo conjunto mensurável A � X.
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Dizemos que uma propriedade é válida em µ-quase todo ponto se é válida em todo X exceto,
possivelmente, num conjunto de medida nula.

Seja pM,µ,Bq um espaço de probabilidade, onde M é um espaço métrico compacto, µ uma
medida de probabilidade e B a σ-álgebra de Borel (σ-álgebra gerada pelos conjuntos abertos
de M). Dada uma partição P de M por conjuntos mensuráveis, definimos o espaço de medida
pP , pµ, pBq como segue: seja π : M Ñ P a projeção canônica que associa a cada ponto de M o
elemento da partição que o contém, definimos pµ :� π�µ e pB :� π�B.

Definição 1.9. Seja P uma partição. Uma família tµP u é dita um sistema de medidas condici-
onadas, ou uma desintegração de medida, para µ (com respeito a Pq se

1. Dada ψ P C0pMq, então P ÞÑ
»
ψ dµP é mensurável;

2. µP pP q � 1 pµ-quase todo ponto;

3. se ψ P C0pMq, então
»
M

ψ dµ �
»

P

�»
P

ψ dµP



dpµ.

Proposição 1.6. [12] Se tµP u e tνP u são desintegrações de µ com respeito a P, então µP � νP

para pµ-quase todo p P P.

Definição 1.10. Dizemos que P é uma partição mensurável se, existe um conjunto mensurável
M0 �M com medida total tal que, restrito a M0,

P �
8ª
n�1

Pn,

para alguma sequência crescente P1   P2   � � � ,  Pn   � � � de partições enumeráveis, onde
Pi   Pi�1 significa que todo elemento de Pi�1 está contido em algum elemento de Pi. Então

dizemos que Pi é menos fina do que Pi�1. Além disso,
8ª
n�0

Pn é a partição menos fina tal que

Pn  

8ª
n�1

Pn para todon.

Os elementos são as interseções não vazias da forma
8£
n�1

Pn com Pn P Pn para todo n.

Teorema 1.1 (Desintegração de Rokhlin). Seja P uma partição mensurável para o conjunto
compacto M e µ uma probabilidade borel. Então existe uma desintegração de µ.
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1.2.2 Ergodicidade

A Teoria Ergódica entre outras coisas se preocupa em estudar a dinâmica das transformações
que preservam medida.

Nesta seção apresentamos através de três exemplos como provar a ergodicidade de um sistema;
um deles, o argumento de Hopf que será usado posteriormente no estudo da ergodicidade em
uma situação mais complexa, que é o caso de difeomorfismos de Anosov. Iniciamos esta seção
apresentando um dos resultados fundamentais da Teoria Ergódica, o Teorema Ergódico de
Birkhoff.

Teorema 1.2 (Teorema Ergódico de Birkhoff). Seja f : M Ñ M uma aplicação mensurável
e seja µ uma medida de probabilidade invariante por f . Dada qualquer função mensurável
ϕ : M Ñ R, o limite

rϕpxq � lim
iÑ8

1
n

n�1̧

j�0
ϕpf jpxqq

existe em µ-quase todo ponto x PM . Além disso, a função rϕ está bem definida desta forma, é
integrável e satisfaz » rϕpxq dµpxq � » ϕpxq dµpxq.

O limite rϕ é chamado média temporal, ou média orbital de ϕ. A proposição a seguir mostra
que as médias temporais são constantes ao longo de órbitas em quase todo ponto.

Proposição 1.7. Seja ϕ : M Ñ R uma função integrável. Então

rϕpfpxqq � rϕpxq para µ-quase todo ponto x PM.

Definição 1.11. Uma transformação f que preserva medida é dita ergódica se para todo
conjunto invariante A, µpAq � 0 ou µpXzAq � 0. Equivalentemente, f é ergódica se toda função
ϕ mensurável e invariante por f é constante em quase todo ponto, isto é, ϕ � f � ϕ implica
ϕ � const. em µ-quase todo ponto.

Definição 1.12. A função f é dita totalmente ergódica se fn é ergódica para todo n P N�.

Existem diversas outras caracterizações da ergodicidade como demonstra o seguinte teorema.

Teorema 1.3. Se f : X Ñ X é uma transformação que preserva medida em um espaço de
probabilidade pX,µq, então as seguintes afirmações são equivalentes:

1. f é ergódica;

2. se A é um conjunto invariante e µpf�1pAq4Aq � 0, então µpAq � 0 ou µpAq � 1, onde
A4B � pAYBqzpAXBq;
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3. para todo A mensurável com µ ¡ 0 temos µ
�

8¤
n�1

f�nA

�
� 1;

4. para todo A e B mensurável com µpAq ¡ 0 existe n ¡ 0 com µpf�npAq XBq ¡ 0 .

No que segue damos alguns exemplos de sistemas ergódicos.

Exemplo 1.1. (Rotação no Toro)

Considere na reta R a relação de equivalência � que identifica quaisquer números cuja
diferença é um número inteiro, isto é:

x � y ô x� y P Z. (1.5)

Representamos por rxs a classe de equivalência de qualquer x P Z e denotamos por R{Z o espaço
de todas as classes de equivalência. Este espaço é chamado de círculo e também o denotamos
por S1. Outra caracterização de S1 pode ser dada por meio da aplicação

φ : R{ZÑ tx P C : |z| � 1u, rxs ÞÑ e2πxi.

Dado θ P R, chamamos rotação de ângulo θ a transformação

Rθ : R{ZÑ R{Z, rxs ÞÑ rx� θs � rxs � rθs

Da definição segue que R0 é a identidade e Rθ �Rτ � Rθ�τ para todo θ e τ . Em particular toda
rotação é invertível e a inversa é R�θ. Também podemos munir S1 com uma estrutura de espaço
de probabilidade da seguinte forma: seja π : R Ñ S1 a projeção canônica que associa a cada
x P R a respetiva classe de equivalência rxs. Primeiramente, dizemos que E � S1 é um conjunto
mensurável se π�1pEq for um conjunto mensurável na reta. Em seguida seja m a medida de
Lebesgue na reta. Definimos a medida de Lebesgue µ no círculo da seguinte forma:

µpEq � mpπ�1pEq X rk, k � 1qq para qualquer k P Z.

Da definição segue que µ é uma medida de probabilidade. Além disso, µ é invariante por toda
rotação Rθ (trata-se da única medida de probabilidade com esta propriedade). Se θ é racional,
digamos θ � p{q na forma irredutível, então Rq

θpxq � x para todo x P S1. Logo, dado qualquer
segmento I � S1 com comprimento menor que 1{q, o conjunto

A � I YRθpIq Y � � � YRq�1
θ pIq

é invariante e a sua medida de Lebesgue satisfaz 0   µpAq   1. Assim, se θ é racional a medida
de Lebesgue não é ergódica.



Capítulo 1. Preliminares 22

Proposição 1.8. A rotação Rθ é ergódica com respeito à medida de Lebesgue se, e somente se,
θ é irracional.

Podemos generalizar as notações usadas da seguinte forma, para cada n ¥ 1, consideremos
a relação de equivalência em Rn que identifica dois vetores se a sua diferença é um vetor com
coordenadas inteiras:

px1, . . . , xnq � py1, . . . , ynq ô px1 � y1, . . . , xn � ynq P Zn

Estas observações estendem-se naturalmente às rotações no n-toro Tn, para qualquer n ¥ 1.

Proposição 1.9. Se θ � pθ1, . . . , θnq é racionalmente independente então a rotação Rθ : Tn Ñ
Tn é ergódica para a medida de Lebesgue.

Exemplo 1.2. (Endomorfismos lineares no toro).

Seja A uma matriz m � n de coeficientes inteiros e determinante diferente de zero, Então
ApZnq � Zn e, por consequência, A induz uma transformação

fA : Tn Ñ Tn, fAprxsq � rApxqs.

Chamamos tais transformações de endomorfismos lineares do toro.

Teorema 1.4. O endomorfismo linear fA é ergódico com respeito à medida de Lebesgue µ se, e
somente se, nenhum autovalor da matriz A é raiz da unidade.

Demonstração. Consideremos ϕ P L2pµq e seja

ϕprxsq �
¸
kPZn

cke
2πpk�xq

a sua expansão em série de Fourier. Observemos que k � x � k1x1 � � � � � knxn. Os coeficientes
de ck P C satisfazem ¸

kPZn
|ck|2 � }ϕ}2

2   8. (1.6)

Então a expansão em série de Fourier de ϕ � fA é

ϕpfAprxsqq �
¸
kPZn

cke
2πpk�Apxqq �

¸
kPZn

cke
2πpA�pkq�xq,

onde A� representa a adjunta de A. Suponha que ϕ é uma função invariante por f , então pela
unicidade da expansão de Fourier, temos que

cA�pkq � ck para todo k P Z. (1.7)
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Afirmamos que a trajetória de todo k � 0 pela transformação A� é infinita. De fato, se a
trajetória de algum k � 0 fosse finita então deveria, existir l,m P Z com m ¡ 0 tais que
Al�mpkq � Al�pkq. Isto só poderia acontecer se A� tivesse algum autovalor λ tal que λm � 1.
Mas isto não é possível por hipótese, dado que A e A� tem os mesmos autovalores. Logo a
trajetória de todo k � 0 é infinita, como afirmamos. Então a igualdade (1.7) com (1.6) implica
que ck � 0 para todo k � 0. Portanto, ϕ � c0 em µ-quase todo ponto. Isto prova a ergodicidade
de fA. Para provar a recíproca, suponhamos que A admite algum autovalor que é a raiz da
unidade. Então o mesmo vale para A�, portanto, existe m ¥ 1 tal que 1 é autovalor de Am�.
Como Am� tem coeficientes inteiros, então existe algum k P Znzt0u tal que Am�pkq � k. Fixemos
k e consideremos a função ϕ P L2pµq definida por

ϕprxsq �
m�1̧

i�0
cke

2πpx�Ai�pkqq �
m�1̧

i�0
cke

2πpAipxq�kq

Note que ϕ é uma função fA-invariante, mas não é constante. Logo fA não é ergódica.

O exemplo a seguir mostra uma outra forma de se demonstrar ergodicidade para certos
sistemas. O argumento apresentado aqui é um caso particular do que é atualmente conhecido
como argumento de Hopf. Este é aplicado sempre que | detA| � 1 e a matriz A é hiperbólica, ou
seja, A não possui autovalores de módulo 1. Este argumento será estendido a sistemas dinâmicos
mais gerais, não necessariamente lineares, como é o caso de difeomorfismos de Anosov que são
objeto de nosso estudo.

A hipótese de que a matriz A é hiperbólica significa que o espaço Rn pode ser escrito como
uma soma direta Rn � Es ` Eu tal que:

1. ApEsq � Es e todos os autovalores de A æEs têm módulo menor que 1;

2. ApEuq � Eu e todos os autovalores de A æEu têm módulo maior que 1.

Então existem constantes C ¡ 0 e λ   1 tais que

}Anpvsq} ¤ Cλ}vs} para todo vs P Es e todo n ¥ 0

Exemplo 1.3. Consideremos A �
�

2 1
1 1

�
e fA : T2 Ñ T2 o endomorfismo induzido pela

matriz A.

Este exemplo é um dos mais conhecidos na teoria ergódica e sistemas dinâmicos, comumente
é chamado de Arnold’s cat map.
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Vejamos que fA é ergódica. De fato, primeiro estudamos o comportamento da matriz A,
temos que os autovalores da matriz A são

λu � 3�?
5

2 ¡ 1 ¡ λs � 3�?
5

2 ¡ 0

E os autoespaços associados a cada autovalor são respetivamente:

Eu �
"
px, yq P R2 : y �

?
5� 1
2 x

*
e Es �

"
px, yq P R2 : y � �

?
5� 1
2 x

*
.

A família de todos os subespaços de R2 da forma v � Es com v P R2, define uma partição de
R2 na qual A contrai as distâncias uniformemente dentro de cada subespaço. Analogamente a
família de todos os subespaços afins de R2 da forma v � Eu definem uma partição na qual A
expande distâncias ao longo de cada subespaço. Notemos que cada partição por estes subespaços
é invariante. Agora consideremos a projeção canônica π : R2 Ñ T2, definamos para cada x P T2

os subespaços estável e instável respectivamente:

W spxq � πpx� Esq e W upxq � πpx� Euq
Obtemos assim duas famílias de subespaços de T2 que definem uma partição F s � tW spxquxPT2

chamada folheação estável, cujos elementos são chamados de folhas estáveis e uma partição
Fu � tW upxquxPT2 chamada folheação instável, aqui os elementos são chamados de folhas
instáveis. (daremos a definição geral deste conceito no próximo capítulo). Pelas observações
anteriores temos que estas folheações são invariantes por fA. Além disso,

1. Se y P W spxq, então dpfnApyq, fnApxqq Ñ 0 quando nÑ �8;

2. Se y P W upxq, então dpf�nA pyq, f�nA pxqq Ñ 0 quando nÑ �8.

Figura 1 – Folheação estável e instável no toro

O objetivo é usar esta informação geométrica para mostrar que pfA,mq é ergódica. Seja ϕ :
T2 Ñ R uma função contínua qualquer, consideremos as médias temporais

ϕ�pxq � lim
nÑ�8

1
n

n�1̧

j�0
ϕpf jApxqq e ϕ�pxq � lim

nÑ�8

1
n

n�1̧

j�0
ϕpf�jA pxqq
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definidas em m-quase todo ponto x P T2. Existe um conjunto X � T2 de medida total tal que

ϕ�pxq � ϕ�pxq para todo x P X.

Lema 1.1. A função ϕ� é constante em toda folha de F s, isto é, se ϕ�pxq existe e y P W spxq
então ϕ�pyq existe e é igual a ϕ�pxq. Analogamente, ϕ� é constante em toda folha de Fu.

Dado um subconjunto aberto R do toro e x P R denotamos por W spx,Rq a componente
conexa de W spxq XR que contém x, e por W upx,Rq a componente conexa de W upxq XR que
contém x. Chamamos R de retângulo se W spx,Rq intersecta W upy,Rq num único ponto, para
todo x, y P R.

Lema 1.2. Dado qualquer retângulo R � T2, existe um conjunto mensurável YR � X X R

tal que mpRzYRq � 0 e, dado quaisquer x, y P YR, existem pontos x1, y1 P x X R tais que
x1 P W spx,Rq, y1 P W spy,Rq e y1 P W upx1q.

Figura 2 – Retângulo em T2

Demonstração. Para cada x P T2, representemos por ms
x a medida de Lebesgue na folha estável

W spxq. Notemos que mpRzXq � 0, uma vez que X tem medida total em T2. Então usando o
Teorema de Fubini,

0 � mpRzXq �
»
T2
χRzX dm �

»
Wupyq

»
W spxq

χRzX dm
s
xdm

u
y

o que implica que ms
xpW spx,RqzXq � 0 para m-quase todo ponto x P R. Definamos YR � tx P

X XR : ms
xppx,RqzXq � 0u. Então YR tem medida total em R. Dados x, y P R consideremos a

aplicação

h : W spx,Rq Ñ W spy,Rq, hpx1q � interseção entre W upx1, Rq e W spy,Rq

Esta aplicação é absolutamente contínua, isto é:

ms
xpEq � 0 ðñ ms

yphpEqq � 0.
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Em particular, a imagem de W spx,Rq X X tem medida total em W spy,Rq, portanto, ela
intersecta W spy,Rq X X. Mas isto significa que existe x1 P W spx,Rq X X cuja imagem y1 �
hpx1q P W spy,Rq XX. Notemos que x1 e y1 estão na mesma folha estável, pela definição de h,
logo x1, y1 satisfazem as condições do lema.

Consideremos um rectângulo R qualquer. Dados x, y P YR, consideremos os pontos x1, y1 P X
dados pelo Lema 1.2. Usando el Lema 1.1, obtemos

ϕ�pxq � ϕ�pxq � ϕ�px1q � ϕ�px1q � ϕ�py1q � ϕ�pyq � ϕ�pyq.

Assim, as funções ϕ� e ϕ� coincidem e são constantes em YR. Agora, seja R1, . . . , RN uma
cobertura finita do toro por retângulos. Consideremos o conjunto

Y �
N¤
j�1

Yj, onde Yj � YRj .

Note que mpY q � 1, uma vez que Y XRj � Yj tem medida total em Rj para todo j. Afirmamos
que ϕ� � ϕ� é constante em todo Y ; desta forma as médias temporais ϕ� de qualquer função
ϕ são constantes em m-quase todo ponto. Consequentemente pfA,mq é ergódico.

1.3 Preliminares topológicas
Nesta seção apresentamos resultados importantes da topologia em variedades e folheações

que se fazem necessários para uma leitura mais didática e compreensiva.

1.3.1 Grau Topológico

Sejam M e N variedades compactas orientadas de mesma dimensão. Se f : M Ñ N é de
classe Cr, r ¤ 1, e y P N é um valor regular de f , definimos o grau de f em relação a y como o
inteiro

degpf, yq �
¸

fpxq�y

sinalpxq.

Onde

sinalpxq �
$&%�1 se Dxf preserva orientação

�1 caso contrário.

Teorema 1.5. As seguintes afirmações respeito ao grau topológico são verdadeiras:

1. Sejam y1, y2 dois valores regulares de f P CrpM,Nq, r ¥ 1, então degpf, y1q � degpf, y2q,
e definimos como grau de f , degpfq � degpf, y1q.

2. Sejam f, g P CrpM,Nq, com r ¥ 1, se f e g são homotópicas então degpfq � degpgq.
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1.3.2 Estrutura Riemanniana

Definição 1.13. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) sobre uma variedade
diferenciável M é uma aplicação que associa a cada ponto p de M um produto interno x�, �yp
(isto é, uma forma linear, simétrica definida positiva) sobre o espaço tangente TpM , que varia
diferencialmente no seguinte sentido: se x : U � Rn ÑM é um sistema de coordenadas locais em

torno de p, com xpx1, . . . , xnq � q e B
Bxi pqq � dxqp0, . . . , 1, . . . , 0q, então

B B
Bxi pqq,

B
Bxj pqq

F
q

�
gijpx1, . . . , xnq é uma função diferenciável em U .

Uma métrica Riemanniana induz uma distância d : M �M Ñ R dada por:

dpp, qq � inftlpαq : α : r0, 1s ÑM, C1 por partes , αp0q � p, αp1q � qu,

onde lpαq �
» 1

0

���� ddtαptq
����
αptq

dt é o comprimento de α e
����� ddtαptq

����
αptq

�
�
B
d

dt
αptq, d

dt
αptq

F
αptq

.

Definição 1.14. Uma variedade diferenciável munida de uma métrica Riemanniana é chamada
de variedade Riemanniana.

Dada uma variedade Riemanniana orientável M vamos mostrar como a métrica Riemanniana
nos permite definir uma noção de volume em M .

Sejam p P M e x : U � Rn Ñ M uma parametrização em torno de p que pertence a uma
família de parametrizações consistentes com a orientação deM (dizemos que tais parametrizações
são positivas). Consideremos uma base ortonormal positiva te1, . . . , enu de TpM eXippq � B

Bxi ppq
na base teiu, Xippq �

¸
j

aijej. Então

gikppq � xXi, Xky ppq �
¸
jl

aijaklxej, ely

Uma vez que o volume volpX1ppq, . . . , Xnppqq do paralelepípedo formado pelos vetoresX1ppq, . . . , Xnppq
em TpM é igual ao volpe1, . . . , enq � 1 multiplicado pelo determinante da matriz paijq, obtemos

volpX1ppq, . . . , Xnppqq � detpaijq �
b

detpgijqppq.

Seja R � M um subconjunto aberto e conexo com fecho compacto. Suponhamos que R está
contido em uma vizinhança xpUq com uma parametrização positiva x : U ÑM e que a fronteira
de M tem medida zero em Rn (note que a noção de medida zero em Rn é invariante por
difeomorfismos). Definamos o volume de R, volpRq por:

volpRq �
»

x�1pRq

b
detpgijq dx1 � � � dxn.
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Pode-se provar que esta definição não depende da escolha do sistema de coordenadas. Para definir
o volume de uma região compacta R, que não esteja contida em uma vizinhança coordenada, é
necessário considerar uma partição da unidade tϕiu subordinada a uma cobertura (finita) de R
que consiste nas vizinhanças coordenadas xpUiq e fazendo

volpRq �
¸
i

»
x�1pRq

ϕiω,

onde ω �
b

detpgijq dx1 � � � dxn. A forma ω é chamada forma volume ou elemento de volume em
M .

1.3.3 Fibrados

Vamos dar de forma breve algumas noções básicas sobre fibrados vetoriais, seções, distribuições
e um resultado sobre aproximação de distribuições que será usado em um dos teoremas principais
deste trabalho.

Definição 1.15. Sejam E,M e F variedades diferenciáveis. Um fibrado com base M , fibra F e
espaço total E é uma aplicação diferenciável π : E ÑM tal que existe uma cobertura aberta Ui
de M e difeomorfismos Φ : Ui � F Ñ π�1pUiq tsatisfazendo π � Φipx, yq � x.

Definição 1.16. Uma seção de E é uma aplicação t : B Ñ E, tal que π � t � Id. Um campo de
vetores em M é uma seção de TM .

Exemplo 1.4. Sejam M uma variedade riemanniana de dimensão m e N �M uma subvarie-
rade de dimensão n. Denotemos

TpN
K � tv P TpN : xv, uyp � 0, u P TpNu.

Definamos V pNq � tpp, vpq : p P N, vp P TpNKu, temos que pvpNq, π,N,Rm�nq é um fibrado
vetorial, chamado fibrado normal.

Definição 1.17. Seja M uma variedade diferenciável. Uma distribuição E k-dimensional em
M é uma aplicação que a cada x PM associa um subespaço de dimensão k, Epxq � TxM , do
espaço tangente a M em x. Uma distribuição E em M é dita diferenciável em x PM se existem
campos de vetores diferenciáveis X1, . . . , Xk definidos em uma vizinhança de x que são:

1. tangentes a E, e

2. tX1pxq, . . . , Xkpxqu gera Epxq.

Uma distribuição é dita diferenciável em M se o for em todo x PM .
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Teorema 1.6. Sejam f : M Ñ Rn uma aplicação contínua. Para ε ¡ 0 existe uma aplicação
suave g : M Ñ Rn tal que para todo x PM |fpxq � gpxq|   ε.

Demonstração. Para cada p P M existe uma vizinhança Up de p tal que |fppq � fpxq|   ε

para todo x P Up. Seja tVαu um atlas adequado refinando tUpu e ρα uma partição da unidade
associada. Para cada Vα escolhemos Up � Vα e definimos gα : M Ñ Rn tal que gα � fppq em Up,
notemos que |gαpxq � fpxq|   ε para todo x P Vα. Agora, seja g : M Ñ Rn dada por g �

¸
α

ρgα,

g é uma função suave em M , além disso, temos

|fpxq � gpxq| � |
¸
α

ραpxqfpxq �
¸
α

ραpxqgαpxq|

¤
¸
α

ραpxq|fpxq � gαpxq|  
¸
α

ραε   ε.

Teorema 1.7. Seja s : M Ñ E uma seção contínua de um fibrado vetorial, para cada ε ¡ 0
existe uma seção suave t : M Ñ E tal que |sppq � tppq|   ε para todo p PM .

Demonstração. Pelo Teorema 1.6 o resultado é válido se o fibrado é trivial. Para o caso geral,
escolhamos um atlas adequado tUαu em M tal que o fibrado é trivial em cada Uα. Para cada α
existe uma seção tα sobre Uα, ε-próxima de sæUα , colando todas essas seções, usando partição
da unidade definimos t �

¸
α

ραtα.

Corolário 1.4. Qualquer distribuição k-dimensional diferenciável E, admite uma aproximação
suave.

Demonstração. seja ε ¡ 0, dado que E é uma distribução contínua, existem k campos de vetores
contínuos X1, X2, . . . , Xk tais que para cada p PM , os vetores X1ppq, X2ppq, . . . , Xkppq geram o
subespaço de TpM , Eppq.

Para cada i � 1, 2, . . . k consideremos

si : M Ñ TM

x ÞÑ px,Xipxqq.

Notemos que para cada i � 1, 2, . . . , k, si é uma seção contínua, logo pelo Teorema 1.7 existe
uma seção suave tipxq � px, rXipxqq tal que |tipxq � sipxq|   ε, isto implica | rXipxq �Xipxq|   ε.
Consideremos N a distribução dada pelos campos de vetores rX1, rX2, . . . , rXn�k, segue então que
N é uma aproximação suave da distribução E.
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1.3.4 Folheações

Nesta seção discutiremos brevemente elementos de teoria de folheações, nós vamos a usar um
tipo especial de folheações que são as dadas por um difeomorfismo hiperbólico, chamadas de
folheação estável e instável. Procuramos centrar nossa atenção nos itens que serão usados neste
trabalho, pelo qual, serão omitidos alguns resultados importantes sobre teoria de folheações.

Definição 1.18. Seja M uma variedade de dimensão n. Uma folheação F de M , de dimensão
k e de classe Cr, é um atlas maximal onde cada carta local ϕi : Ui Ñ Rn é de classe Cr e as
mudanças de coordenadas hij � ϕj � ϕ�1

i : ϕpUi X Ujq Ñ ϕjpUi X Ujq é da forma

hijpx, yq � ph1px, yq, h2pyqq.

Dado p PM , uma placa em p é um conjunto da forma αp � ϕ�1ptpx, cq : x P Rkuq, com c fixo
em Rn�k e p P αp. A folha de p, Fp P F , é a união conexa maximal de placas a qual contem αp.

Exemplo 1.5. O exemplo trivial é a folheação do espaço Rn dada pela carta folheada Id : Rn Ñ
Rk � Rn�k.

Exemplo 1.6. Seja f : M Ñ N uma submersão de classe Cr, os conjuntos f�1pcq, c P N são
folhas de uma folheação F de M

F � tf�1pcq : c P Nu é uma folheação.

Uma vez que nosso objetivo é estudar a continuidade absoluta de uma aplicação chamada
aplicação de holonomia, definida em subconjuntos transversais, daremos de forma breve a
definição de transversalidade e a construção da holonomia.

Definição 1.19. Seja F uma folheação de uma variedade M . Uma variedade transversal é
uma subvariedade T de M tal que, para todo x P T , temos TxT � Ex � TxM onde Ex � TFx,
diremos que T é uma seção transversal de F .

Observação 1.1. As seções transversais sempre existem, de fato, seja F uma folheção de M ,
p P M e pU,ϕq uma carta local contendo p tal que ϕpUq � U1 � U2 � Rk � Rn�k, definamos
T � ϕ�1ptcu � U2q é uma seção transversal de F

Seja F uma folha de F e p, q P F fixemos T0 e T1 transversais a F tais que p P T0 e q P T1.
Seja γ : r0, 1s Ñ F uma curva tal que γp0q � p, γp1q � q. Queremos definir a transformação
das folhas de F , que leva T0 em T1 sobre γ. Consideremos pUiqmi�0 abertos (dominios de cartas
locais) tais que

1. γpr0, 1sq �
m¤
i�0

Ui;
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2. se Ui X Uj � H então Ui Y Uj � V onde V é o dominio de alguma carta local.

Seja ttiu uma partição 0 � t0   t1   � � �   tm   tm�1 � 1, tal que γptiq P Ui�1 X Ui, para γptiq,
neste caso dizemos que pUiqmi�0 é uma cadeia subordinada a γ. Para cada 0   i   m� 1 fixemos
uma seção transversal a F , Dptiq P Ui X Ui�1 homeomorfa a um disco pn � kq-dimensional,
passando por γptiq. Como Ui Y Ui�1 � V (V o dominio de uma carta trivializadora) existem
abertos D1

i � Dptiq tais que as placas passando por cada Di intersectam Dpti�1q em um único
ponto. Isto define uma função Cr, fi : Di Ñ Dpti�1q, fipxq é a placa de x em V intersectada
com Dpti�1q. Chamemos de Dp0q � T0 e Dp1q � T1 definamos

fγ � fk � � � � � f1 � f0

fγ está definida em um aberto de T0 e é de classe Cr. Chamamos fγ de holonomia.
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2 Dinâmica hiperbólica local

Tendo em vista que estamos interessados em estudar as folheações estáveis e instáveis
associadas a um difeomorfismo de Anosov, neste capítulo introduzimos e analisamos a definição
de conjunto hiperbólico e consequentemente de difeomorfismo de Anosov, na sequência, daremos a
prova do importante Teorema da Variedade Estável e Instável do qual obteremos as propriedades
das famílias de subvariedades que compõem as folheações.

A prova do Teorema da Variedade Estável e Instável será feita usando o Teorema de Hadamard-
Perron, que vamos apresentar na primeira parte deste capítulo. Nas provas dos teoremas deste
capítulo formalizamos o conceito de cones invariantes e apresentamos um método que desempenha
um papel central na teoria de sistemas dinâmicos hiperbólicos como é o fato de estabelecer
o cenário para o uso sistemático do Princípio de Contração de Banach num espaço funcional
propriamente construído.

2.1 Variedades estáveis e instáveis

2.1.1 Pontos fixos hiperbólicos

Definição 2.1. Seja f : U � M Ñ M um difeomorfismo de classe C1 e p P U um ponto fixo
de f , dizemos que p é um ponto fixo hiperbólico de f se a sua derivada Dpf : TpM Ñ TpM for
uma aplicação linear hiperbólica (ver Definição 1.3).

Definição 2.2. Diremos que p P M é um ponto periódico hiperbólico de período n para f se
Dpf

n : TpM Ñ TpM for uma aplicação hiperbólica. Neste caso a órbita de p é dita órbita
periódica hiperbólica.

Note que p é um ponto periódico hiperbólico se, e somente se, existe n P N tal que p é um
ponto fixo hiperbólico para fn.

Definição 2.3. Sejam λ   µ. Dizemos que a sequência de operadores lineares invertíveis
Lm : Rn Ñ Rn, m P N admite uma pλ, µq-decomposição, se existe uma decomposição de
Rn � E�

m ` E�
m tal que LmE�

m � E�
m�1 e

}Lm|E�
m
} ¤ λ, quad}L�1

m |E�
m
} ¤ µ�1.

Diremos que tLmumPN admite uma decomposição exponencial se admite uma pλ, µq-decomposição
para alguns λ, µ com λ ¡ 1 e dimE�

m ¥ 1 ou µ ¡ 1 e dimE�
m ¥ 1. Chamaremos tLmumPZ de

hiperbólico (ou uniformemente hiperbólico) se admite uma decomposição exponencial.
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Lema 2.1 (Lema de extensão). Seja U uma vizinhança aberta e limitada de 0 P Rn e f : U Ñ Rn

um difeomorfismo local de classe C1, com fp0q � 0. Para ε ¡ 0 existem δ ¡ 0 e um difeomorfismo
local f : Rn Ñ Rn tal que }f �Dfp0q}C1   ε e f � f em Bp0, δq.

Demonstração. Escrevemos fpxq � Dfp0q � x� φpxq, note que φp0q � 0 e Dφp0q � 0. Fixemos
uma função α : RÑ r0, 1s tal que α � 1 em Bp0, 1q e α � 0 fora de Bp0, 2q. Note que }Dα} ¥ 1.
Seja C � }Dα}, dado que φ é contínua podemos tomar δ ¡ 0 suficientemente pequeno tal que
Bp0, 2δq � U e

}Dφpxq} ¤ ε

4C e }φpxq}   ε, para todo x P Bp0, 2δq

Definamos fpxq � Dfp0q � x� α

� |x|
δ



φpxq, note que f é de classe C1. Com f definida dessa

forma temos que

}fpxq �Dfp0q � x} �
����α� |x|α



φpxq

���� ¤ supt}φpxq} : x P Bp0, 1qu   ε,

logo para todo x P Rn, }fpxq �Dfp0q � x} ¤ ε, assim }f �Dfp0q} ¤ ε. Para concluir a prova
falta mostrar que }Dpf �Dfp0qqpxq}   ε para todo x P Rn, de fato, dividimos esta prova em
três partes

1. Se |x|   δ então fpxq �Dfp0q � x � α

� |x|
δ



φpxq � φpxq, logo

}Dpf �Dfp0qqpxq} � }Dφpxq} ¤ ε

4C   ε;

2. se |x| ¡ 2δ então fpxq �Dfp0q � x � 0;

3. δ ¤ |x| ¤ 2δ pelo teorema do valor médio temos

}φpxq} � }φpxq � φp0q} ¤ ε

4C }x} ¤
εδ

2C .

De 1, 2, e 3 segue que

}Dpf �Dfp0qqpxq} ¤
����α� |x|δ



Dφpxq

����� ����1δDα
� |x|
δ



� φpxq

����   ε,

isto implica que }f � Dfp0q}C1 ¤ ε. Concluímos, portanto, que f satisfaz as condições do
Lema.

2.1.2 Teorema de Hadamard-Perron

Nesta seção apresentaremos, com demonstração, o que pode ser considerado o teorema base da
dinâmica hiperbólica, a saber o Teorema de Hadamard-Perron. A demonstração de tal resultado
é longa porém bastante instrutiva e será fortemente utilizada posteriormente.



Capítulo 2. Dinâmica hiperbólica local 34

Teorema 2.1 (Teorema de Hadamard-Perron). Sejam λ   µ, r ¥ 1 e para cada m P Z seja
fm : Rn Ñ Rn um difeomorfismo de classe Cr tal que para cada px, yq P Rk ` Rn�k

fmpx, yq � pAm � αmpx, yq, Bmy � βmpx, yqq,

onde Am : Rk Ñ Rn e Bm : Rn�k Ñ Rn�k são aplicações lineares com }A�1
m } ¤ µ�1, }Bm} ¤ λ e

αmp0q � 0, βmp0q � 0. Então, para 0   γ   t1,
a
µ{λ� 1u,

0   δ   min
"
γpµ� λq
p1� γq2 ,

µ� p1� γq2λ
p1� γqpγ2 � 2γ � 2q

*
(2.1)

se }αm}C1   δ e }βm}C1   δ para todo m P Z, existem:

1. Uma única família tW�
mumPZ de variedades C1 k-dimensionais e

W�
m � tpx, ϕ�mpxqq : x P Rku � graphϕ�m

2. Uma única família tW�
mumPZ de variedades C1 pn� kq-dimensionais e

W�
m � tpϕ�mpyq, yq : y P Rn�ku � graphϕ�m

Onde ϕ�m : Rk Ñ Rn�k, ϕ�m : Rn�k Ñ Rk, sup
mPZ

}Dϕ�m}   γ e valem:

i. fmpW�
mq � W�

m�1, fmpW�
mq � W�

m�1

ii. }fmpzq}   λ1}z} para z P W�
m e }f�1

m�1pzq}   µ1}z} para z P W�
m

onde λ1 :� p1� γqpλ� δp1� γqq   µ{p1� γq � δ �: µ1

iii. Seja λ1   ν   µ1. Se }fm�L�1 � � � � � fmpzq}   CνL}z} para L grande e algum C ¡ 0 então
z P W�

m ; analogamente, se }fm�L�1 � � � � � fmpzq}   Cν�L}z} para L grande e algum C ¡ 0
então z P W�

m .

Finalmente, no caso hiperbólico λ   1   µ as famílias tW�
mumPZ e tW�

mumPZ são variedades Cr.

A prova deste Teorema será dividida em 5 passos.

Passo 1: Construção de cones invariantes.

Definição 2.4. O γ-cone horizontal em p P Rn é definido por

Hγ
p :� tpu, vq P TpRn : }v} ¤ γ}u}u

o γ-cone vertical em p é
V γ
p :� tpu, vq P TpRn : }u} ¤ γ}v}u.

Em geral, o cone K em Rn é definido como a imagem de um cone horizontal ou vertical por
uma aplicação linear.
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Exemplo 2.1. Com n � 2 o γ-cone horizontal é o conjunto de todos os pontos px1, x2q P R2 tais
que |x2| ¤ γ|x1|. Note que o fecho do complemento do γ-cone horizontal é o 1{γ-cone vertical.

Chamaremos de campo de cones K, uma coleção de cones Kp definidos em todo ponto de um
conjunto dado. Um difeomorfismo f : Rn Ñ Rn age sobre um campo de cones K da seguinte
forma

pf�Kqp � Dff�1ppqpKf�1ppqq.
Uma família de cones é uma sequência de campos de cones. A sequência de difeomorfismos
f � tfmumPZ age numa família de cones Kp,m por:

pf�Kqp,m � pDfm�1qf�1
m�1ppq

pKf�1
m�1ppq,m�1q.

Dizemos que uma família de cones K é (estritamente) invariante se

pf�Kqp � intpKp,mq Y t0u.

Consideramos a ação de f � tfmu satisfazendo as hipóteses do Teorema de Hadamard-Perron
agindo nas famílias de cones horizontais e verticais, isto é, para p P Rn os cones Hγ

p e V γ
p

respectivamente.

Lema 2.2. Se δ   pµ� λqγ
γ2 � 2γ � 1 então

pDfmqppHγ
p q � intHγ

fmppq
Y t0u e pDfmq�1

p pV γ
fmppq

q � intV γ
p Y t0u.

Demonstração. Se pu, vq P Hγ
p , pela definição de Hγ

p , }v} ¤ γ}u}. Se pu, vq � p0, 0q o resultado
é imediato. Suponhamos pu, vq � p0, 0q e consideremos

pu1, v1q � pDfmqppu, vq � pAmu� pDαmqppu, vq, Bmv � pDβmqppu, vqq,

então,

}v1} � }Bmv � pDβmqppu, vq} ¤ }Bm}}v} � }pDβmqppu, vq}
  λ}v} � δp1� γq}u}   pλγ � δp1� γqq}u}.

Também,

}u1} � }Amu� pDαmqppu, vq} ¥ }Am}}u} � }pDαmqppu, vq} ¥ µ}u} � δ}pu, vq}

como }pu, vq} ¤ }u} � }v} ¤ p1� γq}u}, obtemos que

}u1} ¡ pµ� δp1� γqq}u} (2.2)
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Como δ   pµ� λqγ
γ2 � 2γ � 1 , então δp1� γq2   γpµ� λq, o que implica

λγ � δp1� γq   γpµ� δp1� γqq (2.3)

portanto,
}v1}   pλγ � δp1� γqq}u}   γpµ� δp1� γqq}u} ¤ γ}u1}.

Isto é, pu1, v1q P intHγ
fmppq

. Desta forma concluímos de (2.1.2) e (2.3) qua os cones horizontais
são invariantes, isto é, pDfmqppHγ

p q � intHγ
fmppq

Y t0u.
Mostrar que pDfmq�1

p pV γ
fmppq

q � intV γ
p Yt0u é equivalente a mostrar que pV γ

fmppq
q � pDfmqppintV γ

p Y
t0uq � intpDfmqppV γ

p q Y t0u ou equivalentemente pDfmqppH1{γ
p q � intH1{γ

fmppq
Y t0u, mas isto

segue substituindo γ por 1{γ na estimativa anterior.

Lema 2.3.

}pDfmqppu, vq} ¡ p µ

1� γ
� δq}pu, vq} se pu, vq P Hγ

p e

}pDfmqppu, vq}   p1� γqpλ� δq}pu, vq} se pu, vq P Ṽ γ
p ;

onde Ṽ γ :� f�1
� V γ.

Demonstração. Seja pu, vq P Hγ
p , com a mesma notação do Lema 2.2 temos que:

}pu1, v1q} ¥}u1} ¡ pµ� δp1� γqq}u}

¥
�

µ

1� γ
� δ



p}u} � }v}q

¥
�

µ

1� γ
� δ



}pu, vq}.

Se pu, vq P rV γ
p , então

}pu1, v1q} ¤}u1} � }v1} ¤ p1� γq}v1}   p1� γq rλ}v} � δ}pu, vq}s
¤p1� γqpλ� δq}pu, vqq}.

Passo 2: Agora veremos a relação entre a existência de sequências invariantes de cones, e
uma decomposição exponencial de uma sequência de aplicações lineares. As conclusões dos lemas
anteriores aplicados às órbitas, tornarão o resultado desta etapa aplicável ao nosso problema.

Proposição 2.1. Sejam λ1   µ1 e γm, γ1m ¡ 0 (m P Z), e Lm : Rk � Rn�k Ñ Rk � Rn�k uma
sequência de aplicações lineares tais que
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1. LmHγm � intHγm�1 Y t0u

2. L�1
m V γ1m�1 � intV γ1m Y t0u

3. }Lmpu, vq} ¡ µ1}pu, vq} para pu, vq P Hγm

4. }Lmpu, vq}   λ1}pu, vq} para pu, vq P L�1
m V γm�1

então
E�
m :�

8£
i�0

Lm�1 � Lm�2 � � � �Lm�iH
γm�i

é um subespaço k-dimensional contido em Hγm e

E�
m :�

8£
i�0

L�1
m � L�1

m�1 � � � �L�1
m�iV

γ1m�i�1

é um subespaço pn� kq-dimensional contido em V γ1m.

Demonstração. Note que Rk � t0u � Hγ para todo γ, então para cada j P N

Sj :� Lm�1 � Lm�2 � � � �Lm�jpRk � t0uq � Lm�1 � Lm�2 � � � �Lm�jpHγ
m�jq �: Tj.

Para cada j P N seja tvj1, vj2, ..., vjku uma base ortonormal ordenada para Sj, consideremos
as sequências tvji ujPN para cada i � 1, 2, ..., k (as sequências dadas pelas coordenadas). Pela
condição (1) temos Si � Tj, para todo i, j P N, e a interseção de Tj com a esfera unitária é
compacta, então as sequências de coordenadas tem subsequências que convergem em Tj, para
todo j P N. De forma similar, se tomarmos uma sequência de vetores definida em um conjunto
de coeficientes fixos, tal sequência também convergirá em Tj.

Seja S o espaço gerado pelos limites das sequências dos básicos, então S está contido em Tj

para todo j P N, portanto, na interseção deles.

Mostraremos que S � E�
m, note que S � Hγm . Seja pu, vq P E�

m, então dado que S � Hγm

é transversal a 0 � Rn�k podemos escrever pu, vq � pu, v1q � p0, v2q com pu, vq P S e p0, v2q P
t0u � Rn�k. Sejam

puj, vjq :� L�1
m�j � � � � � L�1

m�1pu, vq,
pu1j, v1jq :� L�1

m�j � � � � � L�1
m�1pu, v1q,

pu2j , v2j q :� L�1
m�j � � � � � L�1

m�1p0, v2q.

Então pu, vq P E�
m pela definição de E�

m implica que puj, vjq P Hγm�j e pela condição (3)
como puj, vjq P Hγm�j então }puj, vjq} ¤ µ�j}pu, vq} e }pu1j, v1jq} ¤ µ�j}pu, v1q}. Dado que
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pu2j , v2j q P V γ1m�j , por (4) temos que

}v2} ¤ pλ1qj}pu2j , v2j q} ¤ pλ1qjp}puj, vjq} � }pu1j, v1jq}q

¤
�
λ1

µ1


j
p}pu, vq} � }pu, v1q}q

para todo j P N, daí }v2} � 0, isto é, v2 � 0. Assim, pu, vq � pu, v1q P S. O argumento para E�
m

é similar, usando a família tL�1
m u no lugar de tLmu.

Observação 2.1. Note que E�
m e E�

m são as únicas sequências invariantes de subespaços dentro
dos cones Hγm e V γ1m respectivamente.

Corolário 2.1. Nas mesmas hipóteses da Proposição 2.1 e λ1   1   µ1 então tLmumPZ é uma
família de aplicações hiperbólicas as quais admitem uma pλ1, µ1q-decomposição.

Corolário 2.2. Se γ  
a
pµ{λq � 1 e

0   δ   min
"
γpµ� λq
p1� γq2 ,

µ� p1� γq2λ
p1� γqpγ � 2q

*
então

pE�
p qm �

8£
i�0
ppf�qiHγqp,m �

8£
i�0
ppf�pf�p� � � pf�pHγq � � � qqp,m

é um subespaço k-dimensional contido em Hγ
p ,

pDfmqppE�
p qm � pE�

fmppq
qm�1

e
}pDfmqppξq} ¥

�
µ

1� γ
� δ



}ξ}, para todo ξ P pE�

p qm.

Da mesma forma pE�
p qm �

8£
i�0
ppf�q�1qiV γqp,m é um subespaço pn� kq-dimensional contido em

V γ
p ,

pDfmqppE�
p qm � pE�

fmppq
qm�1

e para todo ξ P pE�
p qm

}pDfmqppξq} ¥ p1� γqpλ� δq}ξ}.

Lema 2.4. Para cada m P Z os subespaços pE�
p qm e pE�

p qm dependem continuamente de p.

Demonstração. Temos que os vetores em v P pE�
p qm são caracterizados por

}pDfm�jqpDfm�j�1q � � � pDfmqpv} ¤ pλ1qj�1}v} j P N (2.4)
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Seja tplulPN uma sequência tal que pl Ñ p, tomemos uma base ortonormal tξl1, ξl2, . . . , ξlku de
pE�

pl
qm, sem perda de generalidade, suponhamos que

lim
lÑ8

ξli � ξi pi � 1, 2, . . . , kq.

Dado que para cada i P N fixo, os vetores ξli satisfaz (2.4) para todo l P N, pela continuidade
de cada Dfm, temos que ξi satisfaz (2.4), portanto, ξi P pE�

p qm. Uma vez que dimpE�
p qm não

depende de p, segue que lim
lÑ8

pE�
pl
qm � pE�

p qm.
Note que a caracterização dos vectores w P pE�

p qm é dada por

}pDfm�jqpDfm�j�1q � � � pDfmqpv} ¥ pµ1qj�1}v} j P N

Com um argumento similar ao anterior concluímos que subespaços pE�
p qm dependem continua-

mente de p.

Passo 3: Obter gráficos invariantes, isto é, uma família tϕ�m : Rk Ñ Rn�kumPZ de funções
Lipschitz tal que fmpgraphϕ�mq � graphϕ�m�1 e ϕ�mp0q � 0.

Seja CγpRkq o conjunto de funções ϕ : Rk Ñ Rn�k que são γ-Lipschitz e C0
γpRkq o subconjunto

de ϕ P CγpRkq tais que ϕp0q � 0.

Lema 2.5. Suponha que γ  
a
pµ{λq � 1,

0   δ   min
"
γpµ� λq
p1� γq2 ,

µ� p1� γq2λ
p1� γqpγ � 2q

*
Seja ϕ P CγpRkq então fmpgraphϕq � graphψ para algum ψ P CγpRkq. O Lema vale também
para C0

γpRkq.

Demonstração. Dado px, ϕpxqq P graphϕ, então

fmpx, ϕpxqq � pAmx� αmpx, ϕpxqq, Bmϕpxq � βmpx, ϕpxqqq.

Consideremos a função Gm
ϕ : Rk Ñ Rk dada por

Gm
ϕ pxq � Amx� αmpx, ϕpxqq.

Note que Gm
ϕ representa a primeira coordenada da imagem do conjunto graphϕ pela aplicação

fm.

Para provar que fmpgraphϕq é o gráfico de uma função, mostraremos que Gm
ϕ é bijetora, isto

é, para x0 P Rk devemos mostrar que existe um único ponto x P Rk tal que Gm
ϕ pxq � x0 ou

equivalentemente
x � F pxq onde F pxq � A�1

m x0 � A�1
m pαpx, ϕpxqqq.



Capítulo 2. Dinâmica hiperbólica local 40

Afirmamos que F : Rk Ñ Rk é uma contração, de fato, sejam x1, x2 P Rk

}F px1q � F px2q} �}A�1
m pαpx1, ϕpx1qq � A�1

m pαpx2, ϕpx2qq
¤µ�1}αm}C1p1� γq}x1 � x2}   µ�1δp1� γq}x1 � x2}.

Pela hipótese µ�1δp1 � γq   1. Logo pelo Princípio de Contração a função F tem um único
ponto fixo, segue que Gm

ϕ é bijetora, portanto, existe ψ tal que fmpgraphϕq � graphψ. Vejamos
agora que ψ é γ-Lipschitz, sejam x11, x

1
2 P Rk, suponhamos ψpx11q � y11, ψpx12q � y12 e tomemos

px1, y1q, px2, y2q P graphϕ tais que para i � 1, 2

px1i, y1iq � fmpxi, yiq � fmpxi, ϕpxiqq � pAmxi � αmpxi, ϕpxiqq, Bmϕpxiq � βmpxi, ϕpxiqqq.

Então temos

}y12 � y11} ¤ }Bmpϕpx2q � ϕpx1qq} � }βmpx2, ϕpx2qq � βmpx1, ϕpx1qq
¤ λγ}x2 � x1} � δp1� γq}x2 � x1} � pλγ � δp1� γqq}x2 � x1}

e

}x12 � x11} ¥ }Ampϕpx2q � ϕpx1qq} � }αmpx2, ϕpx2qq � αmpx1, ϕpx1qq}
¥ µ}x2 � x1} � δp1� γq}x2 � x1} � pµ� δp1� γqq}x2 � x1}

destas duas desigualdades segue que

}y12 � y11} ¤ γ1}x12 � x11}, onde γ1 :� λγ � δp1� γq
µ� δp1� γq ,

pela condição para δ na hipótese temos que γ1   γ, portanto, ψ é γ-Lipschitz; isto mostra que
fm age sobre o espaço CγpRkq. Para o caso ϕ P C0

γpRkq o Lema 2.5 também é válido uma vez
que fmp0q � 0.

Dado que eventualmente queremos aplicar o Princípio de Contração, introduzimos uma
métrica no espaço C0

γpRkq e mostraremos que a ação de fm nesse espaço é uma contração. Seja

dpϕ, ψq :� sup
xPRkzt0u

"}ϕpxq � ψpxq}
}x} , ϕ, ψ P C0

γpRkq
*
.

Como ϕp0q � ψp0q � 0 e as funções ϕ, ψ são Lipschitz esta métrica é bem definida. É fácil
verificar que com essa métrica, pC0

γpRkq, dq é um espaço métrico completo.

No seguinte Lema mostramos que a ação de fm em C0
γpRkq dada por

fmpgraphϕq � graphppfmq�ϕq

é uma contração.
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Lema 2.6. dppfmq�ϕ, pfmq�ψq ¤ λ� δp1� γq
µ� δp1� γqdpϕ, ψq para ϕ, ψ P C

0
γpRkq.

Demonstração. Sejam ϕ1 � pfmq�ϕ e ψ1 � pfmq�ψ. Seja x P Rn arbitrário, usando a aplicação
Gm
ϕ definida no Lema 2.5, temos

}pfmq�ϕpxq, pfmq�ψpxq} � }ϕ1pGm
ϕ pxqq � ψ1pGm

ϕ pxqq}
¤ }ϕ1pGm

ϕ pxqq � ψ1pGm
ψ pxqq} � }ψ1pGm

ψ pxqq � ψ1pGm
ϕ pxqq}

� }Bmϕpxq � βmpx, ϕpxqq �Bmψpxq � βmpx, ψpxqq} � }ψ1pGm
ϕ pxqq � ϕ1pGm

ψ pxqq}
¤ }Bm}}ϕpxq � ψpxq} � }βmpx, ϕpxqq � βmpx, ψpxqq} � γ}Gm

ϕ pxq �Gm
ψ pxq}

  λ}ϕpxq � ψpxq} � δ}ϕpxq � ψpxq} � γ}Amx� αmpx, ψpxqq � Amx� αpx, ϕpxqq
  λ}ϕpxq � ψpxq} � δ}ϕpxq � ψpxq} � γδ}ϕpxq � ψpxq}
� pλ� δp1� γqq}ϕpxq � ψpxq}.

Por outro lado,

}Gm
ϕ pxq} � }Amx� αmpx, ϕpxqq} ¥ }Amx} � }αpx, ϕpxqq}

¥ µ}x} � δp1� γq}x} � pµ� δp1� γqq}x},

logo,

}pfmq�ϕpGm
ϕ pxqq � pfmq�ψpGm

ϕ pxqq}
}Gm

ϕ pxq}
¤ λ� δp1� γq
µ� δp1� γq

}ϕpxq � ψpxq}
}x}

¤ λ� δp1� γq
µ� δp1� γqdpϕ, ψq.

Portanto, dado que Gm
ϕ é bijetora segue que

dppfmq�ϕ, pfmq�ψq ¤ λ� δp1� γq
µ� δp1� γqdpϕ, ψq para ϕ, ψ P C

0
γpRkq.

Como λ� δp1� γq
µ� δp1� γq   1, a ação de f no espaço C0

δ pRkq é uma contração.

Agora, denotemos por C0
γ o espaço das famílias tϕmumPZ de funções em C0

γpRkq. E definamos
a ação de f � tfmu no espaço C0

γ dada por

f : C0
γ Ñ C0

γ

tϕmumPZ ÞÑ tpfmq�ϕmumPZ

tal que graphppfmq�ϕmq � fmpgraphϕq. A função f é conhecida como a transformação de gráfico.
Introduzimos em C0

γ uma métrica que torna f uma contração

dptϕmumPZ, tψmumPZq :� sup
mPZ

dpϕm, ψmq
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Pelo Princípio de Contração em espaço métrico, f tem um único ponto fixo, logo existe uma
família invariante tϕ�mumPZ.

W�
m � tpx, ϕ�mpxqq : x P Rku � graphϕ�m

Para construir ϕ�m procedemos com o mesmo argumento, usando as estimativas obtidas, subs-
tituindo γ por 1{γ e mostrando que as aplicações f�1

m agem na família de funções γ-Lipchitz
ϕ : Rn�k Ñ Rk, e são contrações, pelo qual obtemos também

W�
m � tpϕ�mpyq, yq : y P Rn�ku � graphϕ�m

Neste ponto podemos provar o item (ii) do teorema, de fato, seja z � px, ϕpxqq P W�
m , temos

que

}fmpzq} � }fmpx, ϕ�mq} � }Amx� αmpx, ϕ�mpxqq, Bmϕ
�
mpxq � βmpx, ϕ�mpxqq}

¥ }Amx� αmpx, ϕ�mpxqq} ¡ µ}x} � δp1� γq}x}

� µ� δp1� γq
1� γ

p1� γq}px, ϕ�mpxqq}

� µ� δp1� γq
1� γ

}px, ϕ�mpxqq}.

Agora, z � pϕ�pyq, yq P W�
m , dado que fm é uma função γ-Lipschitz, temos:

}fmpzq} � }fmpϕ�pyq, yq} � }Amϕ�pyq � αmpϕ�pyq, yq, Bmy � βmpϕ�pyq, yq}
¤ p1� γq}Bmy � βmpϕ�pyq, yq}
  p1� γqpλ� δp1� γqq}y}
¤ p1� γqpλ� δp1� γqq}pϕ�pyq, yq}.

Passo 4: Para provar que a família invariante de funções obtidas na etapa anterior consiste
em funções diferenciáveis, introduzimos o conceito de conjunto tangente para um gráfico. Usando
o resultado do passo 2 e a existência de uma única família de campos de planos invariantes
contidas nos cones vamos mostrar que o conjunto tangente de cada um dos gráficos obtidos é
um campo de planos contínuo, o que vai implicar que as gráficos são de classe C1, a referência
usada para este passo é [2].

Definição 2.5. Seja ϕ P C0
γpRkq, para cada x P Rk definimos

∆yϕ :� py, ϕpyqq � px, ϕpxqq
}py, ϕpyqq � px, ϕpxqq} , x � y

Assim, ∆yϕ � u{}u} (veja Figura 2.1.2)
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txϕ :� tv P Tpx,ϕpxqqRn : existe txnunPN tal que lim
nÑ8

xn � x e lim
nÑ8

∆xnϕ � vu. O conjunto
tangente de ϕ em x é definido como:

τpx,ϕpxqqϕ :�
¤
vPtxϕ

Rv; onde Rv � tav : a P Ru.

A união disjunta τϕ :�
¤
xPRk

τpx,ϕpxqqϕ é chamada de conjunto tangente de ϕ.

Figura 3 – O vetor u � py, ϕpyqq � px, ϕpxqq

Lema 2.7. ϕ P C0
γpRkq é diferenciável em x se, e somente se, τpx,ϕpxqqϕ é um plano k-dimensional

Demonstração. Suponhamos que ϕ é diferenciável em x. Consideremos

g : Rk Ñ Rn

y ÞÑ py, ϕpyqq

Note que g é uma função diferenciável em Rk, logo podemos fazer:

Dgpxq � h � lim
tÑ0

px� th, ϕpx� thqq � px, ϕpxqq
t

� lim
tÑ0

px� th, ϕpx� thqq � px, ϕpxqq
}px� th, ϕpx� thqq � px, ϕpxqq}

}px� th, ϕpx� thqq � px, ϕpxqq}
t

� lim
tÑ0

px� th, ϕpx� thqq � px, ϕpxqq
}px� th, ϕpx� thqq � px, ϕpxqq}

�����h, ϕpx� thq � ϕpxq
t


����
� lim

tÑ0

px� th, ϕpx� thqq � px, ϕpxqq
}px� th, ϕpx� thqq � px, ϕpxqq}}ph, ϕ

1pxqq}.

Portanto, o plano tangente a g no ponto x coincide com τpx,ϕpxqqϕ, mas pela definição de g temos
que τpx,ϕpxqqϕ coincide com o espaço tangente ao gráfico de ϕ no ponto x, que tem dimensão k,
logo τpx,ϕpxqqϕ tem dimensão k.

Suponhamos agora que τpx,ϕpxqqϕ tem dimensão k. Para cada v P Rk, o limite

Cpx, vq � lim
mÑ8

∆x�smvϕ (2.5)

existe para qualquer sequência tsmumPN tal que sm Ñ 0 quando mÑ 8. Mais ainda, Cpx, vq é
independente da sequência sm. De fato, uma vez que cada vetor ∆x�smv tem norma 1, segue
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da compacidade da esfera unitária em Rn que a sequência p∆x�smvϕqm tem subsequências
convergentes. Mais ainda, dado que τpx,ϕpxqqϕ é um subespaço de dimensão k, para cada v existe
um único vetor w � wx,v P E�pxq tal que w P τpx,ϕpxqqϕ. Isto implica que o limite em (2.5) existe
e

Cpx, vq � pv, wq
}pv, wq} ,

em outras palavras Dxϕ � v � w e a função ϕ é diferenciável em x.

Note que se ∆xnϕÑ v com xn Ñ x, então

lim
mÑ8

fmpxn, ϕpxnqq � fmpx, ϕpxqq
}fmpxn, ϕpxnqq � fmpx, ϕpxq} �

Dfmpx, ϕpxqq � v
}Dfmpx, ϕpxqq � v} .

Isto implica
pDfmqpx,ϕpxqqτpx,ϕpxqqϕ � τfmpx,ϕpxqqψ, (2.6)

onde fmpgraphϕq � graphψ. Isto é, os conjuntos de planos tangentes são invariantes pela ação
de Df

Agora, vamos ver que a família invariante ϕ� � tϕ�mu, obtida no Passo 3 está composta por
funções diferenciais, de fato associada à família ϕ� temos uma família de conjuntos tangentes
τϕ� :� tτϕ�mu, note que

τpx,ϕ�mpxqqϕ
�
m � Hγ para todo m P N (2.7)

Por outro lado, pela observação 2.1 e o Corolário 2.2 temos que

pDfmqppEs
pqm � pEs

fmppqqm�1

pDfmqppEu
p qm � pEu

fmppqqm�1.
(2.8)

Em particular Es
p e Eu

p são os maiores conjuntos contidos nos cones Hγ e V γ respetivamente
que satisfazem (2.8). Segue de (2.6) e (2.7) que

τpx,ϕ�mpxqqϕ
�
m � pEs

pqm
Dado que todo conjunto tangente τpx,ϕ�mpxqqϕ

�
m projeta-se sobre Rk, temos que τpx,ϕ�mpxqqϕ

�
m �

pE�
px,ϕ�mpxqq

qm, o que implica que τpx,ϕ�mpxqqϕ
�
m tem dimensão k, pelo Lema 2.7 cada ϕ�m é diferen-

ciável, mais ainda, pelo Lema 2.4, a função x ÞÑ E�
px,ϕ�mpxqq

é contínua dado que é composição de
funções contínuas. Portanto, W�

m � tpx, ϕ�mpxqq : x P Rku é uma variedade de classe C1 para
cada m P N.

De forma análoga mostramos que W�
m é variedade de classe C1, concluindo assim a prova de

(i).

Resta provar (iii). Observamos após a formulação do teorema que dado um ponto p � px, yq P
Rn podemos construir as variedades pW�

mqp e pW�
mqp que contem p. Digamos

pW�
mqp � graphpϕ�mqp e pW�

mqp � graphpϕ�mqp,
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para algumas funções γ-Lipschitz, pϕ�mqp : Rn�k Ñ Rk e pϕ�mqp : Rk Ñ Rn�k, com propriedades
análogas a (i) e (ii).

Lema 2.8. Para p, q P Rn a interseção pW�
mqp X pW�

mqq contém exatamente um ponto.

Demonstração. Se z � px, yq P pW�
mqp X pW�

mqq, então y � pϕ�mqppxq e x � pϕ�mqqpyq, portanto
x � pϕ�mqqpϕ�mqppxq, o que implica que px, pϕ�mqppxqq P pW�

mqp X pW�
mqq; mas nos podemos

assumir γ   1, logo a aplicação pϕ�mqqpϕ�mqp : Rk Ñ Rk é uma contração, portanto possui um
único ponto fixo.

Agora, suponhamos que p R pW�
mq0, pelo Lema 2.8 existe um único q P pW�

mq0 X pW�
mqp

usando (ii) para pW�
mq0 e pW�

mqp temos

}fm�L�1 � � � � � fmppq} ¥}fm�L�1 � � � � � fmppq � fm�L�1 � � � � � fmpqq} � }fm�L�1 � � � � � fmpqq}

¥pµ1qL}p� q} � pλ1qL}q} � pµ1qL
�
}p� q} �

�
λ1

µ1


L
}q}
�
,

se λ1   ν   µ1 e C P R, então sempre existe L suficientemente grande tal que }fm�L�1 � � � � �
fmppq} ¡ CνL}p}. Seja q P pW�

mq0 X pW�
mqp

}f�1
m�L � � � � � f�1

m�1ppq} ¥}f�1
m�L � � � � � f�1

m�1ppq � f�1
m�L � � � � � f�1

m�1pqq} � }f�1
m�L � � � � � f�1

m�1pqq}

¥pλ1q�L}p� q} � pµ1q�L}q} � pλ1q�L
�
}p� q} �

�
λ1

µ1


L
}q}
�
,

logo para L suficientemente grande existe C ¡ 0 tal que }f�1
m�L � � � � � f�1

m�1ppq} ¡ Cν�L}p}.
Passo 5: Para completar a demonstração do Teorema 2.1, vamos provar que se µ ¥ 1, então

tW�
mumPZ consiste em variedades tão suaves quanto o difeomorfismo.

De fato, note que podemos escrever o diferencial Dfm em forma de bloco:�
Auum Asum

Ausm Assm

�
,

com Auum matriz k� k, }pAuum q�1} ¤ 1
µ� δ

, Assm uma matriz pn� kq � pn� kq com }Assm} ¤ λ� δ
e }Asum }   δ, }Ausm }   δ. Pelas etapas anteriores podemos obter W�

m tomando as funções suaves
ϕ0
m P C0

γpRkq com ϕ0
m � 0 aplicando a aplicação do gráfico repetidamente obtemos a família

tϕimu para i P N, e tomando limite quando i Ñ 8. Provaremos indutivamente que a pr � 1q-
ésima derivada de ϕim converge quando i Ñ 8, sempre que f seja Cr�1. Note que Dϕim é o
gráfico de uma aplicação linear Ei

m : Rk Ñ Rn�k, ou equivalentemente, a imagem da aplicação
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�
I

Ei
m

�
: Rk Ñ Rn, note que a imagem de Dϕim por Dfm é a imagem da aplicação linear

�
Auum Asum

Ausm Assm

��
I

Ei
m

�
�
�
Auum � AsumE

i
m

Ausm � AssmE
i
m

�
. (2.9)

Seja gim :�
�
Gm�1
ϕim�1

	�1
, com Gm

ϕm como no Lema 2.5. Então a imagem de (2.9) coincide com a

imagem de
�

I

Ei�1
m�1 � pgim�1q�1

�
que é igual a

�
Auum � AsumE

i
m

Ei�1
m�1 � pgim�1q�1pAuum � AsumE

i
mq

�
.

Assim,
Ei�1
m�1 � pgim�1q�1pAuum � AsumE

i
mq � Ausm � AssmE

i
m.

Compondo com gim�1, obtemos

Ei�1
m�1pAuum � gim�1 � pAsum � gim�1qpEi

m � gim�1qq � Ausm � AssmE
i
m.

Agora derivando r-vezes obtemos

DrEi�1
m�1pαm�1,i�1q�1 � Ei�1

m�1pAsum � gim�1qpDrEi
m � gim�1qpDgim�1qbr

� pAssm � gim�1qpDrEi
m � gim�1qpDgim�1qbr � ξm�1,i�1pαum�1,i�1q�1,

onde ξum�1,i�1 é um polinômio nas derivadas anteriores de Ei�1
m�1 e Ei

m e

αum�1,i�1 :� rpAuum � gim�1q � pAsu � gim�1qpEi
m � gim�1qs�1,

αsm,i :� pAssm � gi�1
m q � Ei

mpAsum�1 � gi�1
m q,

pDgim�1qbr :� pDgim�1qpDgim�1q � � � pDgim�1q pr vezes Dgim�1q,

obtemos então,

DrEi
m �αsm,ipDrEi�1

m�1 � gi�1
m qpDgi�1

m qbrαum,i � ξm,i

�αsm,ipαsm�1 � gi�1
m qpDrEi�2

m�2 � gi�2
m�1 � gi�1

m qpDgi�2
m�1qbrpαum�1,i�1 � gi�1

m qpDgi�1
m qbrαum,i

�αsm,ipξm�1,i�1 � gi�1
m qpDgi�1

m qbrαum,i � ξm,i.

Aplicando isto indutivamente obtemos uma expressão para DrEi
m com um termo principal que

envolve DrE0
m�1 com o produto dos i termos αsm�l,i�l,

αsm,ipαsm�1 � gi�1
m qpαsm�2 � gi�2

m�1 � gi�1
m q � � �
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e
� � � pDgi�3

m�2qbrpαum�2,i�2 � gi�2
m�1 � gi�1

m qpDgi�2
m�1qbrpαum�1,i�1 � gi�1

m qpDgi�1
m qbrαum,i.

Afirmamos que estes termos convergem a zero quando i Ñ 8, de fato, }DrE0
m�i} é unifor-

memente limitada, pela escolha de ϕ0
m�i e tomando δ suficientemente pequeno temos que

}αsm�l,i�l}}αum�l,i�l}   1, pois

}αsm�l,i�l} ¤ λ� p1� γqδ e }αum�l,i�l} ¤
1

µ� p1� γqδ .

Finalmente pela hipótese de µ ¡ 1 nesta etapa, garante que pDgi�l�1
m�l qbr é limitada, dado que

podemos tomar δ ¡ 0 suficientemente pequeno tal que µ � δ ¡ 1 e assim }pDgi�l�1
m�l qbr} ¤

1
µ� δ

  1.

O j-ésimo resto do i-ésimo somando na expressão para DrEi
m, compõe-se de ξm�j�1,i�j�1 com

o produto dos termos αsm�l,i�l, α
u
m�l,i�l, assim como o produto das j ocorrências de pDgi�l�1

m�l qbr.
Como antes, estes termos convergem uniformemente a zero quando j Ñ 8. Note que ξim só
envolve derivadas dos Ek

l de ordem menor do que r, que convergem uniformemente, pela hipótese
de indução, assim como as derivadas de ordem menor que r dos coeficientes de Df , que são
limitadas dado que f P Cr�1. Consequentemente, esses termos são dados pela soma parcial de
uma série uniformemente convergente. Sabemos que as derivadas de Ei

m de ordem menor que r
convergem quando iÑ 8, portanto concluímos que o limite de Ei

m é Cr, como queríamos. E
assim finalizamos a demonstração do Teorema de Hadamard-Perron.

Observação 2.2. Note que pW�
mqp e pW�

mqp para p P Rn depende continuamente de p.

Pela caracterização das variedades do Teorema de Hadamard-Perron temos:

Proposição 2.2. Se pl Ñ p P Rn quando l Ñ 8 e yl P pW�
mqpl para todo l P N e yl Ñ y P Rn

quando l Ñ 8 então y P pW�
mqp

Demonstração. Fixado L P N, por (ii) no Teorema 2.1 implica para ν   µ1 tal que

}f�1
m�L � � � � � f�1

m�1pylq � f�1
m�L � � � � � f�1

m�1pplq} ¤ ν�L}yl � pl} @l P N

Pela continuidade de fm temos que

}f�1
m�L � � � � � f�1

m�1pyq � f�1
m�L � � � � � f�1

m�1ppq} ¤ ν�L}y � p},

dado que L P N é arbitrário, por (iii) segue que y P pW�
mqp.

Corolário 2.3. Se pl Ñ p P Rn quando l Ñ 8 e q P Rn então a sequência yl dada por
pW�

mqpl X pW�
mqq � tylu converge a y, onde tyu � pW�

mqp X pW�
mqq.
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Demonstração. Como tylulPN � pW�
mqq e pW�

mqq é compacto, pois é o gráfico de uma função
Lipschitz, existe y P Rn tal que ylk Ñ y para alguma subsequência ylk , pela Proposição 2.2
temos que y P pW�

mqp X pW�
mqq, mas pelo Lema 2.8 a interseção pW�

mqp X pW�
mqq consiste de um

único ponto, isto implica yl Ñ y, y P pW�
mqp X pW�

mqq.

2.2 Conjuntos hiperbólicos e Difeomorfismos de Anosov
Os conjuntos hiperbólicos possuem muitas propriedades importantes nos sistemas dinâmicos,

e estudando tais conjuntos desenvolveu-se uma ampla teoria para a dinâmica de aplicações
admitindo tais conjuntos. No que segue estudaremos uma classe importante de difeomorfismos,
os difeomorfismos de Anosov, os quais tem como particularidade que a variedade onde estão
definidos é, por si só, um conjunto hiperbólico.

Definição 2.6. Seja M uma variedade suave de dimensão m, f : M ÑM um difeomorfismo
Cr, r ¥ 2, um subconjunto não vazio compacto invariante Λ � M é dito hiperbólico para f ,
se existe uma métrica riemanniana, a qual será chamada de métrica de Lyapunov em uma
vizinhança aberta U de Λ, e números 0   λ   1   µ tais que para qualquer ponto x P Λ existe
uma decomposição do espaço tangente TxM � Espxq ` Eupxq satisfazendo:

DxfpEspxqq � Espfpxqq e DxfpEupxqq � Eupfpxqq;
}Dxf æEspxq } ¤ λ   1   µ ¤ }Dxf æEupxq }.

Os subespaços Espxq e Eupxq são chamados de direção estável e instável de f respetivamente.

Da caracterização dos subespaços Es e Eu, segue que os vetores em Es se contraem com
velocidade exponencial no futuro e os vetores em Eu se contraem no passado. Note que
0   dimpEsq   m e 0   dimpEuq   m. Por exemplo, se dimpEuq � 0, então f é uma
contração, logo não pode ser uma difeomorfismo em uma variedade compacta.

Exemplo 2.2. 1. Um exemplo simples de um conjunto hiperbólico é uma órbita periódica
hiperbólica.

2. Um exemplo de um conjunto hiperbólico bem conhecido é a Ferradura de Smale, construído
tomando Q � r0, 1s2 (um retângulo em R2) e f : QÑ R2 um difeomorfismo de Q sobre
a sua imagem, agindo nele de forma que o quadrado é fortemente esticado na direção
horizontal e comprimindo na direção vertical. Definimos Λ como a interseção

Λ �
8£

n��8

fnpQq

O conjunto Λ é chamado a Ferradura de Smale (para f). Pode-se mostrar que Λ é um
conjunto de Cantor, em particular ele não possui pontos interiores nem pontos isolados.
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Definição 2.7. Um C1-difeomorfismo f : M ÑM de uma variedade compacta M , é dito um
difeomorfismo de Anosov se M é um conjunto hiperbólico para f .

Exemplo 2.3. O automorfismo no toro apresentado no Exemplo 1.3, dado por FLpx, yq �
p2x� y, x� yq mod 1, é um difeomorfismo de Anosov. Neste caso a métrica euclidiana em T2

é uma métrica Lyaponov.

Proposição 2.3. Seja Λ um conjunto hiperbólico para f : U ÑM . As dimensões dos subespaços
Eupxq e Espxq são localmente constantes e esses subespaços variam continuamente com relação
a x.

Demonstração. Da definição de conjunto hiperbólico, para qualquer x P Λ e v P Espxq
}Dxf

nv} ¤ λn}v}. (2.10)

E essa desigualdade caracteriza o subespaço Espxq. Seja xn Ñ x, tomando uma subsequência se
for necessário podemos assumir dimEspxmq � k constante. Consideremos uma base ortonormal
pvp1qm , . . . , vpkqm q para cada Espxmq tal que vpiqm Ñ vpiq P TxM, i � 1, 2, . . . , k. Pela continuidade de
Dfn e de (2.10) segue que para v � pvpiqm q,

}Dxf
nvpiq} ¤ λn}vpiq} � λn

Portanto, vpiq P Espxq, dimEspxq ¥ k e Espxq � lim
nÑ8

Espxmq, logo dimEspxq ¥ k � dimEspxnq.

Na próxima seção mostraremos que quando f é um difeomorfismo de Anosov C2 as distribuções
Es e Eu, na verdade são Hölder contínuos com respeito a x, que é mais forte que continuidade.

Corolário 2.4. Os subespaços Espxq e Eupxq são uniformemente transversais, isto é, existe
α0 ¡ 0 tal que para qualquer x P Λ, v P Espxq, w P Eupxq o ângulo entre v e w é pelo menos α0.

Demonstração. Seja αpxq o ângulo mínimo entre v P Eupxq e w P Espxq. Dado que Eupxq X
Espxq � t0u então αpxq ¡ 0, pela proposição anterior αpxq é contínua em Λ, logo α têm um
mínimo positivo.

Observação 2.3. Note que todo subconjunto fechado invariante de um conjunto hiperbólico é
também um conjunto hiperbólico. Mais interessante, o seguinte resultado garante que pode-se
envolver um determinado conjunto hiperbólico por um conjunto hiperbólico maior.

Proposição 2.4. Seja Λ um conjunto hiperbólico para f : U Ñ M , existe uma vizinhança
V � Λ tal que para qualquer g C1-próximo de f , o conjunto invariante:

Λg
V �

£
nPZ

gnpV q

é hiperbólico.
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Demonstração. Fixemos λ ¡ 0 suficientemente pequeno, consideremos uma família de cones
horizontais Hγ

x � tv � w : v P Eupxq, v P Espxq, }w} ¤ γ}v|u e a família de cones verticais
V γ
x � tv � w : v P Eupxq, w P Espxq, }v} ¤ γ}w}u. Para cada x P Λ temos uma pλ, µq-

decomposição implica que:

DxfH
γ
x � Hλµ�1γ

fpxq , Dxf
�1V γ

x � V λµ�1γ
f�1pxq

}Dxfv} ¥ µ

1� γ
}v}, para v P Hγ

x (2.11)

}Dxfw} ¥ p1� γqλ�1}w}, para w P V γ
x (2.12)

Portanto se fixamos δ ¡ 0 pela continuidade de Df e Df�1, existe uma vizinhança V � Λ tal
que para todo x P V satisfaz (2.11) com λ substituído por λ � δ e µ por µ � δ, para f como
para g, isto implica que para todo x P Λg

V as hipóteses da Proposição 2.1 são satisfeitas com
λ1 � p1� γqpλ� δq, µ1 � pµ� δq{p1� γq, portanto, a sequência de diferenciais Dggnpxq admite
uma pλ1, µ1q-decomposição. Se γ e δ são suficientemente pequenos, então λ1   1   µ1, assim Λg

V

é um conjunto hiperbólico.

A Proposição 2.4 tem como consequência imediata um resultado que dá informação sobre o
comportamento de difeomorfismos próximos a um difeomorfismo de Anosov.

Corolário 2.5. Qualquer C1-perturbação suficientemente pequena de difeomorfismos de Anosov
é um difeomorfismo de Anosov.

2.2.1 Variedades estáveis e instáveis para conjuntos hiperbólicos

Em seguida, mostraremos como aplicar o Teorema de Hadamard-Perron em uma forma um
pouco mais geral. Usaremos o Teorema 2.1 para mostrar a existência das famílias de variedades
estáveis e instáveis dada uma função em uma variedade M , com conjunto hiperbólico Λ.

Teorema 2.2 (Teorema das variedades estável e instável para conjuntos hiperbólicos). Seja
Λ um conjunto hiperbólico para um difeomorfismo de classe C1, f : V ÑM tal que para cada
x P Λ, Dxf admite uma pλ, µq-decomposição com λ   1   µ, então para cada x P Λ existe um
par de discos C1-mergulhados W s

locpxq,W u
locpxq, chamados de variedade local estável e instável

respectivamente, tal que

1. TxW s
locpxq � Espxq, TxW u

locpxq � Eupxq;

2. fpW s
locpxqq � W s

locpfpxqq, f�1pW u
locpxqq � W u

locpf�1pxqq;
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3. Para todo δ ¡ 0 existe Cpδq tal que para n P N

distpfnpxq, fnpyqq   Cpδqpλ� δqndistpx, yq para y P W s
locpxq

distpf�npxq, f�npyqq   Cpδqpµ� δq�ndistpx, yq para y P W u
locpxq

4. Existe β ¡ 0 e uma família de vizinhaças Ox contendo a bola de centro x e radio β tal que

W s
locpxq � ty : fnpyq P Ofnpxq, n � 0, 1, 2, . . .u;

W u
locpxq � ty : f�npyq P Of�npxq, n � 0, 1, 2, . . .u.

Demonstração. Fixemos x P Λ e consideremos a aplicação

rfx � exp�1
fpxq �f � expx : Bsprq �Buprq � TxM Ñ TfpxqM

Bspεq �Bupεq
expx
��

rfx
// TfpxqM

expfpxq
��

M
f

//M

Onde Bspεq é a bola de raio ε em Espxq centrada na origem (analogamente Bupεq respeito a
Eupxq). Note que a aplicação rfx está bem definida para ε � εpxq suficientemente pequeno. Dado
que Λ é um conjunto hiperbólico para f , então rfx pode ser escrita como

rfxpu, vq � pAxu� αxpu, vq, Bxv � βxpu, vqq,

onde u P Espxq, v P Eupxq. Além disso, Ax : Espxq Ñ Espfpxqq e Bx : Eupxq Ñ Eupfpxqq são
aplicações lineares tais que Ax é uma contração e Bx uma expansão.

Por outra parte, dado que Λ é compacto, podemos tomar ε ¡ 0 suficientemente pequeno tal
que todo x P Λ função expx seja um difeomorfismo de Bε � Bspεq�Bupεq em uma vizinhança de
x. Agora, para a construção da variedade estável local, fixemos x P Λ, consideremos a família de
aplicações t rffmpxqumPZ, Para cada m P N identificamos o espaço tangente TfmpxqM com Rn, por
meio dos difeomorfismos τm : TfpxqM Ñ Rn � Rk�Rn�k tais que, τxpEu

xq � Rk e τxpEs
xq � Rn�k

e a métrica Riemanniana (métrica de Lyapunov) em TfmpxqM é identificada com a métrica
euclidiana em Rn. Seja Fm � τm�1 � rffmpxq � τ�1

m , note que 0 é um ponto fixo hiperbólico para
Fm, pelo Lema de Extensão podemos estender esta aplicação a uma aplicação rFm, em todo Rn.

TfmpxqM

τm
��

rffmpxq
// Tfm�1pxqM

τm�1
��

Rk � Rn�k
rFm // Rk � Rn�k
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Note que a coleção de funções rFm satisfaz as hipóteses do teorema de Hadamard-Perron, logo
existem as variedades estáveis e instáveis dadas por p�W�

mq0 � tpϕpwq, wq : w P Rn�ku � graphϕ�

e p�W�
mq0 � tpv, ϕ�pvqq : v P Rku � graphϕ�.

Consideremos

W s
locpxq � expxtpv, ϕ�pvqq : v P Bεp0q � Rku

W u
locpxq � expxtpϕ�pwq, wq : w P Bεp0q � Rn�ku.

Finalmente por (i), (ii) e (iii) no Teorema de Hadamard-Perron implicam as propriedades
pedidas para W s

locpxq e W u
locpxq.

Observação 2.4. As variedades estável e instável local não são únicas e, em geral, não há
maneira particularmente canônica de consertar. No entanto, deduzimos de (3) e (4) que para
quaisquer duas variedades estáveis, digamos W s

1 pxq e W s
2 pxq, satisfazendo as afirmações do

teorema, a sua interseção W s
1 pxq XW s

2 pxq contém uma vizinhança aberta de x em cada um
delas. Equivalentemente pode-se dizer que para algum n P N temos fnpW s

1 pf�npxqqq � W s
2 pxq

e fnpW s
2 pf�npxqqq � W s

1 pxq. De fato, n pode-se escolher uniformemente para x P Λ. Para a
variedade instável vale a observação com n substituído por �n.

Definimos as variedades estável e instável (global)

W spxq �
8¤
n�0

f�npW s
locpfnpxqqq

W upxq �
8¤
n�0

fnpW u
locpf�npxqqq

A observação anterior implica que W spxq e W upxq não dependem da escolha das variedades
locais. As variedades estável e instável podem ser caracterizadas topologicamente como:

W spxq � ty P U : distpfnpxq, fnpyqq Ñ 0, nÑ 8u
W upxq � ty P U : distpf�npxq, f�npyqq Ñ 0, nÑ 8u.

Proposição 2.5. Se x, y P Λ, z P W s
locpxqXW s

locpyq, então a interseção W s
locpxqXW s

locpyq contém
uma vizinhança aberta de z em ambas variedades (respectivamente para W u

loc).

Demonstração. Temos que distpfnpxq, fnpyqq ¤ distpfnpxq, fnpzqq�distpfnpzq, fnpyqq Ñ 0, nÑ
8, pois z P W s

locpxqXW s
locpyq. Por (4) do Teorema 2.2, fnpyq P W s

locpfnpxqq para n sufientemente
grande, logo fnpW s

locpyqq � W s
locpfnpxqq. Dado que fnpW s

locpyqq e fnpW s
locpxqq � W s

locpfnpxq
são discos abertos, sua interseção fnpW s

locpyqq X fnpW s
locpxqq � W s

locpfnpxq é aberta, logo
fnpW s

locpyqqX fnpW s
locpxqq é aberto em fnpW s

locpxqq e fnpW s
locpyqq, assim, z P f�npfnpW s

locpyqqX
fnpW s

locpxqq � W s
locpxq XW s

locpyq.
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Corolário 2.6. Se para x, y P Λ a variedades estáveis W spxq e W spyq tem interseção não vazia
então W spyq � W spxq.

Demonstração. Seja z P W spyqXW spxq e w P W spxq, então distpfnpwq, fnpxqq ¤ distpfnpwq, fnpyqq�
distpfnpyq, fnpxqq Ñ 0, portanto w P W spyq, isto é, W spxq � W spyq, de forma similar se temos
que W spyq � W spxq logo W spyq � W spxq.

Proposição 2.6. Denotemos por W s
ε pxq e W u

ε pxq a ε-bola em W spxq e W upxq respectivamente.
Então existe ε ¡ 0 tal que para qualquer x, y P Λ a interseção W s

ε pxqXW u
ε pyq contém no máximo

um ponto rx, ys e existe δ ¡ 0 tal que dpx, yq   δ para x, y P Λ então W s
ε pxq XW u

ε pyq � H.

Demonstração. É consequência do Corolário 2.3.

Proposição 2.7. Seja Λ um conjunto compacto hiperbólico para f P U ÑM . Então existe uma
vizinhança aberta V0 de Λ e α0 ¡ 0 tal que x, y P Λ e tzu � W spxq XW upyq � V0, então para
qualquer v P TzW spxq e w P TzW upyq; o ângulo entre v e w é maior do que α0.

Demonstração. Escolhemos uma vizinhança V � Λ como na Proposição 2.4, dado que Λ é
compacto existe δ ¡ 0 tal que distpΛ,MzV q � δ. Se V0 uma δ-vizinhança de Λ que satisfaz as
afirmações da Proposição 2.4. Seja x P Λ e consideremos W spxq e W upxq de tamanho menor
do que δ, por (3) no Teorema da Variedade Estável, segue que si tzu � W spxq XW upyq � V0

para alguns x, y P Λ, então fnpzq P V0 para todo n P Z. Consequentemente z P Λf
V0 , mas Λf

V0 é
hiperbólico pelo Corolário 2.4, segue a proposição.

Já feita a construção das variedades estável e instável e dadas suas caracterizações, obtemos
as famílias de subvariedades de uma variedade compacta M , as quais denominaremos folheação
estável e folheação instável.

Definição 2.8. Se f é um difeomorfismo de Anosov, as famílias F s � tW spxquxPM e Fu �
tW upxquxPM formam folheações para M , as quais chamamos de folheação estável e folheação
instável respectivamente. Além disso tais folheações são transversais.

2.2.2 Continuidade Hölder das distribuições estável e instável

Nas seções anteriores mostramos que os subespaços estável e instável associados a um
difeomorfismo de Anosov dependem continuamente do ponto. Nesta seção mostrarmos que, na
verdade, as distribuições estável e instável, Es, Eu são Hölder contínuas.

Teorema 2.3. Seja f : M ÑM um difeomorfismo de Anosov Cr, r ¥ 2, então as distribuições
Espxq e Eupxq são Hölder contínuas.
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Temos pelo Teorema de Whitney que toda variedade M pode ser mergulhada em um espaço
euclideano RN com N grande. ComoM é compacta, a métrica Riemanniana emM é equivalente
à distância } � } induzida pelo mergulho do Teorema.

Demonstração. No que segue consideramos M mergulhada em RN , para algum N P N. A prova
do teorema será feita usando os seguintes lemas:

Lema 2.9. Sejam An e Bn, n � 0, 1, . . . duas sequências de matrizes reais N �N tais que para
algum ∆ P p0, 1q e a ¡ 0,

}An �Bn} ¤ ∆an para todo n P N.

Suponha que existem subespaços EA, EB � RN e números 0   λ   µ e C ¡ 1 tais que λ   a e
para cada n P N

}Anv} ¤ Cλn}v}, se v P EA; }Anw} ¥ C�1µn}w}, se w P EK
A

}Bnv} ¤ Cλn}v}, se v P EB; }Anw} ¥ C�1µn}w}, se w P EK
B ,

então
distpEA, EBq ¤ 3C2µ

λ
∆plogµ�log λq{ log a�log λq.

Demonstração. Consideremos

Qn
A �tv P RN : }Anv} ¤ 2Cλn}v}u

Qn
B �tv P RN : }Bnv} ¤ 2Cλn}v}u.

Para cada v P RN escrevamos v � v1 � v2, onde v1 P EA, v2 P EK
A . Note que se v P Qn

A então

}Anv} � }Anpv1 � v2q} ¥ }Anv2} � }Anv1} ¥ C�1µn}v2} � Cλn}v1},

portanto, }v2} ¤ Cµ�np}Anv} � Cλn}v1}q ¤ 3C2
�
λ

µ


n
}v}, logo

distpv, EAq ¤ 3C2
�
λ

µ


n
}v}. (2.13)

Agora, seja γ � λ{a   1, então existe um único inteiro não negativo n tal que γn�1   ∆ ¤ γn,
logo, se w P EB, então

}Anw} ¤ }Bnw} � }An �Bn}}w}
¤ Cλn}w} �∆an}w}
¤ pCλn � pγaqnq}w} ¤ 2Cλn}w}.

Segue que w P Qn
A, portanto, EB � Qn

A. Por simetria EA � Qn
B. De (2.13) e a escolha de n,

obtemos
distpEA, EBq ¤ 3C2

�
λ

µ



¤ 3C2µ

λ
∆plogµ�log λq{plog a�log λq.
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Lema 2.10. Sejam M uma subvariedade compacta de RN e f : M Ñ M uma aplicação
Cr, r ¥ 2 . Então para todo a ¡ pmax

zPM
}Dzf}q2, existe D ¡ 1 tal que para todo n P N e todo

x, y PM temos:
}Dxf

n �Dyf
n} ¤ Dan}x� y}.

Demonstração. Dado que f é de classe Cr, r ¥ 2, existe D1 ¡ 0 tal que

}Dxf �Dyf} ¤ D1}x� y}.

Seja b � max
zPM

}Dzf} ¥ 1, note que, para todo x, y PM

}fnpxq � fnpyq} ¤ bn}x� y}.

Fixado a ¡ b. Então o resultado é válido para n � 1 e qualquer D ¥ D1. Assim por indução,

}Dxf
n�1 �Dyf

n�1} ¤}Dfnpxqf}}Dxf
n �Dyf

n} � }Dfnpxqf �Dfnpyqf}Dyf
n}

¤bDan}x� y} �D1}fnpxq � fnpyq}}Dyf
n}

¤bDan}x� y} �D1bn}x� y}bn

¤Dan�1}x� y}
�
b

a
� D1

D
� b2n

an�1




Se a ¡ b2, então existe D ¡ D1 tal que
�
b

a
� D1

D
� b2n

an�1



  1.

Agora procedemos com a demonstração do teorema. Seja x PM , tomemos pTxMqK, dado que
pTMqK é uma distribuição suave, é suficiente provar a Hölder continuidade de F � Es`pTMqK.
Como Espxq e Eupxq são transversais e de dimensões complementares em TxM existe d ¡ 1
tal que }Dxf

npwq} ¥ d�1µn}w} para x P M e w P pEspxqqK, de fato, seja w P pEspxqqK, então
w � ws � wu com ws P Espxq e wu P Eupxq

}Dxf
npwq} �}Dxf

npws � wuq} � }Dxf
npwsq �Dxf

npwuq}
¥}Dxf

npwuq} � }Dxf
npwsq} ¥ c�1µn}wu} � cλn}ws}

¥c�1µn}wu} � cλnp}w} � }wu}q
¥}wu}pc�1µn � cλnq � cλn}w}
¥}w}pc�1µn � 2cλnq ¥ }w}µnpc�1 � 2cq � d�1µn}w}.

Para todo x, y PM e qualquer n ¡ 0 sejam An e Bn matrizes reais N �N tais que

Anv � Dxf
npvq se v P TxM e Anv � 0 se v P TxMK

Bnv � Dyf
npvq se w P TyM e Anw � 0 se w P TyMK.
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Pelo Lema 2.10 }An �Bn} ¤ Dan}x� y}.
Agora, pelo Lema 2.9 com ∆ � D}x� y}, EA � F pxq, EB � F pyq e C � maxtc, du, temos

que

distpF pxq, F pyqq ¤ 3C2
�
λ

µ



¤ 3C2µ

λ
∆plogµ�log λq{plog a�log λq,

isto é,

distpEspxq, Espyqq ¤ 3C2
�
λ

µ



¤ 3C2µ

λ
∆plogµ�log λq{plog a�log λq.

Logo Es é Hölder contínua.

Com um argumento similar mostramos também que Eu é Hölder contínua.
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3 Continuidade absoluta das folheações estável
e instável

Obtidas as famílias de subvariedades que constituem as folheações estável e instável, neste
capítulo mostraremos que estas folheações invariantes pelo difeomorfismo são absolutamente
contínuas. A referência principal usada é [13].

3.1 Definições e Teorema principal
Definição 3.1. Seja T : X Ñ Y uma transformação mensurável invertível entre dois espaços
de medida pX, νq e pY, µq. Dizemos que T é absolutamente contínua se T�ν é absolutamente
contínua com respeito a µ. Neste caso, definimos o Jacobiano de T em um ponto x como a
derivada de Radon-Nikodym,

JacpT qpxq � dµ

dT�ν

Fixado x PM e r ¡ 0, consideremos a família de subvariedades

Lpxq � tFpwq : w P Bpx, rqu
Definição 3.2. Sejam T1 e T2 dois discos locais transversais à folheação F em p e q res-
pectivamente, a aplicação de holonomia entre T1 e T2 gerada pelas folhas Fpwq, é a função
πp,q � πp,qpxq : D1 � T1 Ñ D2 � T2, onde D1 é um subconjunto aberto de T1 e D2 um
subconjunto aberto de T2, definido por:

πp,qpyq � T2 X Fpwq se y P T1 X Fpwq, w P Bpx, rq.
Definição 3.3. Dizemos que a folheação é absolutamente contínua se existe J � Jacpπp,qq :
D1 Ñ D2 tal que

µD2pSq �
»
π�1
p,qpSq

J dµD1 , S � D2

Onde as medidas µD1 , µD2, são as medidas induzidas pela estrutura Riemanniana em TM .

Teorema 3.1. Seja f : M Ñ M um difeomorfismo de Anosov de classe Cr, r ¥ 2 em uma
variedade M de dimensão m. As folheações estável e instável são absolutamente contínuas, mais
ainda o Jacobiano da holonomia é contínuo e positivo.

Começamos esta primeira parte introduzindo o conceito de Pré-folheação porque faremos uma
aproximação da folheação instável através de uma pré-folheação, para mostrar a continuidade
absoluta desta folheação.
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3.2 Pré-folheções e Lemas auxiliares
Seja M uma variedade Riemanniana suave, Dk � Rk o k-disco e p P M . O conjunto de

todos os mergulhos de classe Cr, r ¥ 0, ϕ : Dk Ñ M tais que ϕp0q � p, é um espaço métrico.
Denotamos este espaço por:

EmbrpDk, 0,M, pq � tϕ : Dk ÑM : ϕp0q � p, ϕ mergulho Cru

A Cr-distância entre dois difeomorfismos é definida mediante a métrica Riemanniana ou fixando
um mergulho de M em um espaço euclidiano (Nesta última usamos o mergulho do Teorema de
Whitney).

Definição 3.4. Uma pré-folheação de M por Dk discos é uma aplicação p ÞÝÑ Dp tal que Dk é
um Cr k-disco em M contendo p e dependendo continuamente de p, no seguinte sentido: para
cada p PM existe uma carta local, Up e uma seção contínua σ : U Ñ EmbrpDk, Uq tal que:

1. M �
¤
pPM

Up;

2. Dp � σppqpDkq p P U

Se, além disso, estas seções podem ser escolhidas tal que as aplicações pp, xq ÞÑ σppqpxq são de
classe Cs, 1 ¤ s ¤ r, dizemos que a pré-folheação é de classe Cs.

Exemplo 3.1. Se F é uma folheação de M , de classe Cr, r ¥ 1 e n-dimensional, seja

Fppδq � tx P Fp | dFppx, pq ¤ δu.

Onde dFp é a distância na folha Fp, medida respeitando a estrutura de Riemann em TF herdada
de TM . Então para δ ¡ 0 pequeno, p ÞÝÑ Fppδq fornece uma pré-folheação de M por k-discos
Cr.

Exemplo 3.2. Seja N um subfibrado de k-planos em TM . Então, para δ ¡ 0 pequeno,

p ÞÝÑ expppNppδqq,

fornece uma Cr pré-folheação de M , por k-discos C8.

Exemplo 3.3. Lembrando a Definição 2.8, seja Fu � tW uppqu a folheação instável de M para
um difeomorfismo de Anosov de classe Cr, r ¤ 2. Para δ ¡ 0 pequeno W u

p pδq é a variedade
instável local de tamanho δ passando por p, então

p ÞÝÑ W u
p pδq,

constitui uma pré-folheação de M por k-discos.
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Agora, vejamos a ideia de aplicação de holonomia ao longo de uma pré-folheação. Isto é a
usual noção de translação de uma transversal, para folheações. Seja G uma pré-folheação de M
por Cr k-discos, r ¥ 1, seja q P IntGp, onde Gp é o k-disco ao redor de p, e sejam Dp, Dq dois
pm� kq-discos suaves mergulhados transversalmente a Gp em p e q respectivamente.

TpDp ` TpGp � TpM, TqDq ` TqGp � TqM.

Então existe uma aplicação sobrejetora Hp,q : Dp,q Ñ Rp,q, onde Dp,q é uma vizinhança de p em
Dp, Hp,qppq � q, Hp,qpyq P Gy XDq. Dado que G depende continuamente de y P Dp no sentido
Cr, r ¥ 1 e Gp interseta transversalmente Dq em q, existe um unicamente um novo ponto da
interseção entre Gy e Dq, Hp,qpyq, dependendo continuamente de y perto de p. Chamaremos a
aplicação Hp,q de aplicação de holonomia definida pela pré-folheação G.

Figura 4 – Holonomia definida pela pré-folheação G

Notação: Denotaremos por Ñ a convergência uniforme de uma sequência de funções.

Lema 3.1. Suponha h : Dk Ñ Rk é um mergulho topológico e tgnunPN uma sequência de
mergulhos C1, gn : Dk Ñ Rk tal que

gn Ñ h e JpgnqÑ J,

onde Jpgnq é o Jacobiano de gn. Então h é absolutamente contínua e tem Jacobiano J .

Demonstração. Mostraremos que para todo A � Dk mensurável

mphAq �
»
A

Jdµ;

com µ a medida de Lebesgue em Dk. Dado que h é contínua, é suficiente mostrar a igualdade
para A � Dk um subdisco fechado de Dk arbitrário. Seja ε dado, podemos escolher A1 e A2 tais
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que A1 está contido no interior de A e A no interior de A2, dado que J é contínua, estes discos
podem ser escolhidos suficientemente próximos de forma que»

A2zA

J   ε{2.

Como gn é um mergulho C1,

mpgnpSqq �
»
S

Jpgnqdµ; para qualquer S � Dk,

e dado que h é um mergulho, para n grande temos que

gnpA1q � gnpAq � hpAq � gnpA2q.

Portanto, »
A1
Jpgnqdµ ¤

»
A

Jpgnqdµ ¤
»
A2
Jpgnqdµ;

mas, »
A

Jpgnqdµ � mpgnpAqq ¤ mphpAqq ¤ mpgnpA2qq �
»
A2
Jpgnqdµ,

o que implica que |mphpAqq �
»
A

Jpgnqdµ|   ε para n grande. Dado que
»
A

Jpgnqdµ converge a»
A

Jdµ, segue que

����mphpAqq � »
A

Jdµ

���� ¤ ����mphpAqq � »
A

Jpgnqdµ
����� ����»

A

Jpgnqdµ�
»
A

Jdµ

���� ¤ ε.

Para o próximo Lema, considerando M mergulhada em um espaço euclidiano, para cada
p PM podemos definir o ângulo entre dois subespaços de TpM como segue

>pAp, Bpq :� max tt>pa,Bpq : a P Apzt0uu Y t>pb, Apq : b P Bpzt0uuu ;

onde Ap e Bp são subespaços lineares de TpM . O ângulo entre dois fibrados A,B é o supremo
de >pAp, Bpq,

>pA,Bq :� sup
pPM
>pAp, Bpq.

Lema 3.2. Suponha que TM � N`Es � Eu`Es e N é suave. Seja Gpδq uma pré-folheação dada
por, p ÞÝÑ Gppδq � expppNppδqq. Seja 0 ¤ β ¤ π{2, se >pTDp, pEqKq ¤ β e >pTDq, pEqKq ¤ β

e δ ¡ 0 pequeno então cada aplicação de holonomia Hp,q : Dp,q Ñ Rp,q ao longo de Gpδq é uma
imersão.
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Demonstração. Dado que Hp,q é suave e a sua derivada é uma função contínua, é suficiente
provar que DyHp,q : TyDp Ñ Ty1Dq é uma bijeção, onde y1 � Hp,qpyq. Dado que Hp,q � Hy,y1

para y perto de p, pois Hp,q é uma holonomia, é suficiente verificar a bijetividade para y � p.
Note que se y � p � q, Hp,q � Id.

Por outro lado, temos que o conjunto de subespaços de TpM de dimensão igual a dimpEsppqq,
A :� tAp � TpM : >pAp, pEuqq ¤ βu é compacto. Assim, dado que Hp,q depende continuamente
de p, q,Dp, Dq, a compacidade de M e A, a bijetividade na diagonal p � q implica bijetividade
em uma δ-vizinhança da diagonal, portanto, Hp,q é uma imersão.

3.3 Demonstração do Teorema 3.1

Demonstração do Teorema 3.1. Como Eu é uma distribuição contínua em TM , pelo Corolário
1.4 existe uma aproximação suave N de Eu. Pela Proposição 2.7 existe α0 ¡ 0 tal que para
cada p P M se v P Es

p e w P Eu
p então >pv, wq ¥ α0, logo existe β P R tal que 0   β   π{2,

>pEs, pEuqKq   β e >pEs, NKq   β. Para mostrar que o Jacobiano da holonomia na folheação
instável é contínuo e positivo, consideramos a pré-folheação definida no Exemplo 3.2 iterada
pela f , a qual para muitos iterados é próxima da folheação instável. De fato, consideremos δ ¡ 0
como no Lema 3.2 e seja

G : Gy :� expypNypδqq; y PM
G é uma pré-folheação suave. Seja Gn a pré-folheação dada por:

Gn : Gn
y :� fnGf�npyq

Seja Gnpεq a restrição de Gn ao raio ε;

Gnpεq : Gn
y pεq � tx P Gn

y : dGny px, yq   εu.
Segue da transformação do gráfico na demonstração do Teorema de Hadamard-Perron que
GnpεqÑ W upεq e TGnpεqÑ Eu.

Seja p P M , consideremos q P W uppq e discos transversais à folheação instável Dp e Dq,
estudaremos a holonomia Hp,q : Dp,q Ñ Rp,q para a folheação Fu, Hp,q é um homeomorfismo e
Rp,q uma vizinhança de q em Dq.

Como Fu é invariante pela função f , segue que f�npDpq e f�npRqq são transversais a
f�npW u

p q � W u
f�nppq em f�nppq e f�npqq respectivamente, a relação entre Hp,q e Hf�nppq,f�npqq

pode ser expressada pela comutatividade do diagrama.

f�npDp,qq
fn

��

Hf�nppq,f�npqq
// f�npRp,qq

fn

��

Dp,q
Hp,q

// Rp,q
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Assim, dado que f é um difeomorfismo, a existência do Jacobiano contínuo positivo de Hp,q é
equivalente à existência do Jacobiano contínuo positivo de Hf�nppq,f�npqq. Como T pf�npDpqq e
T pf�npDqqqÑ Es quando nÑ 8. Portanto, podemos assumir sem perda de generalidade que

q P W u
p pε{2q >pT pf�npDpqq, pEuqKq ¤ β e >pT pf�npDqqq, pEuqKq ¤ β. (3.1)

Além disso, dado que a existência do Jacobiano JpHp,qq é um problema local, podemos escolher
Dp tal que Dp � Dp,q.

Consideremos gn � Hn
p,QnæDp , Qn � Gn

p pεq X Dq e h � Hp,q; notemos que gn Ñ h, pois
GnpεqÑ Fu. Agora, afirmamos que:

1. gn é um mergulho

2. JpgnqÑ J � lim
nÑ8

detpDyf
�næTyDpq

detpDhpyqf�næThpyqDqq

Para provar 1, seja δ ¡ 0 como no Lema 3.2 e β como em (3.1) tais que cada pré-holonomia, gn
é uma imersão em seu dominio, além disso, gn e h podem ser definidas em um disco pDp um
pouco maior do que Dp , chamemos pgn e ph a extensão a pDp de g, e h respectivamente,

pgn : pDp Ñ Dq,

Da continuidade e convergência uniforme de gn segue que pgn Ñ ph. Dado que M é compacta,pgn é localmente injetiva e ph é um homeomorfismo para todo y P Dq, ph�1pyq e pg�1
n pyq são

finitos. Seja Y uma vizinhança compacta de Rp,q � hDp no interior de ph pDp. Para todo y P Y ,
degpph, yq � 1, dado que ph é um homeomorfismo. Agora bem, para n grande temos que pgnæB pDp
está suficientemente próximo de phæB pDp , portanto, são homotópicos, logo pelo Lema de Homotopia
[15], pgnæB pDp � phæB pDp , logo pelo Teorema 1.5

degppgn, B pDp, yq � degpph, B pDp, yq

Dado que pgn é uma imersão, então para todo y P Y, Dypgn : TyDp Ñ TpgnyDq é injetiva, portanto,
sobrejetiva, isto implica que todo y P Y é um valor regular de pgn, assim, pelo Teorema 1.5,
para y1, y2 P Y , degppgn, y1q � degpph, y2q, portanto, degppgn, pDp, yq � 1 para todo y P Y , mas isto
implica que pgn é injetiva, pois ela é uma imersão, portanto, temos que pgn mergulha pg�1

n pY q.
Notemos que Dp � pg�1

n pY q, para n grande, dado que Dp � ph�1pY q e pgn Ñ ph, logo gn mergulha
Dp.

Agora para provar 2, expressamos gn em termos da pré-holonomia ao longo de G, da seguinte
forma gn : Dp Ñ Dq como

gn � fn �H0
pn,qn � f�n;
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onde pn � f�nppq, qn � f�npqq e Qn � Gn
p pεq X Dq. Notemos que isto implica que para todo

n P N , f�npQnq P Gf�nppq � Gpn , assim a pré-holonomia ao longo de G, HPn,qn , está bem definida
em f�npDpq. Também, como TGn

p pεq Ñ Eu
p e Gn

p pεq Ñ W u
p pεq, isto implica que para n grande

Gf�nppq � Gpn é expandida por fn; assim,

qn P Gpnpεnq, εn Ñ 0, nÑ 8.

Figura 5 – Ação da fn

Agora, uma vez que gn : Dp Ñ Dq, gn � fn �G0
pn,qn � f�n, podemos derivar usando regra

da cadeia. Seja y P Dp então,

Dygn � DG0
pn,qn

pf�npyqqf
n �Df�npyqG

0
pn,qn �Dyf

�n : TyDp Ñ TgnpyqDq

e,
DG0

pn,qn
pf�npyqqf

n � Df�npgnpyqqf
n : Tf�npgnpyqqf�npDqq Ñ TgnpyqDq

DfnpyqG
0
pn,qn : Tf�npyqf�npDpq Ñ Tf�npgnpyqqf

�npDqq
Dyf

�n : TyDp Ñ Tf�npyqf
�npDpq.

Logo,

Jypgnq � detpDf�npgnpyqqf
næTf�npgnpyqqf�npDqqq �detpDfnpyqG

0
pn,qnæTf�npyqf�npDpqq �detpDyf

�næTyDpq.

Afirmamos que para cada y P Dp, detpDfnpyqG
0
pn,qnæTf�npyqf�npDpqq converge a 1. De fato, dado

que Tf�npDpqÑ Es, T f�npDqqÑ Es e qn P Gpnpεnq com εn Ñ 0, então DG0
pn,qn Ñ IdEs , logo

detpDG0
pn,qnæTf�npDpqqÑ 1. Assim, (2) é equivalente a mostrar

lim
nÑ8

detpDyf
�næTyDpq

detpDgnpyqf
�næTgnpyqDqq

� lim
nÑ8

detpDyf
�næTyDpq

detpDhpyqf�næThpyqDqq
.
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Primeiro para o caso especial y � p, TpDp � Es
p e TqDq � Es

q provaremos que

lim
nÑ8

detpDpf
�næEspq

detpDqf�næEsq q
existe uniformemente. (3.2)

Pela regra da cadeia segue que (3.2) é equivalente à convergência uniforme de

8¹
k�0

detpDf�kppqf
�1æEs

f�kppq
q

detpDf�kpqqf�1æEs
f�kpqq

q ,

Mas este é equivalente à convergência uniforme de
8̧

k�0
| detpDf�kppqf

�1æEs
f�kppq

q � detpDf�kpqqf
�1æEs

f�kpqq
q|

Pois, para todo n P N

n¹
k�0

detpDf�kppqf
�1æEs

f�kppq
q

detpDf�kpqqf�1æEs
f�kpqq

q � exp
ņ

k�0
log

detpDf�kppqf
�1æEs

f�kppq
q

detpDf�kpqqf�1æEs
f�kpqq

q

¤ exp
ņ

k�0

�detpDf�kppqf
�1æEs

f�kppq
q

detpDf�kpqqf�1æEs
f�kpqq

q � 1
�

A desigualdade é válida, pois log x ¤ x � 1 para todo x ¡ 0. Agora, afirmamos que existe
C1 ¡ 0 tal que C�1

1 ¤ detpDf�kpqqf
�1æEs

f�kpqq
q ¤ C1, de fato, nós sabemos que detpDxfq � 0

para todo x PM e dado que M é compacta, f é de classe Cr e Es é uma distribuição contínua
segue que existe um máximo C1 para detpDxfq, mas para q P M, detpDf�kpqqf

�1æEs
f�kpqq

q �
1{ detpDfkpqqfæEs

fkpqq
q, logo

1
C1

¤ detpDf�kpqqf
�1æEs

f�kpqq
q ¤ C1;

assim

n¹
k�0

detpDf�kppqf
�1æEs

f�kppq
q

detpDf�kpqqf�1æEs
f�kpqq

q ¤ expC1

8̧

k�0
| detpDf�kppqf

�1æEs
f�kppq

q � detpDf�kpqqf
�1æEs

f�kpqq
q|

Portanto o problema fica reducido a mostrar a convergência de
8̧

k�0
| detpDf�kppqf

�1æEs
f�kppq

q � detpDf�kpqqf
�1æEs

f�kpqq
q|,

A fim de mostrar essa convergência, para cada k ¥ 0 fazemos o transporte paralelo de Es
f�kppq ao

longo da geodésica ligando os pontos f�kppq e f�kpqq (esta geodésica é determinada de forma
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única pelos pontos f�kppq e f�kpqq, pois eles estam suficientemente próximos), obtemos então
um subespaço rEs

f�kppq � Tf�kpqqM . Logo, como f é de classe Cr

| detpDf�kppqf
�1æEs

f�kppq
q � detpDf�kpqqf

�1æEs
f�kpqq

q|
¤ | detpDf�kppqf

�1æEs
f�kppq

q � detpDf�kpqqf
�1æ rEs

f�kppq

q|

� | detpDf�kpqqf
�1æ rEs

f�kppq

q � detpDf�kpqqf
�1æEs

f�kpqq
q|

¤ D1dpf�kppq, f�kpqqq � | detpDf�kpqqf
�1æ rEs

f�kppq

q � detpDf�kpqqf
�1æEs

f�kpqq
q|

Pela Hölder continuidade de Es, existem D2, θ P R tal que

| detpDf�kpqqf
�1æ rEs

f�kppq

q� detpDf�kpqqf
�1æEs

f�kpqq
q| ¤ D2distp rEs

f�kppq, E
s
f�kpqqq

¤ D2distpEs
f�kppq, E

s
f�kpqqq ¤ D3dpf�kppq, f�kpqqqθ.

Portanto, dado q P W u
p pε{2q, pelas propriedades de W u

p

| detpDf�kppqf
�1æEs

f�kppq
q � detpDf�kpqqf

�1æEs
f�kpqq

q|
¤ D1dpf�kppq, f�kpqqq �D3dpf�kppq, f�kpqqqθ

¤ D1µ
�kdpp, qq �D3µ

�kθdpp, qq
¤ D1µ

�kθdpp, qqθ �D3µ
�kθdpp, qq, p e q estão perto

¤ D4pµ�θqkdpp, qqθ

Temos que a série
8̧

k�0
D4pµ�θqkdpp, qqθ converge, e essa convergência não depende de p e q, por

comparação temos que
8̧

k�0
| detpDf�kppqf

�1æEs
f�kppq

q � detpDf�kpqqf
�1æEs

f�kpqq
q|

converge uniformemente. Portanto, mostramos a existência do limite uniforme (3.2).

Vejamos agora que a existência uniforme deste limite implica

lim
nÑ8

detpDyf
�næTyDpq

detpDgnpyqf
�næTgnpyqDqq

� lim
nÑ8

detpDyf
�næTyDpq

detpDhpyqf�næThpyqDqq
.

De fato, seja πs a projeção de TM sobre Es ao longo de Eu. Como os espaços são Df invariantes,
Df�n comuta com πs, pois se v P TpM então v � vs � vu com vs P Es

p e vu P Eu
p , então

Dyf
�npvq � Dyf

�npvsq �Dyf
�npvuq, assim

πspDyf
�npvqq � πspDyf

�npvsq �Dyf
�npvuqq � Dyf

�npvsq � Dyf
�npπspvqq;

isto é,
πsæTf�npyqf�npDpq �Dyf

�næTyDp � Dyf
�næEsy � pπsæTyDpq.
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Portanto, para todo y P Dp

Dyf
�næTyDp �

�
πsæTf�npyqf�npDpq

	�1
�Dyf

�næEsy � πsæTyDp .

Podemos escrever
detpDyf

�næTyDpq �
detpDyf

�næEsyq detpπsæTyDpq
detpπsæTf�npyqf�npDpqq

.

Lembremos que Tf�npDpq Ñ Es, n Ñ 8, isto implica que πsæTf�npyqf�npDpq Ñ πsæEs que é
a identidade em Es, segue então que detpπsæTf�npyqf�npDpqq Ñ 1. Notemos que isto também
acontece para qualquer y P Dq, assim agora só precisamos mostrar que, uniformemente

lim
nÑ8

detpDyf
�næEsq detpπsæTyDpq

detpDgnpyqf
�næEsq detpπsæTgnpyqDqq

� lim
nÑ8

detpDyf
�næEsq detpπsæTyDpq

detpDhpyqf�næEsq detpπsæThpyqDqq
(3.3)

Dado que gn Ñ h, implica que detpπsæTgnpyqDqq converge uniformemente a detpπsæThpyqDqq quando
nÑ 8, mas isto implica,

lim
nÑ8

detpπsæTyDqq
detpπsæTgnpyqDqq

� detpπsæTyDqq
detpπsæThpyqDqq

Logo para mostrar (3.3) só precisamos mostrar que

lim
nÑ8

detpDyf
�næEsq

detpDgnpyqf
�næEsq � lim

nÑ8

detpDyf
�næEsq

detpDhpyqf�næEsq .

Aplicando (3.2) para y e hpyq no lugar de p e q respectivamente, segue que o segundo limite
existe uniformemente, agora mostraremos que o primeiro limite existe uniformemente e que é
igual ao segundo, de fato vejamos que

lim
nÑ8

detpDhpyqf
�næEsq

detpDgnpyqf
�næEsq � 1 uniformemente. (3.4)

Mas pela regra da cadeia mostrar (3.4) é quivalente a mostrar

lim
nÑ8

n�1¹
k�0

detpDf�kphpyqqf
�kæEsq

detpDf�kpgnpyqqf
�kæEsq � 1

Com o mesmo argumento anteriormente usado, isto é equivalente a mostrar que

lim
nÑ8

n�1̧

k�0
| detpDf�kphpyqqf

�kæEsq � detpDf�kpgnpyqqf
�kæEsq| � 0. (3.5)

Agora bem, dado que Es é θ-Hölder e f�1 é de classe Cr, como antes obtemos que

| detpDf�kphpyqqf
�kæEsq � detpDf�kpgnpyqqf

�kæEsq| ¤ C2dpf�kphpyqq, f�kpgnpyqqqθ.
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De outro lado, como f�nphpyqq P W u
f�npyqpεnq, pois hpyq P W u

y , então f�nphpyqq P f�npW u
y q.

Mais ainda, dado que hpyq P W u
y , então dpf�nphpyqq, f�npyqq Ñ 0 quando nÑ 8, logo podemos

dizer que
dpf�nphpyqq, f�npyqq ¤ εn; εn Ñ 0, nÑ 8

Assim, f�nphpyqq P W u
f�npyqpεnq, f�npgnpyqq P Gf�npyqpεnq e G é aproximadamente tangente a

Eu, então εn   µ�n para n grande. Portanto,

dpf�nphpyqq, f�npgnpyqqq ¤ εn   µ�n para n grande .

Por outro lado,

dpf�kphpyqq, f�kpgnpyqqq � dpfn�kpf�nphpyqqq, fn�kpf�nppgnpyqqqq,

y para k grande Tf�kpDqq, . . . , T f�npDqq são suficientemente próximas de Eu, desta forma,

dpfn�kpf�nphpyqqq, fn�kpf�nppgnpyqqqq ¤ C 1λn�kdpf�nphpyqq, f�npgnpyqqq ¤ C 1λn�kµ�n,

para alguma constante C 1. Portanto

n�1̧

k�0
| detpDf�kphpyqqf

�kæEsq � detpDf�kpgnpyqqf
�kæEsq| ¤ C2

n�1̧

k�0
dpf�kphpyqq, f�kpgnpyqqqθ

¤ C2pC 1qθ
�
n�1̧

k�0
pλθqn�k

�
pµ�θqn

� C3pλθ � � � � � λnθqµ�nθ � C3µ
θ

�
1� λnθ

1� λθ



µ�nθ;

e lim
nÑ8

C3µ
θ

�
1� λnθ

1� λθ



µ�nθ � 0, este limite não depende dos pontos p e q, isto prova (2), ou

seja que:

JpgnqÑ J � lim
nÑ8

detpDyf
�næTyDpq

detpDhpyqf�næThpyqDqq
. (3.6)

Logo pelo Lema 3.1 existe o jacobiano da holonomia e é dado por (3.6). Portanto, Fu é
absolutamente contínua.

Observação 3.1. O Teorema 3.1 também é válido assumindo f um difeomorfismo de Anosov
de classe C1�α, α ¡ 0, no lugar de C2, pois, os cálculos feitos são similares se f for de
classe C1�α. Mas, a hipótese de C1�α não pode ser retirada, Clark Robinson e Lai-Sang Young
fornecem um contraexemplo para o caso em que f é um difeomorfismo de Anosov de classe C1,
veja o artigo [14].
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3.4 Consequências da Continuidade Absoluta
Pelo Teorema 1.1, dada uma folheação de uma variedade Riemanniana podemos obter medidas

condicionais com respeito à partição gerada pela folheação. Nesta seção mostramos que estas
medidas condicionais estão relacionadas com a medida de volume em cada folha. Na verdade,
mostraremos que a continuidade absoluta da folheação garante a continuidade absoluta das
medidas condicionais com respeito à medida de volume, o que definimos como continuidade
absoluta ao longo de folhas.

Definição 3.5. Seja M uma variedade Riemanniana compacta e F uma folheação de M ,
dizemos que F é absolutamente contínua ao longo de folhas se, para qualquer x P M e r ¡ 0
pequeno, dada P uma partição de Bpx, rq pelas folhas Fpyq, y P Bpx, rq, (isto é, os elementos
de P são componentes conexas de Fpyq X Bpx, rq) a medida condicional dada pelo Teorema
de Rokhlin (ver Teorema 1.1) ao longo de cada L P ξ é absolutamente contínua em relação à
medida de volume em L.

Teorema 3.2. Seja M uma variedade Riemanniana compacta e F uma folheação de M . Se F
é absolutamente contínua, então F é absolutamente contínua ao longo de folhas.

Demonstração. Seja x P M e r ¡ 0. Consideremos P a partição de Bpx, rq dada pela família
de folhas Fpyq, y P Bpx, rq. Denotamos por mFpwq a medida de volume na folha Fpwq e por
mcpwq a medida condicional em Fpwq obtida da desintegração da medida de volume m com
respeito a P .

Agora, seja r ¡ 0 suficientemente pequeno. Podemos encontrar uma família de subvariedades
T pwq, w P Bpx, rq tal que:

1. T pwq é transversal a Fpwq, w P Bpx, rq;

2. T pw1q X T pw2q � H se w2 R T pw1q e T pw1q � T pw2q em outro caso;

3. Bpx, rq �
£

wPBpx,rq

T pwq;

4. T pwq depende suavemente de w P Bpx, rq.

Denotamos por mT pwq a medida volume em T pwq. Seja Q uma partição de Bpx, rq gerada pela
família tT pwqu e seja rµpwq a medida condicional em T pwq dada pela desintegração da medida
de volume m com relação à partição Q, e pµ a medida fator sobre Bpx, rq{Q.

Consideremos

P pw0q � ty P T pw0q : existe z P Bpx, rq tal que y � T pw0q X Fpzqu
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Dado y P P pw0q arbitrário podemos identificar o espaço fator Bpx, rq{Q com Fpyq. Como
as subvariedades T pwq são suaves em w, pelo Teorema clássico de Fubini existem funções
estritamente positivas gpw, zq e hpy, wq tais que

drµpwqpzq � gpw, zqdmT pwqpzq, w P Bpx, rq, z P T pwq (3.7)

dpµpwq � hpy, wqdmFpyqpwq y P P pw0q (3.8)

Agora, seja B � Bpx, rq um Borel de medida positiva

mpBq �
»
Bpx,rq{Q

»
T pwq

χBpw, zq drµpwqpzq dpµpwq
�
»
Bpx,rq{Q

»
T pwq

χBpw, zqgpw, zq dmT pwqpzq dpµpwq
�
»
Bpx,rq{Q

»
T pw0q

χBpw, zqgpw, zqJacphw0,wqpyq dmT pw0qpzq dpµpwq,
(3.9)

onde hw0,w é a holonomia entre as transversais T pw0q e T pwq e o ponto y é tal que z � hw0,wpyq.
Note que para obter a última igualdade também usamos o fato que hw0,wpP pw0qq � P pwq. Agora,
aplicando o Teorema de Fubini a (3.9) obtemos:

mpBq �
»
T pw0q

»
Bpx,rq{Q

χBpw, zqgpw, zqJacphw0,wqpyq dpµpwq dmT pw0qpyq

�
»
T pw0q

»
Fpyq

χBpw, zqgpw, zqJacphw0,wqpyqhpy, wq dmFpyqpwq dmT pw0qpyq.

Consequentemente, pela unicidade da desintegração, a medida condicional mcpyq em Fpyq é
equivalente à medida volume, mFpyq, com função de densidade

ρspy, wq � Jacphw0,wqpyqgpw, zqhpy, wq.

Em particular a medida condicional em cada folha Fpyq é absolutamente contínua com respeito
à medida de volume na folha, portanto, F é absolutamente contínua ao longo de folhas.

Corolário 3.1. Seja B �M um conjunto com medida de volume zero. Então

mFpFpxq XBq � 0,

para m-quase todo ponto x PM .

Demonstração. Suponhamos que existe um conjunto B, de volume zero e um conjunto de volume
positivo A �M tal que

mFpFpxq XBq ¡ 0, para todo ponto x P A. (3.10)
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Seja x P A, consideremos o conjunto

E :�
¤

wPBpx,rqXA

Fpwq XB.

Seja P é a partição de Bpx, rq gerada pela folheação F . Pelo Teorema 3.2 temos que a desinte-
gração da medida m com relação à partição P , é equivalente à medida de volume em cada folha.
Portanto,

mpEq �
»
Bpx,rq{Q

»
Fpwq

ρpy, wqχFpwqXEpw, yq dmFpwqpyq dpµpwq,
onde pm é o fator de medida no espaço transversal Bpx, rq{P. Por (3.10) temos que mpEq ¡ 0.
Como E � B, então mpBq ¡ 0, o qual contradiz a hipótese.

Corolário 3.2. Seja B � M um conjunto mensurável com mpBq � 1. Então para m-quase
todo ponto x PM temos

mFpxqpFpxqzBq � 0.

Demonstração. Suponhamos que existe um conjunto de medida total B �M e um conjunto de
medida positiva A �M tais que

mFpFpxq XBq ¡ 0, para todo x P A.

Pelo argumento usado na prova do Corolário 3.1 segue que o conjunto E :�
¤
xPA

pFpxqzBq tem
volume positivo. Note que E �MzB, logo mpEq � 0, o qual é uma contradição.

3.5 Exemplo de uma folheação não absolutamente contínua

Exemplo 3.4. [11] Existe uma folheação do quadrado p0, 1q � r0, 1s que não é absolutamente
contínua, de fato mostraremos que existe um conjunto E de medida 1 no quadrado tal que
intersecta a cada folha num único ponto.

Identificamos S1 � R{Z com a relação de equivalência dada em (1.5). Seja p um parâmetro
variando no intervalo p0, 1q. Para cada p P p0, 1q definamos uma aplicação linear por partes em
R{Z como segue:

fppxq �
$&%x{p se x P I0ppq � r0, pq � R{Z
px� pq{p1� pq se x P I1ppq � rp, 1s � R{Z.

(3.11)

Alternativamente podemos pensar fp como uma função discontinua do intervalo r0, 1s no r0, 1s.
Afirmamos que para cada p P p0, 1q fp preserva medida, de fato, seja J � r0, 1s de comprimento
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Figura 6 – Aplicação fp

lpJq, a preimagem f�1
p pJq consiste de um intervalo em I0ppq de comprimento plpJq unido com

um intervalo em I1ppq de comprimento p1� pqlpJq, portanto, temos que lpf�1
p pJqq � lpJq.

Por outro lado, fixado p P p0, 1q podemos codificar cada ponto x P R{Z por uma sequência
b1, b2, . . . P t0, 1u da seguinte forma, seja xn � fnp pxq, pxnq é a órbita de x sob fp. Seja

bn �
$&%0 se xn P I0ppq

1 se xn P I1ppq
.

Chamamos pb1, b2, b3, . . .q a sequência de símbolos associada a x e fp.

Consideremos a função gp definida por

gp : R{ZÑ t0, 1uN

x ÞÑ pbnqnPN.

Afirmamos que a função gp preserva medida, isto é, se A � t0, 1uN é um conjunto mensurável,
então lpg�1

p pAqq � µpAq, em efeito uma vez que a σ-álgebra em t0, 1uN é gerada pelos conjuntos
da forma ri : 0s � tpbnq : bi � 0u e ri : 1s � tpbnq : bi � 1u (veja [16]), é suficiente mostrar a
igualdade para estes conjuntos. Agora, temos que µpri : 0sq � p e

lpg�1
p pri : 0sqq � lpf�ipr0, pqqq � mpr0, pqq � p,

também, lpri : 1sq � 1� p e

lpg�1
p pri : 1sqq � lpf�iprp, 1sqq � mprp, 1sq � 1� p.

Note que gp � fp � σ � gp onde σ : t0, 1uN Ñ t0, 1uN é o Shift de Bernoulli (veja [16]), como
gp preserva medida, temos que fp corresponde à medida de Bernoulli em t0, 1uN, isto é, o
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comprimento do intervalo que contem x cuja sequência de símbolos começa com uma sequência
finita pb1, b2, . . . , bnq é igual a ppb1q � ppb2q � � � ppbnq, onde pp0q � p e pp1q � 1� p.

Por outro lado, fixado p P p0, 1q e considerando a aplicação fp. Pelo Teorema Ergódico
de Birkhoff, para l-quase todo ponto x P R{Z a frequência de 1s na sequência de símbolos
pb1, b2, b3, . . .q é definida e igual a pp1q � 1� p,

lim
nÑ8

#t0 ¤ j ¤ n� 1 : bj � 1u
n

� 1� p para l-quase todo ponto.

Seja E � p0, 1q � S1 o conjunto dado por:

E �
"
pp, xq P p0, 1q � R{Z : lim

nÑ8

#t0 ¤ j ¤ n� 1 : bj � 1u
n

� 1� p

*
.

Fixemos p P p0, 1q denotemos por Cp o círculo tpu � R{Z � p0, 1q � R{Z. Seja m � m1 �m2,
onde m1 é a medida de Lebesgue na reta e m2 a medida de Lebesgue em S1, então

mpEq �
»
r0,1s

»
tpu�S1

χE dm2 dm1 �
» 1

0
m2pE X Cpq dp � 1,

pois m2pE X Cpq � 1. Definamos ua família de curvas suaves Γβ como segue: seja β P r0, 1q,
consideremos a expansão na base dois de β

β � 0, b1b2b3 � � �(base2q �
¸ bn

2n

e seja Γβ o conjunto dos pares pp, xq P p0, 1q � S1 tais que a sequência de símbolos de x por fp é
igual a pb1, b2, . . . , bnq. Note

1. Se β � α, então Γβ X Γα � H;

2. p0, 1q � S1 �
£
β

Γβ.

Vejamos agora que cada Γβ é uma curva suave real analítica. Seja pp, xq P Γβ, pela definição de
fp temos xn � bnpp0q � xn�1ppbnq.

Por indução, segue que

x �xpp, βq � pp0qpb1 � ppb1qpb2 � ppb2qpb3 � � � � q � � � q � � � q
�pp0qpb1 � b2ppb1q � b3ppb1qppb2q � b4ppb1qppb2qppb3q � � � � q.

Seja pp0q � p � p1� tq{2 e pp1q � 1� p � p1� tq{2. Se |t| ¤ c   1, então o n-ésimo termo da
série anterior é tal que

pp0qpbnqppb1qppb2qppb3q � � � ppbn�1q ¤
�

1� c

2

�n
.
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Portanto, a série converge uniformemente. De fato isto é verdade também para valores complexos
de t com |t| ¤ c   1. Portanto, pelo Teorema da convergência uniforme de Weierstrass, para
cada β fixado a série define x como uma função analítica de t ao longo do intervalo |t|   1, ou
como uma função analítica de p ao longo do intervalo 0   p   1. Note que Γβ é o gráfico da
função analítica real p ÞÑ xpp, βq.

Finalmente, afirmamos que Γβ intersecta E no máximo em um ponto, de fato, sejam 1� p

a frequência de 11s em β. Sejam se pp, xq, pq, yq P E X Γβ, então gppxq � panq P t0, 1uN e
gqpyq � pcnq P t0, 1uN, como aj � bj � cj, segue que

1� p � lim
nÑ8

#t0 ¤ j ¤ n� 1 : aj � 1u
n

� lim
nÑ8

#t0 ¤ j ¤ n� 1 : cj � 1u
n

� 1� q,

logo p � q, o que implica pp, xq � pq, yq. Assim, o conjunto E intersecta cada Γβ em um único
ponto.

Se a frequência de 11s em β não está definida então γβ sequer corta E.

Seja F a folheação dada por F � tΓβuβ. Suponhamos que F é absolutamente contínua e
denotamos por mΓβ a medida de volume na folha Γβ. Então mΓβpΓβzEq ¡ 0, pois Γβ intersecta
E em um único ponto, o que contradiz o Corolário 3.2. Logo a folheação F não é absolutamente
contínua, como queríamos mostrar.
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4 Argumento de Hopf e Multiple Mixing

Neste capítulo apresentamos o argumento de Hopf, e mostramos que, apesar do argumento
de Hopf ter sido desenvolvido para mostrar ergodicidade, ele pode ser usado efetivamente
para estabelecer a propriedade Multiple Mixing (mistura múltipla) de um sistema, que é uma
propriedade mais forte que ergodicidade. A referência usada neste capítulo é [6]

4.1 Argumento de Hopf
Nesta seção introduzimos o clássico argumento de Hopf que garante que, dada uma fun-

ção invertível, f : X Ñ X em um espaço métrico com probabilidade Borel, podemos obter
ergodicidade da função f a partir da ergodicidade conjunta das partições estável e instável.

Definição 4.1. Seja X um espaço métrico munido de uma probabilidade Borel µ e f : X Ñ X

uma aplicação que preserva a medida µ. A partição estável de f é definida por

W sspxq � ty P X : dpfnpxq, fnpyqq Ñ 0, nÑ 8u.

Definição 4.2. Dizemos que ϕ : X Ñ R é subordinada a W ss ou W ss-saturada se existe um
conjunto G � X com µpGq � 1 tal que x, y P G e y P W sspxq implica ϕpxq � ϕpyq.

Observação 4.1. Neste caso

ϕspyq :�
$&%0 se W sspxq XG � H
ϕpxq se y P W sspxq XG

q.t.p.� ϕpxq

é (em quase todo ponto) constante nos conjuntos estáveis.

Teorema 4.1 (Argumento de Hopf). Seja pX,µq um espaço métrico com probabilidade Borel.
Se f : X Ñ X preserva µ, então toda função ϕ P L2pµq invariante por f é W ss-saturada.

Demonstração. Primeiro consideremos ϕ P L2 uma função Lipschitz, com constante de Lipschitz
C. Pelo Teorema Ergódico de Birkhoff existe um conjunto de medida total, Gϕ � X, tal que

1
n

n�1̧

k�0
ϕpfkpxqq Ñ rϕpxq para todo x P Gϕ.

Seja x, y P Gϕ, y P W sspxq,����� 1n n�1̧

k�0
ϕpfkpxqq � 1

n

n�1̧

k�0
ϕpfkpyqq

����� ¤ C
1
n

n�1̧

k�0
dpfkpxq, fkpyqq Ñ 0, nÑ 8.
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Logo, rϕpxq � rϕpyq.
Agora, seja ϕ P L2, uma função invariante por f . Existe uma sequência ϕn de funções

Lipschitz limitadas tais que ϕn L2ÝÑ ϕ. Isto implica rϕn L2ÝÑ rϕ, como ϕ é invariante rϕ � ϕ. Assim,rϕn L2ÝÑ ϕ, então existe uma subsequência nl e um conjunto de medida total G0 tal que

rϕnlpxq Ñ ϕpxq para todo x P G0.

Para todo x, y P G0 XGϕnl
e y P W sspxq,
ϕpxq � lim rϕnlpxq � lim rϕnlpyq � ϕpyq.

Isto finaliza a prova.

Se f for invertível podemos dar a definição da partição instável de f :

W su � ty P X : dpf�npxq, f�npyqq Ñ 0, nÑ 8u,
junto com a definição de aplicação subordinada a W su ou W su-saturada, como no caso de W ss.
E assim obtemos:

Teorema 4.2. Seja pX,µq um espaço de medida, µ uma probabilidade Boreliana. Se f : X Ñ X

é invertível e preserva a medida µ, então toda função ϕ P L2pµq invariante por f é W ss e
W su-saturada.

Agora, ligando o Teorema 4.2 com a ergodicidade damos a definição a seguir.

Definição 4.3. W ss, W su são ditos conjuntamente ergódicos se

ϕ P L2pµq, W ss-saturada e W su-saturada, então ϕ q.t.p� const.

Teorema 4.3. Seja pX,µq um espaço de medida, com µ probabilidade Borel. Seja f : X Ñ X é
invertível e preserva a medida µ, se W ss e W su são conjuntamente ergódicos, então f é ergódica.

Demonstração. Seja ϕ P L2 uma função invariante por f . Pelo Teorema 4.2, ϕ é W ss,W su-
saturada, logo, pela hipótese ϕ � const. em quase todo ponto.

Embora neste capítulo vamos obter um resultado mais forte, notamos outro resultado
conhecido e simples, Uma vez que a ergodicidade conjunta não é afetada se substituirmos f por
fn, na verdade temos:

Teorema 4.4. Seja pX,µq um espaço de medida, onde µ é uma probabilidade Boreliana. Seja
f : X Ñ X invertível preservando a medida µ, se W ss e W su conjuntamente ergódicos, então
fn é ergódica para todo n P N.

Observação 4.2. No caso de difeomorfismos de Anosov as partições estável e instável coincidem
com as folheações estável e instável.
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4.2 Multiple Mixing

Definição 4.4. Sejam f : M Ñ M uma aplicação mensurável e µ uma probabilidade Borel,
invariante por f . Dizemos que f é mixing com relação à medida µ se dadas duas funções,
ϕ, ψ P L2pµq »

pϕ � fnq � ψ dµ ÝÑ
»
ϕdµ �

»
ψ dµ quando nÑ 8. (4.1)

Note que a definição anterior é equivalente a dizer que

ϕ � fn wÝÑ const. para toda ϕ P L2.

onde wÝÑ denota convergência na topologia fraca.

Observação 4.3. Um sistema mixing é necessariamente ergódico. De fato, suponhamos que
existe algum conjunto invariante A �M com 0   µpAq   1, tomando ϕ � ψ � χA, temos que»

pχA � fnq � χA dµ � µpf�npAq X Aq � µpAq para todo n,

enquanto
»
χA dµ

»
χA dµ � µpAqµpAq � µpAq2. Portanto µpAq � µpAq, isto é µpAq � 1 ou

µpAq � 0, logo f é ergódica.

Mas nem todo sistema ergódico é multiple mixing.

Exemplo 4.1. Considere θ P R irracional. Pela Proposição 1.8, a rotação Rθ no círculo S1 é
ergódica para a medida de Lebesgue m. No entanto, pRθ,mq não é mixing. De fato, se A,B � S1

são dois intervalos pequenos (com comprimento 1{10, por exemplo) então existem infinitos
valores de n tais que R�n

θ pAq XB � H e, portanto, mpRθpAq XBq � 0 para infinitos valores de
n, como mpAqmpBq � 0, o limite em (4.1) para ϕ � χA e ψ � χB não se verifica.

Definição 4.5. Dizemos que a medida µ é multiple mixing ou N-mixing se para todo N P N,

ϕ1, . . . , ϕN P L8 e qualquer vizinhança fraca U da função (constante)
N¹
i�1

»
ϕi dµ, existe K P R

tal que
N¹
i�1

ϕi � f
°i
j�1 nj P U para todo ni ¥ K, i � 1, . . . , N , isto é,

N¹
i�1

ϕi � f
°i
j�1 nj wÝÑ

N¹
i�1

»
ϕi dµ, ϕi P L8

Consideremos ψk �
N¹
i�1

ϕi � f
°i
j�1 njpkq com nipkq Ñ 8, k Ñ 8, ψk wÝÑ ψ, onde ψ �

N¹
i�1

»
ϕi dµ, então ψ é um ponto de acumulação (na topologia fraca) de ψk. O termo N -mixing
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significa que para ϕ P L8 existe só um ponto de acumulação na topologia fraca de
N¹
i�1

ϕi�f
°i
j�1 nj

o qual é
N¹
i�1

»
ϕi dµ.

Proposição 4.1. Uma medida de probabilidade Borel µ invariante por f é N-mixing se,
e somente se, dadas ϕ1, � � � , ϕN P L2pµq, todo ponto de acumulação na topologia fraca de
N¹
i�1

ϕi � f
°i
j�1 nj é constante.

Demonstração. Pela definição deN -mixing, existe somente um ponto de acumulação na topologia

fraca para
N¹
i�1

ϕi � f
°i
j�1 njpkq, o qual é

N¹
i�1

»
ϕi dµ (constante).

Suponhamos que todo ponto de acumulação na topologia fraca para
N¹
i�1

ϕi � f
°i
j�1 njpkq é

constante. Determinamos recursivamente a constante. Primeiro, tomemos ϕi � 1 para todo
i � 1, temos então que»

ϕ1 dµ �
»
ϕ1 � fn � 1 dµÑ const �

»
1 dµ � const.

Assim, a constante é
»
ϕ1 dµ para cada subsequência, portanto, ϕ1�fn wÝÑ

»
ϕ1 dµ; por simetria

ϕi � fn wÝÑ
»
ϕi dµ, em particular ϕ2 � fn2 wÝÑ

»
ϕ2 dµ, quando n1 � n2 Ñ 8.

Supondo agora que ϕi � 1 para todo i R t1, 2u, então»
ϕ1 � fn1ϕ2 � fn1�n2 � 1 dµ �

»
pϕ1ϕ2 � fn2q � fn1 dµ �

»
ϕ2 � fn2ϕ1 dµÑ

» �»
ϕ2 dµ



ϕ1 dµ.

Portanto, pϕ1 � fn1qpϕ2 � fn1�n2q wÝÑ
»
ϕ1 dµ

»
ϕ2 dµ, e isto acontece para qualquer ϕi, logo o

mesmo argumento temos que
N¹
i�1

ϕi � f
°i
j�1 nj wÝÑ

N¹
i�1

»
ϕi dµ.

4.3 O Argumento de Hopf Unilateral

Proposição 4.2. Sejam X um espaço métrico, f : X Ñ X, µ uma probabilidade Borel
invariante, ϕi P L2pµq, então qualquer ponto de acumulação na topologia fraca de

N¹
i�1

ϕ � f
°i
j�1 njpnq, com nipnq Ñ 8, quando nÑ 8
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é W ss-saturados.

Demonstração. Suponhamos primeiro, ϕi P L2 funções Lipchitz limitadas. Consideremos ψn �
N¹
i�1

ϕi � f
°i
j�1 njpnq, e seja ψ um ponto de acumulação na topologia fraca de ψn, isto é, ψnj

wÝÑ ψ

para alguma subsequência nj, para simplificar a notação diremos simplesmente que ψn wÝÑ ψ.
Pelo Lema de Banach-Saks (veja [5]), existe uma subsequência tψnkukPN tal que

1
m

m�1̧

k�0
ψnk

L2ÝÑ ψ, mÑ 8.

Mas, isto implica que existe uma subsequência ml tal que

Ψpxq � 1
ml

ml�1¸
k�0

ψnkpxq Ñ ψpxq quando l Ñ 8, para µ-quase todo x P X.

Seja G o conjunto onde vale esta convergência, para todo x, y P G.

|Ψlpxq �Ψlpyq| � 1
ml

�����ml�1¸
k�0

ψnkpxq � ψnkpyq
�����

¤ 1
ml

ml�1¸
k�0

|ψnkpxq � ψnkpyq|.

Abusando da notação escrevemos ψml�1 �
N¹
i�1

ϕi �fniplq no lugar de
N¹
i�1

ϕi �f
°i
j�1 njpml�1q. Assim,

|Ψlpxq �Ψlpyq| ¤ 1
ml

����� N¹
i�1

ϕi � fniplqpxq �
N¹
i�1

ϕi � fniplqpyq
�����

� 1
ml

����� Ņ
j�1

�
j�1¹
i�1

ϕi � fniplqpxq
� �
ϕi � fniplqpxq � ϕi � fniplqpyq

� �j�1¹
i�1

ϕi � fniplqpyq
������

Como ϕi é limitada e Lipschitz, temos que
�
ϕi � fniplqpxq � ϕi � fniplqpyq

� Ñ 0 quando l Ñ 8

e os produtos
�
j�1¹
i�1

ϕi � fniplqpxq
�
e
�
j�1¹
i�1

ϕi � fniplqpyq
�
são limitados, então ψ é W ss-saturada.

Agora, para ϕi P L2pµq arbitrarias, existem rϕi P L2pµq funções Lipschitz limitadas, tais que
para cada i, rϕi é suficientemente próxima de ϕi, então����� N¹

i�1
ϕi � f

°i
j�1 nj �

N¹
i�1
rϕi � f°ij�1 nj

�����
2

¤ C
Ņ

i�1
}ϕi � rϕi}2.

Assim, se ϕ é um ponto de acumulação na topologia fraca de
N¹
i�1

ϕi �f
°i
j�1 nj , então ϕ é um ponto

de acumulação fraco de
N¹
i�1
rϕi � f°ij�1 nj o que implica que ϕ é W ss-saturado, como queríamos

mostrar.
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A Proposição 4.1 fornece de forma imediata uma consequência forte da Proposição 4.2.

Teorema 4.5. Uma aplicação f é multiple mixing se toda função ϕ P L2pµq W ss-saturada é
constante em quase todo ponto.

No Exemplo 1.3 as linhas de contração têm inclinação irracional, então as interseções de
cada uma com o círculo S1 � t0u � S1 � S1 � T2 são a órbita de uma rotação irracional cuja
ergodicidade implica que a partição estável W ss é ergódica, Proposição 1.8.

Logo pelo Teorema 4.5 obtemos o seguinte resultado.

Proposição 4.3. Se A �
�

2 1
1 1

�
, então FA é multiple mixing com respeito à medida de

Lebesgue.

4.4 O Argumento de Hopf Bilateral

Teorema 4.6. Seja pX,µq um espaço métrico, com medida de probabilidade Borel, µ. Se
f : X Ñ X é uma aplicação invertível que preserva µ e ϕ P L2pµq, então qualquer ponto de
acumulação na topologia fraca de Un

f pϕq com nÑ 8 é W ss,W su-saturado. Onde Uf é o operador
linear dado por

Uf : L1pµq Ñ L1pµq
ϕ ÞÑ Uf pϕq � ϕ � f.

O operador Uf é chamado de operador de Koopman.

Demonstração. Denotemos por I � L2pµq o subespaço fechado de funções W ss-saturadas, e por
IK � tϕ P L2pµq : xϕ, ψy � 0 para todo ψ P Iu o seu complemento ortogonal. Seja tniu uma
subsequência tal que Uni

f
wÝÑ ψ, devemos mostrar que ψ P I. Seja ϕ � ϕI � ϕK P I ` IK e

uma subsequência tniku tal que U
nik
f pϕIq wÝÑ ψI , U

nik
f pϕKq wÝÑ ψK, portanto ψ � ψI �ψK, pela

Proposição 4.2, ψK é W ss-saturado, pois é um ponto de acumulação fraco de ϕ � fn, logo temos
que U�n

f pψKq também é W ss-saturado para todo n, e portanto ψ1 � lim
kÑ8

U
�nik
f pψKq é W ss-

saturado. Por outro lado, aplicando a Proposição 4.2 a ψK e f�1 temos que ψ1 é W ss-saturado,
isto é, ψ1 P I, temos então

xψK, ψKy � lim
iÑ8

xUni
f pϕKq, ψKy � lim

iÑ8
xϕK, U�ni

f pψKqy � xϕK, ψ1y � 0

Portanto, ψK � 0 e assim, ψ � ψI P I, dado que ψI é W ss-saturada, segue que os pontos de
acumulação na topologia fraca de Un

f pϕq são W ss,W su-saturados.
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Teorema 4.7. Seja X um espaço métrico com medida de probabilidade Borel µ e seja f : X Ñ X

invertível, preservando µ. Se W ss,W su são conjuntamente ergódicos, então f é mixing.

Demonstração. Seja ϕ P L2pµq, então qualquer ponto de acumulação na topologia fraca de
U�n
f pϕq é W ss,W su-saturado. Desde que W ss,W su são conjuntamente ergódicos, segue que se

ψ é um ponto de acumulação fraco de de Un
f pϕq então ψ � const. em quase todo ponto. Assim,

ϕ � fni wÝÑ const., como

lim
iÑ8

xϕ � fni , 1y � lim
iÑ8

»
ϕ � fni dµ �

»
ϕdµ,

portanto, const. �
»
ϕdµ, assim, mostramos que ϕ � fn wÝÑ

»
ϕdµ para toda ϕ P L2pµq, logo

f é mixing.

Teorema 4.8. Seja X é um espaço métrico com probabilidade Borel µ, f : X Ñ X invertível
preservando µ, se

ϕ P L2pµq f -invariante,W ss-saturada e W su-saturadañ ϕ � const. em quase todo ponto,

então f é ergódica.

Demonstração. Seja ϕ uma aplicação invariante por f , então ϕ é um ponto de acumulação na

topologia fraca de ϕ �
N¹
i�1

ϕi � fni , (N � 1, ϕi � ϕ), portanto ϕ é W ss e W su-saturada, logo

pela hipótese, ϕ é constante em quase todo ponto.

Aplicamos agora estes resultados aos automorfismos hiperbólicos no toro, como o Exemplo
1.3, para demonstrar o uso clássico do argumento de Hopf para obter ergodicidade, exceto que o
Teorema 4.7 implica que o sistema é mixing, um resultado mais forte que ergodicidade.

Proposição 4.4. Seja A P GLpm,Zq hiperbólica, então o automorfismo FA do toro Tm induzida
por A é mixing com respeito à medida de Lebesgue.

Demonstração. Denotemos por Es a projeção sobre o toro do subespaço linear associado aos
autovalores de módulo menor do que 1 e Eu a projeção sobre o toro do subespaço associado
aos autovalores de módulo maior que 1. Seja p P Tm As variedades estável e instável para a
aplicação FA são dadas por

W ssppq � p� Es e W suppq � p� Eu respectivamente

Escolhamos um sistema de coordenadas nas direções de Es e Eu, que dá uma carta px, yq P U
definida em uma vizinhança U de um ponto arbitrário do toro, nesta carta, as subvariedades
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estável e instável são horizontais e verticais respetivamente a medida de Lebesgue toma a forma
dxdy. Seja ϕ P L2pTmq e ψ um ponto de acumulação de ϕ � F n

A na topologia fraca. Temos
que ψ é W ss e W su-saturada, isto é, existe um conjunto de medida total G � Tm, tal que
x, y P G, y P W sspxq implica que ψpyq � ψpyq, e também se x, y P G, y P W supxq implica que
ψpyq � ψpyq, precisamos mostrar que ψ é constante, assim pelo Teorema 4.7 temos que f é
mixing. De fato, sejam Ds � Es e Du � Eu dois discos pequenos e p P Tm, então p tem uma
vizinhança que é uma rotação e translação da forma Ds�Du e C � GX pDs�Duq tem medida
de Lebesgue total em Ds �Du, isto é, se µs, µu denotam as medidas de Lebesgue normalizadas
em Ds, Du e µ � µs � µu, então

»
Ds�Du

χC dµ � 1. Pelo Teorema de Fubini, temos

1 �
»
Ds�Du

χC dµ �
»
Ds

»
Du
χC dµ

sdµu,

assim,
»
Du
χCpu, �q dµu � 1 para µs-quase todo ponto u P Ds.

Fixemos u0 P Ds, consideremos o conjunto Cs :� Ds � pC X ptu0u �Duqq, notemos que Cs

tem medida total. Se pu, vq, pu1, v1q P Ds X C, então

ψpu, vq � ψpu0, vq � ψpu0, v
1q � ψpu1, v1q.

Isto aplica-se para qualquer vizinhança arbitrária de p P Tm, assim, pela conexidade de Tm,
ψ � const. em quase todo ponto.

4.5 Estrutura de Produto e Continuidade Absoluta II
Dado que no contexto geral não podemos usar o Teorema de Fubini como na Proposição 4.4,

é necessário estabelecer as definições de vizinhanças com estrutura de produto e a continuidade
absoluta das folheações invariantes.

Definição 4.6. Seja pX,µq um espaço métrico de probabilidade Borel, f : X Ñ X uma
aplicação invertível preservando a medida µ. Dizemos que V � X é um conjunto com estrutura
de produto se, para x P V e k P tss, suu existem W k

locpxq � W kpxq e uma aplicação mensurável
r�, �s : V � V Ñ X com rx, ys P W ss

locpxq XW su
locpyq.

Definição 4.7. Dizemos que W ss é absolutamente contínua II em um conjunto com estru-
tura de produto, V (com relação a µ) se para cada x P V e k P tss, suu existem medidas
µkx em W k

locpxq tal que µuxpNq � 0 implica µuyprN, ysq � 0 e se ψ P L1pµq então
»
V

ψ dµ �»
W ss
loc

pzq

»
W su
loc

pxq

ψ dµux dµ
s
zpxq.
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Corolário 4.1. Se f : M ÑM é um difeomorfismo de Anosov de classe C2, então as folheações
estável e instável são absolutamente contínua II.

Demonstração. Imediata do Teorema 3.2.

4.6 Consequências

Teorema 4.9. Seja pX,µq é um espaço métrico com probabilidade Borel, e f : X Ñ X invertível
preservando a medida µ ergódica. Se W ss é absolutamente contínua II em um conjunto com
estrutura produto V , e µpf�1pV q X V q ¡ 0, então W ss é ergódica.

Corolário 4.2. Seja X um espaço métrico com probabilidade Borel µ e f : X Ñ X invertível
preservando µ e totalmente ergódica. Se W ss absolutamente contínua em um conjunto com
estrutura de produto V com µpV q ¡ 0, então f é multiple mixing.

Demonstração. Pelo Teorema de Recorrência de Poincaré, existe N P N tal que µpfNpV qXV q ¡
0, então para fN as hipóteses do Teorema 4.9 são satisfeitas, logo W ss é ergódica, pelo Teorema
4.5 f é multiple mixing.

Teorema 4.10. Seja pX,µq um espaço métrico separável com probabilidade Borel µ com suporte
supppµq � tx P X : µpUq ¡ 0, quando x P U, U abertou conexo e f : X Ñ X uma aplicação
invertível preservando µ. SeW ss é absolutamente contínua II nos conjuntos abertos com estrutura
de produto que cobrem o supppµq, então fn é ergódica para todo n P N e, portanto, multiple
mixing pelo Corolário 4.2.

Demonstração. Em virtude do Teorema 4.4, é suficiente mostrar que W ss e W su são conjunta-
mente ergódicas.

Seja ϕ P L2, W ss,W su-saturada, vejamos que ϕ é constante em quase todo ponto.

Como µpXzsupppµqq � 0, é suficiente mostrar que ϕ é constante em supppµq, dado que pela
hipótese supppµq é conexo, mostraremos que ϕ é localmente constante em quase todo ponto.
Como ϕ é W ss,W su-saturada, existe G � X tal que µpGq � 1 e se x, y P G, y P W sspxq então
ϕpyq � ϕpxq e também y P W supxq implica ϕpyq � ϕpxq.

Sejam x0 P G X supppµq e V � X uma vizinhança aberta de x com estrutura de produto,
vejamos que ϕ é constante em quase todo ponto de V .

Consideremos

G0 �
�� ¤
yPW ss

loc
px0qXG

W su
locpyq

�XG.
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Temos que,

µpG0 X V q �
»
V

χG0 dµ �
»
W ss
loc

pyq

»
W su
loc

px0q

χG0 dµ
u
x0 dµ

s
ypx0q

�
»
W ss
loc

pyq

»
W su
loc

px0q

χV dµ
u
x0 dµ

s
ypx0q

�µpV q.

Portanto, G0 tem medida total em V Seja z P G0 X V , então existe y P W ss
locpx0q X G tal que

z P W su
locpyq XG, logo

ϕpzq � ϕpyq � ϕpx0q.
Isto implica que ϕ é constante em quase todo ponto x P V , logo ϕ é constante em quase todo
ponto de supppµq, como queríamos mostrar. Assim, obtemos que W ss e W su são conjuntamente
ergódicos, pelo Teorema 4.4 f é totalmente ergódica, assim, pelo Corolário 4.2 f é multiple
mixing.

Obtemos como consequência direta do Teorema 4.10 um dos resultados principais que
queríamos mostrar neste trabalho.

Corolário 4.3. Difeomorfismos de Anosov de classe C2 preservando volume são ergódicos.

Para provar o Teorema 4.9 usaremos os seguintes lemas:

Lema 4.1. A continuidade absoluta II em Vf � f�1pV q X V implica continuidade absoluta de
T : Vf Ñ X, x ÞÑ T pxq :� rfpxq, xs, isto é, T�µ ! µ.

Demonstração. Note que pela definição da aplicação T temos que T pVf q � V , portanto, para
mostrar T�µ ! µ podemos tomar N � V com µpNq � 0. Pela continuidade absoluta II de W ss

temos,
0 � µpNq �

»
V

χN dµ �
»
W ss
loc

pzq

»
W su
loc

pxq

χN dµ
u
x dµ

s
zpxq.

Assim, fixado z0, existe E0 � W ss
locpz0q tal que µssz0pE0q � 1 e para todo x P E0,

»
W su
loc

pxq

χN dµ
u
x � 0.

Considere o conjunto W su-saturado, E �
¤
xPE0

W su
locpxq, note que

µpEq �
»
W ss
loc

px0q

»
W su
loc

pyq

χE dµ
u
y dµ

s
x0pyq �

»
W ss
loc

px0q

χE0 dµ
s
x0 � 1.

Seja x P E, então existe x0 P E0 tal que x P W su
locpx0q, logo W su

locpxq � W su
locpx0q, portanto,»

W su
loc

px0q

χN dµ
u
x0 � 0 implica

»
W su
loc

pxq

χN dµ
u
x � 0.
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Desde que µ é invariante por f , µuxpNq implica que µuf�1pxqpf�1pNqq � 0, logo pela continuidade
absoluta, temos que µuxprf�1pNq, xsq � 0. Portanto,»

W supxq

χT�1pNq dµ
u
x � 0 para todo z P E.

Então, considerando NW � VfzE

pT�µqpNq �
»
χT�1pNq dµ �

»
W ss
loc

pzqzNW

»
W su
loc

pxq

χT�1pNq dµ
u
xdµ

s
z �

»
NW

χT�1pNq dµ

�
»
W ss
loc

pzqzNW

0 dµszpxq � 0 � 0.

Portanto, pT�µqpNq � 0, logo T�µ ! µ.

Para cada x P Vf X T�1pVf q, da definição de T temos que T pxq P W supxq, portanto
dpf�npxq, f�npT pxqqq Ñ 0 quando n Ñ 8. Logo pelo teorema de Egorov, existe U � Vf X
T�1pVf q com µpUq ¡ 0 tal que dpf�n, f�n � T q Ñ 0 uniformemente neste conjunto. Definamos

Tnpxq :�
$&%pf�n � T � fnqpxq se x P f�npUqId em outro caso,

afirmamos que Tn converge pontualmente à identidade, de fato, seja x P Vf e n P N grande tal
que dpf�n, f�n � T q é suficientemente pequena. Se x R f�npUq então Tnpxq � x, se x P f�npUq,
x � f�npyq para algum y P U , então dpx, Tnpxqq � dpf�npyq, f�npT pyqqq é pequeno, o que
implica que Tnpxq Ñ x, como afirmamos. Seja A mensurável

Tn�µpAq �pf�n � T � fnq�µpAq � µpf�npT�1pfnpAqqqq � µpT�1pfnpAqqq

�T�µpfnpAqq �
»
fnpAq

g dµ �
»
A

g � fn dµ, onde g :�
�
dT�µ

dµ

�
,

assim, a derivada de Radon-Nikodym de Tn é gn �
�
dTn�µ

dµ

�
�
�
dT�µ

dµ

�
� fn em f�npUq e 1 em

outro caso, mas isto implica que gn é uniformemente integrável, de fato, seja Ln � tx : gnpxq ¡
Mu, então

fnpLnq � tfnpxq : gnpxq ¡Mu � ty : gnpf�npyqq ¡Mu � ty : gpyq ¡Mu

Assim, »
Ln

gn dµ �
»
Ln

�
dT�µ

dµ

�
� fn dµ �

»
fnpLnq

�
dT�µ

dµ

�
dµ �

»
ty : gpyq¡Mu

g dµ.

Lema 4.2. Seja X um espaço métrico com medida de probabilidade µ. Tn : X Ñ X satisfazendo

Tn Ñ Id em quase todo ponto, Tn�µ ! µ, e gn �
�
dTn�µ

dµ

�
uniformemente integrável. Se ϕ P L8,

então }ϕ � Tn � ϕ}1 Ñ 0 quando nÑ 8.
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Demonstração. Seja ψ contínua com }ψ}8 ¤ }ϕ}8, então

}ϕ � Tn � ϕ}1 ¤ }pϕ� ψq � Tn}1 � }ψ � Tn � ψ}1 � }ψ � ϕ}1.

Desde que Tn Ñ Id temos que ψ � Tn � ψ Ñ 0, logo como }ψ}8 ¤ }ϕ}8 pelo teorema da
convergência dominada segue que

lim
nÑ8

»
|ψ � Tn � ϕ| dµ � 0,

portanto }ψ � Tn � ψ}1 Ñ 0 quando nÑ 8. Agora, para ε ¡ 0, dado que gn é uniformemente
integrável existe M P N tal que

2}ϕ}8
»
gn¡M

gn dµ   ε{2.

Escolhamos ϕ P L8 tal que }ψ � ϕ} ¤ ε

2pM � 1q , então

}pϕ� ψq � Tn}1 �
»
|ϕ� ψ| � Tn dµ � int|ϕ� ψ| � gn dµ

¤M}ϕ� ψ}1 � 2ϕ}8
»
gn

gn dµ

¤ ε

2pM � 1q � ε{2   ε.

Demonstração do Teorema 4.9. Seja ϕ P L8, W ss-saturada, precisamos mostrar que ϕ é cons-
tante. Seja G � X, µpGq � 0 tal que se x, y P G e y P W sspxq então ϕpyq � ϕpxq. Note que
para mostrar que ϕ é constante é suficiente mostrar que ϕ é invariante por f , pois f é ergódica.

Seja ε ¡ 0, vamor mostrar que µptx P X : |ϕpfpxqq � ϕpxq| ¡ εuq. Temos que para todo
x P GX f�n Tnpxq P W sspfpxqq, de fato, existe y P U tal que f�npyq � x, logo

Tnpxq � f�npT pfnpxqqq � f�npT pyqq � f�nprfpyq, ysq P f�npW sspfpyqq XW supyqq,

portanto, como ϕ é W ss saturada ϕpTnpxqq � ϕpfpxqq, então

µpf�npUq X tx P G : |ϕpfpxqq � ϕpxq| ¡ εuq � µpf�npUq X tx P G : |ϕpTnpxqq � ϕpxq| ¡ εuq

Pelo Lema 4.2 esta medida converge a zero quando nÑ 8. SejaB :� tx P G : |ϕpfpxqq�ϕpxq| ¡
εu. Pelo Teorema Ergódico de Birkhoff temos que

1
n

n�1̧

k�0
χU � f�kpxq Ñ rϕpxq para quase todo ponto x P X.
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Dado que rϕ é invariante por f , segue da ergodicidade de f que

rϕpxq � » χUpxq dµ � µpUq,

isto é, rϕ é constante. Assim,

1
n

n�1̧

k�0
χU � f�k L2Ñ µpUq, portanto, 1

n

n�1̧

k�0
χU � f�k � χB L2Ñ µpUqχB.

Note que

����� 1n n�1̧

k�0
χU � f�k � χB

����� ¤ 1, logo pelo Teorema da convergência dominada temos que

lim
nÑ8

» 1
n

n�1̧

k�0
χU � f�k � χB dµ �

»
µpUqχB dµ � µpUqµpBq.

De outro lado temos

lim
nÑ8

» 1
n

n�1̧

k�0
χU � f�k � χB dµ � lim

nÑ8

1
n

n�1̧

k�0

»
χU � f�k � χB dµ � lim

nÑ8

n�1̧

k�0
µpf�kpUq XBq

� lim
nÑ8

n�1̧

k�0
µpf�kpUq X tx P G : |ϕpfpxqq � ϕpxq| ¡ εuq � 0,

dado que µpUq ¡ 0, implica que µpBq � 0. Como ε ¡ 0 é arbitrário, segue que ϕ é invariante
por f , como f é ergódica implica que ϕ é constante, como queríamos mostrar, portanto W ss é
ergódica.
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