UNIVERSIDADE ESTADUAL DE
CAMPINAS

Instituto de Matematica, Estatistica e
Computacao Cientifica

MARCIELIS ESPITIA NORIEGA

Ergodicidade de difeomorfismos de Anosov de

classe C*?

Campinas
2019



Marcielis Espitia Noriega

Ergodicidade de difeomorfismos de Anosov de classe C*

Dissertacao apresentada ao Instituto de Mate-
matica, Estatistica e Computacao Cientifica da
Universidade Estadual de Campinas como parte
dos requisitos exigidos para a obtencao do titulo
de Mestra em Matematica.

Orientador: Gabriel Ponce

Este exemplar corresponde a versao fi-
nal da Dissertacao defendida pela aluna
Marcielis Espitia Noriega e orientada
pelo Prof. Dr. Gabriel Ponce.

Campinas
2019



Ficha catalogréfica
Universidade Estadual de Campinas
Biblioteca do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
Ana Regina Machado - CRB 8/5467

Espitia Noriega, Marcielis, 1992-
Es65e Ergodicidade de difeomorfismos de Anosov de classe C"2 / Marcielis
Espitia Noriega. — Campinas, SP : [s.n.], 2019.

Orientador: Gabriel Ponce.
Dissertacéo (mestrado) — Universidade Estadual de Campinas, Instituto de
Matemética, Estatistica e Computacédo Cientifica.

1. Teoria dos sistemas dinamicos. 2. Teoria ergddica. 3. Folheacdes
(Matemdtica). 4. Anosov, Difeomorfismos de. I. Ponce, Gabriel, 1989-. II.
Universidade Estadual de Campinas. Instituto de Matematica, Estatistica e
Computacao Cientifica. Ill. Titulo.

Informacdes para Biblioteca Digital

Titulo em outro idioma: Ergodicity of Anosov diffeomorphisms of class C"2
Palavras-chave em inglés:

Dynamical systems theory

Ergodic theory

Foliations (Mathematics)

Anosov diffeomorphisms

Area de concentragdo: Matematica
Titulacdo: Mestra em Matematica

Banca examinadora:

Gabriel Ponce [Orientador]

Douglas Duarte Novaes

Fernando Pereira Micena

Data de defesa: 08-03-2019

Programa de P6s-Graduagédo: Matemética

Identificacdo e informagdes académicas do(a) aluno(a)
- ORCID do autor: https://orcid.org/0000-0002-8541-8646
- Curriculo Lattes do autor: http://lattes.cnpg.br/5453351276139455



Dissertacao de Mestrado defendida em 08 de marco de 2019 e aprovada

pela banca examinadora composta pelos Profs. Drs.

Prof(a). Dr(a). GABRIEL PONCE

Prof(a). Dr(a). DOUGLAS DUARTE NOVAES

Prof(a). Dr(a). FERNANDO PEREIRA MICENA

A Ata da Defesa, assinada pelos membros da Comissdo Examinadora, consta no
SIGA/Sistema de Fluxo de Dissertacao/Tese e na Secretaria de Pos-Graduacao do Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica.



Agradecimentos

Agradeco, primeiramente, a Deus por absolutamente tudo.
A minha familia pelo amor incondicional.

Ao meu orientador, Prof. Dr. Gabriel Ponce, pela paciéncia, disposi¢io e inumeras horas que

dedicou a me ajudar.
Ao meu esposo, namorado e amigo, Juan que esteve sempre ao meu lado nestes ultimos 5 anos.

A todos meus professores pela experiéncia e conhecimento compartilhado.

A FAEPEX/FUNCAMP pelo apoio financeiro (Bolsa de Mestrado [2242/17)).



Resumo

Esta dissertacao tem como principal objetivo estudar as propriedades fundamentais dos sistemas
dindmicos centrando nossa atencdo nos difeomorfismos de Anosov de classe C?. Faremos
observacoes sobre carateristicas relevantes para esta classe de difeomorfismo, sendo nosso
resultado principal a ergodicidade destes difeomorfismos. A demonstragao da ergodicidade de
tais difeomorfismos sera feita a partir de uma analise geométrica, usando o argumento de Hopf,
mostrando primeiro a existéncia e continuidade absoluta das folheacoes estavel e instavel e entao

usando o argumento de Hopf concluir a ergodicidade dos difemorfismos de Anosov.

Palavras chaves: Sistemas dinamicos hiperbdlicos, Difeomorfismo de Anosov, variedade estavel,

variedade instavel, teoria ergddica, argumento de Hopf.



Abstract

This thesis aims to study of the fundamental properties of the dynamical systems focusing our
attention on the Anosov diffeomorphism of class C?. We will make observations about relevant
characteristics of this class of diffeomorphism, being our main result that these diffeomorphisms
are ergodic. The proof of the ergodicity of Anosov diffeomorphismos will be made from a
geometric analysis using the Hopf argument showing first the existence and absolute continuity
of the stable and unstable foliations, and then using Hopf’s argument to conclude the ergodicity

of Anosov’s difemorphisms.

Keywords: Hyperbolic dynamical systems, Anosov diffeomorphism, stable manifold, unstable

manifold, ergodic theory, Hopf argument.
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Introducao

A teoria dos Sistemas Dindmicos é uma area recente da matematica, tendo sua origem no
final do século XX com os estudos de Mecanica Celeste de Newton e com os trabalhos de Henri
Poincaré, relativos aos estudos de movimentos dos corpos celestes, tais como planetas e cometas,
cuja abordagem até entao estava focada no sentido de resolver equagoes diferenciais, que em
sua maioria nao podem ser resolvidas por meio de féormulas e calculos. Poincaré propos entao
utilizar ferramentas vindas de dreas como Topologia, Geometria, Algebra e Anglise para obter
uma descricao qualitativa e, quando possivel, quantitativa do sistema. Por volta da década de
1960 grandes matematicos como Birkhoff, Smale, Palis, Anosov, Arnold, Sinai e muitos outros

fizeram contribui¢oes fundamentais nesta area, comprovando assim, a forca da ideia de Poincaré.

A nocgao geral de um sistema dindmico consiste em uma variedade ambiente M e uma lei
f: M — M, a tempo discreto ou continuo, que relaciona seu estado presente com seu estado
passado e futuro. A teoria dos Sistemas Dindmicos busca descrever a evolugao temporal das
6rbitas do sistema através da identificacao de padroes e do seu comportamento assintético. Uma
forma particular de obter informacao sobre a evolugao de um sistema dindmico em um espago
com uma medida invariante, é estudar suas propriedades estatisticas e geométricas de medidas
invariantes, o estudo destas propriedades constituem a teoria ergodica. Mais precisamente,
considere variedade ambiente M dotada com uma medida de probabilidade y e f uma aplicacao
invariante pela medida p, ou seja, pu(f*(A)) = u(A) para todo o conjunto A mensuravel. A
teoria ergddica busca descrever as propriedades que sao validas para quase toda trajetéria do
sistema com relagao a medida p. Dizemos que um sistema tem propriedade de ergodicidade, ou
que é ergddico se os tnicos conjuntos onde as orbitas de todos os pontos do conjunto pertencem
ao conjunto tém medida zero ou um, isto é, f : M — M ¢ ergddica se para todo conjunto
mensuravel £ = M com f '(E) c E, temos u(E) =0 ou u(E) = 1.

Na década de 1960 o matematico russo Dmitri Victorovich Anosov, estudou uma classe de
sistemas globalmente hiperbélicos que ficaram conhecidos como difeomorfismos de Anosov [1], a
qual sera o principal objeto de estudo deste trabalho. Um difeomorfismo f : M — M de classe
C" é dito de Anosov se existe uma métrica riemanniana e uma decomposicao do espaco tangente
T.M = E*(s)®FE"(x) tais que D, f(E*(x)) = E°(f(x)) e D.f(E*(x)) = E*(f(x)), D, f restrito
a E; ¢ uma contragao uniforme e D, f restrito a £, ¢ uma expansdo uniforme. Associamos a
estes difeomorfismos a existéncia de estruturas geométricas dinamicamente invariantes, como
é o caso das folheagoes estavel e instavel, que sao essenciais para a obtencao de propriedades
métricas e ergddicas do sistema em questao. Tais estruturas nos permitem identificar diversas

propriedades dindmicas dos difeomorfismos de Anosov e demonstra que tais difeomorfismos,
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quando forem C? e preservarem a medida de volume, serdo ergodicos.

Com intuito de tornar este trabalho autocontido, no primeiro capitulo introduzimos conceitos
basicos e exemplos de sistemas dindmicos e alguns resultados da teoria ergddica para analisar
o comportamento de alguns sistemas. Provamos também algumas ferramentas de variedades
riemanniana e topologia diferencial que serao de utilidade nos capitulos posteriores. No Capitulo
2 estabelece-se a no¢ao de hiperbolicidade, e consequentemente de difeomorfismos de Anosov de
classe C?, com a construcao das folheactes estéveis e instédveis, dadas por um difeomorfismo de
Anosov, usando o método de Hadamard-Perron para a construcao das familias de variedades
que constituem estas folheagoes. No Capitulo 3, demonstramos a continuidade absoluta destas
folheagoes. No Capitulo 4 estudaremos a ergodicidade de um difeomorfismo Anosov de classe
C? que preservam volume através do conhecido argumento de Hopf, uma técnica desenvolvida
por Eberhard Hopf [7], este argumento é a principal ferramenta para derivar a ergodicidade
da hiperbolicidade na auséncia de uma estrutura algébrica (a ferramenta alternativa é a teoria
dos estados de equilibrio). O argumento aqui empregado é baseado em um resultado recente de
Coudeéne, Hasselblatt e Troubetzkoy [4] e demonstra, na verdade mais do que ergodicidade, tal
argumento tem a vantagem de ser adaptavel para casos mais gerais e aproveita as informacoes

dindmicas fornecidas pelo sistema.
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1 Preliminares

Com o objetivo de fazer este trabalho autocontido, neste capitulo serdao apresentados de forma
rapida uma breve introducao a dinamica hiperbdlica, apresentaremos também elementos basicos
da teoria ergodica e um exemplo de aplicacao do argumento de Hopf para uma transformacao
linear, que sera posteriormente usado de forma mais geral, junto com outros resultados de nosso
interesse (uma introducao mais detalhada a tais aspetos da teoria podem ser encontrados em
[8], [16], [3], [9], [10] e [15]).

1.1 Aplicacbes com orbitas convergentes

1.1.1 Contracoes

Esta secao ¢é dedicada ao estudo de um dos exemplos mais simples e importantes de sistemas
dindmicos, uma aplicagao de contratagao em um espaco métrico. A partir das aplicagoes de

contracao obtemos o Principio de contracao de Banach que serd de ajuda nos préximos capitulos.

Definic¢ao 1.1. Seja (X, d) um espago métrico. A aplicagio f: X — X € dita uma contragao
se existe 0 < A < 1 tal que para quaisquer x,y € X

d(f(z), f(y)) < A-d(z,y). (1.1)

Notemos que a desigualdade (1.1) implica a continuidade da aplicacao f.

O seguinte resultado é fundamental e fornece a imagem completa, e muito simples, do

comportamento assintético para o sistema dinamico gerado por uma aplicacdo de contracao.

Proposigao 1.1 (Principio de Contragao de Banach). Seja X um espago métrico completo e
f: X — X uma contragdo. Entdo f tem um unico ponto fizo p € X e para todo x € X a drbita

de x converge exponencialmente a p.
Demonstragdo. Iterando (1.1), temos que para qualquer inteiro n

d(f™(x), ["(y)) < A" -d(x,y), para todo x,ye€ X, (1.2)
entao como 0 < A < 1 temos

d(f™"(z), f"(y)) = 0, quando n — oo.
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Como consequéncia, para todo x € X a sequéncia de {f"(z)},eny é uma sequéncia de Cauchy,
pois para todo m = n

A (@) fr )< S AT @), ) (13
<Y ()0 < o

k=0

>
Il

|
3

d(f(z),z) >0, com n — oo. (1.4)

Portanto, para todo x € X a sequéncia {f"(z)}nen é convergente e o limite ndo depende de z.

Seja p o limite de {f"(z)}, entdo
fp) = lim f(f"(p)) = lim f"*'(p) = p.

n—00 n—00

ou seja, p é ponto fixo de f. Dado que f é uma contragao, p é o inico ponto fixo de f.

Finalmente, tomando o limite quando m vai para infinito em (1.3) temos que

)\n
S d(f (). ),

Assim, a sequéncia {f"(z)},en converge a p. O

d(p, ["(z)) <

Portanto, o Principio de Contragdo de Banach garante que para uma aplicacao de contracao
a orbita de qualquer ponto converge para um tnico ponto fixo. Este resultado serd usado no
decorrer de nosso estudo, o qual sera aplicado, nao ao sistema dinamico original no espaco
de fase, mas a uma determinada transformacgao em um espago funcional associado ao sistema
dindmico.

Como primeiro exemplo de aplicagao deste principio, mostraremos que, assumindo uma
condi¢ao de nao degeneracao no diferencial, a existéncia de um ponto peridédico de periodo m é

estavel sob pequenas perturbacgoes.

Proposicao 1.2. Seja p um ponto periddico de periodo m de uma aplicacio f de classe C* tal
que o diferencial D f)"* nao possui 1 como autovalor. Se g € uma aplicagio suficientemente perto
de f na topologia C', entdo existe um dnico ponto periddico de g com periodo m localizado perto

de p.

Demonstragio. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que M = R", p =0em = 1.
Consideremos a aplicacao F' := f — Id. Dado que 1 nao ¢ autovalor de D fy, pelo Teorema da
aplicacao inversa F' ¢ invertivel em uma vizinhanca compacta B de 0, a qual podemos tomar
como sendo uma bola fechada de raio R > 0. Seja ¢ uma aplicacdo de classe C! perto de f,
vejamos que ¢ tem um unico ponto fixo em B. Consideremos H = f — g. Entdo x € B é um

ponto fixo de g se, e somente se,

v —g(x) = (f = H)(x) = (F + Id = H)(x),
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isto é, se e somente se (F — H)(x) = 0, ou equivalentemente z = F~' o H(x). Assim é suficiente
mostrar que F~' o H tem um tinico ponto fixo em B. Para este fim, mostremos que F'~* o H

¢ uma contracao em B. Tomemos € > 0 suficientemente pequeno e |f — g| < €, de forma que
H(B) ¢ B. Além disso, se L = max IDF~1|, entdo
e

|F= H(0)] < LIH(0)] < Le,
pois F1(0) = 0. Entdo

|F~'H(z)| < |F~'H(z) — FT'H(0)| + |F'H(0)| < eL||z| + L.

R
Tomemos € < m, assim, temos que F’lH(B) c B. Finalmente, se x,y € B temos

|F= H(x) — F~' H(y)| < Lefz —y].,

logo F"'H é uma contracdo em B. Do principio de contracio segue que F'H tem um tnico

ponto fixo em B, portanto, g tem um tnico ponto fixo perto de 0. O]

A seguinte proposi¢ao mostra que ao perturbarmos uma contragdo o seu ponto fixo nao sofre

uma perturbacao muito grande.

Proposicao 1.3. Seja f: X — X uma contracio de um espagco métrico completo X com ponto
fixo xg e constante de contracio A como na Definicdo 1.1, entdo para qualquer € > 0 existe

0 € (0,1 = N\) tal que para qualquer aplicagio g : X — X com

1. d(f(z),9(z)) <d paraz e X e

2. d(g(x),9(y)) < A+ d)d(x,y) para z,y € X,
g possui um ponto fixo yo tal que d(xo,yo) < €.

Demonstragio. Observe que pela condi¢ao 2 g é uma contracgao, logo ela possui um ponto fixo

1—
yo. Tome ¢ = M Dado que ¢"(zg) — Yo, temos
1+¢
d(zo, Yo) < Z d(g"(w0), 9" (x0)) < d(z0, g (A+9)"
n=0 n=0
- J B e(1—\) _.
— N 1—X),

P=A=0 g oA U=,
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1.1.2 Aplicacdes Lineares

Para estudar a dinamica de um sistema muitas vezes é suficiente conhecer o comportamento
de sua parte linear, por essa ragao nesta secado vamos analisar a dinamica de uma aplicagao

linear no espago euclidiano.

Definicao 1.2. Seja A : R" — R"™ uma transformacao linear. O conjunto de todos os autovalores

de A € chamado espectro de A e serd denotado por sp(A).

r(A) := max{|A| : A e sp(A)} € o raio espectral de A.

Dada qualquer norma em R" definimos a norma de uma transformacao linear A : R" — R",

por
Al = sup {Av]}.

Note que |A| = r(A), e se | - | é a norma euclidiana em R" entdo ||A| = r(A) sempre que A for

diagonal.

Proposicao 1.4. Para todo § > 0 existe uma norma em R"™ tal que ||A|| < r(A) + 6

Demonstragio. Seja B uma base de Jordan para R", assim, A é representada pela matriz

canonica de Jordan:

Ay 0

0 Ay

onde cada bloco é um bloco Jordan correspondente a um autovalor real A;

Al 0
Al

Al

0 A

ou uma combinag¢ao de dois blocos correspondentes aos autovalores de conjugados complexos

A= pe¥ e\ =pe "

pR, Id 0
pR, Id
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cosp  senyp

onde R, = ( ) e Id é a matriz identidade 2 x 2.

—Seny Ccos

Para t € R, denotemos por A(t) a matriz com a mesma estrutura do bloco de Jordan,
onde cada um imediatamente acima da diagonal ¢ substituido por t. Em seguida, colocamos
em R" o produto escalar (hermitiano) para o qual a base B é ortonormal e denotamos por
| - |5 @ norma correspondente a este produto. Agora, t — ||A(t)|s é uma fun¢do continua e
|A(0)||g = r(A). Portanto, dado § > 0 podemos encontrar 5 > 0 tal que ||A(ts)|s < r(A) + 0.

Mas, A(ts) = BAB ', onde B é a matriz diagonal composta por blocos da forma

1

ts?

t;ﬂ’lﬁl’l
para cada bloco de ordem m do primeiro tipo, e por blocos da forma:

1d
ts11d

tngrl]d
para cada bloco de ordem 2m do segundo tipo.
Definamos |v| = | B - v| s, entéo
|All = [A(ts)]s < 7(A) + 0.

O

Uma vez que todas as normas em R" sao equivalentes, temos que para qualquer norma || - |,

dado £ > 0 existe C. tal que para todo vetor v € R"
|A™] < Ce(r(A) +&)"|lv].

Corolario 1.1. Suponha que todos os autovalores de uma aplicacdo linear possuim modulos
menores que 1. Entao existe uma norma || - | em R" tal que A € uma contragio com respeito a

métrica gerada por essa norma.

Demonstragio. Tomando § > 0 suficientemente pequeno, pela Proposicao 1.4 existe uma norma
| - | em R™ na qual L := |A| < 1. Consideremos d(z,y) = |z — y/, logo segue que A é uma

contracao, pois

d(A(z), A(y)) = [|A(x) = AW = [Alz = )| < [Alllz —y[ = Ld(z,y).
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Corolario 1.2. Seja A : R" — R" uma aplicagdo linear, se r(A) < 1 entio, A"(x) — 0 quando
n — oo para todo v € R". Além disso, se A € invertivel A~"x — oo quando n — oo, para todo

z € R™.

Demonstrag¢io. Escolhamos ¢ > 0 tal que r(A) + § < 1, temos entao
[A™ | < C5(r(A) +6)"[v], n — oo,
Se A é invertivel, tomamos v = A "(w), logo |w| < Cs(r(A) + §)"|A " (w)|, entdo
1
- <A™ — 0.
G < ) -
O

A dindmica de uma transformacao linear é, portanto, altamente influenciada pelos autovalores
da transformacao. No que segue distinguimos as aplicagoes lineares segundo a existéncia, ou

nao, de autovalores com modulo 1.

Definicao 1.3. Dizemos que uma transformagio A : R"™ — R"™ ¢ hiperbolica se todos os seus

autovalores tém modulo diferente de 1.

Definigao 1.4. Sejam A : R"™ — R" uma aplicagdo linear e A € C um autovalor de A, se A€ R
denotaremos por E\ ao autoespaco generalizado correspondente a X, isto €, o espago de todos
os vetores v e R™ tal que (A — N)*-v =0 para algum k € N. Analogamente, se A € C\R para
o par de autovalores complexos conjugados \, \ seja E, 5 aintersegio de R" com a soma dos
autoespagos generalizados a Ey, Fx; na extensdo de A ao espago complexo C". Usando estes

espacos, definimos os sequintes subespagos:

E=EW= @ Be @ B

IA|<1, AeR [Al<1, AeC\R
Ef=E*(A)= P EB® P Ex
[A|>1, AeR [A|>1, AeC\R
E°=E'(A)=E.®FE_1® @ E;
|A|=1, AeC\R

Corolario 1.3. Eziste uma norma tal que a restrigio da aplicagio linear ao autoespago E~(A)
é uma contragdo. Além disso, se A é invertivel entdo a restricio de A™' ao subespaco E*(A)

com respeito a esta mesma norma € uma contragdao.

Definicao 1.5. O espaco E~ ¢é chamado de subespaco de contragio e o espaco ET é chamado

de subespaco de expansao.

Proposigao 1.5. Seja A : R" — R" uma aplicacao hiperbélica , entao:
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1. Para todo v e E—, o iterado positivo A"v — 0 quando n — oo. Se A for invertivel entdo o

iterado negativo A”"v — o0 quando n — —o0.

2. Para todo v € ET o iterado positivo de A™v — oo. Se A for invertivel entdo A™"v — 0

quando n — 0.

3. Para todo v e R"\(E~ U E*) o iterado A™v — o quando n — o. Se A for invertivel o

mesmo acontece quando n — —o0.

1.2 Preliminares em Teoria Ergddica

1.2.1 Espacos de medida

Dado que queremos estudar o comportamento de fungoes em espacos com medida, apresenta-

mos de modo sucinto os fundamentos da teoria desses espagos.

Definigao 1.6. Uma o-dlgebra de X ¢é uma familia A de subconjuntos de X que é fechada para

as operagoes elementares de conjuntos e que contém o conjunto vazio, isto é, tal que

1. geA;

2. Ae A implica X\A € A;
a0

3. Aje Aparaj=1,...,n,... implica UAjeA.
j=1

Defini¢ao 1.7. Um espago mensurdvel é uma dupla (X, A) onde X é um conjunto e A é uma
o-dlgebra de subconjuntos de X. Os elementos de A sdo chamados conjuntos mensurdveis do

espaco.

Defini¢ao 1.8. Uma medida em (X, A) é uma aplica¢io p: A — [0, +o0] tal que () =0 e
o0 0
] <U Aj> = Z w(A;) para quaisquer A; € A disjuntos dois a dois.
A j=1

A tripla (X, A, u) € chamada espago de medida. Quando vale ;1(X) < oo dizemos que p € uma
medida finita e se n(X) = 1 dizemos que pu é uma probabilidade. Neste caso, (X, A, i) é um
espago de probabilidade. Escrevemos (X, p) para denotar o espago de medida quando ndo seja

necessdrio especificar a o-dlgebra.
Dados dois espagos mensurdveis (X, A) e (Y,B), dizemos que uma aplicagio f : X - Y é
mensurdvel se para todo conjunto A€ B, f '(A) e A. Una medida p é dita invariante por uma

funcao f se
w(A) = u(f *(A)) para todo conjunto mensurdvel A < X.



Capitulo 1. Preliminares 19

Dizemos que uma propriedade é vdlida em p-quase todo ponto se é vdlida em todo X exceto,

possivelmente, num conjunto de medida nula.

Seja (M, u, B) um espago de probabilidade, onde M é um espa¢o métrico compacto, (1 uma
medida de probabilidade e B a o-dlgebra de Borel (o-dlgebra gerada pelos conjuntos abertos
de M). Dada uma particao P de M por conjuntos mensuraveis, definimos o espago de medida

(P, i, B) como segue: seja m : M — P a projecdo canodnica que associa a cada ponto de M o

elemento da particao que o contém, definimos fi := m,pu e B:= T B.

Defini¢ao 1.9. Seja P uma particio. Uma familia {pp} € dita um sistema de medidas condici-

onadas, ou uma desintegra¢ao de medida, para p (com respeito a P) se

1. Dada ¢ € C°(M), entdo P — J@/} dpp € mensurdvel;

2. up(P) =1 [i-quase todo ponto;

3. se e C°(M), entdo Jdeu = LD (fpwdﬂp) dji.

Proposicao 1.6. [12] Se {up} e {vp} sio desintegragoes de u com respeito a P, entao pp = vp

para ji-quase todo p € P.

Definicao 1.10. Dizemos que P é uma particio mensurdvel se, existe um conjunto mensurdvel

My < M com medida total tal que, restrito a My,

P = <O/7>n,
n=1

para alguma sequéncia crescente Py < Py < --+ , < P, < --- de particoes enumerdveis, onde

P; < Pir1 significa que todo elemento de P;y1 esta contido em algum elemento de P;. Entdao
Q0

dizemos que P; é menos fina do que P;, 1. Além disso, \/Pn ¢ a particao menos fina tal que

n=0

o8]
P, < \/Pn para todon.

n=1

0

Os elementos sdo as intersecoes ndao vazias da forma ﬂ P, com P, € P,, para todo n.

n=1
Teorema 1.1 (Desintegracao de Rokhlin). Seja P uma particio mensurdvel para o conjunto

compacto M e p uma probabilidade borel. Entao existe uma desintegragao de .
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1.2.2 Ergodicidade

A Teoria Ergddica entre outras coisas se preocupa em estudar a dinamica das transformacoes

que preservam medida.

Nesta se¢ao apresentamos através de trés exemplos como provar a ergodicidade de um sistema;
um deles, o argumento de Hopf que serd usado posteriormente no estudo da ergodicidade em
uma situacao mais complexa, que é o caso de difeomorfismos de Anosov. Iniciamos esta sec¢ao
apresentando um dos resultados fundamentais da Teoria Ergddica, o Teorema Ergddico de
Birkhoff.

Teorema 1.2 (Teorema Ergddico de Birkhoff). Seja f: M — M wma aplicagio mensurdvel
e seja p uma medida de probabilidade invariante por f. Dada qualquer fungcdo mensurdvel

w: M — R, o limite
1 n—1 4
~oy e b y
Plw) = lim ~ JZ;) p(f ()

existe em pi-quase todo ponto x € M. Além disso, a fungdo @ estd bem definida desta forma, é

integravel e satisfaz
| @ auto) = [ o(@) duto)

O limite ¢ é chamado média temporal, ou média orbital de . A proposicao a seguir mostra
que as médias temporais sao constantes ao longo de érbitas em quase todo ponto.
Proposicao 1.7. Seja ¢ : M — R uma fungdao integravel. Entdo

S(f(x)) = @(x) para p-quase todo ponto x € M.

Definicao 1.11. Uma transformacdo f que preserva medida é dita ergddica se para todo
conjunto invariante A, (A) = 0 ou p(X\A) = 0. Equivalentemente, f é ergédica se toda fungdio
© mensurdvel e invariante por f é constante em quase todo ponto, isto €, @ o f = @ implica

@ = const. em p-quase todo ponto.

Definigao 1.12. A funcgdo f € dita totalmente ergddica se f" é ergddica para todo n € N*.

Existem diversas outras caracterizacoes da ergodicidade como demonstra o seguinte teorema.

Teorema 1.3. Se f : X — X € uma transformacdo que preserva medida em um espaco de
probabilidade (X, ), entao as sequintes afirmagoes sio equivalentes:
1. f € ergodica;

2. se A é um conjunto invariante e u(f~(A)AA) =0, entdo p(A) = 0 ou u(A) =1, onde
AAB = (Au B)\(An B);
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oo
3. para todo A mensurdvel com > 0 temos p (U f"A) =1,
n=1

4. para todo A e B mensurdvel com u(A) > 0 existe n > 0 com u(f "(A)nB) >0 .

No que segue damos alguns exemplos de sistemas ergodicos.

Exemplo 1.1. (Rotag¢ao no Toro)

Considere na reta R a relacdo de equivaléncia ~ que identifica quaisquer niimeros cuja

diferenga é um ntmero inteiro, isto é:
T~y xr—yel (1.5)

Representamos por [z] a classe de equivaléncia de qualquer x € Z e denotamos por R/Z o espago
de todas as classes de equivaléncia. Este espacgo é chamado de circulo e também o denotamos

por S'. Outra caracterizacao de S' pode ser dada por meio da aplicacio
¢ R/Z—{xeC:|z| =1}, [x] ™.
Dado # € R, chamamos rotagdo de angulo 6 a transformacao
Ry :R/Z - R/Z, |z]— [z+0]=]z]+[0]

Da definigao segue que Ry ¢ a identidade e Ry o R, = Ry, para todo # e 7. Em particular toda
rotacdo ¢é invertivel e a inversa é R_y. Também podemos munir S' com uma estrutura de espaco
de probabilidade da seguinte forma: seja 7 : R — S' a projecdo candnica que associa a cada
z € R a respetiva classe de equivaléncia [x]. Primeiramente, dizemos que £ < S* é um conjunto
mensuravel se 7' (F) for um conjunto mensurdvel na reta. Em seguida seja m a medida de

Lebesgue na reta. Definimos a medida de Lebesgue p no circulo da seguinte forma:
w(E) =m(r ' (E) n [k, k+1)) para qualquer k € Z.

Da defini¢ao segue que p é uma medida de probabilidade. Além disso, y é invariante por toda
rotagao Ry (trata-se da tinica medida de probabilidade com esta propriedade). Se  é racional,
digamos 6 = p/q na forma irredutivel, entido R}(z) = = para todo = € S*. Logo, dado qualquer

segmento I < S* com comprimento menor que 1 /q, o conjunto
A=TURyI)U---uRITI)

¢ invariante e a sua medida de Lebesgue satisfaz 0 < p(A) < 1. Assim, se 6 é racional a medida

de Lebesgue nao é ergodica.
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Proposicao 1.8. A rotacio Ry ¢ ergodica com respeito a medida de Lebesque se, e somente se,

0 é irracional.

Podemos generalizar as notagoes usadas da seguinte forma, para cada n > 1, consideremos
a relagao de equivaléncia em R" que identifica dois vetores se a sua diferenca é um vetor com

coordenadas inteiras:

(331,...,1'”) ~ (yla"'ayn) <:>(l'1_y17"'7$n_yn) ez
Estas observagoes estendem-se naturalmente as rotagoes no n-toro T", para qualquer n = 1.

Proposicao 1.9. Se 0 = (64,...,0,) é racionalmente independente entio a rotagio Ry : T" —

T" € ergodica para a medida de Lebesgue.

Exemplo 1.2. (Endomorfismos lineares no toro).

Seja A uma matriz m x n de coeficientes inteiros e determinante diferente de zero, Entao

A(Z"™) < Z" e, por consequéncia, A induz uma transformacao

fa:T" =T, fallz]) = [A2)]
Chamamos tais transformacoes de endomorfismos lineares do toro.

Teorema 1.4. O endomorfismo linear fa é ergodico com respeito a medida de Lebesque p se, e

somente se, nenhum autovalor da matriz A € raiz da unidade.

Demonstragido. Consideremos o € L*(u) e seja

olla]) = Y cpet

kezn

a sua expansao em série de Fourier. Observemos que k -z = kiz1 + - - - + k,z,. Os coeficientes

de ¢ € C satisfazem
D7 el = el < oo (1.6)

keZm

Entao a expansao em série de Fourier de p o fu é

Plfalla])) = Y ™A = 37 g e,

keZm™ keZm

onde A* representa a adjunta de A. Suponha que ¢ é uma funcao invariante por f, entao pela

unicidade da expansao de Fourier, temos que

Cax(k) = ¢x  para todo k € Z. (1.7)
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Afirmamos que a trajetéria de todo k # 0 pela transformacao A* é infinita. De fato, se a
trajetéria de algum k # 0 fosse finita entao deveria, existir [,m € Z com m > 0 tais que
AT (k) = A™(E). Isto s6 poderia acontecer se A* tivesse algum autovalor \ tal que A™ = 1.
Mas isto nao é possivel por hipétese, dado que A e A* tem os mesmos autovalores. Logo a
trajetoria de todo k # 0 ¢é infinita, como afirmamos. Entao a igualdade (1.7) com (1.6) implica
que ¢ = 0 para todo k # 0. Portanto, ¢ = ¢y em pu-quase todo ponto. Isto prova a ergodicidade
de f4. Para provar a reciproca, suponhamos que A admite algum autovalor que é a raiz da
unidade. Entdo o mesmo vale para A*, portanto, existe m > 1 tal que 1 é autovalor de A™*.
Como A™* tem coeficientes inteiros, entao existe algum k € Z™{0} tal que A™* (k) = k. Fixemos

k e consideremos a funcio ¢ € L*(11) definida por

m—1 m—1
_ m(z-AT* (k) _ 2r(Ai(z)-k)
o([z]) = Z e = Z cre
i=0 i=0
Note que ¢ ¢ uma funcao f4-invariante, mas nao ¢ constante. Logo f4 nao é ergéddica. O

O exemplo a seguir mostra uma outra forma de se demonstrar ergodicidade para certos
sistemas. O argumento apresentado aqui ¢ um caso particular do que ¢ atualmente conhecido
como argumento de Hopf. Este é aplicado sempre que | det A| = 1 e a matriz A é hiperbdlica, ou
seja, A nao possui autovalores de médulo 1. Este argumento sera estendido a sistemas dinamicos
mais gerais, ndo necessariamente lineares, como é o caso de difeomorfismos de Anosov que sao

objeto de nosso estudo.

A hipétese de que a matriz A é hiperbdlica significa que o espago R" pode ser escrito como

uma soma direta R" = E° @ E" tal que:

1. A(E®) = E? e todos os autovalores de A 'gs tém médulo menor que 1;

2. A(E") = E" e todos os autovalores de A [gu tém médulo maior que 1.

Entao existem constantes C' > 0 e A < 1 tais que
|A™(v*)| < CA|v*| para todo v® € E® e todo n >0

21

Exemplo 1.3. Consideremos A = (1 )

) e fa: T? = T? o endomorfismo induzido pela

matriz A.

Este exemplo é um dos mais conhecidos na teoria ergddica e sistemas dinamicos, comumente

é chamado de Arnold’s cat map.
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Vejamos que f4 é ergddica. De fato, primeiro estudamos o comportamento da matriz A,

temos que os autovalores da matriz A sao

3+45 3—+5
2 2

Ay = >1> )\ = >0

E os autoespacos associados a cada autovalor sao respetivamente:

B = {(:p,y)eRz Ly = */32_133} o B = {(:p,y)eRz : yz—*/g“x}.

2

A familia de todos os subespacos de R? da forma v + E® com v € R?, define uma particdo de
R? na qual A contrai as distancias uniformemente dentro de cada subespaco. Analogamente a
familia de todos os subespacos afins de R? da forma v + E* definem uma particdo na qual A
expande distancias ao longo de cada subespaco. Notemos que cada particao por estes subespacos
é invariante. Agora consideremos a projecéo canénica 7 : R? — T2, definamos para cada z € T?

os subespacos estavel e instavel respectivamente:
Wé(x) =n(z+ E°) e W¥(z) = n(x + E*)

Obtemos assim duas familias de subespacos de T? que definem uma particao F* = {W*(z)} e
chamada folheacao estdvel, cujos elementos sao chamados de folhas estdveis e uma particao
F = {W*"(x)}ser2 chamada folheacio instdvel, aqui os elementos sao chamados de folhas
instdveis. (daremos a defini¢do geral deste conceito no proximo capitulo). Pelas observagoes

anteriores temos que estas folheagoes sdo invariantes por f4. Além disso,

1. Se y € W¥(z), entao d(f4(y), fi(x)) — 0 quando n — +0;
2. Sey e W*(x), entdo d(f;"(y), f2"(x)) — 0 quando n — +oco.

W(x)

W (z)

Figura 1 — Folheacao estavel e instavel no toro

O objetivo é usar esta informagao geométrica para mostrar que (fa,m) é ergddica. Seja ¢ :

T2 — R uma funcio continua qualquer, consideremos as médias temporais
)

1 n—1 1 n—1

¢t = im = D e(fA) e (@) = lim -3 ol (@)
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definidas em m-quase todo ponto z € T?. Existe um conjunto X < T? de medida total tal que
0" (x) = p~(z) para todo = € X.

Lema 1.1. A fungdo ¢* é constante em toda folha de F*°, isto é, se p™(x) existe e y € W*(x)

entdo ot (y) existe e é igual a ©* (). Analogamente, o~ ¢é constante em toda folha de F*.

Dado um subconjunto aberto R do toro e x € R denotamos por W*(z, R) a componente
conexa de W?*(z) n R que contém z, e por W*(x, R) a componente conexa de W*(z) n R que
contém x. Chamamos R de retingulo se W*(z, R) intersecta W"(y, R) num tnico ponto, para

todo =,y € R.

Lema 1.2. Dado qualquer retingulo R < T?, existe um conjunto mensurdvel Y ¢ X n R
tal que m(R\YRr) = 0 e, dado quaisquer x,y € Yg, existem pontos x',y € x n R tais que
' e W*(z,R),y € W*(y,R) ey € W"(z').

W (x)

W= (y)

Figura 2 — Retangulo em T?

Demonstracio. Para cada z € T?, representemos por m; a medida de Lebesgue na folha estavel
W*(z). Notemos que m(R\X) = 0, uma vez que X tem medida total em T?. Entdo usando o

Teorema de Fubini,
0=m(R\X) = J Xr\x dm = J J Xrx dm;dm,,
T2 u(y) IWe ()

o que implica que m; (W?*(z, R)\X) = 0 para m-quase todo ponto x € R. Definamos Yp = {z €
X R :mi((x,R\X) = 0}. Entdo Y tem medida total em R. Dados z,y € R consideremos a

aplicagao
h:W?*(x, R) - W?*(y, R), h(z') = intersegao entre W"(z', R) e W*(y, R)
Esta aplicacao é absolutamente continua, isto é:

ms(E) = 0 « m’(h(E)) = 0.

Y
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Em particular, a imagem de W?*(x, R) n X tem medida total em W?(y, R), portanto, ela
intersecta W*(y, R) n X. Mas isto significa que existe ' € W*(z, R) n X cuja imagem y' =
h(z") € W*(y, R) n X. Notemos que =’ e 3/ estdo na mesma folha estével, pela defini¢ao de h,

logo 2', 1 satisfazem as condicoes do lema. O

Consideremos um rectangulo R qualquer. Dados x,y € Yz, consideremos os pontos ',y € X

dados pelo Lema 1.2. Usando el Lema 1.1, obtemos

Assim, as funcoes ¢ e ¢~ coincidem e sao constantes em Yg. Agora, seja Ry,..., Ry uma

cobertura finita do toro por retangulos. Consideremos o conjunto
N
Y = JY;, onde Yj =Yg,
j=1

Note que m(Y’) = 1, uma vez que Y n R; D Y, tem medida total em R; para todo j. Afirmamos
que ¢ = = é constante em todo Y; desta forma as médias temporais = de qualquer funcio

@ sdo constantes em m-quase todo ponto. Consequentemente (f4,m) é ergodico.

1.3 Preliminares topoldgicas

Nesta secao apresentamos resultados importantes da topologia em variedades e folheagoes

que se fazem necessarios para uma leitura mais didatica e compreensiva.

1.3.1 Grau Topoldgico

Sejam M e N variedades compactas orientadas de mesma dimensao. Se f: M — N é de
classe C", r <1, e y € N é um valor regular de f, definimos o grau de f em relacao a y como o
inteiro

deg(f,y) = Z sinal(x).
flx)=y
Onde

. +1 se D,f preserva orientacao
sinal(z) =
—1 caso contrario.
Teorema 1.5. As sequintes afirmagoes respeito ao grau topologico sdo verdadeiras:
1. Sejam yy,y2 dois valores requlares de f € C"(M,N), r = 1, entao deg(f,y;) = deg(f,y2),
e definimos como grau de f, deg(f) = deg(f,v1).

2. Sejam f,ge C"(M,N), comr =1, se [ e g sdo homotépicas entio deg(f) = deg(g).
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1.3.2 Estrutura Riemanniana

Definicao 1.13. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) sobre uma variedade
diferencidvel M é uma aplicagio que associa a cada ponto p de M um produto interno {-,-,
(isto €, uma forma linear, simétrica definida positiva) sobre o espago tangente T,M, que varia

diferencialmente no sequinte sentido: se x : U < R" — M € um sistema de coordenadas locais em

0 0 0
torno de p, com x(x1,...,x,) =q € o, (¢) = dx4(0,...,1,...,0), entdo <5xi (9), axj(Q)>q -
Gij(z1, ..., x,) € uma funcio diferencidvel em U.

Uma métrica Riemanniana induz uma distancia d : M x M — R dada por:

d(p,q) = inf{l(a) : «:[0,1] > M, C' por partes , a(0) =p, a(l) = q},

a<t>> ) <$&(t)’ ;a(t)>a<t>'

Definicao 1.14. Uma variedade diferencidvel munida de uma métrica Riemanniana é chamada

1

d
&a(t)

onde I(a) — f

0

d
dt é o comprimento de a e Ha(t)

de variedade Riemanniana.

Dada uma variedade Riemanniana orientavel M vamos mostrar como a métrica Riemanniana

nos permite definir uma noc¢ao de volume em M.

Sejam pe M e x: U c R" - M uma parametrizagdo em torno de p que pertence a uma

familia de parametrizagoes consistentes com a orientagao de M (dizemos que tais parametrizagoes

sao positivas). Consideremos uma base ortonormal positiva {es, ..., e,} de T,M e X;(p) = . (p)

na base {e;}, X;(p) = Zai]’e]‘. Entao

J

9ik(p) = (Xi, Xi) (p) = Z aijari(e;, er)
i
Uma vez que o volume vol(X; (p), ..., X,(p)) do paralelepipedo formado pelos vetores X (p), . .., X,.(p)

em T, M é igual ao vol(ey, ..., e,) = 1 multiplicado pelo determinante da matriz (a;;), obtemos

Vol(X (p), . .. X,(p) = det(ayy) = /det(gy,)(p).

Seja R < M um subconjunto aberto e conexo com fecho compacto. Suponhamos que R estéd
contido em uma vizinhanga x(U) com uma parametrizagao positiva x : U — M e que a fronteira
de M tem medida zero em R" (note que a nogao de medida zero em R"™ é invariante por

difeomorfismos). Definamos o volume de R, vol(R) por:

vol(R) = JI(R) A/ det(gij) dxy - - - dxyy.
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Pode-se provar que esta definicdo nao depende da escolha do sistema de coordenadas. Para definir
o volume de uma regidao compacta R, que nao esteja contida em uma vizinhanga coordenada, é
necessario considerar uma particao da unidade {p;} subordinada a uma cobertura (finita) de R

que consiste nas vizinhancas coordenadas x(U;) e fazendo

vol(R) = ZL

onde w = 4/det(g;;) dzy - - - dx,,. A forma w é chamada forma volume ou elemento de volume em
M.

Piw,
—HR)

1.3.3 Fibrados

Vamos dar de forma breve algumas nocoes basicas sobre fibrados vetoriais, se¢oes, distribuigoes
e um resultado sobre aproximacao de distribuig¢oes que sera usado em um dos teoremas principais
deste trabalho.

Definicao 1.15. Sejam E, M e F variedades diferencidveis. Um fibrado com base M, fibra F' e
espago total E € uma aplicagdo diferencidvel w: E — M tal que existe uma cobertura aberta U;
de M e difeomorfismos ® : U; x F — 7 1(U;) tsatisfazendo 7 o ®;(z,y) = .

Definicao 1.16. Uma secio de E é uma aplicagiot : B — FE, tal que mot = Id. Um campo de

vetores em M € uma secao de T'M.

Exemplo 1.4. Sejam M uma variedade riemanniana de dimensio m e N < M uma subvarie-

rade de dimensao n. Denotemos
T,N* ={veT,N : {v,u), =0, ueT,N}.

Definamos V(N) = {(p,v,) : pe N, v, € T,N*}, temos que (v(N), 7, N,R™™) é um fibrado

vetorial, chamado fibrado normal.

Definicao 1.17. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma distribuicao E k-dimensional em
M ¢é uma aplicagio que a cada x € M associa um subespago de dimensao k, E(x) < T,M, do
espaco tangente a M em x. Uma distribuicio E em M é dita diferencidvel em x € M se existem

campos de vetores diferencidveis Xy, ..., Xy definidos em uma vizinhanca de x que sdo:

1. tangentes a E, e

2. {Xq(z),..., Xk(2)} gera E(x).

Uma distribuicao é dita diferencidvel em M se o for em todo x € M.
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Teorema 1.6. Sejam f: M — R"™ uma aplicacdo continua. Para € > 0 existe uma aplicacao

suave g : M — R" tal que para todo x € M |f(x) — g(x)| < e.

Demonstra¢io. Para cada p € M existe uma vizinhanca U, de p tal que |f(p) — f(z)] < ¢
para todo x € U,. Seja {V,} um atlas adequado refinando {U,} e p, uma parti¢do da unidade
associada. Para cada V, escolhemos U, o V,, e definimos g, : M — R" tal que g, = f(p) em U,

notemos que |g,(z) — f(x)| < e para todo x € V,. Agora, seja g : M — R" dada por g = Z PG

g ¢ uma funcao suave em M, além disso, temos
(@) = g(@)| = | )} pal@) (@) = X pal@)galw)]
<D pa(@)|f () = ga(2)] < ) pat <ce.

O

Teorema 1.7. Seja s : M — E uma secao continua de um fibrado vetorial, para cada € > 0

existe uma se¢ao suave t : M — E tal que |s(p) — t(p)| < e para todo p € M.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.6 o resultado ¢é valido se o fibrado é trivial. Para o caso geral,

escolhamos um atlas adequado {U,} em M tal que o fibrado é trivial em cada U,. Para cada «

existe uma segao t, sobre U,, e-préxima de s[y,, colando todas essas secoes, usando particao

da unidade definimos t = Z Pata- O
o

Corolario 1.4. Qualquer distribuicio k-dimensional diferencidvel E, admite uma aproximagdo

suave.

Demonstragao. seja e > 0, dado que E é uma distribucao continua, existem k£ campos de vetores
continuos Xy, Xo, ..., X} tais que para cada p € M, os vetores X;(p), Xa(p), ..., Xp(p) geram o
subespago de T,M, E(p).

Para cada ¢ = 1,2,. ..k consideremos

si: M —TM
x— (2, X;(x)).

Notemos que para cada ¢ = 1,2,...,k, s; ¢ uma secao continua, logo pelo Teorema 1.7 existe
uma secio suave t;(z) = (z, X;()) tal que |t;(z) — s;(z)| < &, isto implica | X;(z) — X;(z)| < e.
Consideremos N a distribucao dada pelos campos de vetores X 1, )N(Q, e ,)N(n_k, segue entao que

N ¢é uma aproximacao suave da distribucao F. O]
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1.3.4 Folheacdes

Nesta secao discutiremos brevemente elementos de teoria de folheagoes, nds vamos a usar um
tipo especial de folheagoes que sao as dadas por um difeomorfismo hiperbélico, chamadas de
folheagao estavel e instavel. Procuramos centrar nossa atencao nos itens que serdo usados neste

trabalho, pelo qual, serdo omitidos alguns resultados importantes sobre teoria de folheagoes.

Definicao 1.18. Seja M uma variedade de dimensdo n. Uma folheacao F de M, de dimensdo
k e de classe C", € um atlas mazximal onde cada carta local ; : U; — R"™ € de classe C" e as

mudangas de coordenadas hij = pjo ;' p(Ui nU;) — @;(U; nU;) € da forma

hz’j(x: y) = (h1($7 y)? hQ(y))

Dado p e M, uma placa em p é um conjunto da forma a, = ¢ *({(z,¢) : x € R¥}), com ¢ firo

emR" " epe a,. A folha de p, F, € F, é a uniao conexa mazimal de placas a qual contem a,.

Exemplo 1.5. O exemplo trivial é a folheagdo do espaco R™ dada pela carta folheada Id : R™ —
R* x R"F.

Exemplo 1.6. Seja f: M — N uma submersdo de classe C", os conjuntos f *(c), c€ N sdo
folhas de uma folheacao F de M

F={f"c): ce N} éuma folheagio.

Uma vez que nosso objetivo é estudar a continuidade absoluta de uma aplicagdo chamada
aplicacdo de holonomia, definida em subconjuntos transversais, daremos de forma breve a

definicao de transversalidade e a construcao da holonomia.

Definicao 1.19. Seja F uwma folheacao de uma variedade M. Uma variedade transversal é
uma subvariedade T de M tal que, para todo x € T, temos T, T + E, = T,M onde E, =TF,,

diremos que T' é uma secao transversal de F.

Observacgao 1.1. As secoes transversais sempre existem, de fato, seja F uma folhecio de M,
pe M e (U, p) uma carta local contendo p tal que o(U) = Uy x Uy < RF x R"* definamos

T = ¢ '({c} x Us) é uma se¢io transversal de F

Seja F' uma folha de F e p,q € F fixemos Ty e T transversais a F tais que pe Ty e g € T1.
Seja v : [0,1] — F uma curva tal que y(0) = p, v(1) = ¢q. Queremos definir a transformagao
das folhas de F, que leva Ty em T} sobre . Consideremos (U;)~, abertos (dominios de cartas

locais) tais que

1. ~([0,1]) < LmJUZ-;

1
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2.se U;nU; # & entao U; uU; € V onde V' ¢é o dominio de alguma carta local.

Seja {t;} uma partigdo 0 =tg <ty < -+ <ty < tpme1 = 1, tal que y(t;) € U;_1 n U, para (1),
neste caso dizemos que (U;), é uma cadeia subordinada a . Para cada 0 < i < m + 1 fixemos
uma se¢ao transversal a F, D(t;) € U; n U;;; homeomorfa a um disco (n — k)-dimensional,
passando por ¥(t;). Como U; u Uiy < V (V' o dominio de uma carta trivializadora) existem
abertos D} < D(t;) tais que as placas passando por cada D; intersectam D(t;,;) em um tnico
ponto. Isto define uma fungao C", f; : D; — D(t;11), fi(x) é a placa de x em V intersectada
com D(t;+1). Chamemos de D(0) = Ty e D(1) = T} definamos

Jy="Jwo-ofiofo

[ esté definida em um aberto de Tj e € de classe C". Chamamos f, de holonomia.
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2 Dinamica hiperbdlica local

Tendo em vista que estamos interessados em estudar as folheacbes estaveis e instaveis
associadas a um difeomorfismo de Anosov, neste capitulo introduzimos e analisamos a defini¢ao
de conjunto hiperbdlico e consequentemente de difeomorfismo de Anosov, na sequéncia, daremos a
prova do importante Teorema da Variedade Estavel e Instavel do qual obteremos as propriedades

das familias de subvariedades que compoem as folheacoes.

A prova do Teorema da Variedade Estavel e Instavel sera feita usando o Teorema de Hadamard-
Perron, que vamos apresentar na primeira parte deste capitulo. Nas provas dos teoremas deste
capitulo formalizamos o conceito de cones invariantes e apresentamos um método que desempenha
um papel central na teoria de sistemas dinamicos hiperbdélicos como é o fato de estabelecer
o cenario para o uso sistematico do Principio de Contracao de Banach num espaco funcional

propriamente construido.

2.1 Variedades estaveis e instaveis

2.1.1 Pontos fixos hiperbdlicos

Definicao 2.1. Seja f : U ¢ M — M um difeomorfismo de classe C* e p e U um ponto fizo
de f, dizemos que p € um ponto fixo hiperbolico de f se a sua derivada D,f : T,M — T,M for

uma aplicagdo linear hiperbélica (ver Definiciao 1.3).

Definicao 2.2. Diremos que p € M €é um ponto periodico hiperbélico de periodo n para f se
D,f" : T,M — T,M for uma aplica¢io hiperbdlica. Neste caso a drbita de p é dita drbita

periodica hiperbolica.

Note que p é um ponto periédico hiperbdlico se, e somente se, existe n € N tal que p é um

ponto fixo hiperbdlico para f".

Definicao 2.3. Sejam A\ < p. Dizemos que a sequéncia de operadores lineares invertiveis
Ly, : R" - R", m € N admite uma (\, p)-decomposicio, se existe uma decomposicio de
R" = E}® E,, tal que L,Ef =E~ | e

1Ll g || < A, quadHLT_n1|E;L|| <up

Diremos que { Ly, }men admite uma decomposicao exponencial se admite uma (X, p)-decomposicio
para alguns A\, com X > 1 edimE, >1 oup > 1 e dimE} > 1. Chamaremos {L,}mez de

hiperbélico (ou uniformemente hiperbolico) se admite uma decomposicao exponencial.
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Lema 2.1 (Lema de extensao). Seja U uma vizinhanga aberta e limitada de 0 e R" e f : U — R"

um difeomorfismo local de classe C*, com f(0) = 0. Para ¢ > 0 existem § > 0 e um difeomorfismo

local f: R™ — R" tal que [f — Df(0)|cr < e e f = f em B(0,4).

Demonstragio. Escrevemos f(x) = Df(0) - z 4+ ¢(z), note que ¢(0) = 0 e Dp(0) = 0. Fixemos
uma funcdo a: R — [0,1] tal que @ = 1 em B(0,1) e o = 0 fora de B(0,2). Note que |Dal| > 1.
Seja C' = |Da|, dado que ¢ é continua podemos tomar § > 0 suficientemente pequeno tal que

B(0,20) c U e

IDs(@)| < 15 © [é@)] <=, para todo < B(0,26)
Definamos f(z) = Df(0) -z + « (|E|> ¢(z), note que f é de classe C'. Com f definida dessa

forma temos que

|f(z) = Df(0) - =] = < sup{ll¢(z)] : z € B(0,1)} <,

o (2 oo

logo para todo x € R", | f(z) — Df(0) - z| < ¢, assim | f — Df(0)|| < e. Para concluir a prova

falta mostrar que |D(f — Df(0))(z)|| < € para todo x € R", de fato, dividimos esta prova em

trés partes

l

1. Se |z| < 6 entdo f(z) — Df(0) -z =« ( 5 ) o(z) = ¢(x), logo

ID(F = DF(O) (@) = |Dé(a)] < = < &;

4C
2. se |z| > 2§ entdao f(z) — Df(0) -z = 0;
3. ¢ < |z| < 20 pelo teorema do valor médio temos
€ €d
_ _ < — |zl < ==.
[o(@)ll = [é(z) = o(0)] < 512l < 55

De 1, 2, e 3 segue que

|ID(f = Df(0)) ()] <

() ] i () ]

isto implica que |f — Df(0)|cr < e. Concluimos, portanto, que f satisfaz as condicdes do
Lema. O

2.1.2 Teorema de Hadamard-Perron

Nesta secao apresentaremos, com demonstracao, o que pode ser considerado o teorema base da
dindmica hiperbodlica, a saber o Teorema de Hadamard-Perron. A demonstracao de tal resultado

é longa porém bastante instrutiva e sera fortemente utilizada posteriormente.
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Teorema 2.1 (Teorema de Hadamard-Perron). Sejam A < p,r = 1 e para cada m € Z seja

fn i R™ = R"™ um difeomorfismo de classe C" tal que para cada (z,y) € R* @ R"*

fm(@,y) = (A + an(z,y), Buy + Bmn(, ),
onde A, : RF - R" ¢ B, : R"* — R"™* sdo aplicagoes lineares com |A M < ™, |Bn| < A e
am(0) =0, 5,,(0) = 0. Entao, para 0 <y < {1,4/p/X — 1},

=N p—=(1+9)*A
e ) =0

se ||amlcr < 9 e ||Bm|cr < 9 para todo m € Z, existem:

0<(5<min{

1. Uma tnica familia {W;"},.cz de variedades C* k-dimensionais e

Wi ={(z, ¢} (2)) : © € R} = graphy;,

2. Uma tinica familia {W, }mez de variedades C* (n — k)-dimensionais e
W = {(¢m(y).y) -y e R} = graphe,,

Onde ¢} : R¥ - R o~ R"™* - R*, sup IDeE || <~ e valem:
me

2 fm(WnJg) = W;gﬂ»fm(Wr;) = Wi
ii. | fm(2)] < N2l para ze W, e I, 11 ()] < w'llz] para z € W,
onde N :=(1+y)A+d(1+7) <p/(1+~v) ==

iii. Seja N <v < p'. Se | fmsr—10---0 fm(2)|| < CV*||z| para L grande e algum C > 0 entdo
z € W ; analogamente, se || fryr—10---0 fm(2)| < Cv™5||2| para L grande e algum C > 0

entdo z € W,!.
Finalmente, no caso hiperbélico N < 1 < u as familias {W,} }imez € {W. ez sdo variedades C".

A prova deste Teorema sera dividida em 5 passos.
Passo 1: Construgao de cones invariantes.
Definicao 2.4. O vy-cone horizontal em p € R™ € definido por
Hy = {(u,v) € TR : o] < yllull}

0 y-cone vertical em p €
Vo= {(u,v) e TLR™ : Jul| < ~lvf}-
Em geral, o cone K em R"™ é definido como a imagem de um cone horizontal ou vertical por

uma aplicacao linear.
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Exemplo 2.1. Com n = 2 o y-cone horizontal é o conjunto de todos os pontos (x1,x3) € R? tais

que |xs| < vy|x1|. Note que o fecho do complemento do ~y-cone horizontal é o 1/v-cone vertical.

Chamaremos de campo de cones K, uma colecao de cones K, definidos em todo ponto de um
conjunto dado. Um difeomorfismo f : R" — R" age sobre um campo de cones K da seguinte

forma
(f+K)p = Dfp-10p)(Kf-1))-

Uma familia de cones é uma sequéncia de campos de cones. A sequéncia de difeomorfismos

f = {fm}mez age numa familia de cones K, ,, por:

(B pm = (Dfm-1) =1 ) (K gt ym1)-

m

Dizemos que uma familia de cones K é (estritamente) invariante se
(f+K), < int(K,m) U {0}.

Consideramos a agao de f = {f,,} satisfazendo as hipéteses do Teorema de Hadamard-Perron
agindo nas familias de cones horizontais e verticais, isto ¢, para p € R™ os cones H) e V!

respectivamente.

(1= Ay

Lema 2.2. Se ) < ——— 22—
v 4+2y+1

entao
(Dfm)p(H)) cintH} v 0 {0} e (Dfn), (V] ) € itV o {0}.

Demonstragdo. Se (u,v) € H), pela definicao de H), |v]| < v|ul. Se (u,v) = (0,0) o resultado

¢ imediato. Suponhamos (u,v) # (0,0) e consideremos
(/) = (D f )yl 0) = (At + (D) (i 0), B + (DB} 0)),
entao,

[0 = 1Bmv + (D) p(w, V)| < [ B [[0]] + 1(DBm)p(u, v)]
< Aol +0(1 +y)llul < oy +5(1 + 7)) ul.

Também,
[ = [ Amu + (Do) (w, 0) | = [|Am[[lu] = [(Dom)p(w, v)]| = plull = 6](u, v)]
como |(u,v)|| < [uf + o] < (1 + 7)|lul, obtemos que

[l > (= 0(1 + 7)) ul (2:2)
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(= A)y

242y +1 entdo (1 +7)* < ~(u — A), o que implica

Como § <

M+l +7) <v(p—956(1+7)) (2.3)

portanto,
[Vl < Ay + (1 + ) Jull < y(p =61 + 7)) ul < ~]v']l.

Isto é, (u',0') € intH] . Desta forma concluimos de (2.1.2) e (2.3) qua os cones horizontais

sdo invariantes, isto é, (D fin),(H)) < intH} o {0}.

Mostrar que (Dfm);l(ijn(p)) < intV,'U{0} ¢ equivalente a mostrar que (V) <= (D fin)p(intV U

{0}) = int(Dfn)p(V,) U {0} ou equivalentemente (Dfm)p(H;/V) - intH}ﬁp) v {0}, mas isto

segue substituindo v por 1/ na estimativa anterior. O

Lema 2.3.
(D fmlptee )] > (7= = w0 se w0y e H] e
1D ) 0)| < (147N + O] (u,0)| se (u,0) € Vs
onde V7 := f1V7.

Demonstragdo. Seja (u,v) € H), com a mesma notacdo do Lema 2.2 temos que:

[@, ) 2w > (=61 + 7))l

> (=)l + o)
2(1ﬁ7—5)vaW

Se (u,v) € ‘N/p7, entao

[, o) <l + ' < T+ < (1 +9) [Mlo] + 6] (u, 0)]]
<L+ ) +9)(w, v))]-

]

Passo 2: Agora veremos a relacao entre a existéncia de sequéncias invariantes de cones, e
uma decomposicao exponencial de uma sequéncia de aplicacoes lineares. As conclusdes dos lemas

anteriores aplicados as orbitas, tornarao o resultado desta etapa aplicavel ao nosso problema.

Proposicao 2.1. Sejam N < ' € ym,7,, >0 (meZ), e Ly, : R x R"* - R¥ x R"* uma

sequéncia de aplicacoes lineares tais que
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1. L,H™ < intH™* © {0}
2. LYW m+t < intVm U {0}
3. | Lin(u,0)|| > p'|[(u, v)|| para (u,v) € H™

4. | Lm(u,v)|| < N||(u,v)| para (u,v) e LV rm+

entao i
E;L = ﬂ Lm—l o Lm—2 O Lm—iva_i
i=0

¢ um subespaco k-dimensional contido em H™ e
e o}
— . —1 —1 —1 N
E, = ﬂLm oLyt o Lk Vinsin
i=0

¢ um subespago (n — k)-dimensional contido em Vm.

Demonstracio. Note que RF x {0} < H” para todo =, entdo para cada j € N
Sji=Lu 10 Ly 20 Ly j(R*x{0}) € Ly 10 Ly 20 Ly ;(H), ;) =:Tj.

Para cada j € N seja {v{,v%, ...,vi} uma base ortonormal ordenada para S;, consideremos
as sequéncias {v’ }jen para cada ¢ = 1,2,...,k (as sequéncias dadas pelas coordenadas). Pela
condi¢ao (1) temos S; < Tj, para todo 7,75 € N, e a intersecao de 7; com a esfera unitaria é
compacta, entao as sequéncias de coordenadas tem subsequéncias que convergem em 7, para
todo j € N. De forma similar, se tomarmos uma sequéncia de vetores definida em um conjunto

de coeficientes fixos, tal sequéncia também convergira em 7}.

Seja S o espaco gerado pelos limites das sequéncias dos bésicos, entao S esta contido em 7T}

para todo j € N, portanto, na intersecao deles.

note que S < H'. Seja (u,v) € E}

m?

Mostraremos que S = E

m?

entdo dado que S < H'™
é transversal a 0 x R™ " podemos escrever (u,v) = (u,v’) + (0,v") com (u,v) € S e (0,v") €
{0} x R™*. Sejam

(uj,v5) 1= Ly 00 Loty (u,v),

m—j
(uf 0f) = Loy o eee o Lty (w,0),
(uf, of) 1= Ly 0+ 0 Lyl (0,07).

Entao (u,v) € E; pela defini¢io de E; implica que (uj,v;) € H™ 7 e pela condi¢ao (3)

como (uj,v;) € H™ entao [[(uj,v))] < p/|[(u,0)] e (o) < p7](u,v")]. Dado que



Capitulo 2. Dindamica hiperbdlica local 38

(u",v") € Vim=i, por (4) temos que

J’]

[0 < (), )< (XY (NG wp) |+ 1, v5) )

<(% ) (1, )] + s o))

| =0, isto é, v" = 0. Assim, (u,v) = (u,v") € S. O argumento para £,

I/|

para todo j € N, dai |jv

é similar, usando a familia {L,'} no lugar de {L,,}. O

Observagdo 2.1. Note que E. e E . sio as tnicas sequéncias invariantes de subespagos dentro

/ .
dos cones H'™ e V'™ respectivamente.

Corolario 2.1. Nas mesmas hipdteses da Proposicio 2.1 e X' <1 <y’ entao { L, }mez € uma

familia de aplicagoes hiperbdlicas as quais admitem uma (N, p')-decomposicio.

Corolario 2.2. Se vy <+/(p/\) —

0<5<mm{v(u—A) M_(1+7)2>\}

(I+7)?2" (1+7)(v+2)

entao
o0

(B = (V) H )y = [ W(Fe(fal o+ (FolHT) ) pam

i=0 =0

¢ um subespago k-dimensional contido em H),

(Dfm)p(E;)m = (E}rm(p))mﬂ

H@ﬁ%@ﬁ>('i—%)f,mmw@£€@ﬁm

Q0
Da mesma forma (B ), = ﬂ((f*)_l)"\/”)pym ¢ um subespago (n — k)-dimensional contido em
V'

(D fu)o (B Y = (B s
e para todo & € (B, )m
(D fm)p(€)] = (1 +7)(A+ d)llE].

Lema 2.4. Para cada m € Z os subespagos (E) )m € (E, )m dependem continuamente de p.

Demonstragdo. Temos que os vetores em v € (E, ), sdo caracterizados por

|(Dfinsei)(D frnsjm1) -+ (D fm)pv| < (VY o] j €N (2.4)
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Seja {pi}iey uma sequéncia tal que p; — p, tomemos uma base ortonormal {ﬂ,é’é, e ,g,ﬁ} de

(Ep_l )m, sem perda de generalidade, suponhamos que

limé =¢ (i=1,2,...,k).
|-

Dado que para cada i € N fixo, os vetores ££ satisfaz (2.4) para todo [ € N, pela continuidade
de cada Df,,, temos que §; satisfaz (2.4), portanto, & € (£, ). Uma vez que dim(E, ),, ndo
depende de p, segue que llilg(E[;)m = (£, )m-

Note que a caracterizacao dos vectores w € (E;r )m € dada por

I(D frns) (D fnjr) == (D fm)poll = ()] j €N

Com um argumento similar ao anterior concluimos que subespagcos (Ep_ )m dependem continua-

mente de p. O

Passo 3: Obter gréficos invariantes, isto ¢, uma familia {oF : R¥ — R™™*} ., de funcdes

Lipschitz tal que f,,(graphe;,) = graphe; ;e ¢.f (0) = 0.

Seja C.,(R¥) o conjunto de fungoes ¢ : R¥ — R"™* que sio -Lipschitz e C’S (R*¥) 0 subconjunto
de ¢ € C,(R¥) tais que ¢(0) = 0.

Lema 2.5. Suponha que v < ~/(pu/\) — 1,

Y —A) u—(1+7)2A}
T+ (1 +9)(y+2)

Seja ¢ € C,(R") entdo fn(graphy) = graphy para algum ¢ € C,(R¥). O Lema vale também
para 02 (R¥).

0<(5<min{

Demonstrag¢io. Dado (x, ¢(x)) € graphep, entao

fm(@,0(2)) = (Amt + am(2, 0(1)), Buip(2) + fm (2, 0(2)))-

Consideremos a fungao G’ : R* — R¥ dada por
G () = At + am(z, o(7)).

Note que G} representa a primeira coordenada da imagem do conjunto graphy pela aplicacao
fm.

Para provar que f,,(graphyp) é o grifico de uma fungao, mostraremos que G’ é bijetora, isto
é, para xy € R* devemos mostrar que existe um tnico ponto z € R* tal que Gg(m) = Iy ou

equivalentemente

= F(z) onde F(z) = A 'zg — A a(z, o(z))).
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Afirmamos que F : RF — R* é uma contracdo, de fato, sejam 1, 2o € RF

|F(21) = Fa2)]| = A, (o@, (1)) — A, (alwa, o(22))
<t Hamler(L+ ) er — | < p 01+ ) | — 2o

Pela hipétese x4 *9(1 + ) < 1. Logo pelo Principio de Contracio a funcdo F tem um tnico
ponto fixo, segue que G’ é bijetora, portanto, existe ¢ tal que fm(graphy) = grapht. Vejamos
agora que 1) é y-Lipschitz, sejam o, 2, € R¥, suponhamos ¢(z)) = ¢/}, ¥(z}) = ¥, e tomemos

(x1,11), (2, y2) € graphy tais que para i = 1,2
(@5, 55) = fnl@i, 91) = fn(@i,0(2)) = (Ami + (@5, 0(22)), Bnp () + B (1, 0(24))).

Entao temos

l95 = vill < [1Bm(o(x2) = o(z0))| + [ Bm (w2, 0(72)) = Bim (21, p(21))
< Mz =]+ 01+ )llwe — 1] = My + (1 + 7)) |2 — 24|

|25 = 2] = [Am(o(z2) = @(z))]| + lam (@2, ¢(x2)) = am(@1, o(x1))]
> piwy — 21| = 0(1+ y)llwe — 21| = (0 = 6(1 + 7)) w2 — 21
destas duas desigualdades segue que

Ay +6(1+7)
p=06(1+7)"

pela condicao para ¢ na hipdtese temos que +' < «, portanto, v é ~-Lipschitz; isto mostra que

lyy — w1 < o'|lzy — 2], onde v :=

fm age sobre o espago C.,(R¥). Para o caso ¢ € C’S(Rk) o Lema 2.5 também ¢é valido uma vez
que f,(0) = 0. O

Dado que eventualmente queremos aplicar o Principio de Contragao, introduzimos uma

o 0/ k ~ , ~ .
métrica no espago Co (R") e mostraremos que a agao de f,, nesse espago é uma contragao. Seja

|o(x) = ¢ ()]

|z]

d(p,¥) == sup {

2€RF\{0}

| w,wec*s(w)}.

Como ¢(0) = 1(0) = 0 e as funcdes ¢, 1 sao Lipschitz esta métrica é bem definida. E ficil

verificar que com essa métrica, (C’f: (R¥), d) é um espaco métrico completo.

No seguinte Lema mostramos que a acao de f,, em C’S (R*) dada por

fm(graphy) = graph((fm))

¢ uma contragao.
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A+6(1+7)

0 k
i o(1 4 ) (0 V) om0, € CRE),

Lema 2.6. d((fin)«p, (fim)«) <

Demonstragio. Sejam @' = (fi)sp € ¥ = (fn)«. Seja x € R"™ arbitrario, usando a aplicagao

G, definida no Lema 2.5, temos

[(fm)sp (@), (fm)st0 (@) = [£'(GF () = (G ()]

< ¢ (GZ () — (G @) + (G () = 1(GE ()]
= [Bnp(z) + Bn(z, 0(2)) = Bnto(z) = B (2, U(2)]| + [(GF (2)) — (G ()]
< [Bullp(@) = @) + 5m(z, o (2)) = Bz, (@) +7|GF (2) = G ()]
< Allp(@) = (@) + (@) = (@) + v[Anz + am (2, P(z)) = Anz — alz, p(z))
< Alp(@) = ()| + dllp(z) = p(2) | + 7vollp(r) — ¢ ()]
= A+ (L + 7)) — ¢ (@)].

x) —
x) —

Por outro lado,

IGZ (@) = [Amz + am (@, p(@)]| = [ Amz| = [a(z, ¢(2))]
= ple = oL+ )zl = (u =61 + 7))z,

logo,
[(fin)s (G (@) = (fm) s (GZ @) _ A+ (1 + 1) () — ()]
|G ()] = 0(1+) (e
A+0(1+7)
L= +7)d(90,w)-

Portanto, dado que G’ é bijetora segue que

A+0(1+7) 0k
< @7
d((fm)*(p’ (fm)*w) ~ [ — 6(1 + v)d(gpaﬂ)) para 90;¢ € C'y(R )
1
Como A+o(l+7) < 1, a acdo de f no espago Cg(Rk) é uma contracao. O
p=06(1+7)

Agora, denotemos por C’S o espaco das familias {¢,, }mez de fungoes em C’S (R¥). E definamos

a agao de f = {f,n} no espaco C’(y) dada por
f: C’?/ — C’S
{Spm}mGZ = {(fm)*@m}mez

tal que graph((fim)«¥m) = fm(graphe). A fungdo f é conhecida como a transformagao de grifico.

Introduzimos em C’S uma métrica que torna f uma contragao

A({Pm}mez, {Vm}mez) = i}g d(Pms Vm)
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Pelo Principio de Contragao em espaco métrico, f tem um tnico ponto fixo, logo existe uma

familia invariante {¢ },.cz.

W, = {(z, ¢} (2)) : 2 € R*} = graphe,

m

Para construir ¢,, procedemos com o mesmo argumento, usando as estimativas obtidas, subs-
tituindo  por 1/ e mostrando que as aplicacdes f,.! agem na familia de funcdes y-Lipchitz

¢ :R"* 5 R* e sdo contracoes, pelo qual obtemos também

W, ={(em(v),y) : y € R"*} = graphy;,

Neste ponto podemos provar o item (ii) do teorema, de fato, seja z = (x, p(x)) € W,!, temos

que

[fm (] = [fon (s )| = [Amz + am (@, 05, (2)), Bpp, (2) + Bn(2, 0, ()]
2 |Amz + am (2, o (@) > pllz] = 6(1 + )|z

_ N—ff;% + (05 ()]

p—o0(1+7) +
_ ﬁ\\(%s@m(ﬂﬁ))ﬂ-

Agora, z = (¢ (y),y) € W,,, dado que f,, é uma funcdo ~-Lipschitz, temos:

1 fm ()] = [l fm (™ @), )] = [Ame™ (¥) + (0™ (¥), ¥), By + Bunle™ (y), v)|
< (L +DIBmy + Bl (1), 9)
<(T+7)A+ 01 +7)|yl
<A+ VA+E+ e @),

Passo 4: Para provar que a familia invariante de fun¢oes obtidas na etapa anterior consiste
em fungoes diferenciaveis, introduzimos o conceito de conjunto tangente para um grafico. Usando
o resultado do passo 2 e a existéncia de uma unica familia de campos de planos invariantes
contidas nos cones vamos mostrar que o conjunto tangente de cada um dos graficos obtidos é
um campo de planos continuo, o que vai implicar que as graficos sdo de classe C*, a referéncia

usada para este passo é [2].

Definicao 2.5. Seja ¢ € C’B(Rk), para cada x € RF definimos

Ayp =

Assim, Ay = u/|ul| (veja Figura 2.1.2)
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top = {v € Ty o@)R" 1 existe {xp}nen tal que T}l_% T, =1 € 7}1_{1010 A, p =v}. O conjunto
tangente de ¢ em x é definido como:

T(z,p(z))P = U Rov; onde Rv = {av : a € R}.

VEL L

A unido disjunta T = U T(a,p(x)P € chamada de conjunto tangente de .

zERK

Figura 3 — O vetor u = (y, p(y)) — (x, ¢(x))

Lema 2.7. p € C?/(Rk) ¢ diferencidvel em x se, e somente se, Tz o(2))p € um plano k-dimensional

Demonstragcdo. Suponhamos que ¢ é diferenciavel em z. Consideremos
g:RF >R
y = (y,90(y))
Note que ¢ é uma funcio diferencidvel em R¥, logo podemos fazer:

Dg(x)-h = zlsli% (x + th, p(x + zh)) — (2, 0(2))

(e thapla + th) — (rp(@) (@ + thpla + th) — (r.p(a))|
W Tt th oo 1 1h)) — (@ p(@)] t

(e thpla + th) — (r.p(a) ‘ (h 90(56+th)—90(13)>H
M Tt oo + 0) — (@ o] |\ t

G thple ) (@)

= @t th ol + ) — @@ I F @)

Portanto, o plano tangente a g no ponto x coincide com 7, (.))®, mas pela definicdo de g temos
que T ,(z))¥ coincide com o espaco tangente ao grafico de ¢ no ponto x, que tem dimensao £,

logo T(z o)) tem dimensao k.

Suponhamos agora que T, ,(z))¢ tem dimensao k. Para cada v € R*. o limite
Clz,v) = lim Ayp, v (2.5)

existe para qualquer sequéncia {s,,}men tal que s, = 0 quando m — oo. Mais ainda, C'(x,v) é

independente da sequéncia s,,. De fato, uma vez que cada vetor A, , tem norma 1, segue
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da compacidade da esfera unitaria em R" que a sequéncia (A, ¢)m tem subsequéncias
convergentes. Mais ainda, dado que 7, ()¢ ¢ um subespaco de dimensao k, para cada v existe

um tnico vetor w = w,, € E~ () tal que w € (4 4(2))p- Isto implica que o limite em (2.5) existe

e
C(x,v) = (v, w) ,
[ (v, w)]
em outras palavras D,p -v = w e a funcao ¢ é diferencidvel em =x. O]

Note que se A, ¢ — v com x,, — z, entdo

lim fm(xmw(ajn)) - fm(x>90(m)) _ Dfm(x>90($)) v
10 | (T, 0(20)) = [, 0(2)| [ Dfm(z, o(x)) - 0]

Isto implica
(D fm) @) Ta@) P = Thn(z.pl@)¥ (2.6)
onde f,,(graphy) = grapht. Isto é, os conjuntos de planos tangentes sdo invariantes pela acao

de Df

Agora, vamos ver que a familia invariante p* = {©F}, obtida no Passo 3 estd composta por
funcoes diferenciais, de fato associada a familia ¢ temos uma familia de conjuntos tangentes
T = {1}, note que

a2y Pm © H para todo m e N (2.7)

Por outro lado, pela observagao 2.1 e o Corolario 2.2 temos que
(D fm)p(Ep)m = (Ef, p))m1
(D fm)p(Ep)m = (B} p))m+1-

Em particular E e E sdo os maiores conjuntos contidos nos cones H” e V7 respetivamente

(2.8)

que satisfazem (2.8). Segue de (2.6) e (2.7) que

+ S
Tlaosptu(@)Pm & (Ep)m

Dado que todo conjunto tangente 7, ,+ ) ¢y, Projeta-se sobre R*, temos que T (@) P =
(E(J; ot (:p)))"“ o que implica que 7, + (w))@:; tem dimenséo k, pelo Lema 2.7 cada ¢ ¢ diferen-
ciavel, mais ainda, pelo Lema 2.4, a funcao x — E(Z ot (@)

funcdes continuas. Portanto, W.© = {(z, ¢! (z)) : 2 € R¥} é uma variedade de classe C"' para

¢é continua dado que é composicao de

cada m € N.

De forma andloga mostramos que W, ¢é variedade de classe C*, concluindo assim a prova de
(i).
Resta provar (7ii). Observamos apés a formulacao do teorema que dado um ponto p = (z,y) €

R"™ podemos construir as variedades (W), e (W), que contem p. Digamos

m

(W,.)p = graph(ep,,), e (W,)), = graph(e,),)y,
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para algumas fungdes v-Lipschitz, (¢,,), : R — R e (o), : R¥ — R™* com propriedades

analogas a (i) e (ii).

Lema 2.8. Para p,q € R" a intersecao (W,1), n (W,

)q contém exatamente um ponto.

Demonstragio. Se z = (z,y) € (W,5), n (W,),, entao y = (o), (2) e z = (¢r,)4(y), portanto
= (p;)q(eh)p(z), 0 que implica que (x, (@), (x)) € (W), n (W,,),; mas nos podemos
assumir v < 1, logo a aplicacio (¢,,)q(;), : R¥ — R¥ ¢ uma contracio, portanto possui um

unico ponto fixo. O

Agora, suponhamos que p ¢ (W, )o, pelo Lema 2.8 existe um tnico ¢ € (W, )o n (W,)),
usando (ii) para (W,)o e (W,7), temos

HferLfl ©---0 fm(p)H >Hfm+L71 0---0 fm(p) - fm+L—1 6:--0 fm(Q)H - ||fm+L71 ©---0 fm(Q)”
M F
> () Ip - qll — (V) gll = ()" (up g+ (M) |q||> |

se N <v <y eC eR, entao sempre existe L suficientemente grande tal que | fir 100
fm®)| > Cv*|p|. Seja g € (W) n (W),

lftro-o i@ = fntre-ofi@) = fulpo-o i@l = It o-o ful (@)

(V) Hp — ql — () gl = V)" <p— dl + (2) q> |

logo para L suficientemente grande existe C' > 0 tal que ||f,1, o---0 -1, (p)| > Cv=|p]|.

Passo 5: Para completar a demonstracao do Teorema 2.1, vamos provar que se i = 1, entao

{W},.ez consiste em variedades tdao suaves quanto o difeomorfismo.

De fato, note que podemos escrever o diferencial D fm em forma de bloco:

(& %)

A Az ]

com A" matriz k x k, [(A“) 7] < i(g’ APy uma matriz (n — k) x (n — k) com |AS| < A+0
e |AZY| <4, |A%| < 4. Pelas etapas anteriores podemos obter W' tomando as fungoes suaves
@) € C’S (R¥) com ¢?, = 0 aplicando a aplicacio do grafico repetidamente obtemos a familia
{©;,} para i € N, e tomando limite quando ¢ — co. Provaremos indutivamente que a (r + 1)-
ésima derivada de ¢ converge quando i — oo, sempre que f seja C" . Note que Dy’ é o

grafico de uma aplicacdo linear E’, : R* — R"*_ ou equivalentemente, a imagem da aplicacdo
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I .
( . > : R¥ — R", note que a imagem de Dy’ por Df,, é a imagem da aplicacao linear

B
Auu o Asu T Al 4 AsuEz
meoom =1 " e (2.9)
Av AR \E), A+ ABE
. 1
Seja gy, 1= (GZL ! ) com G7)' como no Lema 2.5. Entao a imagem de (2.9) coincide com a
: d I ¢ ioual
imagem de | . .. ] queéigual a
Emt}l (gm+1) !
A ASUEE
ElHl © (9m+1) HAW + AREL) .
Assim,

Epy 0 (Gan) T (A + AR, ) = ALY + AVE,
Compondo com g, ;, obtemos

B (AR 0 g + (A5 0 01 ) (B © 6p40)) = A + ADE,

m+1

Agora derivando r-vezes obtemos

DBy (i) '+ By (A0 g1 0)(DTE, © p 1) (D)
~1

= (A, 0 gfnﬂ)(DrEfn o gm+1)(ng+1)®T + €m+1,i+1(a17;1+1,i+1) )

u , oA . . i1 i
onde &, 1,41 € um polindmio nas derivadas anteriores de ;7 e E e

O%H i+l T [(A} o gfnJrl) + (A™o g;inJrl)(E?in © grinJrl)]il?
amz . (Ass ngn_l) - Efn(AL;:LJfl ngn_l)?
(Dg:n—&-l) = (Dgin—&-l)(Dgin—i-l) T (Dgin-s-l) (7" VezZes Dgim—l):

obtemos entao,

DrEz (DTE’L llogm )(Dgz 1)®'r U +§mz
=0é;2,i(afn_1 © g WD B2 0 91221 0 9, ) (D)) (g iy © Gy )(Dgy ) ag
+O‘fn7i (Smfl,ifl © g )(Dgl 1)®r ” i T Sm i

Aplicando isto indutivamente obtemos uma expressao para D"E; com um termo principal que

envolve D"E° | com o produto dos i termos o, Lils

S S

am,i(afn—1 © QZI)(am—z © 9;1_—21 © gfn_l) e
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" (Dgfn_—32)®r(axl—2,i—2 © 9371_—21 © gfgl)(Dggzl)@T(a/um—l,i—l © gm )(Dgz 1)®T ?nz'

Afirmamos que estes termos convergem a zero quando i — oo, de fato, |[D"E? .| é unifor-

memente limitada, pela escolha de ¢° , e tomando § suficientemente pequeno temos que
S U .
log,—i—illllag, il < 1, pois

1

<A+ (1+7de o ] € ——.
H (i e lofsindl < s

||04fn—z,7;—z [

Finalmente pela hipétese de j > 1 nesta etapa, garante que (Dg’" - 7 1)®" é limitada, dado que

podemos tomar § > 0 suficientemente pequeno tal que p — & > 1 e assim |(Dg:'7H®"| <

1
— < 1.
w—20
O j-ésimo resto do i-ésimo somando na expressao para D"E} , compoe-se de &,,—;j_1,—j—1 com
u
11>

o produto dos termos a; assim como o produto das j ocorréncias de (Dg’ ' 1)®".

m—L,i—0D
Como antes, estes termos convergem uniformemente a zero quando j — 0. Note que & 86
envolve derivadas dos El'C de ordem menor do que 7, que convergem uniformemente, pela hipétese
de inducao, assim como as derivadas de ordem menor que r dos coeficientes de D f, que sao
limitadas dado que f e C"'. Consequentemente, esses termos sdo dados pela soma parcial de
uma série uniformemente convergente. Sabemos que as derivadas de £’ de ordem menor que 7
convergem quando 7 — co, portanto concluimos que o limite de £’ é C", como queriamos. E

assim finalizamos a demonstracdo do Teorema de Hadamard-Perron.

Observacgao 2.2. Note que (W,:), e (W, ), para p € R" depende continuamente de p.

Pela caracterizacao das variedades do Teorema de Hadamard-Perron temos:

Proposigao 2.2. Se p; — pe R" quando | — o ey, € (W,}),, para todole N ey, — yeR"

quando | — oo entao y € (W,)),

Demonstragio. Fixado L € N, por (i) no Teorema 2.1 implica para v < i’ tal que

lflpo o fulityw) = flpoofili)| <v "y —plVieN

Pela continuidade de f,, temos que

|falp oo falil) = falp oo fali@) < vy =,
dado que L € N é arbitrario, por (iii) segue que y € (W,}),. O

Corolario 2.3. Se p; > p € R" quando | — o e¢ q € R" entao a sequéncia vy, dada por
(Wadm 0 (Wi)g = {u} converge ay, onde {y} = (W), 0 (W),

m
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Demonstragio. Como {y;}en < (W,,), € (W,,)q é compacto, pois é o grafico de uma fungao
Lipschitz, existe y € R" tal que y;, — vy para alguma subsequéncia y;, , pela Proposicao 2.2
temos que y € (W,5), n (W,),, mas pelo Lema 2.8 a intersecao (W,!), n (W,,), consiste de um
tinico ponto, isto implica y;, — y, y € (W), n (W), O

m

2.2  Conjuntos hiperbdlicos e Difeomorfismos de Anosov

Os conjuntos hiperbolicos possuem muitas propriedades importantes nos sistemas dinamicos,
e estudando tais conjuntos desenvolveu-se uma ampla teoria para a dinamica de aplicacoes
admitindo tais conjuntos. No que segue estudaremos uma classe importante de difeomorfismos,
os difeomorfismos de Anosov, os quais tem como particularidade que a variedade onde estao

definidos é, por si s6, um conjunto hiperbdlico.

Definicao 2.6. Seja M uma variedade suave de dimensdio m, f: M — M um difeomorfismo
C", r =2, um subconjunto nao vazio compacto invariante A < M é dito hiperbolico para f,
se existe uma métrica riemanniana, a qual sera chamada de métrica de Lyapunov em uma
vizinhanga aberta U de A, e numeros 0 < A < 1 < u tais que para qualquer ponto x € A existe

uma decomposicao do espago tangente T,M = E°*(x) ® E"(x) satisfazendo:
Dy f(E*(z)) = E*(f(z)) e Do f(E*(x)) = E*(f(2));

Os subespagos E°(z) e E*(x) sao chamados de dire¢ao estdvel e instdvel de f respetivamente.

Da caracterizacao dos subespagos E® e E", segue que os vetores em E° se contraem com
velocidade exponencial no futuro e os vetores em E“ se contraem no passado. Note que
0 < dim(E°) < m e 0 < dim(E*) < m. Por exemplo, se dim(E") = 0, entdo f ¢ uma

contracao, logo ndo pode ser uma difeomorfismo em uma variedade compacta.

Exemplo 2.2. 1. Um exemplo simples de um conjunto hiperbolico é uma orbita periodica

hiperbolica.

2. Um exemplo de um conjunto hiperbdlico bem conhecido € a Ferradura de Smale, construido
tomando Q = [0,1]* (um retingulo em R?) e f : Q — R* um difeomorfismo de Q sobre
a sua imagem, agindo nele de forma que o quadrado é fortemente esticado na direcdo
horizontal e comprimindo na direcdo vertical. Definimos A como a intersecao
e}
A=) @
n=—o
O conjunto A é chamado a Ferradura de Smale (para f). Pode-se mostrar que A é um

conjunto de Cantor, em particular ele ndo possui pontos interiores nem pontos isolados.
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Definicdo 2.7. Um C'-difeomorfismo f : M — M de uwma variedade compacta M, é dito um

difeomorfismo de Anosov se M é um conjunto hiperbélico para f.

Exemplo 2.3. O automorfismo no toro apresentado no Exemplo 1.3, dado por Fr(z,y) =
(22 4+ y,z +y) mod 1, é um difeomorfismo de Anosov. Neste caso a métrica euclidiana em T?

¢ uma métrica Lyaponov.

Proposicao 2.3. Seja A um conjunto hiperbolico para f : U — M. As dimensoes dos subespacos
E“(x) e E°(z) sdo localmente constantes e esses subespagos variam continuamente com relagio

ax.

Demonstragio. Da definigdo de conjunto hiperboélico, para qualquer x € A e v € E*(x)
| Do f" 0] < A"[v]. (2.10)

E essa desigualdade caracteriza o subespago E°(x). Seja x,, — z, tomando uma subsequéncia se
for necessério podemos assumir dim E°(z,,) = k constante. Consideremos uma base ortonormal
(D 0% para cada E*(z,,) tal que v — v e T,M, i = 1,2,..., k. Pela continuidade de
Df™ e de (2.10) segue que para v = (v{)),

| Dz fr o] < XYo@ = A"

Portanto, vV € E*(z), dim E*(x) > k e E*(z) lim E*(z,,), logo dim E*(x) = k = dim E°(x,,).
[

Na préxima secao mostraremos que quando f é um difeomorfismo de Anosov C? as distribucoes

E? e E*, na verdade sao Hélder continuos com respeito a x, que é mais forte que continuidade.

Corolario 2.4. Os subespacos E°(x) e E*(x) sao uniformemente transversais, isto é, existe

ap > 0 tal que para qualquer x € A, v e E*(x), w € E*(x) o dngulo entre v e w € pelo menos «y.

Demonstragio. Seja a(x) o dngulo minimo entre v € E%(z) e w € E*(x). Dado que E“(x) n
E*(z) = {0} entao a(z) > 0, pela proposicao anterior a(x) é continua em A, logo a tém um

minimo positivo. O

Observacao 2.3. Note que todo subconjunto fechado invariante de um conjunto hiperbolico é
também um conjunto hiperbolico. Mais interessante, o sequinte resultado garante que pode-se

envolver um determinado conjunto hiperbolico por um conjunto hiperbolico maior.

Proposicao 2.4. Seja A um conjunto hiperbélico para f : U — M, existe uma vizinhanca
V o A tal que para qualquer g C*-préxzimo de f, o conjunto invariante:
A =()g"(V)
neZ

¢ hiperbolico.
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Demonstragio. Fixemos A > 0 suficientemente pequeno, consideremos uma familia de cones
horizontais H) = {v +w : v e E%(x), v € E°(z), |w| < ~|v|} e a familia de cones verticais
VIi={v+w : ve Ex),we E(x), |v|] < 7v|w|}. Para cada x € A temos uma (A, p)-

decomposi¢ao implica que:

DofH) < HY, Do f 'V < VI T

| Da fo] =

v/, parav e H] 2.11
ol » w (211)

| Defw] = (1+7)A wl, parawe VY (2.12)

Portanto se fixamos § > 0 pela continuidade de Df e Df™!, existe uma vizinhanca V < A tal
que para todo z € V satisfaz (2.11) com A substituido por A + ¢ e u por p — §, para f como
para g, isto implica que para todo x € A}, as hipdteses da Proposi¢ao 2.1 sao satisfeitas com
N=Q+7)(A+9), ' =(u—20)/(1+7), portanto, a sequéncia de diferenciais Dggn () admite
uma (X, 1')-decomposi¢io. Se v e § sdo suficientemente pequenos, entdo X' < 1 < ', assim A{,

¢ um conjunto hiperbdlico. O]

A Proposicao 2.4 tem como consequéncia imediata um resultado que dé informagao sobre o

comportamento de difeomorfismos proximos a um difeomorfismo de Anosov.

Corolario 2.5. Qualquer C*-perturbacio suficientemente pequena de difeomorfismos de Anosov

¢ um difeomorfismo de Anosov.

2.2.1 Variedades estaveis e instaveis para conjuntos hiperbdlicos

Em seguida, mostraremos como aplicar o Teorema de Hadamard-Perron em uma forma um
pouco mais geral. Usaremos o Teorema 2.1 para mostrar a existéncia das familias de variedades

estaveis e instaveis dada uma funcao em uma variedade M, com conjunto hiperbdlico A.

Teorema 2.2 (Teorema das variedades estavel e instavel para conjuntos hiperboélicos). Seja
A um conjunto hiperbdlico para um difeomorfismo de classe C*, f 1V — M tal que para cada
xe N, D,f admite uma (\, p)-decomposicao com A < 1 < u, entdo para cada x € A existe um
par de discos C'-mergulhados W (z), W .(z), chamados de variedade local estdvel e instdvel

respectivamente, tal que
1. ToWige(x) = E°(x), TWig.(x) = E*(x);

2. f(Wie(@)) = Wie(f (), [7 (Wige(2)) = Wigo(f~(2));
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3. Para todo § > 0 existe C(9) tal que para n € N

dist(f"(x), f"(y)) < CO)(A + 0)"dist(x, y) para y € Wi, (x)
dist(f7"(z), f7"(y)) < C(6)(u — 0)"dist(x, y) para y € Wi, (z)

4. Eziste B > 0 e uma familia de vizinhagas O, contendo a bola de centro x e radio B tal que

Wise(@) ={y : f"(y) € Opngey,n = 0,1,2,...};
VV;;C(QZ') = {y : f_n(y) € Of7"($)7n = 07 172a .- }

Demonstragio. Fixemos x € A e consideremos a aplicagao

fo = exp;(lm) of oexp, : B¥(r) x B*(r) € T,M — Ty M

B#(e) x BYe) Lo Ty M
J{esz Jepr(T)
M—
Onde B*(e) é a bola de raio € em E°(x) centrada na origem (analogamente B“(e) respeito a

E“(x)). Note que a aplicacdo f, esté bem definida para e = () suficientemente pequeno. Dado

que A é um conjunto hiperbdlico para f, entao fm pode ser escrita como
Folu,v) = (Agu + g (u,v), Bov + Bu(u, ),

onde u € E*(x),v € E*(x). Além disso, A, : E*(x) —» E*(f(x)) e B, : E*(z) — E“(f(z)) sdo

aplicagoes lineares tais que A, é uma contracao e B, uma expansao.

Por outra parte, dado que A é compacto, podemos tomar ¢ > 0 suficientemente pequeno tal
que todo x € A fungdo exp, seja um difeomorfismo de B, = B®(¢) x B“(¢) em uma vizinhanga de
x. Agora, para a construgao da variedade estavel local, fixemos = € A, consideremos a familia de
aplicagoes {ffm(z)}mez, Para cada m € N identificamos o espaco tangente T'ym ()M com R", por
meio dos difeomorfismos 7,,, : Ty M — R™ = R* x R" ¥ tais que, 7,(EY) = R" e 7,(E2) = R™*
e a métrica Riemanniana (métrica de Lyapunov) em Tpm M ¢ identificada com a métrica
euclidiana em R". Seja F™ = 7,,,1 © ffm(x) o7, 1 note que 0 é um ponto fixo hiperbélico para
F,,, pelo Lema de Extensao podemos estender esta aplicacao a uma aplicacao ﬁm, em todo R".

fm T
Tfm(I)MM Tfm+1($)M

l‘rm J,TWH—I

RE x R Ly RF » Rk
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Note que a colecao de fungoes ﬁm satisfaz as hipdteses do teorema de Hadamard-Perron, logo
existem as variedades estéveis e instaveis dadas por (ij)o = {(¢(w),w) : we R"*} = graphg™
e (Wg)o = {(v, 0" (v)) : v € R*} = graphe™.

Consideremos
Wise(w) = exp,{(v, ¢ (v)) 1 v € B(0) = R*}
Wige(w) =exp, {(¢" (w),w) 1 w e B.(0) = R},
Finalmente por (i), (ii) e (iii) no Teorema de Hadamard-Perron implicam as propriedades
pedidas para Wp (x) e Wi (x).
[l

Observagao 2.4. As variedades estdvel e instavel local ndo sdo unicas e, em geral, ndo hd
maneira particularmente candnica de consertar. No entanto, deduzimos de (3) e (4) que para
quaisquer duas variedades estdveis, digamos W7 (x) e W3 (x), satisfazendo as afirmagoes do
teorema, a sua intersecao Wi (x) n Wi (x) contém uma vizinhanca aberta de x em cada um
delas. Equivalentemente pode-se dizer que para algum n € N temos f"(W7(f"(z))) <« Wi (z)
e f"W5(f "(x))) < Wi(z). De fato, n pode-se escolher uniformemente para x € A. Para a

variedade instdavel vale a observacao com n substituido por —n.

Definimos as variedades estavel e instével (global)

Uf (Wie(F(2)))

z) = LJ FrvE(f()))

A observagao anterior implica que W¥(z) e W*(z) ndo dependem da escolha das variedades

locais. As variedades estavel e instavel podem ser caracterizadas topologicamente como:

W) = fy e U : dist(f"(x), f*(y)) — 0,n — oo}
W) = {y € U dist(f " (x), f"(y)) — 0,n — w0},

Proposigao 2.5. Sex,ye A, ze W (x) n W} (y), entao a intersecio W () "W (y) contém

uma vizinhanga aberta de z em ambas variedades (respectivamente para Wi, ).

Demonstragio. Temos que dist(f"(x), f"(y)) < dist(f"(x), f*(2))+dist(f"(2), f"(y)) — 0,n —
o, pois z € W () "W} (y). Por (4) do Teorema 2.2, f"(y) € W .(f"(x)) para n sufientemente
grande, logo f"(Wj,.(y)) = Wi.(f"(z)). Dado que f"(Wp,(y)) e f"(Wi(x)) = Wi (f"(z)
sao discos abertos, sua intersecao f"(W: (y)) n f"(W;.(z)) < Wi .(f"(z) é aberta, logo
I Wige()) 0 f* (Wi () € aberto em f*(Wi, (x)) e f"(Wi.(y)), assim, z € f7"(f"(Wi.(y)) 0
F"Wige(w)) @ Wi (x) 0 Wik, (). O

~ N
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Corolario 2.6. Se para x,y € A a variedades estaveis W*(x) e W*(y) tem intersecio nao vazia
entio W*(y) = W*(x).

Demonstragio. Sejaz € W(y)nW?(x) e w € W?*(x), entao dist(f"(w), f™(x)) < dist(f™(w), f"(y))+
dist(f"(y), f"(z)) — 0, portanto w € W*(y), isto é, W?*(x) < W?(y), de forma similar se temos
que W?(y) ¢ W*(x) logo W*(y) = W*(x). O

Proposicao 2.6. Denotemos por Wi(x) e WX (x) a e-bola em W?(x) e W"(x) respectivamente.
Entao existe € > 0 tal que para qualquer z,y € A a intersecao W2 (x) nW(y) contém no mdximo

um ponto [z,y] e existe § > 0 tal que d(x,y) < ¢ para z,y € A entao W (z) n Wi(y) # &.

Demonstragio. E consequéncia do Corolério 2.3. O

Proposigao 2.7. Seja A um conjunto compacto hiperbolico para f € U — M. Entdo eziste uma
vizinhanga aberta Vo de A e oy > 0 tal que x,y € A e {z} = W (x) n W*(y) < Vp, entdo para

qualquer v e T,W?*(z) e w e T,W"(y); o dangulo entre v e w é maior do que .

Demonstragdo. Escolhemos uma vizinhanca V' > A como na Proposicao 2.4, dado que A é
compacto existe 6 > 0 tal que dist(A, M\V') = 4. Se Vj uma d-vizinhanga de A que satisfaz as
afirmagoes da Proposigdo 2.4. Seja x € A e consideremos W*(z) e W"(z) de tamanho menor
do que 4, por (3) no Teorema da Variedade Estavel, segue que si {z} = W?*(x) n W*(y) < V,
para alguns z,y € A, entao f"(z) € Vj para todo n € Z. Consequentemente z € A{/O, mas A{/O é

hiperbélico pelo Corolario 2.4, segue a proposicao. O

Ja feita a construcao das variedades estavel e instavel e dadas suas caracterizagoes, obtemos
as familias de subvariedades de uma variedade compacta M, as quais denominaremos folheacao

estavel e folheagao instavel.

Definigao 2.8. Se f é um difeomorfismo de Anosov, as familias F° = {W*(x)}zenmsr € F* =
{W*x)}renms formam folheagoes para M, as quais chamamos de folheagdio estdvel e folheagio

instdvel respectivamente. Além disso tais folheacoes sao transversais.

2.2.2 Continuidade Holder das distribuicbes estavel e instavel

Nas segOes anteriores mostramos que os subespacos estavel e instavel associados a um
difeomorfismo de Anosov dependem continuamente do ponto. Nesta se¢cdo mostrarmos que, na

verdade, as distribuicoes estavel e instavel, £*, E* sao Holder continuas.

Teorema 2.3. Seja f: M — M um difeomorfismo de Anosov C",r = 2, entdo as distribuicoes

E*(x) e E*(z) sao Hélder continuas.
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Temos pelo Teorema de Whitney que toda variedade M pode ser mergulhada em um espago
euclideano R com N grande. Como M é compacta, a métrica Riemanniana em M é equivalente

a distancia || - | induzida pelo mergulho do Teorema.

Demonstracio. No que segue consideramos M mergulhada em RY, para algum N € N. A prova

do teorema sera feita usando os seguintes lemas:

Lema 2.9. Sejam A, e B,, n =0,1,... duas sequéncias de matrizes reais N x N tais que para
algum A € (0,1) e a > 0,
| A, — Byl < Ad" para todo n € N.

Suponha que existem subespacos Ea, Eg < RY e nidmeros 0 < X\ < p e C > 1 tais que A < a e

para cada n € N
|A 0] < CX|v|, se ve Eq;  |Agw|| = C7' |w|, sewe By
|Bnv|| < CAM|v|, se ve Eg; |Ayw| = C~'u"|w|, sewe Ez,

entao
dlSt(EA I ’B) < 3C2HA(lOguflog A)/loga—log A)
, = A :

Demonstragao. Consideremos
Q% ={v e RY : [Au] <20N"v]}
Qp ={veRY : |Byo| < 20M"|lv}.
Para cada v e RY escrevamos v = vy + vy, onde vy € Ey4, v € Ej. Note que se v € ()"} entao

[Anv]| = [An(vr + v2)| = [Anva]| = [Anvi]| = C7 " oa]] = CA" ]

A n
portanto, Jus] < O~ (| Anv] + CX"oy]) < 3C? (u) ol logo

dist(v, E4) < 3C? (2) v]. (2.13)

Agora, seja v = A/a < 1, entdo existe um tnico inteiro ndo negativo n tal que v"** < A < A",

logo, se w € Ep, entao
”Aan < HanH + ”An - Bn”Hw”
< CN'|w| + Ad™||w||
< (OX" + (va)") [w] < 2CX"||w].

Segue que w € Q", portanto, Ep < Q';. Por simetria F4 < Q. De (2.13) e a escolha de n,

obtemos

diSt(EA,EB) < 302 <>‘> < 3CQ§A(logu—log)\)/(loga—log/\).
i
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Lema 2.10. Sejam M uma subvariedade compacta de RY e f : M — M wuma aplicacio
C",r =2 . Entao para todo a > (mz}\;[( ID.f|)?, existe D > 1 tal que para todo n € N e todo
zZ€

x,y € M temos:
| Do f" = Dy f"] < Da™l|lz —y.

Demonstracio. Dado que f é de classe C", r = 2, existe D’ > 0 tal que
|Daf — Dyf| < D'z —yl.
Seja b = max D, f|l = 1, note que, para todo x,y € M
[ (@) = [ (W)l < bz =yl
Fixado a > b. Entao o resultado é valido para n = 1 e qualquer D > D’. Assim por inducao,

| Do f" = Dy [ <UD griay fI| Daf ™ = Dy f™| + | Dgnay f = Dpniyy F1 Dy f |
<bDa"|z —y| + D[ f"(z) — f* W) 1Dy f"]
<bDa"|z —y| + D'b" |z — y[b"

b D/ b2n
<D n+1 _ - -
o=l (24 3+ )
2 et ox , oD,
Se a > b*, entao existe D > D’ tal que + + < 1. ]
a D antl

Agora procedemos com a demonstragao do teorema. Seja x € M, tomemos (T, M )L, dado que
(TM)* é uma distribuicio suave, é suficiente provar a Holder continuidade de F' = E*@ (T M)*.
Como E°(z) e E*(z) sdo transversais e de dimensdes complementares em T, M existe d > 1
tal que | D, f™(w)| = d~'p"|w| para 2 € M e w e (E*(z))*, de fato, seja w € (E*(x))*, entdo

w = ws + w, com ws € E*(x) e w, € E*(x)

| Daf™ (W) =[Def"(ws + wa) | = |Da f"(ws) + Do f" (wa)|
[ D f* (wi) | = [ Do f™ (ws) | = ¢ i ]| — eA"|ws|
e wa | = eA"(Jw] + Jwa])
2wl (e p" = eA") — eX"|w]

2wl(c i = 2eA") = Jw|p™ (et = 2¢) = d " w] .
Para todo x,y € M e qualquer n > 0 sejam A, e B,, matrizes reais N x N tais que

Ao =D, f"(v)seveT,M e Ayv =0 se ve T,M™*
B,v =D, f"(v)sewe T,M e A,w=0 se weT,M"
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Pelo Lema 2.10 ||A,, — B,|| < Da"||z — y|.

Agora, pelo Lema 2.9 com A = D|x —y||, B4 = F(z), Ep = F(y) e C = max{c, d}, temos

que
dlSt(F(iL’),F(y)) < 302 ()\) < 302§A(loguflog)\)/(logaflog)\)’
1

isto é,
A

diSt(ES(ZL‘), Es(y)) < 302 () < 302HA(logu—logA)/(loga—log)\)‘

1 A

Logo E? ¢ Holder continua.

Com um argumento similar mostramos também que E* é Holder continua.
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3 Continuidade absoluta das folheacoes estavel

e instavel

Obtidas as familias de subvariedades que constituem as folheagoes estavel e instavel, neste
capitulo mostraremos que estas folheagoes invariantes pelo difeomorfismo sao absolutamente

continuas. A referéncia principal usada é [13].

3.1 Definicoes e Teorema principal

Definicao 3.1. Seja T : X — Y uma transformagao mensurdvel invertivel entre dois espagos
de medida (X,v) e (Y,n). Dizemos que T é absolutamente continua se Tyv é absolutamente
continua com respeito a . Neste caso, definimos o Jacobiano de T em um ponto x como a

derivada de Radon-Nikodym,
dp

Jac(T)(z) = T

Fixado x € M e r > 0, consideremos a familia de subvariedades
L(z)={F(w) : we B(z,r)}

Definicao 3.2. Sejam T, e Ty dois discos locais transversais a folheacao F em p e q res-
pectivamente, a aplica¢io de holonomia entre Ty e Ty gerada pelas folhas F(w), é a fungdo
Tpq = Tpq(x) : D1 € Ty — Dy < Ty, onde Dy é um subconjunto aberto de Ty e Dy um

subconjunto aberto de Ty, definido por:
Tpq(y) = To 0 F(w) sey e Ty n F(w),w € B(xz,r).

Definig¢ao 3.3. Dizemos que a folheagio € absolutamente continua se existe J = Jac(m,,) :
Dy — D5 tal que

,UDQ(S) = f Jd,uD17 S c D2

-1
Tp,q(S)

Onde as medidas pp,, ltp,, sdo as medidas induzidas pela estrutura Riemanniana em T M.

Teorema 3.1. Seja f : M — M um difeomorfismo de Anosov de classe C", r = 2 em uma

variedade M de dimensao m. As folheagoes estdvel e instdvel sdo absolutamente continuas, mais

ainda o Jacobiano da holonomia é continuo e positivo.

Comegamos esta primeira parte introduzindo o conceito de Pré-folheacao porque faremos uma
aproximagao da folheacao instavel através de uma pré-folheagao, para mostrar a continuidade

absoluta desta folheacao.
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3.2 Pré-folhecGes e Lemas auxiliares

Seja M uma variedade Riemanniana suave, D¥ < R¥ o k-disco e p € M. O conjunto de
todos os mergulhos de classe C", r = 0, ¢ : D¥ — M tais que ¢(0) = p, é um espaco métrico.

Denotamos este espaco por:
Emb"(D*,0, M, p) = {¢ : D¥ — M : ¢(0) = p, ¢ mergulho C"}

A (C"-distancia entre dois difeomorfismos é definida mediante a métrica Riemanniana ou fixando
um mergulho de M em um espago euclidiano (Nesta ultima usamos o mergulho do Teorema de
Whitney).

Definicdo 3.4. Uma pré-folheacio de M por D¥ discos é wma aplicacio p —> D, tal que Dy, €
um C" k-disco em M contendo p e dependendo continuamente de p, no sequinte sentido: para

cada p € M eziste uma carta local, U, e uma segao continua o : U — Embr(Dk, U) tal que:

1. M=]U,;

peEM

2. D,=0o(p)(D") peU

Se, além disso, estas se¢oes podem ser escolhidas tal que as aplicagoes (p,x) — o(p)(x) sdo de

classe C°,1 < s < r, dizemos que a pré-folheacao € de classe C?.
Exemplo 3.1. Se F € uma folheagcio de M, de classe C", r = 1 e n-dimensional, seja
Fp(0) ={z € Fp | dr,(z,p) < 6},

Onde dg, € a distancia na folha F,, medida respeitando a estrutura de Riemann em T'F herdada

de TM. Entao para 6 > 0 pequeno, p — F,(0) fornece uma pré-folheagcao de M por k-discos
C".

Exemplo 3.2. Seja N um subfibrado de k-planos em T M. Entao, para 6 > 0 pequeno,
p > exp,(Np(d)),
fornece uma C" pré-folheagio de M, por k-discos C.

Exemplo 3.3. Lembrando a Defini¢ao 2.8, seja F* = {W"(p)} a folheagio instavel de M para
um difeomorfismo de Anosov de classe C", v < 2. Para § > 0 pequeno W'(0) € a variedade

instdvel local de tamanho § passando por p, entdo
p—> W;‘((S),

constitui uma pré-folheacdo de M por k-discos.
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Agora, vejamos a ideia de aplicagao de holonomia ao longo de uma pré-folheacao. Isto é a
usual nocao de translagdo de uma transversal, para folheacoes. Seja G uma pré-folheagao de M
por C" k-discos, r > 1, seja ¢ € IntG,, onde G, é o k-disco ao redor de p, e sejam D,, D, dois

(m — k)-discos suaves mergulhados transversalmente a G, em p e g respectivamente.
1,D,®T,G, =1T,M, T,D,®T,G, = T, M.

Entao existe uma aplicagao sobrejetora H,, : D,, — R, ,, onde D, , é¢ uma vizinhanca de p em
D,, H,,(p) = ¢, H,4(y) € G, n D,. Dado que G depende continuamente de y € D, no sentido
C", r =1 e G, interseta transversalmente D, em ¢, existe um unicamente um novo ponto da
intersecao entre G, e Dy, H,,(y), dependendo continuamente de y perto de p. Chamaremos a
aplicagao H,, , de aplicacao de holonomia definida pela pré-folheacao G.

D,
Dy

Figura 4 — Holonomia definida pela pré-folheagao G

Notagdo: Denotaremos por 3 a convergéncia uniforme de uma Sequéncia de fungoes.

Lema 3.1. Suponha h : D* — R* é wm mergulho topoldgico € {gn}nen uma sequéncia de

mergulhos Ct, g, : D* — R* tal que
g3 h e J(g) 3,

onde J(g,) € o Jacobiano de g,. Entao h é absolutamente continua e tem Jacobiano J.

Demonstracio. Mostraremos que para todo A € D mensurével

m(hA) = JA Jdy;

com 4 a medida de Lebesgue em D*. Dado que h é continua, é suficiente mostrar a igualdade

para A ¢ D* um subdisco fechado de D* arbitrario. Seja ¢ dado, podemos escolher A’ e A” tais
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que A’ estd contido no interior de A e A no interior de A”, dado que J é continua, estes discos

podem ser escolhidos suficientemente préximos de forma que

J J <¢e/2.
A//\A

Como g,, ¢ um mergulho C*,

m(gn(S)) = J J(gn)dp; para qualquer S < DF,
s
e dado que h é um mergulho, para n grande temos que
gn(A") € go(A) € h(A) < g (A").

Portanto,

| stanaus [ saydn< | i

"

mas,

| T = i, () < mina) < mGa, (4 = | Tain

o que implica que |m(h(A)) — J

J(gn)dp| < € para n grande. Dado que f J(gn)dp converge a
A

A

J Jdu, segue que
A

i) |

| < () = [ gt +

J J(gn)du—J Jdu‘ <e.
A A

]

Para o préximo Lema, considerando M mergulhada em um espago euclidiano, para cada

p € M podemos definir o angulo entre dois subespagos de T, M como segue

X (Ap, By) := max {{X(a, By) : a € A)\{0}} v {£(b, 4,) : be B\{0}}};

onde A, e B, sao subespacos lineares de 7,M. O angulo entre dois fibrados A, B é o supremo
de A (A, By),
%(A,B) :=sup £ (A,, By).

peM

Lema 3.2. Suponha que TM = N®FE*® = E*®FE® e N é suave. Seja G(0) uma pré-folheagio dada
por, p— G,(8) = exp,(N,(6)). Seja 0 < B < 7/2, se £(TD,, (E)") < B e £(TDy, (E)") <3
e 0 > 0 pequeno entdo cada aplicagio de holonomia H,, : D,, — R, , ao longo de G(6) € uma

1mersao.
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Demonstrag¢io. Dado que H,, é suave e a sua derivada ¢ uma func¢ao continua, ¢ suficiente
provar que D,H,, : T,D, — T, D, é uma bijecao, onde y' = H, ,(y). Dado que H,, = H,,,
para y perto de p, pois H,, ¢ uma holonomia, é suficiente verificar a bijetividade para y = p.

Note quesey = p =q, H,, = Id.

Por outro lado, temos que o conjunto de subespagos de 7, M de dimensdo igual a dim(E*(p)),
A:={A,cT,M: %(A, (E")) < B} é compacto. Assim, dado que H,,, depende continuamente
de p,q,D,, Dy, a compacidade de M e A, a bijetividade na diagonal p = ¢ implica bijetividade

em uma d-vizinhanga da diagonal, portanto, H),, ¢ uma imersao. O

3.3 Demonstracao do Teorema 3.1

Demonstracio do Teorema 3.1. Como E* é uma distribuicao continua em 7'M, pelo Corolario
1.4 existe uma aproximacao suave N de E“. Pela Proposicao 2.7 existe oy > 0 tal que para
cada pe M sev e E ewe E) entdo £ (v,w) = ap, logo existe f € R tal que 0 < 3 < 7/2,
£(E°, (E")') < B e £(E*, N') < . Para mostrar que o Jacobiano da holonomia na folheacio
instavel é continuo e positivo, consideramos a pré-folheacao definida no Exemplo 3.2 iterada
pela f, a qual para muitos iterados é proxima da folheacao instavel. De fato, consideremos § > 0
como no Lema 3.2 e seja

G:Gy:=exp,(Ny(9)); ye M
G é uma pré-folheacao suave. Seja G" a pré-folheagao dada por:
G" Gy = f"Grngy)
Seja G"(g) a restrigdo de G" ao raio ¢;
G'(e): G)(e) = {r € G < dgy (w.y) < <.
Segue da transformacao do grafico na demonstracdo do Teorema de Hadamard-Perron que
G"'(e) 3 W¥e) e TG"(e) 3 E“.

Seja p € M, consideremos ¢ € W*(p) e discos transversais a folheacdo instével D, e D,,
estudaremos a holonomia H,, : D, , — R, , para a folheagao F*, H,, é um homeomorfismo e

R, , uma vizinhanca de ¢ em D,,.

Como F* ¢é invariante pela fungao f, segue que f"(D,) e f "(R,) sdo transversais a
FrWR) © Wisngy

pode ser expressada pela comutatividade do diagrama.

em f"(p) e f"(q) respectivamente, a relagao entre Hy,; € Hp-n(p) f-n(q)

. Hengyp=n@
f T (Dypyq) R T (Rpg)

| |
HP q

_Tme
Ry q

D

p.q
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Assim, dado que f é um difeomorfismo, a existéncia do Jacobiano continuo positivo de H, , é
equivalente & existéncia do Jacobiano continuo positivo de Hy-n(p) s-n(g). Como T'(f7"(Dp)) e

T(f™(D,)) 3 E° quando n — oo. Portanto, podemos assumir sem perda de generalidade que
g€ Wy(e/2) A(T(f7(Dy), (E*)") < B e £(T(f(Dy)), (E*)") < B, (3.1)

Além disso, dado que a existéncia do Jacobiano J(H,,) é um problema local, podemos escolher
D, tal que D, = D, ,.

Consideremos g, = H, o Ip,, Qn = G,(¢) n Dy e h = H,,; notemos que g, = h, pois

G"(e) 3 F". Agora, afirmamos que:

1. g, ¢ um mergulho

~ lim det(Dyffn nyDp)
n—w det(Dh(y)f_n rTh(y)Dq)

Para provar 1, seja § > 0 como no Lema 3.2 e § como em (3.1) tais que cada pré-holonomia, g,
¢ uma imersao em seu dominio, além disso, g, ¢ h podem ser definidas em um disco D, um

pouco maior do que D, , chamemos g, e h a extensao a D, de g e h respectivamente,
Gn : Dp — Dy,

Da continuidade e convergéncia uniforme de g, segue que g, =3 h. Dado que M é compacta,
g, ¢ localmente injetiva e h é um homeomorfismo para todo y € D, B’l(y) e g, (y) sdo
finitos. Seja Y uma vizinhanca compacta de R,, = hD, no interior de ?LZADP. Para todo y e Y,
deg(ﬁ7 y) = 1, dado que hé umAhomeomorﬁsmo. Agora bem, para n grande temos que g, | oD,
estd suficientemente proximo de At p,» portanto, sao homotopicos, logo pelo Lema de Homotopia

[15], gn fa,ﬁp ~ ?Lfaﬁp, logo pelo Teorema 1.5
deg(’g\n, 5Dp, y) = deg(h, aDm ?J)

Dado que g,, ¢ uma imersao, entao para todo y € Y, D,g, : T,D, — Tj,,D, ¢é injetiva, portanto,
sobrejetiva, isto implica que todo y € Y é um valor regular de g,, assim, pelo Teorema 1.5,
para y;,y2 € Y, deg(gn, v1) = deg(ﬁ, Y2), portanto, deg(gp, ZA),,, y) = 1 para todo y € Y, mas isto
implica que §, é injetiva, pois ela é uma imersdo, portanto, temos que §, mergulha g, (V).
Notemos que D, < g, (Y), para n grande, dado que D, < /f\L_l(Y) e Gn =3 h, logo g, mergulha
D,.

Agora para provar 2, expressamos ¢, em termos da pré-holonomia ao longo de G, da seguinte
forma g, : D, — D, como
gn = f"0 Hz?n,qn o f™
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onde p, = f "(p),qn = [ "(q) e Qn = G, (¢) n D,. Notemos que isto implica que para todo
neN, f7(Qn) € Gynpy = Gp,, assim a pré-holonomia ao longo de G, Hp, 4,, estd bem definida
em [ "(D,). Também, como TG () — E} e G () — W'(¢), isto implica que para n grande

G-n@p) = Gp, € expandida por f"; assim,

QHEQpn(en), €, — 0, n— oo

Figura 5 — Acao da f"

Agora, uma vez que g, : D, = Dy, g, = "0 ng g © S, podemos derivar usando regra

da cadeia. Seja y € D, entao,

Dygn = Dng,qn(f—"(y))fn ) Df‘"(y)ng,qn Dy f " T,Dp — Ty, ) Dq

€,
Dy, = d" = DS = Tr-n(gaf "(Dg) = Tg,5)Dq
Dini)Gy, g, Trn) [ " (Dp) = Trn(guiwnf " (Dy)
Dy ™" : TyDy = Tyniy) 7" (Dy).
Logo,

Ty(gn) = At (D n(gu )" 11,y o £ (00) - A6 (D) Gy g M7, £-n(0) - det(Dy f " 1, ).

Afirmamos que para cada y € D,, det(Dfn(y)Ggmqn fo_n(y)f_n(Dp)) converge a 1. De fato, dado

que Tf™(D,) = E*, Tf™(D,) =3 E*e q,€G,,(cn) com g, — 0, entdo DG® = =3 Idps, logo

DnsGn ~

det(DG,, . Mrp-n(p,)) =3 1. Assim, (2) ¢ equivalente a mostrar

oy det(Dyf " gyp,) o det(Dyf " Iy,
n=® det(Dy, ) "1, ,y0g) "~ det(Dny f~" 11,y Dy)
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L . s s
Primeiro para o caso especial y = p,T,D, = E] e T, D, = E, provaremos que

det(D,f " gs)

s
P

lim
n—w det(Dyf~" ! gs)

q

existe uniformemente. (3.2)
Pela regra da cadeia segue que (3.2) é equivalente a convergéncia uniforme de
o det Df k(p)ff s

- k(P))
k=0 det Df rE'S )’

k()

Mas este é equivalente a convergéncia uniforme de

e 0]
Do det(Dpy f T e, ) = det(Dpry /™ s, )

—k
=0 A C))]

Pois, para todo n € N

ﬁ ) f T e, ) n 1 det(Dy-r) [~ e, )
= exp og
k=0 q)f r f k( )) k= det(Df ( )f lrE;—k(q))

B an det(Df_k(p)f ijskk(p)) 1
i det(fok(q)f_l rEs )

17k
A desigualdade é vélida, pois logxz < x — 1 para todo x > 0. Agora, afirmamos que existe
Cy > 0 tal que C7" < det(Dy-r(g) f ™ TE;,,k(q)) < (1, de fato, nés sabemos que det(D,f) # 0
para todo x € M e dado que M é compacta, f é de classe C" e E® é uma distribuicdo continua
segue que existe um méaximo C; para det(D,f), mas para ¢ € M, det(Df,k(q)f*1 fE;_k(q)) =
1/det(D g f fE;k(q)), logo

1
oS < det(Dykig f ff_k(q))<01;
assim
- ] rf—k()) o
2o <expCl Y |det(Dy- f’les. ) det(Dsrig f ! )|
];[ Df k(q)f f f k(q)) ];) F75p) =k (p) f~a) f k(q)

Portanto o problema fica reducido a mostrar a convergéncia de

k) Nl C))

oe)
Z |det Df k(p B rES ) det(Df—k‘(q)fil rEs )|7

A fim de mostrar essa convergéncia, para cada k > 0 fazemos o transporte paralelo de Bk (p) 80

longo da geodésica ligando os pontos f%(p) e f~%(q) (esta geodésica é determinada de forma
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tinica pelos pontos f*(p) e f¥(q), pois eles estam suficientemente préximos), obtemos entao

um subespaco Ej’-k(p) < Ty-r(gyM. Logo, como f ¢é de classe C"

| det(Dynf rE;—w)) = det(Dy g/ rE;—k(q>)|

< |det(Df—k(p)f71 ij_k(p)) — det(fok(q)ffl f@;_k( ))|
+ [ det(Dy-r(gf rEj«—k( )) —det(Dyrpf rE.';—’f(q))|

< Dud(f7"(p), f7"(q)) + | det(Dy-r(g f B, )= det(Dyr(q) [ e

7k(p) k@)

)l

Pela Holder continuidade de E®, existem Ds, 6 € R tal que

|det(Df7k(q)f’1 TE“; )_det(Df*k(q)fil Won

=k (p) ;_k(Q)
< Dodist(Ej 1), Bf 1) < Dsd(f (1), /7*(2))"-

)| § DQdiSt(E}q'fk(p), Ejscfk(q))

Portanto, dado q € W'(¢/2), pelas propriedades de W

| det(Dyngpy B, ) det(Dyrigf™" les )

< Did(f~"(p), f 7M@) + Dsd(f~*(p), f(a))"
Dyp*d(p, q) + D= d(p, q)

D ™d(p,q)? + Dsp™d(p,q), p e q estao perto

Dy(p%)*d(p, q)°

NN

N

0
Temos que a série Z Dy(=kd(p, q)° converge, e essa convergéncia nao depende de p e ¢, por

k=0
comparacao temos que

Z | det(Dyrgp f711

) — det(Dyii f fE;fk(q))|
k=0

ES
k()
converge uniformemente. Portanto, mostramos a existéncia do limite uniforme (3.2).

Vejamos agora que a existéncia uniforme deste limite implica

lim det (Dyf_n rTpr) ~ lim det(Dyf_" rTpr)

=% det(Dy, ) f "I, )p,) "% det(Dig) f " M, )0,)

De fato, seja 7° a projecao de T'M sobre E® ao longo de E*. Como os espagos sao D f invariantes,
Df™ comuta com 7, pois se v € T)M entdo v = v° + v" com v°® € E) e v" € EJ, entao

Dyf " (v) = Dyf " (v) + Dy f (0", assim

T (Dyf " (v)) = 7 (Dy f"(0%) + Dy f " (0")) = Dy f " (0%) = Dy f (7 (v));
isto é,

m° rTf—n(y)f_"(Dp) © Dyfin rTpr = Dyfin rEé © (ﬂ-s rTpr)'
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Portanto, para todo y € D,

—1
Dyf_n rTyDzn = (ﬂ—s rTf—n(y)f_”(Dp)) © Dyf—" rEi om rTpr'

Podemos escrever det(D, f~"1 g ) det(m* ] )
et -n Es et 7Ts TyD

det(D, f " = - : o

et(Dyf " 11,p,) det(m*Ir _,  r-n(D,))

Lembremos que Tf™"(D,) =3 E°, n — 0, isto implica que 7° rTf7n<y)f*n(Dp) 3 7w ps que é
a identidade em E° segue entdo que det(r® fo
acontece para qualquer y € D,, assim agora s6 precisamos mostrar que, uniformemente

- det(Dy f" 1 gs) det(7® 1, p,) _ lim det(Dy f" 1 gs) det(7® I1,p,) (3.3)
n=® det(Dy, () f " gs) det(ms ngn(y)Dq) n—=® det( Dy f~" [ ps) det(m fTh(y)Dq)

iy f(Dp)) = 1. Notemos que isto também

Dado que g,, =2 h, implica que det(7*I1,  p,) converge uniformemente a det(7* I,  p,) quando

n — o0, mas isto implica,

det(7° 1, p,) _ det(7*1,p,)
n—o det(m* 1, . p,)  det(m* I, D,)

Logo para mostrar (3.3) s precisamos mostrar que

- det(Dy f~" 1 ps) — lim det(Dy f~" )
n= det(Dy, ) f " Tee) =0 det(Dygy f )

Aplicando (3.2) para y e h(y) no lugar de p e g respectivamente, segue que o segundo limite
existe uniformemente, agora mostraremos que o primeiro limite existe uniformemente e que é

igual ao segundo, de fato vejamos que

lim det(Dpy) f ™ gs)
=0 det(Dgn(y)f_n '£s)

=1 uniformemente. (3.4)

Mas pela regra da cadeia mostrar (3.4) é quivalente a mostrar

n—1 —k
det(D - s
li et o)t e )

—1
0 b b det(D k(g ) fF 1 es)

Com o mesmo argumento anteriormente usado, isto é equivalente a mostrar que

— 0. (3.5)

n—a0

n—1

lim Z | det(D sy f " Ties) — det(Dyk(g, S " Tes)
k=0

Agora bem, dado que E* é §-Holder e £~ é de classe C", como antes obtemos que

< Cod(f (), f (g (w)))’

| det(D gk [~ M) = det(D gk (g, f " Toe)
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De outro lado, como f™"(h(y)) € Wi-n(,(en), pois h(y) € W), entdo f"(h(y)) € f"(W}).
Mais ainda, dado que h(y) € W', entao d(f~"(h(y)), f~"(y)) — 0 quando n — o0, logo podemos

dizer que
d(f™(h(y), [ "(y) <éen; €, — 0, n —> 0

Assim, f7"(h(y)) € Wiag,(€n)s [ (gn(y)) € Gpn(y(en) e G é aproximadamente tangente a

E", entao ¢, < u~" para n grande. Portanto,

d(f"(h(y)), f "(gn(y))) < e, <p " para n grande .

Por outro lado,

d(f (), f " (gu@))) = (" R), S (ga @),

y para k grande Tf~*(D,),..., Tf"(D,) sdo suficientemente préximas de E", desta forma,

A D) £ (9a0)) < CN R (), £ ) < ON 7,

para alguma constante C’. Portanto

n—1 n—1
2 1det(Dpriuiy ™ Tee) = det(D g,/ o) < Ca Y d(f T (h(y)), f (90 (1))’
k=0 k=0
n—1
< 02(01)0 Z(/\Q)n—k] (M—G)n
k=0

—ni 1— /\n@ —-n
= Gy oo X = ot ()

1— )\nG
e lingo Csp? (1/\9) "% = 0, este limite ndo depende dos pontos p e ¢, isto prova (2), ou
n— J—

seja que:
det(Dyf " 7,p,)
J(gn) 3 J = lim =T
(92) 3 =% det(Dagy) [ " 11, Dy)

Logo pelo Lema 3.1 existe o jacobiano da holonomia e é dado por (3.6). Portanto, F* é

(3.6)

absolutamente continua. O

Observagao 3.1. O Teorema 3.1 também € vdlido assumindo f um difeomorfismo de Anosov
de classe C'*®, o > 0, no lugar de C*, pois, os cdlculos feitos sio similares se f for de
classe C'™. Mas, a hipdtese de CY1*® ndo pode ser retirada, Clark Robinson e Lai-Sang Young
fornecem um contraezemplo para o caso em que f é um difeomorfismo de Anosov de classe C*,

veja o artigo [14].
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3.4 Consequéncias da Continuidade Absoluta

Pelo Teorema 1.1, dada uma folheacao de uma variedade Riemanniana podemos obter medidas
condicionais com respeito a particao gerada pela folheagao. Nesta secao mostramos que estas
medidas condicionais estao relacionadas com a medida de volume em cada folha. Na verdade,
mostraremos que a continuidade absoluta da folheacao garante a continuidade absoluta das
medidas condicionais com respeito a medida de volume, o que definimos como continuidade

absoluta ao longo de folhas.

Definicao 3.5. Seja M uma variedade Riemanniana compacta e F uma folheacao de M,
dizemos que F € absolutamente continua ao longo de folhas se, para qualquer x € M er > 0
pequeno, dada P uma particio de B(x,r) pelas folhas F(y), y € B(x,r), (isto €, os elementos
de P sao componentes conexas de F(y) n B(x,r)) a medida condicional dada pelo Teorema
de Rokhlin (ver Teorema 1.1) ao longo de cada L € £ é absolutamente continua em relagao a

medida de volume em L.

Teorema 3.2. Seja M uma variedade Riemanniana compacta e F uma folheagcdo de M. Se F

¢ absolutamente continua, entao F € absolutamente continua ao longo de folhas.

Demonstragio. Seja x € M e r > 0. Consideremos P a particao de B(xz,r) dada pela familia
de folhas F(y), y € B(x,r). Denotamos por mz(w) a medida de volume na folha F(w) e por
me(w) a medida condicional em F(w) obtida da desintegracao da medida de volume m com

respeito a P.
Agora, seja r > 0 suficientemente pequeno. Podemos encontrar uma familia de subvariedades

T(w), we B(x,r) tal que:

1. T(w) é transversal a F(w), w € B(x,r);
2. T(wy) nT(wy) = & se we ¢ T(wy) e T(wy) =T (wse) em outro caso;

3. B(z,r) c ﬂ T(w);

weB(z,r)

4. T(w) depende suavemente de w € B(x,r).

Denotamos por mr(w) a medida volume em 7'(w). Seja Q uma partigdo de B(x,r) gerada pela
familia {T'(w)} e seja fi(w) a medida condicional em T(w) dada pela desintegragdo da medida

de volume m com relagdo a particao Q, e i a medida fator sobre B(z,r)/Q.

Counsideremos

P(wy) ={y € T(wy) : existe z € B(z,r) tal que y = T'(wo) n F(2)}
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Dado y € P(wy) arbitrario podemos identificar o espago fator B(x,r)/Q com F(y). Como
as subvariedades T'(w) sdo suaves em w, pelo Teorema classico de Fubini existem fungoes

estritamente positivas g(w, z) e h(y, w) tais que

di(w)(2) = g(w, 2)dmz(w)(z), we B(x,r), z€ T(w) (3.7)

dii(w) = h(y, w)dmz(y)(w) ye Plwp) (3.8)
Agora, seja B < B(z,r) um Borel de medida positiva

m(B) = [ J Vs (w, 2) dii(w)(2) dii(w)

JB(z,r)/Q JT(w)

_ j Va(w, 2)g(w, =) dmep (w)(2) dfi(w) (3.9)
JB{z,r)/Q JT(w)

_ j x5, 2)g(w, 2)Jac( g ) (y) dma (o) (=) di(w),
JB(z,r)/Q JT (wo)

onde h, ¢ a holonomia entre as transversais T'(wg) e T'(w) e o ponto y é tal que z = Ay (Y).
Note que para obter a tltima igualdade também usamos o fato que Ay, o (P(wp)) = P(w). Agora,

aplicando o Teorema de Fubini a (3.9) obtemos:
mB) = [ [ a2l acn o) ) dAw) dir o) ()
T(wo) JB(z,r)/Q
[ (. (w2 Tac(lhu ) B, ) dir(y) ) dmr () 0)
T(wo) JF(y)

Consequentemente, pela unicidade da desintegragao, a medida condicional m.(y) em F(y) é

equivalente & medida volume, mz(y), com funcao de densidade

Py, w) = Jac(hug,w) (y)g(w, 2)h(y, w).

Em particular a medida condicional em cada folha F(y) é absolutamente continua com respeito

a medida de volume na folha, portanto, F é absolutamente continua ao longo de folhas. O

Corolario 3.1. Seja B < M um conjunto com medida de volume zero. Entao
mz(F(x) n B) =0,
para m-quase todo ponto x € M.

Demonstragcdo. Suponhamos que existe um conjunto B, de volume zero e um conjunto de volume

positivo A < M tal que

mz(F(xz) n B) >0, para todo ponto z € A. (3.10)
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Seja x € A, consideremos o conjunto

E= |J FwnB
weB(z,r)NnA
Seja P é a particao de B(x,r) gerada pela folheagao F. Pelo Teorema 3.2 temos que a desinte-
gracao da medida m com relacdo a particao P, ¢é equivalente a medida de volume em cada folha.

Portanto,

m(E) = [ ] s 9) ) ) i)

onde m é o fator de medida no espago transversal B(z,r)/P. Por (3.10) temos que m(FE) > 0.

Como E < B, entdao m(B) > 0, o qual contradiz a hipétese. ]

Corolario 3.2. Seja B € M um conjunto mensurdvel com m(B) = 1. Entdo para m-quase
todo ponto x € M temos
mz(x)(F(z)\B) = 0.

Demonstragdo. Suponhamos que existe um conjunto de medida total B € M e um conjunto de

medida positiva A < M tais que
mz(F(x) n B) > 0, para todo z € A.

Pelo argumento usado na prova do Coroldrio 3.1 segue que o conjunto F := U (F(x)\B) tem

zeA
volume positivo. Note que F < M\B, logo m(E) = 0, o qual é uma contradicao. O

3.5 Exemplo de uma folheacdo nao absolutamente continua

Exemplo 3.4. [11] Ezxiste uma folheagio do quadrado (0,1) x [0, 1] que ndo é absolutamente
continua, de fato mostraremos que existe um conjunto E de medida 1 no quadrado tal que

intersecta a cada folha num unico ponto.

Identificamos S* = R/Z com a relagdo de equivaléncia dada em (1.5). Seja p um paradmetro
variando no intervalo (0, 1). Para cada p € (0, 1) definamos uma aplica¢ao linear por partes em

R/Z como segue:

f() = x/p se x € Iy(p) =[0,p) c R/Z (3.11)
(x—p)/(1—p) sexeli(p) =|p, 1] =« R/Z.

Alternativamente podemos pensar f, como uma fungao discontinua do intervalo [0, 1] no [0, 1].

Afirmamos que para cada p € (0,1) f, preserva medida, de fato, seja J < [0, 1] de comprimento
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0| Io(p) P Li(p) 1

Figura 6 — Aplicacao f,

[(J), a preimagem f, '(J) consiste de um intervalo em Io(p) de comprimento pi(.J) unido com

um intervalo em I;(p) de comprimento (1 — p)l(J), portanto, temos que I(f,(J)) = I(J).
Por outro lado, fixado p € (0, 1) podemos codificar cada ponto = € R/Z por uma sequéncia

b, by, ... €{0,1} da seguinte forma, seja x, = f (), (v,) é a 6rbita de x sob f,. Seja

; 0 sex,e€ lh(p)
! 1 sea‘:nell(p)'

Chamamos (by, b, bs, .. .) a sequéncia de simbolos associada a x ¢ f,.

Consideremos a funcao g, definida por
9 1 R/Z — {0,1}"
€T = (bn)neN-

Afirmamos que a fungao g, preserva medida, isto é, se A < {0, 13N 6 um conjunto mensuravel,
entdo (g, ' (A)) = u(A), em efeito uma vez que a o-algebra em {0,1}" é gerada pelos conjuntos
da forma [i : 0] = {(b,) : b; =0} e [i: 1] = {(by) : b; = 1} (veja [16]), é suficiente mostrar a

igualdade para estes conjuntos. Agora, temos que ([ : 0]) = p e
l(g, ' ([i : 0])) = U(/7*([0,p))) = m([0,p) = p.
também, I([i : 1]) =1 —p e
g, ([ :1])) = U/ (Ip, 1])) = m([p, 1]) = 1 = p.

Note que g, o f, = 0 0 g, onde o : {0,1}" — {0, 1}" é o Shift de Bernoulli (veja [16]), como

g, preserva medida, temos que f, corresponde & medida de Bernoulli em {0, 1}", isto é, o
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comprimento do intervalo que contem z cuja sequéncia de simbolos come¢a com uma sequéncia
finita (by,ba,...,b,) é igual a p(by) - p(by) - - - p(b,), onde p(0) =pep(l) =1—p.

Por outro lado, fixado p € (0,1) e considerando a aplicagdo f,. Pelo Teorema Ergddico
de Birkhoff, para I-quase todo ponto z € R/Z a frequéncia de 1s na sequéncia de simbolos
(b1, ba, b3, ...) é definida e igual a p(1) =1 — p,

< — =

n—»CD n

p para [-quase todo ponto.

Seja E < (0,1) x S' o conjunto dado por:

n—oo n

Ez{(p,x)e(O,l)x]R/Z:lim#{o sjsnol: bj:1}=1—p}.

Fixemos p € (0,1) denotemos por C, o circulo {p} x R/Z < (0,1) x R/Z. Seja m = my x my,

onde m; é a medida de Lebesgue na reta e msy a medida de Lebesgue em S*, entao

1
m(E) = j J XE dmydmy = J mo(E n Cp)dp =1,
0,1] J{p}x St 0

pois my(E n C,) = 1. Definamos ua familia de curvas suaves I's como segue: seja 3 € [0, 1),

consideremos a expansao na base dois de (3

bn

B =0,b1b2b3 - - - (base2) = on

e seja I's o conjunto dos pares (p,r) € (0,1) x S tais que a sequéncia de simbolos de  por f, é
igual a (b1, bo,...,b,). Note
1. Se B # a, entao 'y n 'y, = ;

2. (0,1) x 8 = ﬂrﬁ

Vejamos agora que cada I's é uma curva suave real analitica. Seja (p, z) € I's, pela definigao de

fp temos x,, = b,p(0) + =, 110(by)-

Por indugao, segue que

z =x(p, B) = p(0)(by + p(b1)(by + p(b2) (b3 +---)---)--+)
=p(0)(by + bap(by) + b3p(by)p(ba) + bap(by)p(ba)p(bs) + - -).

Sejap(0)=p=(14+¢t)/2ep(l)=1—p=(1—-1)/2. Se |[t| < ¢ < 1, entdo o n-ésimo termo da

série anterior é tal que

p(0)(bn)p(b1)p(b2)p(bs) - - pby—1) < [1—21-6]
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Portanto, a série converge uniformemente. De fato isto é verdade também para valores complexos
de t com |t| < ¢ < 1. Portanto, pelo Teorema da convergéncia uniforme de Weierstrass, para
cada [ fixado a série define  como uma fun¢ao analitica de ¢ ao longo do intervalo |t| < 1, ou
como uma funcao analitica de p ao longo do intervalo 0 < p < 1. Note que I's é o grafico da

fungao analitica real p — z(p, §).

Finalmente, afirmamos que I's intersecta £’ no maximo em um ponto, de fato, sejam 1 —p
a frequéncia de 1's em . Sejam se (p,7),(¢,y) € E n [, entdo g,(x) = (a,) € {0,1}" e
9,(y) = (c,) € {0, 1}, como a; = b; = ¢;, segue que

0<j<n—-1:a;,=1 0<i<n-1:¢c=1

:1_QJ

logo p = ¢, o que implica (p, x) = (¢,y). Assim, o conjunto E intersecta cada I's em um tnico

ponto.
Se a frequéncia de 1's em 3 ndo estd definida entdo 5 sequer corta E.

Seja F a folheagao dada por F = {I's}s. Suponhamos que F ¢é absolutamente continua e
denotamos por mr, a medida de volume na folha I's. Entao mr,(I's\E) > 0, pois I's intersecta
E em um tnico ponto, o que contradiz o Corolario 3.2. Logo a folheacao F nao é absolutamente

continua, como queriamos mostrar.
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4 Argumento de Hopf e Multiple Mixing

Neste capitulo apresentamos o argumento de Hopf, e mostramos que, apesar do argumento
de Hopf ter sido desenvolvido para mostrar ergodicidade, ele pode ser usado efetivamente
para estabelecer a propriedade Multiple Mizing (mistura miltipla) de um sistema, que é uma

propriedade mais forte que ergodicidade. A referéncia usada neste capitulo é [6]

4.1 Argumento de Hopf

Nesta secao introduzimos o classico argumento de Hopf que garante que, dada uma fun-
¢ao invertivel, f : X — X em um espago métrico com probabilidade Borel, podemos obter

ergodicidade da fungao f a partir da ergodicidade conjunta das particoes estavel e instavel.

Definicao 4.1. Seja X um espago métrico munido de uma probabilidade Borel e f: X — X

uma aplicagdo que preserva a medida . A particio estdvel de f € definida por
W(x) ={ye X - d(f"(x), " (y)) = 0,n — o0}

Definicao 4.2. Dizemos que ¢ : X — R é subordinada a W*° ou W*-saturada se existe um

conjunto G < X com pu(G) =1 tal que z,y € G e y € W**(z) implica () = ¢(y).
Observacao 4.1. Neste caso

0 se W*(x)nG =
olx) seye W*(x)nG

q.t.p.

©*(y) == p(z)

é (em quase todo ponto) constante nos conjuntos estaveis.

Teorema 4.1 (Argumento de Hopf). Seja (X, u) um espago métrico com probabilidade Borel.
Se f: X — X preserva p, entio toda fungio p € L*(u) invariante por f é W* -saturada.

Demonstragio. Primeiro consideremos ¢ € L? uma funcdo Lipschitz, com constante de Lipschitz

C'. Pelo Teorema Ergédico de Birkhoff existe um conjunto de medida total, G, < X, tal que

n—1
L Z o(f*(x)) — $(z) para todo x € G,.
=0

Seja z,y € G, y € W (x),

i
L

d(f*(z), f*(y)) =0, n— .

S|
o
I
o

S ()| <

S|

S (4 (a)) -

S|
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Logo, &(z) = &(y).

Agora, seja ¢ € L? uma funcio invariante por f. Existe uma sequéncia ¢, de funcoes
2 2
Lipschitz limitadas tais que ¢, —— ¢. Isto implica &, - &, como ¢ ¢ invariante & = . Assim,
2
On L, ©, entdo existe uma subsequéncia n; e um conjunto de medida total G tal que

Ony(x) = @(x)  para todo x € Gy.
Para todo x,y € Go n G, ey e W*(x),
p(z) = lim @y, (x) = lim &y, (y) = ¢(y).

Isto finaliza a prova. O

Se f for invertivel podemos dar a definicao da particao instdvel de f:
W ={yeX :d(f "(x), [ "(y)) > 0,n — o0},

junto com a defini¢ao de aplicacao subordinada a W** ou W*“-saturada, como no caso de W**.

E assim obtemos:

Teorema 4.2. Seja (X, ) um espago de medida, 1 uma probabilidade Boreliana. Se f : X — X
¢ invertivel e preserva a medida pu, entio toda funcdo ¢ € L*(u) invariante por f é W™ e

W*-saturada.
Agora, ligando o Teorema 4.2 com a ergodicidade damos a definicao a seguir.
Definigao 4.3. W**, W*" sdo ditos conjuntamente ergodicos se
¢ € L*(n), W*-saturada e W*“-saturada, entio ¢ ILP const.
Teorema 4.3. Seja (X, 1) um espago de medida, com p probabilidade Borel. Seja f : X — X ¢

invertivel e preserva a medida p, se W*° e W* sao conjuntamente ergodicos, entdo f é ergidica.

Demonstracio. Seja ¢ € L* uma funcdo invariante por f. Pelo Teorema 4.2, ¢ é W* W*u-

saturada, logo, pela hipétese ¢ = const. em quase todo ponto. O

Embora neste capitulo vamos obter um resultado mais forte, notamos outro resultado
conhecido e simples, Uma vez que a ergodicidade conjunta nao é afetada se substituirmos f por

f", na verdade temos:

Teorema 4.4. Seja (X, ) um espago de medida, onde p é uma probabilidade Boreliana. Seja
[+ X — X invertivel preservando a medida j, se W* e W*" conjuntamente ergodicos, entao

f" € ergodica para todo n € N.

Observacgao 4.2. No caso de difeomorfismos de Anosov as particoes estavel e instdvel coincidem

com as folheagoes estavel e instdvel.
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4.2 Multiple Mixing

Definigao 4.4. Sejam f : M — M wuma aplicacio mensurdvel e p uma probabilidade Borel,

invariante por f. Dizemos que f € mixing com relacdo a medida | se dadas duas fungoes,
e L?(n)

J(¢Of")-wdu—>fg0d,u-fwdu quando n — o0. (4.1)
Note que a definicao anterior é equivalente a dizer que
po f* 5 const. para toda ¢ e L2
onde — denota convergéncia na topologia fraca.

Observacgao 4.3. Um sistema mixing é necessariamente ergodico. De fato, suponhamos que

existe algum conjunto invariante A < M com 0 < p(A) < 1, tomando ¢ =1 = x4, temos que
J v ) xad = w7 (4) 0.4) = u4) para todo n,

enquanto JXA dﬂJXA dp = p(A)u(A) = u(A)% Portanto pu(A) = u(A), isto é u(A) = 1 ou
pu(A) =0, logo [ é ergédica.
Mas nem todo sistema ergodico ¢ multiple mixing.

Exemplo 4.1. Considere 6 € R irracional. Pela Proposicio 1.8, a rotagio Ry no circulo S* é
ergédica para a medida de Lebesque m. No entanto, (Rg,m) ndo é mizing. De fato, se A, B < S*
sao dois intervalos pequenos (com comprimento 1/10, por exemplo) entdo existem infinitos
valores de n tais que Ry"(A) n B = e, portanto, m(Ry(A) n B) = 0 para infinitos valores de

n, como m(A)m(B) # 0, o limite em (4.1) para ¢ = x4 €1 = xp nao se verifica.
Definicao 4.5. Dizemos que a medida p é multiple mixing ou N-mizing se para todo N € N,

N
©1,. .-, on € L e qualquer vizinhanga fraca U da fungao (constante) n f w;du, existe K e R
i=1

N .
tal que n<p1-0f23':1”]’ e U para todon; > K,1=1,...,N, isto é,
i=1

N _ N
H%‘ o fzé':l”j - Hfgoid,u, w; € L®
i=1 i=1

N .
Consideremos 1), = nwi o fi-1m ) com ny(k) — oo, k — o, i, - ¥, onde ¢ =
i=1

N
H f @i d, entdao 1 é um ponto de acumulagao (na topologia fraca) de . O termo N-mixing
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N .
significa que para ¢ € L® existe s6 um ponto de acumulacao na topologia fraca de n ;0 =1

N i=1
o qual ¢é HJ% dp.
i=1

Proposicao 4.1. Uma medida de probabilidade Borel p invariante por f é N-mizing se,

e somente se, dadas p1,--- ,on € L*(i), todo ponto de acumulagio na topologia fraca de

=

H%’ o fXi-1" ¢ constante.
i=1

Demonstragao. Pela definicdo de N-mixing, existe somente um ponto de acumulagao na topologia

N _ N
fraca para n @i o fR=1) o qual & n J @; du (constante).
i=1 i=1
N .
Suponhamos que todo ponto de acumulacao na topologia fraca para n @; o fri=inik) ¢
i=1
constante. Determinamos recursivamente a constante. Primeiro, tomemos ¢; = 1 para todo

1 # 1, temos entao que
Jcpldu = Jgpl o f"-1du — const -fldu = const.

Assim, a constante é fgpl dp para cada subsequéncia, portanto, @0 f* — fgpl dp; por simetria
;o f* Jgpi dp, em particular ¢, o f™* —> Jgog dp, quando ny + ny — o0.

Supondo agora que ¢; = 1 para todo i ¢ {1,2}, entdo

J%Ofnlsﬁzof””m'ldﬂz f(%@zofm)ofmdﬂ: J¢2of"2%dﬂ_’f(f%dﬂ) P dy.

Portanto, (@1 o f™)(pg 0 fM11"2) = Jgpl duf@ dpu, e isto acontece para qualquer g;, logo o
mesmo argumento temos que

N _ N
H‘Piofzgﬂnj i’nf%‘d,u-

i=1 =1

4.3 O Argumento de Hopf Unilateral

Proposicao 4.2. Sejam X wm espaco métrico, f : X — X, u uma probabilidade Borel

invariante, @; € L*(i1), entdo qualquer ponto de acumulagdo na topologia fraca de

N .
1_[()0 o fZ?:mj(n% com nl(n) — 0, quando n — oo
i=1
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¢ W?*-saturados.

Demonstracido. Suponhamos primeiro, ¢; € L? funcdes Lipchitz limitadas. Consideremos 1, =
N

H ;0 f2§'=1”j (") ¢ seja ¢ um ponto de acumulacdo na topologia fraca de v, isto é, (o 5 )
i=1

para alguma subsequéncia n;, para simplificar a notagao diremos simplesmente que 1, — ).
Pelo Lema de Banach-Saks (veja [5]), existe uma subsequéncia {¢,, }ren tal que

-1 L
U, — ¥, m — 0,
0

S

1
m g

Mas, isto implica que existe uma subsequéncia m; tal que

m;—1
= — Z Yn, (x) > ¥(z) quando | — oo, para p-quase todo z € X.
ml k=0
Seja GG o conjunto onde vale esta convergéncia, para todo x,y € G.
m;—1
m;—1

N N .
Abusando da notagao escrevemos ¢, 1 = H @i o MY no lugar de n ;0 fRi=1m(m=1) Agsim,
i=1 i=1

N
) ()| < [ oo 06 H% 0 1Oy
1 | -l Jj—1
:E 2 [n ©; © fn’(l)(l‘)] [Spi o f”i(l)(x) — ;0 f”“(l)(y)] [n ©i 0 fnz(l)(y)]‘
j=1 Li=1 i=1

Como ¢; é limitada e Lipschitz, temos que [cp o fril) () — ;0 ) (y)] — 0 quando [ — o0
i—1

e os produtos [H p; o fm ” ] [n p; © f”’(l ] sao limitados, entao v é W*-saturada.
=1

Agora, para @; € L*(y) arbitrarias, existem $&; € L?(y) funcdes Lipschitz limitadas, tais que

para cada i, ¢; é suficientemente préxima de ;, entao

N . N ‘ N
n%ofzjzlnj—n@ofzjzlnj <CZ||%—951'H2-
i1 i1 izl

2
N .
Assim, se ¢ é um ponto de acumulagao na topologia fraca de H ;0 fX=1" entdo ¢ é um ponto

=1
N

~ ~ i_ . . . , ’
de acumulacao fraco de H Fio fX=1" o que implica que ¢ é W*-saturado, como querfamos
i=1
mostrar. O
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A Proposicao 4.1 fornece de forma imediata uma consequéncia forte da Proposicao 4.2.

Teorema 4.5. Uma aplicagio f é multiple mizing se toda funcio p € L*(p) W*-saturada é

constante em quase todo ponto.

No Exemplo 1.3 as linhas de contracao tém inclinacao irracional, entao as intersegoes de
cada uma com o circulo S* x {0} = S' x S* = T? sdo a 6rbita de uma rotacio irracional cuja

ergodicidade implica que a particao estavel W** é ergddica, Proposicao 1.8.

Logo pelo Teorema 4.5 obtemos o seguinte resultado.

2 1
Proposicao 4.3. Se A = (1 1), entao Fa é multiple mixing com respeito a medida de

Lebesgue.

4.4 O Argumento de Hopf Bilateral

Teorema 4.6. Seja (X, ) um espago métrico, com medida de probabilidade Borel, u. Se
f: X — X € uma aplicacio invertivel que preserva u e p € L*(u), entdo qualquer ponto de
acumulagdo na topologia fraca de Uy (¢) com n — oo é W* W*"-saturado. Onde Uy ¢ o operador

linear dado por

Up: L' () — L'(p)
o= Us(p) =pof.

O operador Uy € chamado de operador de Koopman.

Demonstragio. Denotemos por I = L*(11) o subespaco fechado de funcdes W5-saturadas, e por
I = {pe L*(u) : {p,b) = 0 para todo ¥ € I} o seu complemento ortogonal. Seja {n;} uma
subsequéncia tal que U} 5 4, devemos mostrar que ¢ € I. Seja p = ¢; + - e I@ I e
uma subsequéncia {n;, } tal que U}”k (o1) =5 U1, U;ik (o) =% o, portanto ¢ = 97 + ¢, pela
Proposicio 4.2, 9" é W*-saturado, pois é um ponto de acumulacio fraco de p o f*, logo temos
que Uf_”(QﬁL) também é W*-saturado para todo n, e portanto ¢’ = klgrolo U]:m’“ () & Wes-
saturado. Por outro lado, aplicando a Proposicdo 4.2 a ¢% e f! temos que ¢’ é W**-saturado,

isto é, ¥’ € I, temos entao
W) = U7 (65,6 = lm (e, U7 () = (o) = 0

Portanto, ©* = 0 e assim, ¢ = ¢; € I, dado que ¢; é W*-saturada, segue que os pontos de

acumulagao na topologia fraca de U}L(gp) sao W** W*"-saturados. [
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Teorema 4.7. Seja X um espago métrico com medida de probabilidade Borel i e seja f : X — X

invertivel, preservando p. Se W?**, W*" sdo conjuntamente ergddicos, entao f é mizing.

Demonstragao. Seja ¢ € LZ(,u), entao qualquer ponto de acumulagao na topologia fraca de
Uy () é W= W*-saturado. Desde que W*° WW*" sdo conjuntamente ergddicos, segue que se
¢ é um ponto de acumulacdo fraco de de U (p) entdo ¢ = const. em quase todo ponto. Assim,

o f™ 5 const., como

lim(p o /™1 = lim [ oo £ du = | odn

71—00 71—00
portanto, const. = Jgodu, assim, mostramos que @ o f" — f(pdu para toda ¢ € L*(u), logo
f é mixing. O
Teorema 4.8. Seja X é um espagco métrico com probabilidade Borel p, f: X — X invertivel
preservando [, se

@ € L*(p) f-invariante, W**-saturada e W*"-saturada = ¢ = const. em quase todo ponto,

entao f € ergodica.

Demonstracdo. Seja ¢ uma aplicacao invariante por f, entdo ¢ ¢ um ponto de acumulagdo na
N

topologia fraca de ¢ = H wio f", (N =1, p; = ¢), portanto ¢ é W?** e W -saturada, logo
i=1

pela hipdtese, ¢ é constante em quase todo ponto. O

Aplicamos agora estes resultados aos automorfismos hiperbdlicos no toro, como o Exemplo
1.3, para demonstrar o uso classico do argumento de Hopf para obter ergodicidade, exceto que o

Teorema 4.7 implica que o sistema é mixing, um resultado mais forte que ergodicidade.

Proposicao 4.4. Seja A € GL(m,Z) hiperbdlica, entio o automorfismo F4 do toro T™ induzida

por A € mizing com respeito a medida de Lebesgue.

Demonstragdo. Denotemos por E° a projecao sobre o toro do subespaco linear associado aos
autovalores de médulo menor do que 1 e E* a projecao sobre o toro do subespaco associado
aos autovalores de médulo maior que 1. Seja p € T™ As variedades estavel e instavel para a

aplicacao F'4 sao dadas por
W**(p) =p+ E° e W*(p) = p + E" respectivamente

Escolhamos um sistema de coordenadas nas dire¢oes de E° e E*, que d& uma carta (z,y) € U

definida em uma vizinhanca U de um ponto arbitrario do toro, nesta carta, as subvariedades
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estavel e instavel sao horizontais e verticais respetivamente a medida de Lebesgue toma a forma
dxdy. Seja ¢ € L*(T™) e ¢ um ponto de acumulacdo de ¢ o F'{ na topologia fraca. Temos
que ¢ é W* e W?-saturada, isto é, existe um conjunto de medida total G < T™, tal que
z,y € G,y € W*(x) implica que 9(y) = 1(y), e também se z,y € G, y € W*(x) implica que
¥(y) = ¥(y), precisamos mostrar que 1) é constante, assim pelo Teorema 4.7 temos que f é
mixing. De fato, sejam D° ¢ E° e D" < E" dois discos pequenos e p € T™, entao p tem uma
vizinhanga que é uma rotagao e translagao da forma D* x D" e C'= G n (D® x D*) tem medida

de Lebesgue total em D® x D isto é, se p*, u* denotam as medidas de Lebesgue normalizadas

em D° D" e pu=p® x u", entdo Xc dp = 1. Pelo Teorema de Fubini, temos
Dsx D
1= f Xc dp = f f Xc dpdp®,
DS XDu S u
assim, Xc(u, ) du* = 1 para p’-quase todo ponto u € D?.
Du

Fixemos ug € D?, consideremos o conjunto C*® := D® x (C' n ({ue} x D)), notemos que C*

tem medida total. Se (u,v), (u',v") € D* n C, entéao

Y(u,v) = (ug,v) = Pug,v') = P, v").

Isto aplica-se para qualquer vizinhanca arbitraria de p € T™, assim, pela conexidade de T™,

1) = const. em quase todo ponto. O

45 Estrutura de Produto e Continuidade Absoluta Il

Dado que no contexto geral nao podemos usar o Teorema de Fubini como na Proposicao 4.4,
é necessario estabelecer as defini¢des de vizinhangas com estrutura de produto e a continuidade

absoluta das folheagoes invariantes.

Defini¢ao 4.6. Seja (X, pn) um espaco métrico de probabilidade Borel, f : X — X uma
aplicagao invertivel preservando a medida p. Dizemos que V < X é um conjunto com estrutura
de produto se, para v € V e k € {ss, su} evistem WF (x) =« W*(z) e uma aplicagio mensurdvel

[ ]: VXV =X com [z,y] € Wii(z) n Wigi(y).

Definicao 4.7. Dizemos que W?*° ¢é absolutamente continua II em um conjunto com estru-

tura de produto, V' (com relagio a p) se para cada x € V e k € {ss,su} existem medidas

pkem WE () tal que p“(N) = 0 implica y([N,yl) = 0 e se ¢ € L'(p) entdo J vdp =
v

f f U dpg dpZ(z).
1o (2) e ()

oc
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Corolério 4.1. Se f : M — M ¢é um difeomorfismo de Anosov de classe C?, entdo as folheacoes

estdvel e instavel sao absolutamente continua I1.

Demonstracao. Imediata do Teorema 3.2. O

4.6 Consequéncias

Teorema 4.9. Seja (X, p) € um espago métrico com probabilidade Borel, e f : X — X invertivel
preservando a medida p ergodica. Se W** é absolutamente continua Il em um conjunto com
estrutura produto V, e u(f (V) n'V) > 0, entdo W* ¢é ergddica.

Corolario 4.2. Seja X um espaco métrico com probabilidade Borel n e f: X — X invertivel
preservando v e totalmente ergodica. Se W** absolutamente continua em um conjunto com

estrutura de produto V- com (V') > 0, entao f é multiple mizing.

Demonstragdo. Pelo Teorema de Recorréncia de Poincaré, existe N € N tal que u(fY(V)nV) >
0, entdo para f as hipéteses do Teorema 4.9 sdo satisfeitas, logo W** é ergédica, pelo Teorema

4.5 f é multiple mixing. O

Teorema 4.10. Seja (X, 1) um espago métrico separdvel com probabilidade Borel i com suporte
supp(u) = {z € X : p(U) > 0, quando x € U, U aberto} conexo e f: X — X uma aplicagio
invertivel preservando . Se W*° € absolutamente continua Il nos conjuntos abertos com estrutura
de produto que cobrem o supp(u), entao f" é ergddica para todo n € N e, portanto, multiple

mixing pelo Coroldrio 4.2.

Demonstrag¢io. Em virtude do Teorema 4.4, é suficiente mostrar que W* e W** sdo conjunta-

mente ergodicas.
Seja p € L?, W* W saturada, vejamos que ¢ é constante em quase todo ponto.

Como pu(X\supp(p)) = 0, é suficiente mostrar que ¢ é constante em supp(u), dado que pela
hipdtese supp(u) é conexo, mostraremos que ¢ é localmente constante em quase todo ponto.
Como ¢ é W* W*-saturada, existe G < X tal que u(G) =1ese z,y € G, y € W*(z) entao
©(y) = ¢(z) e também y € W**(z) implica p(y) = ().

Sejam g € G nsupp(p) e V < X uma vizinhanga aberta de  com estrutura de produto,

vejamos que ¢ é constante em quase todo ponto de V.

Consideremos

Go = U Wi |nG.

yeWSs (z0)nG
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Temos que,

W(Go A V) = f Nau dpt = j j Xao dyi, dpss (o)
14 lsé,c(y) W[Zu (z0)
=pu(

Portanto, Gy tem medida total em V' Seja z € Gy n V, entdo existe y € W2 (xg) n G tal que
z e Wit(y) n G, logo

f xv iy, dit, (7o)
(v) JWz (o)

oc

V).

o(2) = ¢ly) = @(z0).
Isto implica que ¢ é constante em quase todo ponto x € V', logo ¢ ¢é constante em quase todo
ponto de supp(x), como queriamos mostrar. Assim, obtemos que W** e W*" sdo conjuntamente
ergodicos, pelo Teorema 4.4 f é totalmente ergddica, assim, pelo Corolario 4.2 f é multiple

mixing. [

Obtemos como consequéncia direta do Teorema 4.10 um dos resultados principais que

queriamos mostrar neste trabalho.

Corolério 4.3. Difeomorfismos de Anosov de classe C* preservando volume sio ergddicos.

Para provar o Teorema 4.9 usaremos os seguintes lemas:

Lema 4.1. A continuidade absoluta I em Vi = f (V) 'V implica continuidade absoluta de
T:Vi—> X, x> T(x):=[f(x),z], isto € Top < p.

Demonstragio. Note que pela definigdo da aplicacao 1" temos que T'(Vy) < V, portanto, para
mostrar Typ « p podemos tomar N < V' com u(N) = 0. Pela continuidade absoluta IT de WW*°

temos,
0=n(N) = | wda= | | vt di(e)
4 fre(z) JWi ()

Assim, fixado 2, existe Ey = Wii.(20) tal que puZ>(Ep) = 1 e paratodo x € Ej, f xn duy = 0.
Wige(®)

Considere o conjunto W*“-saturado, F = U Wi (x), note que

reFy

B = [ | el )= | e, =1
foe(0) YWiEi(y) Wi (zo)

loc

Seja x € E, entao existe xg € Ey tal que z € W i(x0), logo Wiki(x) = Wii(x), portanto,

loc

J Xn dpy, = 0 implica J xn dpy = 0.
5“(([0)

loc li;é (I)
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Desde que y ¢ invariante por f, uy (V) implica que -1, (f “1(N)) = 0, logo pela continuidade
absoluta, temos que u“([f~'(N),z]) = 0. Portanto,

J X7-1(n) dity = 0 para todo z € E.
WSU‘(QZ)

Entao, considerando Ny = VA\E

(Tip)(N) = JXT*(N) dp ZJ J XT-1(N) Aty dpe + J XT-1(\) dft
WS (2)\Nw JWE () Nw
:f 0dp;(z) +0 = 0.
loe(N\Nw
Portanto, (Tuu)(N) = 0, logo Tup < . O

Para cada x € V; n T '(V}), da definicdo de T temos que T(z) € W*™(z), portanto
d(f"(x), f "(T'(x))) — 0 quando n — co. Logo pelo teorema de Egorov, existe U < V; n
T (V}) com p(U) > 0 tal que d(f~", f~" o T') — 0 uniformemente neste conjunto. Definamos

(fMoTo f")(x)sexe fT(U)

Id em outro caso,

T, (z) :=

afirmamos que 7,, converge pontualmente a identidade, de fato, seja x € V; e n € N grande tal
que d(f™", f " oT) é suficientemente pequena. Se z ¢ f"(U) entao T,,(z) = x,se x € f "(U),
r = [T"(y) para algum y € U, entdao d(x,T,(x)) = d(f"(y), f"(T(y))) é pequeno, o que

implica que T, (z) — x, como afirmamos. Seja A mensuravel
Tt A) =(f" 0 T o f")up(A) = p(fTH(T7H(f"(A)) = (T (f"(A4)))

dT,
=T.u(f"(A)) = f gdp = f go f"du, onde g:= l . M] ,
Fr(A) A p

dTn*u] B [dT*u

du du
outro caso, mas isto implica que g,, é uniformemente integravel, de fato, seja L, = {z : g,(x) >

M3}, entao

assim, a derivada de Radon-Nikodym de T}, é g,, = [ ] offem f7(U)elem

U (Ln) = {f"(x) : gnlz) > M} ={y : gu([T"(¥) > M} ={y : g(y) > M}

AT, n dTp
f gndu=f [d ]Of du=f [d ]d/L:J g dp.
Ly Ln H f(Ln) H {y:9(y)>M}

Lema 4.2. Seja X um espago métrico com medida de probabilidade . T,, : X — X satisfazendo
dT .

dp

Assim,

T, — Id em quase todo ponto, T, .t < [, € g, = [ ] uniformemente integravel. Se ¢ € L™,

entdo | oT,, — |1 — 0 quando n — oo.
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Demonstragio. Seja 1 continua com [[¢]w < |¢|lw, entao

lpoTh —¢li < (@ =v) o Thli + [ o T — Y| + [¥ — ¢l

Desde que T,, — Id temos que ¢ o T, — ¢ — 0, logo como [¢]e < ||¢]w pelo teorema da

convergéncia dominada segue que

limf|zpoTn—<p|d,u=O,

n—o0

portanto ||t o T,, — || — 0 quando n — co. Agora, para € > 0, dado que g,, é uniformemente

integravel existe M € N tal que

Uolo | gndu<e/
gn>M

Escolhamos ¢ € L® tal que |1 — ¢| < 5 , entao

&
(M +1)
I — $) o Tl =f|s0—¢|OTndu=mt|90—¢|Ogndu

<Mlp — ¥l +20]u j gn dp

an

+e/2 <e.

<

£
2(M +1)
[

Demonstrag¢io do Teorema 4.9. Seja ¢ € L*, W*-saturada, precisamos mostrar que ¢ é cons-
tante. Seja G < X, u(G) = 0 tal que se x,y € G e y € W**(z) entdao p(y) = ¢(x). Note que

para mostrar que ¢ é constante é suficiente mostrar que ¢ ¢é invariante por f, pois f é ergddica.

Seja ¢ > 0, vamor mostrar que p({x € X : |o(f(x)) — ¢(x)| > €}). Temos que para todo
reGn f"T,(x)e W*(f(x)), de fato, existe y € U tal que f"(y) = x, logo

To(x) = [T (" () = f7(T (W) = (L (W), w) € TV (F ) 0 W (y)),
portanto, como ¢ é W** saturada ¢(7,(z)) = ¢(f(x)), entdo
p(fU) nfre G fo(f(2) — @) > e}) = u(fT"U) n{z e G - |p(Tu(z)) — p()] > €})

Pelo Lema 4.2 esta medida converge a zero quando n — 0. Seja B 1= {x € G : |o(f(x))—¢(x)| >
e}. Pelo Teorema Ergddico de Birkhoff temos que

1 n—1
- Z xv o f*(x) — @(x) para quase todo ponto z € X.
n

k=0
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Dado que ¢ é invariante por f, segue da ergodicidade de f que

B(z) = fmx) dyt = p(U),

isto é, ¢ é constante. Assim,

n—1
2

1% kL2 1 _
=~ D xw o fH 5 u(U), portanto, — 3 i o fxs B p(U)xs.
k=0 k=0

n—1

1
- Z xu o 7% xg| <1, logo pelo Teorema da convergéncia dominada temos que
n

k=0

Note que

n—o0

n—1
g | Svwe st di = | 10 i = 5.

De outro lado temos

n—eo

‘ 1n71 . 1n71 ~ ‘ n—1 ~

hijonf‘k-deua}ggofomf Fexpdp = lim > u(fH(U) N B)
"izo iz k=0

n—1

= lim > u(fHU) n{z e G : |p(f(2)) —p(z)] > €}) =0,

dado que pu(U) > 0, implica que pu(B) = 0. Como ¢ > 0 é arbitrario, segue que ¢ é invariante
por f, como f é ergddica implica que ¢ é constante, como queriamos mostrar, portanto W** é

ergbdica. O]
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