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1 Topologia produto e topologia das caixas (topologia box)

1. Seja x1,z2,... uma sequéncia de pontos de um espago produto [[ X,. Mostre que
esta sequéncia converge para o ponto x se, e somente se, a sequéncia m, (1), 7o (22), . - -,
converge para m,(x) para cada «. Este fato continua verdadeiro na topologia box?

2. Considere R*® o conjunto de todas as sequéncias em R"™ com apenas um nimero
finito de coordenadas nao nulas. Determine R*> tanto na topologia box quanto na
topologia produto.

3. Dada uma sequéncia (aj,as,...) e (by,be,...) de niimeros reais com a; > 0 para
todo %, defina A : RY — RY por

h((xl,wg, .. )) = (alx + b1, asxs + bo, .. )

Mostre que se R estiver munido da topologia produto h serd um homeomorfismo de
RY™ com ele mesmo. O que ocorre se R¥ estiver munido da topologia box?

4. O seguinte principio é conhecido como axioma da escolha:

Axioma da escolha: Dada uma colecao A de conjuntos disjuntos e nao vazios,
existe um conjunto C' consistindo de exatamente um elemento de cada elemento de A;
isto é, um conjunto C tal que C estd contido na unido dos elementos de A, e para
cada A € A tem-se C N A é um conjunto unitéario.

Mostre que o axioma da escolha é equivalente a seguinte afirmacao: para qualquer
familia indexada de conjuntos nao-vazios {A,}acs (ndo necessariamente disjuntos),
com J # 0, o produto cartesiano

I] A

acJ

é nao vazio.



5. Seja A um conjunto, {X,}aes uma familia indexada de espagos e seja {fa}tacs
uma familia indexada de funcées f, : A — X,.

1) Mostre que existe uma tnica topologia mais grossa 7 em A relativamente a qual
todas as aplicacao f, sao continuas.

2) Seja
Sp = {fg_l(Ug) : Ug é aberto em Xg},

e considere S := |JSg. Mostre que S é uma subbase para 7.

3) Mostre que a fungdo g : Y — A é continua relativamente a 7 se, e somente se,
cada fungao f, og.

4) Seja f: A — [] X4 definida pela equacao

f(a) = (fa(a))aeJ-

Mostre que a imagem de cada elemento de 7 por f é um subconjunto aberto de
f(A) onde f(A) estd munido com a topologia induzida por [ X,.

6. Seja X um espaco topoldgico, considere R munido da topologia usual. Sejam
f,9: X — R funcgoes continuas, mostre que as fungoes:

f+g9 f—-9, [f-g

sdo continuas e que, se g(x) # 0 para todo z € X entao f/g também serd continua.

2 Topologia quociente

7. Sejam XY espagos topolégicos. Defina o que significa dizer que uma aplicagao
p: X — Y é uma aplicacao quociente.

noindent 8. Seja p : X — Y uma aplicacao quociente e A C X um subespaco, é
verdade que a restricao de p dada por:

P, A—p(A)

é uma aplicagdo quociente?

9. Sejap: X — Y uma aplicagdo quociente e seja A um subespaco de X que é
saturado com respeito a p. Seja ¢ : A — p(A) a restrigao de p a A mostre que:

1) se A for aberto ou fechado em X entao ¢ serd uma aplicagdo quociente.



2) se p for uma aplicacao aberta ou fechada entao ¢ serd uma aplicagdo quociente.

10.

a) Sejap: X — Y uma funcdo continua. Mostre que se existir uma fungao continua
f:Y — X tal que po f é a funcao identidade em Y, entao p serd uma aplicacao
quociente.

b) Se A C X, uma retragao de X sobre A é uma aplicacao continua r : X — A
tal que r(a) = a para cada a € A. Mostre que uma retragdo é uma aplicagao
quociente.

11. Seja m : R x R — R a projecao na primeira coordenada. Seja A o subespaco
de R x R consistindo de todos os pontos (x,y) para os quais ou z > 0 ou y = 0 (ou
ambos); seja ¢ : A — R a restrigdo de p a A. Mostre que ¢ é uma aplicacdo quociente
que nao é nem aberta e nem fechada.

12. Dé um exemplo de uma aplicacao quociente p : X — Y de forma que p X p :
X x X =Y xY definida por:

(p xp)(z,y) = (p(x),p(y)),

nao seja uma aplicagao quociente.



