Topologia Geral - MA/MM-453 - Prof. Gabriel Ponce
Testinho 1

Instrucgoes:
e Coloque o nome e RA de todos os integrantes em TODAS as folhas;

e Justifique bem as solugoes. Lembre-se: Parte da nota atribuida a
solugao sera para a escrita;

Questao 1: Defina espaco de Hausdorff. Mostre que um espago topolégico X é um
espaco de Hausdorff se, e somente se, a diagonal A = {(z,z) : x € X} é um conjunto
fechado no espaco produto X x X.

Questao 2:

a) Seja X espago topoldgico e f : X — R, g : X — R duas fungdes continuas.
Mostre que os conjuntos

{freX: [fl@)<gl@)}, {reX: f@)=g@)} e {zeX: f(z)=yg()}

sao fechados em X. Conclua que os conjuntos

{fzeX: fl)>g(@)} e {zeX: [flz)<glx)}
sao abertos em X.

b) Apresente um exemplo de um espago topoldgico (X, 7) e de fungdes continuas
f,9: X — X de forma que

{fzeX: f(z)=g(2)}

nao seja fechado em X.

Questao 3:

a) Seja X um espago topoldgico e A C X. Mostre que se existe uma sequéncia ()
de pontos de X tal que
Tp — T

entdo r € A. Mostre que se X for metrizdvel entdo a reciproca também é ver-
dadeira.



b) Seja f: X — Y uma fungao entre dois espagos topolégicos. Mostre que, se f for
continua, entao para toda sequéncia convergente (z,) com x,, — x teremos

f(an) = f(x).

Mostre que a reciproca é verdadeira se X for metrizavel.

Questao 4: Um grupo G é dito um grupo topoldgico se G for um espago topoldgico
satisfazendo o axioma 77 e de forma que as operacoes de multiplicacao e inversao:

x:GxG—G, (x,y)—x-y,
i:G—>G, zwazt
sejam continuas.

a) Mostre que (R, +) e (R4, ) sao grupos topolégicos onde R, R estao munidos com
a topologia usual.

b) Seja G um grupo topoldgico, mostre que G é um espaco de Hausdorff. Além
disto, mostre que dados =,y € G com x # y, existe uma vizinhanga V' C G do
elemento unitdrio de G tal que

(z-V)Nn(y-V) =0,

onde g-V:i={g-v: wveV}



