Gabarito P3 1° semestre 2018

Problema 1: Determine a expansao em séries de poténcia de

1
&)=y
na regiao:
a) |z] <1
b) 1< |zl <2

Solugao 1. a): Notemos que tal regido é um disco, e além disso, f é analitica
em neste disco, dessa forma, a funcao admite expansao em série de Taylor.
Assim, observemos que:

1 1 -1 1 1 ,
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Por outro lado,como % < %,podemos escrever:
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Dessa forma,substituindo (i), (ii7) em (7),temos:

1 2 2" - = 1
B - n — 1__ - n
C-2(G-1 gwl +;z ;( )2
b) Agora porém observe que nao temos mais um disco e sim um anel, f é

analitica em tal anel e portanto, admite expansao em série de Laurent nesse

anel. Assim,temos que:
1 -1 1 1 1
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Observando que |-| < 1e % < 1,podemos escrever:
z

(iv)

n

-1 1 >z
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Substituindo (v), (vi) em (iv), temos que:
1 o —2 -1
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n=0 n=1



Problema 2:

a) Defina os trés tipos de singularidades isoladas (essencial, removivel e
polo de ordem m).

b) Classifique todas as singularidades da fungao (ou seja, para cada sin-
gularidade determine em qual dos trés tipos ela se encaixa):

Solugao 2. a) A singularidade essencial é a que para todo N > 0, existe
n > N tal que b, # 0, ou seja, existem infinitos b,s nao nulos.

Jé& a singularidade removivel é a que b, = 0 para todo n > 0.

E o polo de ordem m é a que existe um N tal que by # 0, mas b, = 0
para todo n > N.

b) Primeiramente percebemos que f tém duas singularidades, z = 2 e
z = 3 e como temos um numero finito de singularidades todas sao isoladas.
Vamos entao analisar a fungao em zy = 2.

Manipulando f chegamos em:

B 1—1—(2—2)2-63;
f(Z)— (2_2)2

1

Definimos ¢ = 1 + (z — 2)? - €5-=. ¢ ¢é analitica em z e ¢(29) = 1 # 0.
¢(2) 55 0 ponto zg € um polo de ordem 2.

(z — 20)

Agora analisamos a fun¢ao em z; = 3, temos que:

Entao como f(z) =

L N (3iz)n = —1)"

n=0

Por tanto existirao infinitos b, s, ou seja z; é uma singularidade essencial.



Problema 3:
a) Utilizando séries, mostre que a funcao f definida através da equagao

flz) = senz(z)7 quando z # 0

f(z) =1, quando z =0

¢é inteira.

b) Diferenciando a série de potencias de mostre que

Zn+1 J(n+2)2" ] z|< 1.
n=0

Solugao 3. a) Sabemos que a série de sen(z) no 0 é:

n 2n+1

senz Z 2n—|—1

Seja g(z) = %, entao
z

1 i n ~2n+1 0 (_1)71.2271
z & 2n+1 = (2n+ 1)
Ou seja,
22 A
g(z) =1- 5 + g



Entao ¢g(0) = 1 e g(z) = sen(z)

todo z € C e como ¢g(z) ¢é inteira, f(z) é inteira.

se z # 0, por tanto f(z) = g(z) para

b) Quando | z |< 1, sabemos que:

1 =
1—2222’

n=0

entao derivando os dois lados, temos

—1 n—1
(1—z) - Z nzo
n=0
e derivando outra vez, temos
2 = n—2
n=0

mas para n = 0 e n = 1 os elementos da somatoéria sao nulos, portanto
podemos reescrever ela da seguinte maneira:

d n=1n"? =) (n—1nz"7?=> (k+1)(k +2)2,
n=0 n=2 k=0

a ultima igualdade é verdadeira, pois é feita uma mudanca de varidvel, onde
n=k+ 2.

9
dz.

Problema 4: Utilize o teorema do residuo no infinito para calcular / 5
cl—=Z2
Onde C' é o circulo |z| = 2, orientado positivamente.



Solucao 4. Observemos que:

1-28=0x 28 =1=e%Assim,zg = "1y = 1,e portanto, as rafzes da
equacao 2% = 1 estao todas no circulo de raio 1, e além disso, temos 8 sin-
gularidades no interior de C, dessa forma, podemos aplicar o teorema dos

residuos infinitos.Para isso,temos que:
1 (1) 111 1 1 1 1

° — - = — =
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0

, (0< |zl <) (x).

Lembremos agora da série geométrica:

1 N
n=0

Dessa forma,(x) fica:

11 1 = g, X s 11
0—;1_28:—;;,2 :—;z ,portanto,ResZZO;f(;):()76

assim, pelo teorema dos resfduos no infinito,temos que:
9
z
° dz = 2mi(0) = 0.
/c 1—2° ©)

Prolema 5:
Utilizando o Teorema dos residuos de Cauchy calcule a integral

/ 22018+1
—dz,
c 2(z—1)

onde C ¢ o circulo de centro zyp = 1 e raio R = 4 orientado positivamente.
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Solugao 5. Seja f(z) = ﬁ, entao as unicas singularidades sao zg = 0
2(z —
e z;1 = 1 e sao isoladas por existir um numero finito delas.
22018 1
Primeiro estudaremos o caso de zy = 0, entdo tome ¢(z) = —+
(z—1)
e _ _ 9(2)
Notamos que ¢(z) é analitica em zp e ¢(z9) = —1 # 0 e como f(z) = :
z
2o = 0 é um polo de ordem 1 e seu residuo é ¢(z9) = —1.
Agora para analisar o caso z; = 1, tome ¢(z) = ——— e pelo mesmo

argumento anterior sabemos que z; é um polo de ordem 1 e seu residuo é



Por tanto pelo Teorema dos residuos de Cauchy, temos que fc f(z) =
2mi(—1 + 2) = 27i.



