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1. Verifique que cada uma das seguintes funcoes é inteira:
a) f(z) =3z +y+i(3y — x);
b) f(z) =e ¥Ysen(z) —ie Y cosx;
c) f(z) = (2% —2)e e .
2. Mostre que as seguintes fungoes nao sao analiticas em nenhum ponto:
a) f(z) = xy +iy;
b) f(z) = 2zy +i(a? — y?);

3. Sejam f, g : C — C fungoes inteiras e ¢, ca € C. Mostre que fog e (c1f +c29)
sao funcgoes inteiras.

4*** - Se uma funcao f nao é analitica em um ponto zy mas, para toda vizinhanca
de 2 existe um ponto onde f é analitica, o ponto zy é chamado de ponto singular
ou singularidade de f. Determine os pontos singulares das fungoes a seguir:

a) f(Z) - 2(2;2111);

b) f(z) = Z5ks;
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c) f(2) = cryriey-



5 Seja f uma funcao analitica em todo ponto de um dominio D. Prove que se
f(D) C R entao f(z) deve ser constante em D.

6. Mostre que u(z,y) é harmonica em algum dominio quando
a) u(z,y) = 2(1 - y);
b) u(z,y) = 2x — 2% + 3zy?;
¢) u(z,y) =y/(@* +y?).
7. Mostre que
a) exp(2 4 3mi) = —e?;
b) exp (%) = \/g(l +1);
c) exp(z + mi) = —exp z.

8. Mostre que a fungao f(z) = expZ nao é analitica em nenhum ponto.

9. Mostre de duas formas que a fungao f(z) = exp(z?) é inteira. Qual é a derivada
de 7

10. Mostre que , se z = = + iy entao
lexp(2z + ) + exp(iz?)]| < ¥ + e~ 2V,
11. Mostre que |exp(2?)] < exp(|z[?).

12. Prove que |exp(—2z)| < 1 se, e somente se, Re(z) > 0.

13. Determine os valores de z para os quais:

a) ef = —2;
b) e* =1+ V/3i;
c) e =1,

14. Seja f(z) = u(x,y) + iv(z,y) uma fungao analitica em um certo dominio D.
Diga se a afirmagao a seguir é verdadeira (neste caso prove) ou falsa (neste caso
dé um contra-exemplo): ¢ As fungdes U(z,y) = e*®¥) cosv(x,y) e V(z,y) =
@Y sen(v(x,y)) sdo harmoénicas em D.”
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15. Mostre que para todo n € Z e para todo z € C temos (e*)" = e".
Dica: Primeiro mostre para n = 0,1, 2, ... usando indugao. Depois use os fatos 27" =
(z71)" e e7% = 1/e? para extender o resultado para n < 0.

16. Mostre que
a) Log(—ei) =1— 5i;
b) Log(l—i) = 3In2— %i.
17. Mostre que
a) loge =1+ 2nwi, n € Z;
b) logi = (2n+ %) wi, n € Z;
c) log(—14+/3i) =In2+2(n+ %) i, n € Z.
18. Mostre que
a) Log(1+1)? = 2Log(1 +1);
b) Log(—1+1)? # 2Log(—1 +1).
19. Determine todas as raizes da equagao log z = im/2.

20. Suponha que um ponto z = x + iy esta na faixa horizontal o < y < a4+ 2w. Mostre
que quando o ramo logz = Inr 40 (r > 0, < § < a + 27) do logaritmo é usado,
temos

log(e®) = z.
21. Mostre que a funcgao
_ Log(z +4)
J(z) = 22+

é analitica em todos os pontos exceto nos pontos +(1 —i)/v/2 e na porcio z < —4 do
eixo real.

22. Mostre que se Re(z1) > 0 e Re(z2) > 0, entdo

Log(z122) = Log(z1) + Log(z2).

23. Mostre que para quaisquer dois niimeros complexos z; e z2,
Log(z122) = Log(z1) + Log(z2) + 2N i

onde N € {0,—1,1}.

24. Mostre que



a) (1+14)" =exp (—% + 2n7r) exp (ZIHTQ), n € Z;

b) (_1)1/7r _ e(2n+l)i7 ne7.

25. Determine o valor principal de

a) i’

° (%(—1 — \/gl))Bm

26. Mostre que se z # 0 e a é um numero real, entao [z%| = exp(aln|z|) = |2|%, onde

estamos tomando o valor principal em |z|.

27. Assumindo que f/(z) existe, determine uma férmula para a derivada cf (2) onde
ceC.



