Matematica IV 2018-Exame Final
Prof. Gabriel Ponce

RA (Legivel) :

Instrucoes:

Horario de inicio: 21:00h  Horario de encerramento: 22:50h.

Esta avaliacao é individual e nao é permitido uso de celular, calculadora ou
qualquer aparelho eletronico. Caso o(a) aluno(a) fizer uso destes recursos ou
for identificada qualquer forma de cola ou fraude a avaliacao serd anulada;

Indique quais questoes vocé escolheu circulando o nimero da questao na
tabela acima;

Coloque APENAS o RA em TODAS as folhas;

Nao se esqueca de verificar as hipoteses dos teoremas necessarios antes de
aplica-los;

Justifique bem suas solucgoes;

Devolva esta folha juntamente com as solucoes ao final da avaliacao.



Matematica IV 2018- Exame
Prof. Gabriel Ponce

Escolha 4 problemas dentre os 7 listados abaixo.

Problema 1:

a) (1.25) Sejaz=1+14, w = %g + 3i, calcule 2* - w°.
Obs: coloque o resultado final na forma x + iy

b) (1.25) Seja z = 8 - i calcule os trés elementos do conjunto z'/3,
Obs: coloque o resultado final na forma x + iy

Solucgao:

a) Seja z = 1 +i entdo |z| = v/12 + 12 = /2. Logo
2=1+i=\/_<£+£z>:\/§eiz

ja que
cosm/4 =senn/4 = \/2/2.
Entao ' ' '
24 _ (\/éezg)Al _ 2261-471'/4 — 4™

Como '™ = —1 entdo z* = —4.
-5 .
Analogamente, temos w = €' pois |[w| =1 e

5 —V3 5 1
CoOS— =—— e sen— = —.
6 2 6
Logo w0 = (¢ )0 = ¢i®m = ¢i47 . ¢im — 1. (—1) = —1. Conclufmos entdo que

b) Seja w = 8 - i = 8 - €"™/2 sabemos que

M= R AEEH) =012



e Para k = (0 temos

t - 3 1
Go=V8-€% =2 (cosm/6+i senm/6)=2- <§+z§> =3 +i.

e Para k =1 temos

o —V3 1
= V8.6 = 2-(cosbm/6+i-senbw/6) = 2- (T\/_ +Z§) = —V3+i.

e Para k = 2 temos

G = V8T =R."T = 2. (cos3m/2 +1i-sen3rm/2) = —2i.

Logo

= (VB +i, —V3+i, 2}

Problema 2:

a) (1.0) Calcule
22(z+3)+1i-cos (ﬁ)

lim -
2—00 23 4+224+1

b) (1.0) Mostre que nao existe

lim Re(z) - 2 :
z—0 |z|2

¢) (0.5) Calcule
, 3+ 4i— 22
lim , g
2=2+i (241 — 2)(32 — @)

Solucao:
22(z i-cos( L
a) Considere f(z) := (2+8)+i-cos( 1

3 ) Por um teorema visto em sala sabemos
zo42z+1
que

1
lim f(2) =w < lir%f (;) = w.



Basta entao calcular lim,_,q f (%)

lim f <1) ~lim S(L4+3) +i-cos(]z])

z—0 z z—0 z%—i_%—i_l
o H(1432) +1i-cos(|z])
= lim £ AT
z—0 —+223+Z
—im (14 3z2) + 2% i -cos(|z|)
2—0 14222+ 23
1+0+0
14040

Assim, pelo teorema mencionado, concluimos que o limite dado é igual a 1.

b) Tomaremos duas formas de convergéncia a 0 que nos dariam valores difer-
entes para o limite. Consideremos z — 0 pelo eixo real, ou seja, z = z + 1y com
y=0ex — 0. Neste caso z =z e
Re(2)- 2z .. =z-x z?

lim =lim — =lim — = 1.
z—0 |Z|2 x—0 1‘2 x—0 1‘2

Consideremos agora z — 0 na vertical, ou seja, z =z +iy comx =0ey — 0.
Neste caso z =y e
lim

Re(z) - z 0-y
z—0 ’2‘2 2

= lim — = 0.
z—=0 Yy
Como o limite ao longo dos dois caminhos exibidos nao sao iguais podemos
concluir que o limite nao existe. [

c) Observe que (2+i+2)(2+i—2) = (2+1)? — 22 =3 + 41 — 2. Entao

3+41— 22 C2Hi+2)24i—2) 24042
2+i—2)3z—14)  (2+i—-2)Bz—1i)  3z—i

Logo,
34 4i — 22 1 2+i+2z 2+4i+2+1

li =

S9N (24— 2)(Bz —4) vt 320 3244) i
244 (2414)(3—1)
34 10




Problema 3: (2.5) Seja f : C — C dada por f(z+iy) = 2z +y)*+i-(2y —x)2
Determine todos os pontos onde f é diferenciavel e calcule o valor da derivada
nesses pontos.

Solugao: Vamos utilizar as equagoes de Cauchy-Riemann. Consideremos as
fungoes parte real e parte imaginaria dadas por:

u(z,y) = 2z +y)?,  vlz,y) = 2y —z)°.

Assim
Uy = 8x + 4y, u, = 4x + 2y
vy = —4y + 2z, v, = 8y — 4x.

Assim, se f for diferenciavel em z = = + 7y devemos ter

=8r+4dy=8y—4r e 4dxr+2y=4y—2x.

Ambas as equagoes nos dao a mesma condi¢ao y = 3x. Assim, f é possivelmente
diferenciavel apenas nos pontos z = x + 3z - 7, * € R. Para ver que de fato f é
diferenciavel em todos esses pontos basta observar que as funcoes

uy = 8x + 4y, u, = 4x + 2y

vy = —4y + 2z, v, = 8y — 4x

existem em todos os pares (z,y) € C e s@o continuas em todos os pares de C. As-
sim, pelo teorema das condicoes necessarias e suficientes para diferenciabilidade,
segue que f é diferenciavel em todos os pontos da forma

z=x+3zr-i=z(1+3-1), xR
Além disso, a derivada nestes pontos é dada por:

(x4 3x - i) =ug(x,3x) + i - v,(2, 37)
=8x+4-3x)+i-(—4-3z+22)
=20z — 10z - ¢
=10z - (2 — ).



Problema 4:(2.5) Seja f : C — C a funcdo dada por

f(z) =e*(xcosy —yseny) +i-e - (x-seny+y-cosy)), z =+ 1y,

/C £(2) dz

onde C ¢ o circulo de centro em z = 20187 e raio R = 1 orientado positivamente.
Solucgao: Seja z = = + 1y observe que

determine

(z +iy)e™™ = (z +iy)e” - e
e”(z +1iy)(cosy + i - seny)

z- e’

T

(
e“(xcosy —yseny +i-x-seny+i-y-cosy)
(

T

e“(xcosy —yseny) +i-e* - (r-seny+y-cosy)
=f(2).

Como as aplicagoes z — z e z +— €* sao fungoes inteiras entao a fungao f(z),
que é produto destas, também é uma funcao inteira. Em particular f é analitica
sobre a curva C' e em seu interior. Como C' é uma curva regular fechada simples
segue pelo Teorema de Cauchy-Goursat que

/ f(z)dz=0.
c
Problema 5:(2.5) Seja C' qualquer contorno fechado simples, positivamente ori-

entado, e seja
53+ 2s
= [ ——=ds.
9(2) /C TP

Mostre que g(z) = 6miz quando z estd dentro de C' e que g(z) = 0 quando z esta
fora.

Solugao: Consideremos f(s) := s3+2s. Como f é uma funcao polinomial f é
inteira, portanto, analitica sobre C' e dentro de C'. Agora ha duas possibilidades.
Suponhamos que z estd dentro de C'. Neste caso, pelo Teorema da Foérmula da
integral de Cauchy generalizada, temos que

2! s34+ 2s



Logo

s3+2s 2mi ,
g(Z) = \/C mds = 762’ = 67TZZ,

mostrando o que queriamos para o caso de z ser interior a C'. Suponhamos agora

que z estd no exterior de C. Neste caso a funcio s — (s — 2) nio se anula no
interior e nem sobre C' e, portanto, a funcao

3+ 2s

s Gy

¢ analitica sobre C' e em seu interior. Consequentemente pelo Teorema de Cauchy-

Goursat temos que
342
g(z) = / S s—o0,
c(s—2)°

se z é exterior a C. [.

Problema 6: Determine a expansao em série de poténcias de

1

&)= =2z =9

na regiao:
a) (1.25) |z| < 1.
b) (1.25) 1 < |z| < 2.

Solugao: Primeiramente utilizamos fragoes parciais para escrever f(z) em
uma forma mais amigdvel. Sejam A e B reais tais que

v A B

(z—2i)(z—i)_z—2i+z—i

temos

¢ _(A+B)-z—i-A-2i-B . _ ‘
(2 —2i)(z—i) (2 — 20) (2 — i) =i=(A+B)-2—i-A-2i-B

=0=A+B e i=—i-A—-2i-B.



A primeira equacao nos dd B = —A. Substituindo na segunda temos i = —iA +
20A=A-1= A=1,logo B= —1. Assim,

1 i 1
2—2i i—z

f(z) =
a) Se |z| < 1 entao
|2/2i| = |z|/2 < 1/2 <1 e |z/i|=|2| <L

Assim, utilizando a expansao em séries

LI iw”, lw| < 1,

1—w

n=0
temos:
[ ]
1_1__l‘1_1°°z"§: 2"
z—=2i  2i(5 —1) 20 1—2 2i 2ngn L~ oty
[ ]

1

oo [e.e]
eI B
. i(1—2) 4 mo n+1"
i—z i(l=%) i =i i

Portanto concluimos que

= 2" N (1 1
f(z):Z_W+Zin+1 :Zz (Z'nJrl _2n+1in+1)’ 2| < 1.

n=0 n=0 n=0

b) Para 1 < |z| < 2 ainda temos |z/2i| = |2]/2 < 2/2 = 1 logo a primeira
série calculada no item (a) permanece a mesma, ou seja,
r > 2"
9% o ontlintl’

Agora, como 1 < |z| entao |i/z| = 1/|z] < 1. Logo,

1 1 1 1 "

o0 . oo
Zln Z
1 i _ _ 1 n n+1"
11— 2 z(z 1) Z z = —z




Assim

o0 .n

o0
2n+1ln+1 +y o S 1<ll<2
=0

n n=0

Problema 7.(2.5) Utilizando o Teorema dos residuos de Cauchy calcule a integral

4
2541
c 2(z—1)

onde C é o circulo de centro em zy = 1 e raio R = 4 orientado positivamente.

~ . . . . 4
Solugao: Primeiramente observemos que as singularidades de f(z) = ZZ(ZS)
sao zg = 0 e z; = 4. Vamos mostrar que ambas sao polos simples de f.

e Observe que f(z) = ¢07(Z) onde ¢o(z) = % Agora ¢y é uma funcao

analitica em zy = 0 (pois a tnica singularidade de ¢g(z) é z; = i) e além
disso ¢o(0) = & # 0. Por um teorema visto em sala concluimos que z = 0
¢ um polo simples de f e o residuo em zy = 0 é dado por:

Resf(2) = ¢o(0) = —% = 1.

e Observe que f(z) = 213 onde o1(z) = % Agora ¢; é uma funcao

zZ—1
analitica em z; = ¢ (pois a unica singularidade de ¢;(2) é 29 = 0) e além

. . 4 . ’
disso ¢4 (i) = % = % # 0. Por um teorema visto em sala concluimos que

z1 = 1 é um polo simples de f e o residuo em z; =i é dado por:

Resf(2) = u(i) = & = ~2i

?

Pelo Teorema dos residuos de Cauchy temos

/C—Z'Z(Zti)dz—%r z(Resf( )—I—l}gsf(z)) = o -i(i — 20) = 27 -2 = 27,

Boa Prova !!



