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1 Sequéncias e Séries de Taylor
1. Use a inequagao ||z,| — |z|| < |z, — 2| para mostrar que

se lim z, =2 entdo lim |z,| =|z|.
n——+00 n—00

2. Mostre que lim,,_, 2z, = 0 se, e somente se, lim,,_, |2,| = 0.

3. Seja zy € C\ {0}, dé exemplo de uma sequéncia z, de nimeros complexos tal
que lim,, . |2,| = |z| e de forma que z, ndo converge para z.
i0

4. Substituindo z = re’ na série Y /2" mostre que:

o0

. p rcosf — r?
ZT cos(nf) = 1 —2rcosf + r?

n=1
e que
i r"sen(nf) = rsend
— 1 —2rcosf + r?2’

quando 0 < r < 1.

5. Mostre que se Y o0 z, = S entdo Y o0 Z, = S.
6. Seja ¢ um nimero complexo. Mostre que se Zf;l zp = S entao fo:l czy, = ¢S.

7. Mostre que se > 2z, =Se Y - w, =T ento D <~ (zn+w,)=5+T.
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8. Seja (2z,)nen uma sequéncia de numeros complexos convergindo para algum
nimero complexo z. Mostre que existe M > 0 tal que |z,| < M para todo n > 0.

9. Enuncie e demonstre o Teorema da Expansao de Fun¢oes Analiticas em Séries
de Taylor.

10. Mostre que a série de Taylor da fungao f(z) = e* ao redor do ponto zyp =1 é
dada por

e :eZT, |z — 1| < 0.

n=0
11. Determine a Série de Maclaurin da funcgao

z

Je) =y

12. Calcule a série de Maclaurin da fungao f(z) = sen(z?).
Obs: nao se esqueca que em aula obtivemos a série de sen, o que pode ser usado
neste exercicio.

13. Mostre que quando z # 0,

e 1 1 1z 22 .
a) Z—Q—Z—2+;+§§+E+...,

sen(2?) _ 1 22 28 210
b) g i TH = Ml i PP

14. Mostre que quando 0 < |z| < 4 temos

o0 n

1 1 z
42’—22—5—1_;4”“'

2 Séries de Laurent

15. Encontre a série de Laurent que representa a funcao

F(2) = #2sen (%)

no dominio 0 < |z| < oco.



16. Mostre que

e 1| 1 1
) B
(z+1)2 e ! z—|—1 (z41)2
n=0
quando 0 < |z + 1] < oc.
17. Encontre uma representacao para a funcao
1 1 1
&) = 1 = s
1+2z 2z14(1/2)

em poténcias negativas de z que é valida quando 1 < |z| < 0.
18. Apresente duas séries de Laurent em poténcias de z para a funcao

1

f(Z):m

e especifique as regides nas quais essas expansoes sao validas.

19. Mostre que quando 0 < |z — 1| < 2 temos

z L - R
EES P D Di et T o

20.

para |a| < |z| < occ.

b) Substitua z = €? na equagao obtida na parte (a). Iguale as partes reais de
ambos os lados e depois a parte imaginaria de ambos os lados para provar
que

acosf — a? asen(6)
(nb) (nh)
Za cos(n " 1—2acosf + a? Za sen(n T 1—2acosf+ a?’

onde —1 <a < 1.



3 Continuidade, analiticidade, integracao e difer-
enciacao de séries de poténcias

21. Diferenciando a série de MacLaurin

1 oo
= Zz”, |z <1
o n=0

obtenha as expansoes

a _12)2 = Z(n+1)z” 2] <1

ﬁ = Z(n—i— D(n+2)2" |z <1

22. Substituindo 1/(1 — z) por z na expansao

Zn—{—l 2] <1
n=0

encontrada no exercicio anterior, obtenha a representacao em série de Laurent

- —1
Z "(n ), 1<]z-1] < .

— 1)
n=2 Z

23. Encontre a série de Taylor da funcao

f2) =+

ao redor do ponto zg = 2. Diferenciando a série obtida termo a termo determine
a série de Taylor de g(z) = 272 ao redor de zy = 2.

24. Utilizando séries, mostre que a funcao f definida através da equacao

f<z):¥’ quando z #0
f(z)=1 quando 2=0
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¢ inteira. Use este resultado para mostrar que

lim sen(z)

z—0 z

=1.

25. Integre a expansao em série de Taylor
1 o
S S ) w -1, -1l <1
w n=0

ao longo de um contorno interior ao circulo de convergéncia de w =1 a w = 2
para obter a representacao

= (_1)n+1 n
Log z = E —-1)" |z-1 <L
n

n=1



