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Resumo

O relatério tem como base o livro Ramsey Theory on the Integers[3], seguindo
fortemente a sua cronologia e adotando grande parte de seus exemplos. Ele nos
dard uma boa base para entender um importante campo da matemaética, a
notéria teoria de Ramsey. De fato, esse relatério nao abordara a teoria de Ram-
sey em toda sua plenitude, nosso escopo aqui sera direcionado a uma pequena
parte desse universo. Nos contentaremos com apenas a apresentagio e prova de
alguns teoremas, dentre eles o teorema de Ramsey para duas cores e o teorema
de van der Waerden.

O primeiro capitulo sera inteiramente dedicado a apresentagdo do Principio
da casa dos pombos, uma importante ferramenta matemaética e que servira como
base para entendermos os teoremas seguintes do tipo Ramsey. Mostraremos
algumas formas alternativas e utilizaremos exemplos variados para fixar bem o
Principio da casa dos pombos.

Ja no segundo e terceiro capitulo apresentaremos e demonstraremos o te-
orema de Ramsey para duas cores e o teorema de van der Waerden. Intro-
duziremos as notagoes que serdao utilizadas constantemente e os trés teoremas
classicos da teoria de Ramsey. Sempre utilizaremos uma variedade de exemplos,
mostrando algumas consequéncias que desses teoremas, variantes e aplicagoes
destes teoremas.

ii



Sumario

[Agradecimentos|

[Resumd|

|Lista de Figuras|

I Preling |

1.1 Principio da casa dos pombos|

|2 Teorema de Ramsey|

2.2 Teorema de Ramsey| . . . . .. .. ... ... .. ..
2.3 Algumas Notacoes| . . . . . . . .. ... ... ...

|[Reterencias Bibliograficas|

iii

ii

iv

N =

[e23=)]

10
11
13

15
16
17
18
19

24



Lista de Figuras

2.2 Grafosde R(2,2) . . . ... .. ..
2.3 Grafosde R(3,2) . . . . . .. ..




Capitulo 1

Preliminares

Este relatoério, assim como o livro que serviu-lhe como base, cobre apenas uma
pequena fragdo de toda teoria de Ramsey. Nos concentraremos principalmente
na prova de dois teoremas cldssicos dessa teoria. Vale salientar aqueles que
nao tem um vasto conhecimento em matematica, a pequena parte da teoria de
Ramsey que serd abordada neste relatérios exige apenas conhecimentos béasicos
de matemaética e pode ser compreendida sem grandes problemas.

A teoria de Ramsey foi nomeada em homenagem a Frank Plumpton Ramsey
e um de seus importantes teoremas, o qual foi provado em 1928 e publicado
em 1930 e que seremos apresentados posteriormente. Nao existe uma definicao
universal para “Teoria de Ramsey”, mas podemos defini-l4 informalmente da
seguinte maneira:

O estudo da Teoria de Ramsey é definido como o estudo da con-
servagao das propriedades sob um conjunto de partigoes.

Em outras palavras, dado um conjunto particular S que tenha uma
propriedade P, é verdade que qualquer S particionado em finitos
subconjuntos deve ter também a propriedade P?

Para ilustrar, de forma mais clara, os tipos de problemas da Teoria de Ram-
sey, aqui estao alguns exemplos classicos de problemas do tipo-Ramsey.

Exemplo 1.1. Obviamente, a equacao x 4+ y = z tem solugdes no conjunto dos
inteiros positivos (existe um ntimero infinito de solugdes); por exemplo, x = 1,
y = 4, z = 5 é uma solugdo. Consideremos a seguinte questdo: é verdade que
sempre que o conjunto de inteiros positivos é particionado em um nimero finito
de conjuntos S1,Ss,- - ,.S,, entdo pelo menos um destes conjuntos vai conter
uma solugdo para x+y = 2?7 Esta questao sera respondida no capitulo seguinte,
mais precisamente com apresentagao do Teorema2.14]

Exemplo 1.2. E verdade que sempre que o conjunto {1,2,---,100} é dividido
em dois subconjuntos A e B, entdo pelo menos um desses conjuntos contém um
par de inteiros cuja diferenca seja exatamente 27 Para responder essa questao,
considere a divisao consistindo de

A=1{1,59,13,--- ,97} U {2,6,10,--- ,98}

B={3,7,11,15,--- ,99} U {4,8,12,--- ,100}
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Suponhamos por absurdo que em A ou B existam dois nimeros que a di-
ferenca seja exatamente dois, ou seja, a — b = 2. No primeiro caso temos o
conjunto A, para a,b € A, sendo somente pares, somente impares ou impar e
par. Seja uma sequéncia a = 1+4n e b =1 + 4m, para n,m € N*¥ e n > m, se
subtrairmos a — b chegamos em:

a—b=(1+4n)— (1 +4m)

=a—b=4n—4m
(1.1)
=2=4(n—m)
=>n—m=1/2

Absurdo! Pois n —m deve ser um niimero natural. O mesmo ocorre para as
sequéncias a = 2+ 4n e b = 2 + 4m, e também para as sequéncias a = 2 + 4n
e b =1+ 4m. No segundo caso temos o conjunto B, para a,b € B, onde a,b
sdo somente pares, somente impares ou impar e par. E novamente obtemos os
mesmos resultados do primeiro caso. Logo, ndo hd em nenhum dos subconjunto
A e B dois numeros que a diferenca seja exatamente dois.

Exemplo 1.3. Verdadeiro ou falso: Se existem 18 pessoas em um grupo, entao
deve existir 4 pessoas que sao mutualmente conhecidas entre si, ou 4 pessoas
que sdo mutualmente desconhecidas entre si. Veremos no capitulo seguinte que
isso é verdade.

A teoria de Ramsey tem uma vasto campo de estruturas e conjuntos onde ela
pode ser aplicada. Isso inclui os ntimeros reais, estruturas algébricas tais como
0S grupos ou espacos vetoriais, grafos, pontos em um plano ou em n dimensdes,
entre outros.

Para que possamos entender o teorema de Ramsey, que serd nos introdu-
zido no capitulo seguinte, e assim como outros teoremas presentes na teoria de
Ramsey é importante conhecermos um principio extremamente importante: o
principio da casa dos pombos.

1.1 Principio da casa dos pombos

Imaginemos entao que estamos em um telhado onde se encontra um pombal.
Vamos estabelecer que, dado um numero de casas de pombos n e um niimero
de pombos n + 1, vocé deverd colocar todos os pombos dentro de casas do
pombal. Sendo assim, o que pode se dizer sobre a quantidade de pombos em
cada casa? Colocando cada pombo em alguma casa, sem que sobre nenhum,
podemos afirmar que existe uma casa de pombos que deveré conter mais do que
um pombo, ou seja, dois pombos irdo ocupar a mesma casa.

Esse é o principio da casa dos pombos (também conhecido como teorema de
Dirichlet ou principio das gavetas de Dirichlet)ﬂ em poucas palavras:

Se mais do que n pombos sdo colocados em n casas, entdo pelo menos uma casa
contém mais do que n pombos.

Escrevendo agora na forma de notagoes matemaéticas, temos dois teoremas
fundamentais.

1H4, registros de que esse conceito apareceu primeiro no século XIX, em um trabalho feito
pelo matematico alem&o Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859)[4].
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Teorema 1.4 (Principio da casa dos pombos bésico). Se um conjunto de n
elementos quaisquer é dividido em r subconjuntos disjuntos, onde n > r , entdo
pelo menos um dos subconjuntos contém mais do que um elemento.

Exemplo 1.5. Escolhem-se 5 pontos ao acaso sobre a superficie de um quadrado
de lado 2. Mostremos que pelo menos um dos segmentos que eles determinam
tem comprimento menor ou igual a v/2. [5]

2

V2

Consideremos as casas do pombal nossos setores do quadrado acima e nossos
pombos os pontos que serdo escolhidos ao acaso. Pelo principio da casa dos
pombos, existem pelo menos dois pontos no mesmo setor. Contudo, se obser-
vamos a maior distdncia entre dois pontos neste setor, temos a diagonal de um
quadrado de lado 1, ou seja, uma diagonal de comprimento /2.

Teorema 1.6 (Principio da casa dos pombos generalizado). Se mais do que mr
elementos sao divididos em r conjuntos, entdo pelo menos algum dos conjuntos
contém mais que m elementos.

Demonstragdo. Seja S um conjunto |S| > mr. Seja S = S1US3U---US, sendo
qualquer divisdo de S em subconjuntos disjuntos. Suponhamos por absurdo ,

que |S;] < m para todo i = 1,2,--- ,r. Entéo
r T
S| = 1S <Y m=m+m+---+m=[S| <mr (1.2)
i=1 i=1 M

Absurdo, pois |S| < mr contradiz a hipdtese inicial que |S| > mr. Podemos
concluir entdo que, para pelo menos um ¢, o conjunto |S;| contém mais que m
elementos, i.e., |S;| > m+ 1. O

Uma generalizagao interessante é a seguinte. Denote por |z] a parte inteira
de z.

Proposigao 1.7. Se dividirmos n elementos em k conjuntos, entdo ao menos
um dos conjuntos conterd, no minimo, |“1] + 1 elementos.

Demonstra¢ao. Vamos assumir por absurdo que existe uma forma de dividir-
mos um conjunto A com n elementos em k conjuntos, de forma que todos os

conjuntos conterdo no maximo L”T_lj elementos. Entdo, o nimero de elementos

de A é no méximo k| %+| < n. E isso é um absurdo, uma vez que A tem n

elementos. O

O principio da casa dos pombos pode parecer simples, mas tem grandes
aplicagdes na resolugdo de alguns problemas. Por ultimo, note que o Teorema
[I.4] ¢ um caso do Teorema [I.6] quando o nosso m = 1.

Aqui estéo alguns exemplos de aplicacoes.



1.1 Principio da casa dos pombos 4

Exemplo 1.8. Para cada inteiron = 1,2,--- 200, Seja R(n) o resto da divisdo
de n por 7. Entdo algum valor de R(n) deve ocorrer pelo menos 29 vezes.

Para ver isso, nés podemos considerar os 200 inteiros como os pombos, e
os sete possiveis valores de R(n) como as casas. Logo, através do Teorema
concluimos que, uma vez que 200 > 28-7, pelo menos uma das casas deve conter
mais do que 28 elementos.

Exemplo 1.9. (OMU - Terceira Fase 2017 - Nivel Beta) Dado um par ordenado
v = (x,y) de ntmeros reais, definimos a norma de v ||v|| como sendo o valor

v/ 2?2 + y? e denotamos:
ol = Va4 2

Seja S um conjunto de 7 pontos no plano cartesiano de forma que para todo
v € S temos 1 < ||v|| < 8. Mostraremos que existem trés pontos a,b,c € S de
forma que

3 < M + M + M < 6.

2 oIl lell el
Seja P o conjunto de todos os pontos cuja distancia da origem esta entre 1 e §,
ou seja, P :={v = (z,y) : 1 <|v|| < 8}. Ele é representado como um anel no
plano cartesiano. Particionaremos P em trés subconjuntos disjuntos definidos

como
Pr={v=(,y):1<|p|l <2'}

Py ={v=(z,y): 2" <|[v|| < 2%}
Py ={v=(2,y): 2> < |]v|| < 2%}

Se S C P, pelo principio da casa dos pombos existe um conjunto P;, para
j = {1,2,3}, que contém pelo menos 3 pontos. Sejam a,b,c € S estes trés
pontos de forma que a,b,c € P;, temos

Y <lall <27, 277 < ]| <27, 27 < f|ef| < 2

pela definicdo de P;. Logo,

2 el _ 21 _lall _,
2 Tl T2t 27 b T
Obtemos o mesmo resultado para % e ”ZH Entao,
1 1 1 a b c
7+7+*§M+M+MS2+2+2
22 27 |bll - llel el
5 llall 1B, Jell
27 (ol el lall
Contudo se observarmos para os casos particulares WT” = M = ”Zl\l\ =2e
b X - _
% = HCH = HZH = 1 chegamos & contradi¢do |la]| = 8||al| e |[a|| = 27!||a]|

respectivamente. Sendo assim, podemos concluir entdo que

3 _ llall _[1oll  [lell
= <ot 4 e < 6.
2 Il lell - lall
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Exemplo 1.10. (Erdé&s-Szekeres) Vamos mostrar que dentro de qualquer sequéncia
de n?+1 inteiros, existe uma subsequéncia monétona de comprimento n + 1.(Uma

sequéncia é chamada de mondtona se é crescente ou decrescente). Seja nossa

2
sequéncia {a; ?:1“. Para cada i € {1,2,---n%+ 1}, considere £; o comprimento

mais longo de subsequéncias crescentes comecando em a;.

Suponha por absurdo que néo exista uma sequéncia mondtona crescente de
comprimento n + 1, ou seja, ¢; < n, para todo 1 < i < n? + 1. Temos n? + 1
pombos (0s £;’s) e n casas (comprimentos das subsequéncias), podemos afirmar
pelo principio da casa dos pombos que ao menos uma das casas tera

{(n%rnl)lJ+1n+1

pombos, ou seja, hd n + 1 dos ¢;’s com o mesmo tamanho.Tomemos J =
{ar,,apy, -+ 0k, ., }. Se os £;’s sao do mesmo tamanho, entao fy, = l, =
-+ =V}, ., podemos entdo assumir que k; < kp < --- < kp11. Vamos mostrar
por absurdo que ag, > ag, > --- > ag, ., nao ocorre. Entdo, deve existir i tal
que ay; < ak,,,. Se isso ocorre, isso contradiz o fato de £y, = fy, = --- = £,
pois se {y,,, =, entdo o {, = a+ 1.

n+1?

i4+1

Exemplo 1.11. Vamos colorir cada ponto no plano xy que coordenada inteiras,
de vermelho ou de azul. Vamos mostrar que deve existir um retangulo com
todos os vértices de mesma cor. Considere as linhas y = 0, y =ley =2e
suas intersec¢oes com as linhas x = ¢, para i =1,2,--- ,9. Em cada linha z =1
estao trés intersecgoes coloridas, cada uma colorida de vermelho ou azul.

Dados trés pontos que pertencem a linha x = i, pelo principio da casa dos
pombos, existe uma cor que vai ser utilizada pelo menos duas vezes. Podemos
colorir cada uma das linhas x = i contendo os trés pontos de 8 formas diferentes,
uma vez que temos 23 possibilidades. Se temos 9 linhas, pelo principio da casa
dos pombos, a0 menos uma das linhas z = ¢ tem a mesma configuragdo. Logo,
se isso ocorre, existe um retdngulo com todos os vértices da mesma cor.

Note no exemplo anterior que nds denotamos as casas como sendo cores,
para representar uma particao do conjunto. Isso é frequentemente utilizado em
diversas areas da teoria de Ramsey.



Capitulo 2

Teorema de Ramsey

F. P. Ramsey (Cambridge, 1903 - Londres, 1930) foi um matemé&tico, econo-
mista e filésofo britanico. Ele formulou e provou seu teorema em 1928, tendo
sido publicado s6 apds a sua morte em 1930 na Proceedings of the London
Mathematical Society[T], com o titulo On a Problem of Formal Logic. Apesar
da sua morte precoce, Ramsey deixou uma grande contribui¢ao para teoria que
posteriormente ganharia seu nome[9].

O teorema de Ramsey pode ser considerado um aperfeicoamento do principio
da casa dos pombos, onde nds nao apenas garantimos um certo ntimero de
elementos nas casas de pombos, mas também garantimos uma certa relagao
entre esses nimeros. Este teorema é normalmente mencionado na matematica
no estudo de grafos. Iremos definir o que é um grafo de modo genérico e logo em
seguida finalmente apresentaremos o teorema de Ramsey. Mas antes de fazer
isso, vamos dar uma olhada no famoso exemplo conhecido como problema da
festa.

2.1 Problema da Festa

O Problema da Festa ¢ uma das principais questdes quando falamos sobre a
aplicacao do teorema de Ramsey, apesar de ser um problema simples, entender
seu funcionamento é extremamente necessario para darmos os primeiros passos
em dire¢ao ao teorema de Ramsey. Veremos a seguir um exemplo do Problema
da Festa e uma de suas variagoes.

Exemplo 2.1. Provaremos o seguinte: em uma festa com seis pessoas, existe
trés pessoas que sao mutualmente conhecidas entre si ou trés pessoas que sao
mutualmente estranhas entre si.

Vamos chamar uma pessoa da festa de © que é um vértice de um grafo K,
onde cada pessoa representa um vértice deste grafo. Ela tem visao de outras 5
pessoas, das quais podemos afirmar, pelo principio da casa dos pombos, que pelo
menos 3 sdo conhecidas ou desconhecidas por §. Vamos usar as cores azul para
conhece e vermelho para nao conhece. Sendo assim, sem perder a generalidade,
consideremos as 3 arestas azuis e denotemos seu vértices como A, B e C. Se
existir alguma dessas arestas, AB, AC e BC, com a cor azul, temos um triangulo
da mesma cor e estd provado. Vamos considerar entdo que as arestas nao serao
coloridos com a cor azul. Mas se nenhuma pode ser azul entdo todas devem

6
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B

Figura 2.1: Problema da Festa

ser vermelhas e se todas sdo vermelhas, existe um AABC com todas as arestas
vermelhas (Figura [2.1)).

De forma andloga ao exemplo anterior, podemos resolver o Exemplo da
seguinte forma:

Devemos mostrar que é verdadeiro, ou falso, que se existe um grupo com 18
pessoas, entao deve existir 4 pessoas que sdo mutualmente conhecidas entre si ou
4 pessoas que sao mutualmente desconhecidas entre si. Primeiramente, veja que
para um grupo com 9 pessoas, temos 4 pessoas que se conhecem mutualmente
entre si ou 3 que nao se conhecem entre si. Sabendo disso, vamos chamar uma,
pessoa desse grupo de O, ela terd visdo de outras 17 pessoas. Sendo assim, vamos
conectar essas 17 pessoas através de uma aresta a ©. Vamos definir, sem perder
a generalidade, que essas arestas devem ser coloridas de azul se sao mutualmente
conhecidas entre si e de vermelho se sao mutualmente desconhecidas entre si.
Pelo principio da casa dos pombos, podemos afirmar que existe pelo menos 9
nove arestas coloridas de azul ou vermelho conectadas a O, ou seja, temos um
subgrupo com 9 pessoas. Logo, podemos afirmar que em grupo com 18 pessoas
existe 4 pessoas que sao mutualmente conhecidas entre si ou 4 pessoas que sao
mutualmente desconhecidas entre si.

2.2 Teorema de Ramsey

Logicamente, o Problema da Festa é apenas um caso particular do teorema
de Ramsey. Antes de introduzirmos o teorema de Ramsey, devemos nos atentar
para algumas defini¢oes sobre a teoria dos Grafos. Elas sdo necessarias uma vez
que essas sao as estruturas centrais desse teorema.

Defini¢do 2.2. Um grafo G = (V,E) é um par onde V é um conjunto de
pontos, chamados vértices, E é um conjunto de pares de vértices, chamado de
arestas.

Definicdo 2.3. Um subgrafo G’ = (V', E’) de um grafo G = (V, E) é um grafo
talque V' CVeE CE.

Definigdo 2.4. Um grafo completo com n vértices, que denotaremos por K,,,
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Figura 2.2: Grafos de R(2,2)

é um grafo de n vértices com a propriedade que todos os pares de vértices sao
conectados por uma aresta.

Defini¢do 2.5. Uma coloragdo de arestas de um grafo é uma atribuicao de
cores para as arestas do grafo. Um grafo qualquer que tenha arestas coloridas é
chamado um grafo monocromdtico se todas arestas sdo da mesma cor.

Vamos expressar a solugdo do problema da festa agora através da linguagem
da teoria dos grafos. No caso do Exemplo [2.I] podemos dizer que um grafo Kg
colorido por duas cores, admite um subgrafo K3 de cor azul ou um subgrafo K3
de cor vermelha.

Iniciaremos entao o teorema apenas com duas cores.

Teorema 2.6 (Teorema de Ramsey para Duas Cores). Sejam k,l > 2. Existe
um menor inteiro positivo R = R(k,1) tal que toda a coloragio de arestas de
Kpgr, com as cores vermelho e azul, admite um subgrafo K vermelho ou um
subgrafo K; azul.

Demonstra¢do. Vamos estabelecer primeiro nosso método de indugédo, notemos
que R(k,2) = k para todo k > 2 e R(2,1) =l para todo ! > 2. Para k+1=4
e k41 = 5, notemos que também é ficil, pois R(2,2) = 2 e R(3,2) = 3
respectivamente. Consequentemente, seja k + [ > 6, com k,l > 3, nés podemos
assumir que existe R(k,l — 1) e R(k — 1,1). Vamos mostrar que R(k,l) <
R(k—1,1) + R(k,l — 1), para k,l > 3, provando assim o teorema. Nosso grafo
serd K, com n = R(k — 1,1) + R(k,l — 1). Vamos chamar um desses vértices
de v, sendo assim existem n — 1 vértices conectados através de uma aresta a v.
Seja A o nimero de tais arestas vermelhas e B o nimero de tais arestas azuis,
conectadas & v. Suponhamos por absurdo que A < R(k—1,1) e B < R(k,l—1).
Sendo assim, A e B como A< R(k—1,1)—1e B< R(k,1—1)—1.
Entao:

A+ B <A{R(k—1,1) -1} +{R(k,l - 1) — 1}

A+B<R(k—-1,0)+R(k,1—1)-2

(2.1)

n

A+B<n-—2

Absurdo!!! Entao A > R(k—1,1) ou B > R(k,l—1). Vamos assumir, sem perda
de generalidade, que A > R(k—1,1). Seja V o conjunto de vértices conectado a
v por arestas vermelhas, temos que |V| > R(k — 1,1). Pela hipdtese de indugao,
Ky contém um subgrafo vermelho Kj;_1 ou um subgrafo azul K;. Se tem um
subgrafo azul K, esta provado. Se contém um subgrafo vermelho Kj_1, estando
apenas conectado por arestas vermelhas ao vértice v, nés temos um subgrafo
K}, uma vez que s6 podemos conectd-lo por arestas vermelhas (ou obteremos
um subgrafo K; azul). E assim a prova do teorema estd completa. O
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Figura 2.3: Grafos de R(3,2)

Os nimeros R(k,[) sdo conhecidos como o nimero de Ramsey para duas
cores. A solugdo para o problema da festa nos diz que R(3,3) = 6. Pelo Teorema
de Ramsey, n6s podemos estender o problema da festa de véarias outras formas.
Por exemplo, nés sabemos que existe um nimero n de forma que, estando
n pessoas em uma festa, entdo deveria ter ou um grupo de quatro pessoas
mutualmente conhecidas ou um grupo de cinco pessoas mutualmente estranhas.
Esse ntmero n é o Numero de Ramsey R(4,5).

Ha outros meios de estender o problema da festa. No exemplo a seguir nés
consideramos o caso onde as pessoas se amam, ou se odeiam, ou sao indiferentes
entre si. Nessa situagdo queremos encontrar trés pessoas que se amam, ou trés
pessoas que se odeiam, ou trés pessoas que sdo indiferentes entre si.

Exemplo 2.7. Vamos mostrar que tendo 17 pessoas, podemos encontrar trés
pessoas que se amam, ou trés pessoas que se odeiam, ou trés pessoas que sdo
indiferentes entre si.

Vamos considerar as 17 pessoas como vértices de um grafo K77 e essa relagao
por cores. Consequentemente as relagoes se amam, se odeiam e indiferente entre
si, serdo representados pelas cores vermelho, azul e amarelo respectivamente.
Vamos determinar um vértice do grafo como g,esse vértice sera ligados por 16
arestas coloridas. Logo, pelo principio da casa dos pombos, pelo menos uma
cor vai ser utilizada seis vezes. Vamos denotar os seis tais vértices como a, b,
¢, d, e, f e colorir as arestas que o ligam a g com a cor vermelha (sem perda
de generalidade), assim formando um subgrafo Gfﬂ Se houver alguma nova
aresta de cor vermelha conectando algum dos seis vértices, existe um triangulo
monocromatico vermelho e estd provado! Se ndo houver, vamos escolher,sem
perda de generalidade, o vértice a. O vértice a estd ligado por 5 arestas pretas
ou azuis, pelo principio da casa dos pombos, existe uma cor que vai parecer
pelo menos trés vezes. Sendo assim (sem perda de generalidade), consideremos
as 3 arestas azuis, seu vértices sao B, C' e D. Se existir alguma dessas arestas,
BC, BD e CD, com a cor azul, temos um triangulo monocromético azul e esta
provado. Vamos considerar entao que as arestas nao serao coloridos com a cor
azul. Mas se nenhuma pode ser azul entao todas devem ser amarelas, e se todas
sdo amarelas, existe um triangulo preto BC'D monocromatico.

Este é um exemplo de um numero de Ramsey para 3 cores. Mais ge-
ralmente, pode-se facilmente generalizar o teorema de Ramsey de duas cores
para r > 3 cores, em qualquer caso o nimero de Ramsey serd denotado por
R(ky, ko, -+ k). No caso k; = k para ¢ = 1,---,r, usaremos uma notagao

1Note que daqui por diante nés conhecemos a solucéo, ela é a mesma do problema, da festa,
onde R(3,3) = 6.
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simples R,(k), Entdo, por exemplo, no problema “amor-6dio-indiferenca”, nés
temos R(3,3,3) = R3(3) = 17.

A existéncia dos ntumeros de Ramsey tem sido conhecida desde 1930. No
entanto, existe uma imensa dificuldade em calcular seus valores. Alguns dos
valores que sdo conhecidos R(3,3) = 6, R(3,4) = 9, R(3,5) = 14, R(3,6) =
18, R(3,7) = 23, R(3,8) = 28, R(3,9) = 36, R(4,4) = 18, R(4,5) = 25 e
R(3,3,3) = 17[q].

2.3 Algumas Notacoes

Nesta se¢ao introduziremos algumas notacoes que serao frequentemente utiliza-
das posteriormente.

Denotaremos, como de costume, o conjunto dos inteiros por Z e o conjunto
dos inteiros positivos ZT. Nosso trabalho principal est4 restrito apenas ao con-
junto dos inteiros. Consequentemente por um “intervalo” queremos dizer um
conjunto {a,a+ 1,---b}, a <b. Denotaremos [a,b] = {a,a +1,---b}.

Denotaremos algumas vezes por S = X —Y sendo o conjunto dos elementos
de X que ndo estdo presentes no conjunto Y. E seja S um conjunto e a um
ntimero real, denotaremos a + S ={a+s:s€ S} eaS={as:s e S}

Algumas utilizaremos de ntimeros tais como 1,2, ... para representar as di-
ferentes cores.

Definigao 2.8. Uma coloragdo r de um conjunto S é uma funcao x : S — C,
onde |C| = r.

Tipicamente, utilizaremos o conjunto C' = {0,1,--- ,r — 1} ou o conjunto
C =1{1,2,---,r} para trabalhar com r-colora¢ao. Pode-se também pensar em
uma 7 coloragdo x de um conjunto S, como uma divisao de S em r subconjuntos
S1,82, -+, Sy, associando o conjunto .S; com o conjunto {z € S : x(z) = i}.

Definigdo 2.9. Denotaremos por m = max{s : s € S} o maior elemento de um
conjunto S.

A préxima defini¢do vai ser usada extensivamente.

Defini¢cao 2.10. Uma coloragao x é dita monocromatica em um conjunto S se
X € constante em S.

Exemplo 2.11. Seja x : [1,5] — {0, 1} definida por x(1) = x(2) = x(3) =1e
x(4) = x(5) = 0. Entdo x é uma coloracdo 2 de [1, 5] que é monocromética em
{1,2,3} e em {4,5}.

Frequentemente serd conveniente representar 2 coloragoes particulares de um
intervalo como uma sequéncia de 0’s e 1’s. Por exemplo, a coloragdo no Exem-
plo poderia ser representada pela sequéncia 11100. Mas podemos também
abreviar esta coloracdo, escrevendo na forma 1302. Nés podemos estender essa
notagdo para r coloragoes com r > 3 usando sequéncias com simbolos per-
tencentes ao conjunto {0,1,2,--- ;7 — 1}. Por exemplo, podemos definir uma
3-coloragdo de x no intervalo [1,10] por x(i) = 0 para 1 <14 < 5, x(i) = 1 para
6 <i<9e x(10) = 2. Entdo podemos escrever x = 0000011112 ou, de maneira
equivalente, y = 0°142.
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2.4 'Trés Teoremas Classicos

Surpreendentemente, o teorema de Ramsey nao foi o primeiro, nem mesmo
o segundo, teorema na area agora conhecida como Teoria de Ramsey. Os re-
sultados que sdo geralmente aceitos como sendo os primeiros do tipo “teoremas
de Ramsey”sdo atribuidos, em ordem cronoldgica, a Hilbert, a Schur, e a Van
Der Waerden. Todos esses resultados que precedem o teorema de Ramsey, lida
com as coloragoes em nimeros inteiros. Curiosamente, mesmo pensando que o
teorema de Ramsey é um teorema sobre grafos, nds vamos ver que depois pode
ser usado dado alguns tipos de resultados de Ramsey sobre os inteiros.

Nesta secao nés introduziremos trés teoremas classicos a respeito do teorema
de Ramsey nos inteiros.

Definicao 2.12. Um k-termo de uma progressao aritmética é uma sequéncia
de formato a,a +d,a+ 2d,...,a+ (k—1),ondea € Ze d € Z™T.

Nos agora podemos apresentar o teorema de van der Waerden, cujo foi pro-
vado em 1927.

Teorema 2.13 (Teorema de van der Waerden). Para todo inteiro positivo k
e r, existe um menor inteiro positivo w(k;r) tal que para toda r-coloragio de
[1,w(k;r)] existe uma progressdo aritmética monocromdtica de comprimento k.

Os ntmeros w(k;r) sdo conhecidos como os nimeros de van der Waerden.
Observemos um caso simples. Seja k = r = 2, queremos encontrar o menor
inteiro w = w(2;2), de forma que para qualquer coloragdo com duas cores de
[1,w] = {1,2,--- ,w} encontremos uma progressdo aritmética monocromatica
com comprimento 2. Considerando a 2-coloragdo de {1,2} onde 1 e 2 sdo duas
cores distintas. Obviamente, sob uma tal coloracgao, a progressao 1, 2 ndo contém
uma progressao aritmética com 2 termos que é monocromaética para toda co-
loragdo com 2 cores. Verifiquemos agora para toda 2-coloragdo de [1,3] se
produz uma progressao aritmética monocromética com comprimento 2. Pelo
principio da casa dos pombos, existe uma cor que deve ocorrer ao menos 2 ve-
zes, logo existe para qualquer coloracdo com 2 cores de [1,3] uma progressao
monocromatica de comprimento 2

Para k > 3, a estimativa destes ntiimeros rapidamente vai ficando cada vez
mais dificil. Alguns dos nimeros de van der Waerden que conhecemos sao:
w(3;2) =9, w(3;3) =27, w(3;4) = 76, w(4;2) = 35 e w(5;2) = 178. [1]

Os dois principais resultados a seguir, lidam com resultados para equagoes
e sistemas de equacdes. Vamos denotar por ¢ uma dada equagdo ou sistema de
equagoes. Nés vamos chamar de (z1, 9, - ,2zx) uma solugdo monocromética
onde € se x1,T9, - , T sao todos da mesma cor e satisfazem e.

Vamos apresentar um teorema, provado por Issai Schutﬂ em 1916, é um dos
resultados iniciais na teoria de Ramsey.

Teorema 2.14 (Teorema de Schur). Para qualquer r > 1, existe um menor
inteiro positivo s = s(r) tal que, para qualquer r-coloragdo de [1,s], existe uma
solugdo monocromdtica para x +y = z.

2Issai Schur foi um matemético nascido em 1875, na hoje conhecida Bielorriissia. Orientou
o doutorado de Richard Rado. Schur Morreu em 1941 aos 66 anos[2].
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Demonstragao. O teorema de Ramsey afirma, em particular, que para qualquer
r > 1 existe um inteiro n = R(3;r) de forma que para qualquer r-coloragdo
de K,, existe um subgrafo monocroméatico. Numeremos os vértices de K, por

1,2, -+ ,n. Peguemos os ntmeros {1,2,--- ,n—1} e coloquemos arbitrariamente
em r conjuntos, ou seja, para cada x € {1,2,--- n — 1} atribuiremos uma
cor. Peguemos dois vértices j, i de K,, onde j,i € {1,2,...,n} ei < j, e

coloriremos as arestas ligadas por este vértice de acordo com o conjunto de que
|7 — i| é membro. Pelo teorema de Ramsey, um subgrafo K3 monocromatico
deve existir. Seja os vértices deste subgrafo monocromatico sendo a < b < c.
Consequentemente, b — a, ¢ — b e ¢ — a sdo todos da mesma cor. Podemos
reescrever entdo que r = b—a, y = c—b e z = ¢ — a, onde ndés notamos que
T + y = z é monocromatico. O

Definicao 2.15. Um triplo {z,y, z} que satisfaz x+y = z é chamado um triplo
de Schur.

Os nimeros s(r) sdo chamados de nimeros de Schur. Olharemos para caso
simples onde determinaremos s(2). Queremos encontrar o menor inteiro positivo
s de modo que sempre que [1, s] é colorido com 2 cores vai existir inteiros z, y e
z monocromaticos que satisfazem = + y = z. Notemos que $(2) deve ser maior
que quatro, uma vez que se assumirmos a 2-coloragdo x de [1,4] definida por
x(1) = x(4) =0 e x(2) = x(3) = 1, ndo encontramos z, y € z com a mesma cor
que satisfaca x + y = z. Entretanto, toda 2-coloragdo de [1,5] produz um tal
triplo monocromaético,ou seja, s(2) = 5. Veremos isso no Exemplo

Exemplo 2.16. Vamos mostrar agora que s(2) > 5. Considere qualquer r-
coloragdo de [1,5]. Sem que haja perda de generalidade, podemos assumir que
1 é colorido de vermelho. Assumiremos, por contradi¢do, que ndo hé um triplo
monocromatico de Schur. Uma vez que 1 + 1 = 2, nés devemos colorir o 2 de
azul. Uma vez que 2 4+ 2 = 4, nés devemos colorir o 4 de vermelho. Uma vez
que 1+ 4 = 5, nés devemos colorir o 5 de azul. Tudo que resta é colorir o 3.
No entanto, se 3 é vermelho, entdo {1,3,4} é um triplo Schur vermelho e, se 3
é azul, entdo {2,3,5} é um triplo Schur azul.

Alguns dos nimeros de Schur conhecidos e sdo s(1) = 2, s(2) =5, s(3) = 14
e s(4) =45.8]

O terceiro e tltimo teorema classico que nds mencionaremos é o teorema
de Rado, uma generalizacao do teorema de Schur para um sistema de equagoes
lineares. O teorema de Rado pode ser descrito como o seguinte. Pensando no
teorema de Schur como um teorema sobre a equagao linear homogénea z+y—z =
0, consideramos a seguinte questao:

Qual sistema, L, de equagoes lineares homogéneas com coeficientes
inteiros que tem a seguinte propriedade: para todo r > 1, existe
um menor inteiro positivo n = n(L;r) tal que para toda r-coloragao
[1,n] produz uma solugdo monocromdtica para L£7?

Em uma série de artigos publicados na década de 1930, Rado respondeu
completamente esta questdo. Nao nos aprofundaremos muito no estudo de seu
teorema, limitando apenas a sua apresentacao para um caso particular.

Definiremos primeiro o que é uma equagdo r-regular.
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Definicao 2.17. Para r > 1, uma equacdo linear ¢ é chamada r-regular se
existe n = n(e;r) tal que para toda r-coloragdo de [1,n] existe uma solucdo
monocromatica para €. Isto é, é chamada regular se ela é r-regular para todo
r>1.

Exemplo 2.18. Usando a Defini¢ao dizemos que “a equagdo x +y =z é
regular”.

Temos o seguinte teorema.

Teorema 2.19 (Teorema de Rado para uma tnica equagdo). Seja & represen-
tada pela equagdo linear Y ;| c;x; = 0, onde ¢; € Z — {0} para 1 < i < n.
Entao € é regular, se e apenas se, algum subconjunto ndo vazio do c; ter soma
igual a zero.

Exemplo 2.20. A equacdo xz+y = z, i.e., x+y—z = 0, satisfaz os requisitos do
Teorema m Consequentemente, como notado anteriormente e provado por
Schur, z + y = z é regular.

Exemplo 2.21. Decorre do teorema de Rado que a equacao 3z + 4x5 + Srg —
2x4 — x5 = 0 é regular, desde que a soma do primeiro, quarto, e quinto coefici-
entes € 0.

2.5 Um Pouco Mais de Notacao

Apresentados os trés teoremas classicos, podemos notar uma certa similari-
dade entre eles. De certa forma eles seguem um formato geral, onde existe um
ntimero inteiro positivo n(r) de modo que para uma coloragdo r de [1,n(r)],
existe um conjunto monocroméatico que é pertencente a uma familia de con-
juntos. Estabeleceremos uma notacdo que servird para casos com progressoes
aritméticas de k-termos que veremos posteriormente.

Seja F uma determinada familia de conjuntos, e sejam k e r inteiros po-
sitivos. Se existir o menor inteiro positivo, podemos denoté-lo por R(F, k;r),
de forma que qualquer coloragdo r de [1, R(F,k;r)], existe um membro mo-
nocroméatico de F com o tamanho k. No caso em que esse tal niimero niimero
inteiro ndo existe, dizemos que R(F, k;r) = co. Muitas vezes nos restringiremos
a trabalhar somente com duas cores, visto isto para simplificar sua notagao es-
creveremos a fungéo de R(F, k; 2) como R(F, k). Se o comprimento da sequéncia
é compreendido (como o teorema de Schur), nés escreveremos R(F;7).

Em vez de usar as notagoes R(PA,k;r) e R(PA;k), usaremos a notacao
w(k;r) e w(k), respectivamente, onde PA é a familia de todas as progressoes
aritméticas. Por fim, vamos manter a notagdo R(k,[) definida na Segé para
os numeros classicos de Ramsey.

Trabalharemos com algumas cole¢oes, F, de conjuntos inteiros e querendo
conhecer se, para um valor especificado de r e um determinado conjunto M C Z,
toda r coloragao de M produz um membro monocromatico de F, nds temos a
seguinte definic¢ao.

Defini¢do 2.22. Seja F ser uma familia de subconjuntos finitos de Z*, e seja
r > 1. Se para toda r-coloracio de ZT e todo k > 1, existe um membro k-
elemento monocromatico de F, entdo noés dizemos que F é r-regular. Se F é
r-regular para todo r, nés dizemos que F é regular.
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Algumas vezes vamos substituir a frase “para todo k£ > 1, existe um membro
k-elemento monocromatico de F” por “existe membros arbitrariamente grandes
de F7.

Exemplo 2.23. Seja F = PA, a colecdo de todas progressdes aritméticas .
Pelo teorema de Van der Waerden, F é regular, pois cada coloragao finita de
77, existe, para todo k > 1, um progressdo aritmética monocromética de k
termos.

Considerando que a Defini¢ao[2.22]é uma propriedade de todas colorages de
um conjunto, nds também vamos querer considerar se uma coloracao especifica
de um conjunto M produz um membro monocromaético da colegao F. Para isto
noés temos a proxima definicdo.

Definigao 2.24. Seja F ser uma familia de subconjuntos de Z e seja k ser um
inteiro positivo. Seja r > 1, uma r-coloragdo de um conjunto M C Z é chamado
(F, k;r)-vdlido se ndo existe k-elemento monocromético de F contido em M.

Quando o nimero de cores é compreendido, nés podemos simplesmente dizer
que uma coloragao é (F, k)-vélido. Se ndo hd nenhuma possibilidade de confuséo
quanto os significado de F ou o valor de k, podemos apenas dizer que uma
coloragao é wdlida.

Note no exemplo, se F é uma familia de conjuntos de nimeros pares, co-
lorindo com 2 cores [1,10], ela pode ser representada pela sequencia bindria
1110001110, onde ela é (F,4)-valida, uma vez que ndo hd nenhuma sequéncia
com 4 termos monocromética que pertence JF(i.e. ndo existem quatro nimeros
pares que tenham a mesma cor).



Capitulo 3

Teorema de Van der
Waerden

Podemos apontar o teorema de van der Waerden como um dos principais resul-
tados no campo da Teoria de Ramsey. De forma breve, podemos afirmar que
seja uma progressao aritmética qualquer, para toda coloragdo com r cores de Z
se obtém uma subprogressao monocromética de um certo comprimento.

Analisemos as progressoes aritméticas com o comprimento 3. Buscaremos
o menor inteiro positivo w de forma que colorindo essa progressdo aritmética
com duas cores, independentemente da maneira que seja colorido, existird uma
progressao aritmética monocrométicas de comprimento 3. Esse nimero w, de-
notado por w(3;2)(ou até mesmo de w(3)), é chamado de o nimero de van
der Waerden. Este teorema pode ser descrito através da notagao ja introdu-
zida como R(PA,3;2), onde PA é a familia de todas progressoes aritméticas.
Descreveremos um método para encontrarmos o menor inteiro positivo w tal
conseguimos uma progressao aritmética de comprimento 3, bem como qualquer
w(k;T), ou qualquer nimero do tipo Ramsey R(F,k;r). Para isso procura-
mos encontrar limitantes inferiores e superiores para os nimeros que desejamos.
Vejemos.

(a) Para estabelecer que um determinado valor v é um limitante
inferior para um nimero especifico do tipo Ramsey R(F, k;r), basta
encontrar alguma coloragdo com 7 cores de [1,v — 1] que ndo produz
nenhum elemento k£ monocromaético que é membro de F.

(b) Para estabelecer que v serve como um limitante superior para
R(F,k;r), é necessdrio mostrar que toda coloragdo com r cores de
[1,v], produz um elemento & monocromético que é membro de F.

Dito isso, determinaremos que w = 9, através do que foi estabelecido acima,
provando que w > 9 e w <9

Para mostrarmos (a), onde w > 9, provaremos que colorindo com 2 cores
o intervalo [1,8] é possivel achar uma combinagdo que evite uma progressao
aritmética monocromatica de tamanho 3. Isso é facil, colorindo 1,4,5,8 com
a cor vermelha e colorindo 2,3,6,7 de azul, nés achamos uma configuragao
de maneira que essa progressao aritmética monocromética de tamanho 3 nao
ocCorTa.

15
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Ja para (b), onde w < 9, suponhamos por absurdo que existe uma confi-
guragao onde colorindo [1, 9] com duas cores ndo seja produzido uma progressao
aritmética monocromatica de tamanho 3. Vamos utilizar azul e vermelho como
as nossas cores, vamos escolher dois ntimeros desse intervalo e colori-los com uma,
cor. Colorimos entdo 5 e 9 de vermelho. Se pensarmos nos nimeros (5,7,9),
a unica cor possivel para 7 é azul. De forma andloga, considerando (1,5,9), a
Unica cor possivel para 1 também é azul. Para (1,4,7), o ntunero 4 pode ser
somente colorido de vermelho. Sendo assim, 3 e 6 devem ser coloridos com a
cor azul.

Dessa maneira, nos aparece as seguintes configuragoes

X1 = (azul, vermelho, vermelho, azul, azul)

X2 = (azul, azul, vermelho, vermelho, azul)

como as unicas possibilidades para se colorir (3,4,5,6,7). Dessa forma, para
X1, temos (6,7,8), onde 8 s6 pode ser colorido de vermelho. Finalmente, em
(1,2,3), o ntimero 2 admite apenas a coloragdo vermelha. Absurdo, pois se
2 é colorido pela cor vermelha, surge uma progressdo monocromaética (2,5, 8).
E se acontece em 1, acontece também em Y2, uma vez que elas sao inversas
(simétricas).

De fato, existe w(3;2) (é um ntmero finito). Com isso, é caracterizado
este fato conhecido como teorema finito de van der Waerden. Podemos entao
apresenta-lo.

3.1 Teorema de Van der Waerden

Vamos entdao a um dos principais teoremas do tipo-Ramsey.

Teorema 3.1 (Teorema de Van Der Waerden). Sejam k,r > 2 inteiros. Existe
um menor inteiro positivo w(k;r), para toda r-coloragio de [1,n], existe uma
progressao aritmética monocromdtica de comprimento k.

Vejemos um exemplo onde podemos aplicar o teorema de van der Waer-

den3.11

Exemplo 3.2. Sejam a,b,k e r inteiros positivos fixados. Usaremos o teorema
de van der Waerden para mostrar que toda coloracao com r cores do conjunto
{a,a+b,a+2b,...,a+ (w(k;r) — 1)b} admite uma progressdo aritmética mo-
nocromatica de k termos. Seja

X:{a,a+ba+2b,...;a+ (w(k;r)—1)b} = {1,2,...,7}
uma coloracdo com r cores. Defina a seguinte coloragao
X {2, w(ksr)y —{1,2,...,7}

X'(7) = x(a+(j — 1)b), para 1 < j < w(k;r).
Pelo teorema de van der Waerden existe uma progressao aritmética de com-
primento k& monocromética essa progressio aritmética monocromadtica para x’.
Entao ela deve existir para y. Entao ela também deve existir para x’. Isso nos d4
uma progressao aritmética monocromatica de comprimento k£ como queriamos.
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Observemos agora a existéncia de progressoes aritméticas monocromaticas
arbitrariamente longas. E em seguida demonstraremos que isso ndo cumina em
progressoes aritméticas monocromaticas de comprimento infinito.

Exemplo 3.3. Vamos considerar a seguinte coloracio com duas cores de Z7T:

1 00 111100...011...100...,
=
1 2 4 8 16

i.e., para j >0, I; = [27,27F1 — 1] ¢ colorido de:
1 se j é par;
0 se j é impar.
Para qualquer k existe uma progressao aritmética monocromatica de compri-
mento k. Essa coloracao produz progressoes aritméticas monocromaticas longas.
Nao existem progressoes aritméticas monocromaticas infinitamente longas.
Podemos observar isto no seguinte caso. Seja A = {a,a + p,a + 2p, ...}, onde
a,p € 7Z, uma progressao aritmética infinitamente longa e suponhamos por
absurdo que existem progressoes aritméticas monocromaticas infinitamente lon-
gas. Vamos mostrar que existe n tal que 2" > p e AN I, # (. Suponha-
mos por absurdo que nao exista elemento de A em I, ou seja, o intervalo de
I, = 27,271 — 1] N A = (. Dessa forma temos que a + pk seria o menor
ntmero, tal que a + pk < 2™ e que a + p(k + 1) seria o préximo elemento, tal
que a + p(k + 1) > 2"T1 — 1. Se somarmos as duas inequagdes temos:

a+pk+2"t —1<2" +a+p(k+1)
pk —p(k+1) < 2" — 2"t 41
plk—k—1)<2"(1-2)+1
p>2"—1

(3.1)

Absurdo! Nao existe p € Z, tal que 2™ > p > 2" — 1. Entéo existe n tal que
2" >de ANI, # (. Consequentemente A N I,.1 # @ também é verdade.
Contudo, se a coloragao de I,, é diferente da coloracdo de I,,;1, entdo A nao é
monocromatico.

Sabendo a existéncia e o que sdo progressoes aritméticas monocromaticas
longas, podemos falar um pouco sobre: O Principio da Compacidade.

3.2 O Principio da Compacidade

O principio da compacidade, ou principio da selecao de Rado, de forma bem
simploria nos diz:

Tendo uma declaragdo “infinita”’do tipo-Ramsey desde que ela seja verda-
deira, podemos ter uma correspondente “finita”. Utilizaremos aqui uma versao
simples deste principio, uma vez que nao é um assunto tao relevante para este
trabalho. Um exemplo disso, podemos firmar uma versao “finita”’do teorema de
van der Waerden para duas cores:

Para todo k > 2, existe um menor inteiro n = w(k), tal que para
toda coloragdo com 2 cores de [1,m], m > n, existe um progressao
aritmética monocromaética com k termos,
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a partir da versao “infinita”:

Para toda coloracdo com 2 cores de Z™, existe, para todo k > 2,
progressoes aritméticas monocromaticas com k termos.

Dizer também, que cada coloracdo com 2 cores de ZT admite arbitraria-
mente progressoes aritméticas monocromaticas longas é uma forma de expressar
a versao “infinita”citada acima do teorema de van der Waerden para duas cores.

O principio da compacidade nao nos fornece nenhum limitante sobre o valor
minimo na versao “finita”, apenas nos permite conhecer a sua existéncia. Dito
isso, vamos ao teorema.

Teorema 3.4 (O Principio da Compacidade). Seja r > 2 e seja F sendo a
familia dos subconjuntos finitos de Z*. Assumimos que para toda coloragdo
com r cores de Zt existe um membro monocromdtico de F. Entdo existe um
menor inteiro positivo n = n(F;r) tal que, para toda coloragdo r de [1,n], existe
um membro monocromdtico de F.

Demonstra¢do. Suponhamos por absurdo que para cada n > 1 existe uma r-
coloracao sem nenhum membro monocromético de F. Ela serd definida por

Xn ot [1,n] = {1,2,...,7}

Teremos entdo que para x1(1), x2(1), x3(1), ... existe um cor de x(1) que ocorre
um ndmero infinito de vezes, chamaremos essa cor de c¢i, onde x;(1) = ¢1.
Entéo teremos 77 como sendo a colegdo de todos {x; : x;(1) = ¢1}. Olhando
agora para os x(2), notemos que novamente hd uma cor que ocorre um nimero
infinito de vezes onde x;(2) = c2. Logo, T2 = {x; € T1 : x;(2) = c2}. Podemos
continuar esse processo infinitas vezes, para qualquer ¢ > 2, onde

Ti=A{x; € Ti-1: x;(i) = &}

Definimos que x(i) = ¢;. A coloragdo resultante de y : Zt — {1,2,...,r},
tem a propriedade de produzir para g > 1, 7, é a colecao de coloracoes x; com
x(z) = xi(z) onde z = 1,2,...,g9. Existe um conjunto finito S em F que é
monocromatico, peguemos entdo um m = max{s : s € S}. Para todo x; € Tp,
temos x¢ = x¢(x), onde decorre que para todo 2 no S o x, é monocromatico.
E isso é um absurdo, uma vez que admitimos que todos os x’s ndo produziam
nenhum membro monocromatico. O

E trivial que se m > n, dado X ser uma r-coloragao de [1,n], ele deve produzir
um membro monocromatico de uma familia F. Se nosso m é uma extensao de
n, evidentemente ele produz também um membro monocromético sob x dessa
familia F.

3.3 Formas Alternativas do Teorema de Van der
Waerden

Apresentaremos agora mais alguns teoremas que sao formas equivalentes dos te-
orema de van der Waerden aqui apresentados, tanto de sua forma “finita”’quanto
da sua forma “infinita”.
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Teorema 3.5. Os seguintes teoremas sdo equivalentes:

(i) Para k < 2, qualquer coloragdo com duas cores dos Z+ admite uma pro-
gressao aritmética monocromdtica de comprimento k.

(i) Para k <2, w(k;2) existe.
(iii) Para k,r <2, w(k;r) existe.

(iv) Sejar < 2. Para qualquer r-coloragio de Z e qualquer subconjunto finito
S = {s1,82,...,8,} C Z7, existem inteiros a,d < 1 tal que a + dS =
{a+ s1d,a+ s2d,...,a+ s,d} é monocromdtico.

(v) Parak,r <2, qualquer r-colora¢do de Z+ admite uma progressao aritmética
momnocromdatica de comprimento k.

(vi) Para k < 2, qualquer conjunto infinito de inteiros positivos, S = {s;}i<o,
para o qual ¢ = max{|s;41 — ;| : i < 0} existe, deve conter uma progressio
aritmética de comprimento k.

Apresentado algumas formas do teorema de van der Waerden, vejamos como
é feito sua demonstracéao.

3.4 Prova do Teorema de van der Waerden

Podemos agora finalmente provar a verséao finita do teorema de van der Waerden.
Relembremos o que diz o teorema.

Teorema de van der Waerden. Sejam k,r > 2 inteiros. FExiste um me-
nor inteiro positivo w(k;r) tal que para toda r-colora¢io de [1,n] existe uma
progressao aritmética monocromdtica de comprimento k.

Para provarmos o teorema de van der Warden necessitaremos de alguns
artificios ainda nao apresentados. Apresentaremos a frente dois lemas que serdao
fundamentais para a construgdo da prova desse teorema.

Introduziremos duas proposi¢oes importantes para compreensao desses le-
mas. Elas soarao familiar, pois sdo propriedades ja vistas em alguns exemplos
presentes neste relatdrio. Verificamos isso ao observar que a Proposi¢ad3.6| ja
foi utilizada no Exemplo [3.2]

Proposigao 3.6. Sejam k, r, m, a, e b serem inteiros positivos. Toda T-
coloragdo de [1,m] produz uma progressio aritmética monocromdtica com k ter-
mos se e somente se toda r-coloragdo de

S={a,a+b,a+2b,...,a+ (m—1)b}
produzir uma progressGo aritmética monocromdtica de comprimento k.

Proposicdo 3.7. Seja F ser a cole¢io de conjuntos e seja a,b € Z7. Assumi-
mos o sequinte: S € F se e somente se a+bS € F. Sejar € ZT. Entdo toda
r-coloragdo de [1,n] produz wm membro monocromdtico de F se e somente se
toda r-coloracdo de

a+0bl0,n—1]={a,a+b,a+2b,...,a+ (n—1)b}

produz um membro monocromdtico de F.



3.4 Prova do Teorema de van der Waerden 20

Definicdo 3.8. Sejam r,m,n > 1 e 7 ser uma r-coloracao de [1,n + m]. Defi-
nimos X~,m ser a r"-coloragao de [1,n] do seguinte modo: seja j € [1,n] e seja
X~,m(J) ser o m—uplaﬂ (v +1),7(+2),...,7( +m)). Nés chamamos X~,m
uma coloracdo derivada de 7y, ou uma colora¢do derivada.

Exemplo 3.9. Tomemos r = 2, m = 3 e n = 10 na Defini¢ad3.8] Define
v :[1,13] — 0,1 pela coloragao.

0110001110000

Para descrever a 23-coloracdo X~,3 de [1,10] derivada de v, fizemos a seguinte
correspondéncia entre o conjunto de todas 3-uplas de duas cores, T = {(4, j, k) :

i,j,k € {0, 1}}.

(0,0,0) < 0: (1,0,0)  1:
(0,1,0) ¢+ 2 (0,0,1) ¢ 3:
(0,1,1) & 4 (1,1,0) < 5;
(1,0,1) & 6 (1,1,1) & T;
Pela Defini¢ad3.8 vamos construir essa x-,3(j), para 1 < j < 10. Vejamos essa

Xv3(1),  ((2),7(3),74)  =(1,1,0)<5
Xv3(2),  (v3),7(4),7(5))  =(1,0,0) <1
Xv3(3),  (7(4),7(5),7(6))  =1(0,0,0) 0
Xv3(4),  (4(5),7(6),7(7))  =(0,0,1) <3
Xv3(5),  (7(6),7(7),7(8)) =(1,1,0) <5
Xv.3(6),  (7(7),7(8),7(9))  =(0,1,1) < 4
Xv3(7),  (7(8),7(9),7(10))  =(1,1,1) <7
Xv3(8),  (7(9),7(10),7(11))  =(1,1,1) <7
Xv.3(9),  (7(10),7(11),7(12)) = (1,1,0) <+ 5
X.3(10),  (v(11),7(12),7(13)) = (0,0,0) <0
Encontramos a coloragdo derivada sob x 3
5103547750

Definigdo 3.10. Dizemos que um triplo (k, t; ) é refinado se existe inteiro posi-
tivo m = m(k, t;r) tal que toda r-coloragdo de [1,m], existem inteiros positivos
Z,To, 1, - -, T+ de modo que cada um dos conjuntos

s—1
T, = {bs + Zciaﬁi 1C € [1,/€]},
1=0

0 < s <'t, ¢ monocromatico, onde

t
bszz—l—(k—Fl)in.

1Uma sequéncia finita de objetos
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Lema 3.11. Seja k > 1. Se w(k;r) existe para todo r > 1, entdo (k,t;r) é
refinado para todo r,t > 1.

Demonstra¢do. Vamos provar esse lema através do método de indugaoem t = 1,
assim provando que (k,1;7) é refinado. Noés devemos tomar m = m(k,t;r).
No6s iremos assumir que w(k;r) existe e iremos aplicar a Proposicdo sob o
intervalo [1,w(k;7)], obtendo assim o intervalo que [w(k;r) + k + 2, 2w(k;r) +
k + 1] que admite uma progressdao aritmética monocromdtica com k termos
S={a+d,a+2d,...,a+ kd}.

Tomemos z = a — (k+ 1), 29 = d e z; = 1. Se aplicarmos a Defini¢ad3.10]
temos que:

To={a+ (k+1)d}

T, ={a+d,a+2d,...,a+ kd}

onde ambos estdo contidos em [1,m] e sdo monocromdticos individualmente,
assim provando que (k,1;7) é um triplo refinado.

Agora seja t > 1 e assuma que (k,t;7) é refinado. Nés vamos mostra que
(k,t + 1;7) também é refinado. Tomemos entao m(k,t+ 1,7r) =n+men =
2w(k;r™).

Seja «y ser uma r-coloragao de [1,n + m]. Seja X = X~,m ser a r"™-coloracao
de [1,n] derivada de v. Pela defini¢io de n, desde que exista w(k;r"), deve
existir uma progressao aritmética

{a+d,a+2d,...,a+kd} C[1,n]

com k termos monocromdtica sob x.,. Pela definicdo de x, os k intervalos
I; = [a+jd+1,a+jd+m], paral < j < k, tem as mesmas cores sob ~y. Se (k,t;7)
é refinado, existe z, xg, 1, . .., x; de forma que os T;’s sa0 monocromaéticos sob
. Logo, temos para cada I; contendo os conjuntos monocromaticos

Ss(4) =Ts + (a+ jd)

S.(4) = {bs +;cm ¢ € [1,K] 4 (a+ jd)} 52)

s—1
Ss(]) = '{bs +(l+jd) + Zcil'i 1 C € [1,]{5]}
=0

para s = 0,1,...,t ebs = z+ (k+ 1) Zﬁ:s x; pela Deﬁnigé Desde que
os intervalos tenham a mesma cor sob vy , temos para Ss(u) e Ss(v) com a
mesma cor sob v para 1 < u,v < k. Temos, por construgio, o seguinte conjunto

monocromatico sob y

s—1
Ss = {bs +a)+Zcix¢+jd:j,ci €[1,k]} paras=0,1,...,t.
i=0

Vamos produzir conjuntos monocromaticos Ts’s, para isso devemos definir
alguns valores para 2, x(, x, ..., 2}, para s = 0,1,...,t+1, mostrando assim
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que (k,t + 1;7) é refinado. Tomemos
7 = z+a,
v, = mpara0<i<s—1,
., = d,
¥, = mjparas+1<i<t e
Ty = s

Onde segue que para cada s =0, 1,...,t nés temos

T ={7+(k+1 ZIE +ZQ € [L, K]}

T, = {(bs +a) +Zczm +Zcz (1, k]} (3.3)

s—1
S =T/ ={(bs +a)+ Y _ciaf+jd: jci € [1,k]}
=0

¢ monocromético o sob v para 0 < s < t. Uma vez que Tj) tem apenas um
dnico ponto, ele também deve ser monocromético. Entao nds satisfazemos as
condigdes para provar que (k,t+ 1;7) é refinado, provando assim o lema. O]

Lema 3.12. Se (k,t;r) é refinado para todo r,t > 1, entdo w(k + 1;7) existe
para todo r > 1.

Demonstra¢do. Comecemos pegando um r e pensemos em Y sendo qualquer r-
coloragio dos Z*. Por suposi¢io, (k,t;r) é refinado para r = ¢t. Entdo temos por
Definigao 3:10] que z, 2o, 21, . . ., 2, tal que cada um dos conjuntos Ty, T1, ..., T,
seja monocromatico sob x. Temos entao pelo principio da casa dos pombos que
dois desses conjuntos tem a mesma cor, uma vez que que existe um nimero r
de cores e um numero 7 + 1 de conjuntos. Peguemos Ty e Ty, v < w < 7, que
sao coloridos por uma mesma cor. Temos entao

Tv:{ + (k+1) le—i—Zcle c; € lk]}

w—1
{ +(k+1) le—Fchxz.cl 1k]}

i=w

. 1 .
Assumiremos que z = a — y.._y x; — (k+ 1)>.;_, x;, sendo assim podemos

reescrever 1, e T,, como

v—1
Tv:{a—in (k+1) le +(k+1) sz—l—chaﬁl cie[l,k]}
- v—1
{ +(k+1) Zml Z )+ Y (e — Dy c; € [1,k]

i=w

TU:{ sz —l)xi:cie[l,k]}
(

3.4)

I
HO

cs.

s
I
<
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v—1 T T w—1
Ty = {G—in—(k—l—l)in—i—(k—i—l)in—i— Zcixi:ci € [1,16}}
i=0 i=w i=w i=0
v—1 w—1
T, = {Q—in—i— Zcixi ic; € [1,/@}}
i=0 i=0

(3.5)

Tomemos co =c¢; =...=c¢,_1 = 1 em T, obtemos entao

w—1
T,&, = {CL+ ZCZ‘Z‘,’ NS [1,]{1]} CTy,.
=0

Seja d = ZZ‘:OI x;. N6s temos T,, = {a+ (k+ 1)d}, ou seja, a+ (k+1)d €T, e
observe que também {a+d,a+2d,...,a+kd} C T, . Logo, podemos encontrar
uma progressao aritmética de comprimento k + 1, provando assim a existéncia
de w(k + 1;7). O

Finalmente podemos provar teorema de van der Waerden. Coloquemos entao
os teoremas juntos.

Prova do teorema de van der Waerden. Sabemos que w(1;r) existe para
todo r > 1, uma vez que s6 precisamos de um tnico ponto. O Lema3.T1] nos
mostra que (1,¢;7) é refinado para todo r,t > 1. Aplicando agora o Leme{S.lQ
temos a existéncia de w(2; r) para todo r > 1. Podemos prosseguir esse processo
de aplicacdo dos lemad3.11] e obtendo assim a existéncia de w(k;r) para
qualquer comprimento k£ dado e para todo r > 1. E esta provado. O
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