Anélise 1 - MA5H02 & MM202 - Segunda Avaliacao
Prof. Gabriel Ponce

Nome: Fibonacci RA: 1123581321

Instrucgoes:
e Coloque nome completo em TODAS as folhas;
e Escreva de forma clara os argumentos utilizados;

e Nao escreva no quadro de pontuagao acima;

Devolva esta folha juntamente com as solugoes ao final da avaliacao.

Indique abaixo quais questoes vocé escolheu. No caso de haver escolha de mais de 3
questoes dentre as questoes 1 — 5, serao corrigidas apenas as 3 primeiras indicadas.

Questoes escolhidas:

Escolha 3 questoes dentre os problemas 1 — 5.

Problema 1: (2.0) Dada uma série Y | a,, de ntimeros reais. Defina

a :=limsup V/|a,|

n—-+oo
a) (1.0) Mostre que se a < 1 entdo a série dada converge em R.
b) (1.0) Mostre que se o > 1 entdo a série dada diverge em R.

Solugao:

a) Suponha que a < 1, ou seja limsup,, , , ., {/|an| < 1. Tome 3 tal que o < § < 1. Pelo
teorema de caracterizacao do limite superior, existe N € N tal que

"\L/ an| SB? VnZN

Assim,
lan| < 8", Vn>N.



Portanto, pelo teste da comparacao, se a série | 8™ convergir a série Y . a,, também ird convergir.
Como B < 1, por um resultado anterior, a série Y 3" converge. Donde segue que Y a, é
convergente como querfamos demonstrar.

b) Suponha que o > 1. Pela teorema de caracterizagdo do limite superior, existe uma

subsequéncia "{/|ay,| de {/|ay| tal que
"lan, | = a. (0.1)

Tome € = o — 1. Por (0.1) segue que existe kg € N tal que , para todo k > k¢ temos

| "%/ |an, | —a| <e=1—a< §/|an,| —a=1< "§/|an,|-

Assim,
1< |an,|, Vk> k. (0.2)

Assim, a série Y a,, diverge pois, se ela fosse convergente deverfamos ter lim,_, o |an| =0 0
que contradiz (0.2).

Problema 2: (2.0)

a) (1.0) Sejam (X,d,), (Y,dy) espacos métricos. Seja f : X — Y uma fungdo continua.
Mostre que se X é um espago métrico compacto entdo f(X) é um conjunto compacto.

b) (1.0) Seja f : X — R uma fungdo continua definida num espago métrico compacto X.
Mostre que existem a,b € X tais que

fla) < f(x) < f(b)
para todo x € X.
Solugao:

a) Sejam X,Y e f: X — Y como no enunciado. Tome V = {V,,},ca uma cobertura aberta
de f(X) qualquer. Assim temos que

fXclUveasx—rt (U Va> = U 1. (0.3)
acA a€cA a€cA

Como f é continua e cada V,, é aberto, segue que f~1(V,,) é aberto para todo o € A. Assim,
{f"Y(Va)}aca é uma cobertura aberta para X (por (0.3)). Como X é compacto, esta cobertura
aberta admite uma subcobertura finita, isto é, existem asq, ..., a,, € A tais que

X Cf ' Va)Uf  (Va,) U U (Vi)
Aplicando f em ambos os lados temos

FX) CFF T Va) UF T (Var ) U UF T (Vi) = (P (Vo)) U U F(F 7 (Vi)



Finalmente, usando o fato que f(f~1(V,,)) C Va, segue que

f(X)CV,, U..UV,, .

Da arbitrariedade da escolha da cobertura aberta V de f(X) segue que f(X) é compacto como
queriamos demonstrar.

b) Do item (a) sabemos que f(X) C R é compacto e, portanto, fechado e limitado. Uma
vez que f(X) é limitado e R tem a propriedade do sup e a propriedade do inf, existem sup f(X)
e inf f(X) em R. Denote

m:=inf f(X), M :=sup f(X).

Como f(X) é fechado, por um teorema visto em sala, seu supremo e seu {nfimo pertencem ao
conjunto, ou seja, m, M € f(X). Portanto, existem a,b € X tais que

flay=m e f(b) =M.
Agora, pela definicao de m e M temos que,
m< flx) <M, VrelX.

Assim,
fla) < f(z) < f(b), VzeX,

concluindo o que queriamos provar.

Problema 3: (2.0) Seja E,, uma sequéncia de conjuntos fechados nao vazios e limitados em
um espago métrico completo X. Se E,, D Fp, 11 e
lim diamFE,, =0

n— 00

entao a intersecao
oo
M En
n=1

consiste de um Unico ponto.
Solugao: Para cada n € N escolha um ponto z,, € E,, qualquer. Tal escolha é possivel uma
vez que todos os F,,’s sao nao vazios.

Afirmagéo 1: A sequéncia (z,,) é uma sequéncia de Cauchy em X.
Demonstracao: Seja € > 0 qualquer. Como lim,,_, 4, diam(E,) = 0, existe N € N tal que

se n > N entao diam(FE,) < e.
Dados m,n > N quaisquer, observe que:
Tm € B, CENn, ex, €E,CEp.
Assim, para quaisquer m,n > N temos que

d(xm,z,) < diam(Ey) < e.



Ou seja, a sequéncia (z,,) é uma sequéncia de Cauchy. A

Como X é um espago métrico completo, a sequéncia (z,,), que é de Cauchy, é convergente
em X. Digamos
z, > x € X.

Afirmagao 2: x € E,, para todo n > 1.
Demonstragao: Tome ng € N qualquer. Entao, pelo mesmo argumento utilizado anteriormente
temos que x,, € E,, para todo n > ng. Assim, x que ¢ limite da sequéncia (z,)n>n, ¢ conse-
quentemente limite de uma sequéncia de pontos de E,,,. Uma vez que E,, ¢é fechado segue, por
um resultado demonstrado em sala, que x € E),,. Da arbitrariedade de ng segue que z € E,,
para todon € N. A

Assim, temos
o0
T e m E,.
n=1
Tome qualquer y € (_, E,. Entao, z,y € E, para todo n € N. Logo
d(z,y) < diam(E,), Vn e N.
Tomando o limite em n de ambos os lados temos:

d(z,y) < lim diamF,, =0=d(z,y) =0=y ==.

n—oo
Ou seja, x é o Unico ponto na intersecao de todos os F,,, concluindo o que queriamos demonstrar.

Problema 4: (2.0) Sejam f, g fungdes reais continuas em [a,b] C R e diferencidveis em (a,b).
Mostre que existe um ponto z € (a, b) tal que

h(a) =(f(b) - f(a)) - g(a) — )
=f(b)g(a) —g(b)f(a) = f(b)g(b) — f(a)g(b) — g(b)f(b) — g(a) (D)
=(f(0) = f(a)) - g(b) — (9(b) — g(a)) -

Vamos agora considerar trés casos distintos e complementares.

(g(b) —g(a)) -

Primeiro caso: h é constante no intervalo [a, b].
Neste caso, sabemos que h/(z) = 0 para todo z € [a, b].



Segundo caso: Existe t € (a,b) tal que h(t) > h(a) = h(b).
Neste caso, considere z € [a,b] o ponto onde a func¢ao h atinge o méximo no intervalo [a, b].
Note que tal ponto existe pois h é continua e [a,b] é compacto. Agora, uma vez que existe
t € (a,b) tal que h(t) > h(a) = h(b) entao = é diferente de a e de b, ou seja, x € (a,b). Por um
teorema visto em sala segue que h/(z) = 0.

Terceiro caso: Existe ¢t € (a,b) tal que h(t) < h(a) = h(b).
Neste caso, considere x € [a,b] o ponto onde a funcdo h atinge o minimo no intervalo [a, b)].
Note que tal ponto existe pois h é continua e [a,b] é compacto. Agora, uma vez que existe
t € (a,b) tal que h(t) < h(a) = h(b) entao = é diferente de a e de b, ou seja, z € (a,b). Por um
teorema visto em sala segue que h/(x) = 0.

Em todo caso existe x € (a,b) tal que h/(z) = 0. Logo, existe x € (a

0="h'(z) = (f(0) = f(a))-g'(x) = (9(b) —g(a))- f'(x) = (f(b) = f(a))-¢'(z) = (9(b) —g(a))- ' (x),

concluindo o que queriamos demonstrar.

b) tal que

Problema 5: (2.0) Seja f : R — R uma fungao continua satisfazendo

i)
lim f(z) =a paraalgum a €R;

r—r+00

i)
lim f(z) = paraalgum g€ R.

Tr——00

Prove que f é uniformemente continua em R.
Solugao: Tome ¢ > 0 qualquer. De (i) e (i7) segue que existe N € N tal que

sex >N entdo |f(z)—al< g (0.4)
© €

sex < —N entdo [f(z)—0|< 7 (0.5)
Consideremos o intervalo I = [-N — 1, N + 1]. Como f é continua e I é compacto, por um

resultado visto em sala, f é uniformemente continua em I. Portanto, existe § > 0 tal que se
z,y €l el|x—y| <dentdo |f(x)— f(y)] <e. E ficil ver que podemos assumir que § < 1 pois
do contrario bastaria tomarmos ¢’ := 2-!min{1,5}. Tomemos z,y € R tais que |z — y| < J.
Entao:

e Se z,y € I, pela definigdo de § segue que |f(z) — f(y)| < e.

e Sex ¢ Iey¢lI entdo, como [z —y| < J <1 temos que xz,y > N ou z,y < —N. Caso
x,y > N por (0.4) temos que

@) = F@) < 1f@) —al+la— fy)l < 5 +5 ==

Analogamente, se z,y < —N temos por (0.5) que

(@) = F@)] < |f(@) = Bl + 16— fW) < 5 +5 =¢

Logo, se x,y ¢ I entao |f(z) — f(y)| < e.



e Assuma que nenhum dos dois casos anteriores ocorre, ouseja, t € [ ey ¢ T oux ¢ I e

yel. Sey¢Ientaioy>N+1ouy<—N —1logo, como |z —y| < < 1 temos que
—sey>N+1lentdoy > N+y—x=2>N. Logo z,y > N e entdo por (0.4) e pela
desigualdade triangular (como feito no item anterior), temos que |f(x) — f(y)| < &;

—sey < —N-—-1lentaoy < —N+y—z = x < —N. Logo z,y < —N e entao
por (0.5) e pela desigualdade tridngular (como feito no item anterior), temos que

[f(z) = fly)] <e.

O casoy €1 ex ¢ éidéntico.

Ou seja, dado € > 0 qualquer encontramos ¢ > 0 tal que se z,y € R e |z — y| < J entdo
|f(z) — f(y)| <e. Assim, f é uniformemente continua em R. [ |

Resolva AMBAS as questoes 6 e 7.

Problema 6: (2.0) Sejam (X, dx), (Y, dy) espagos métricos.

2)

b)

(1.5) Mostre que f: X — Y é continua se, e somente se, dado qualquer conjunto aberto
VY, f~%V) C X é um conjunto aberto.

(0.5) Mostre que f : X — Y é continua se, e somente se, dado qualquer conjunto fechado
VY, f~4V) c X é um conjunto fechado.

Solugao:

a) (=) Suponha que f é continua. Tome V C Y um conjunto aberto qualquer e vamos
provar que f~1(V) é aberto em X. Seja p € f~1(V) um ponto qualquer, entdo f(p) € V
e, como V é aberto, f(p) é um ponto interior de V. Assim, existe r > 0 tal que

By (f(p),r) C V.

Agora, como f é continua existe § > 0 tal que

f(Bx(p,9)) C By (f(p),r) C V.

Portanto, existe § > 0 tal que
Bx(p,0) C f7H(V).

Ou seja, p é ponto interior de f~(V). Da arbitrariedade da escolha de p em f~*(V)
segue que f~1(V) é um conjunto aberto.

(<) Assuma que dado qualquer conjunto aberto V' C Y a imagem inversa f~(V) é um
subconjunto aberto de X. Vamos mostrar que f é continua.

Tome p € X qualquer. Dado € > 0, defina V' = By (f(p),e) C Y. V é um subconjunto
aberto de Y e, portanto, pela hipétese segue que f~1(V) é aberto em X. Como p €
F7H(V), existe 6 > 0 tal que

Bx(p,8) € (V) = f(Bx(p,d)) C V = By (f(p),e)-



Ou seja, para qualquer p € X, dado € > 0 qualquer, existe § > 0 tal que

f(Bx(p,6)) C By (f(p),e).

Assim, f é continua como queriamos demonstrar.

b) Primeiramente observe que dado qualquer conjunto F C X temos que
FHE) = (fTH(B))".

Agora, suponhamos primeiro que f é continua. Tome F' C Y um conjunto fechado
qualquer. Entdo, V := F¢ é aberto. Como f é continua segue pela alternativa (a) que
f~1(V) é aberto. Mas pela observacio que fizemos no inicio temos

FHV) = 71 F) = (FH )"
Assim, (f~1(F))¢ é aberto, logo f~1(F) é fechado.

Agora suponhamos que a imagem inversa de todo fechado é fechado e vamos demonstrar
que f é continua. Tome V' C Y um aberto qualquer. Entao V¢ é fechado e, por hipotese,
segue que f~1(V¢) é fechado. Logo, pela observacao feita no inicio temos que f~1(V¢) =
(f~Y(V))¢ é fechado, de onde segue que, f~(V) é aberto. Ou seja, dado qualquer aberto
V CY temos que f~1(V) é aberto em X. Pela alternativa (a) segue que f é continua.

Problema 7: (2.0) Seja h : R — R definida por h(z) := e”. Assuma conhecido que h'(z) = e*
para todo x € R.

a) (1.0) Calcule o limite

_ 2.,z
T )
r—+00 X

b) (1.0) Sejam «, 3 niimeros reais satisfazendo a? > 43 e sejam a e b as raizes de
2 —ar+ B =0.

Suponha que f: R — R é uma funcao duas vezes diferencidvel satisfazendo as seguintes
condigoes:

para todo z € [0, c0).

Prove que
fl@) > —— (ae_b”” — be_‘”) , x>0.



Solugao:
a) Observe que

2
. (z—m)?-e” oz (1-I) " .
lim —a = lim e = lim 3
Tr—+00 X r—+o0 €T r—+o0 xT

Chame f(z) = (1 - g)z e fao(x) = ;—Z Observe que

o lim, , o f1(z) =lim;_ 10 (1 — %)2 =(1-02=1.

Agora, como lim,_, o €® = 00 e lim,_,,, 22 = 0o, podemos utilizar o teorema de L’Hospital
para calcular lim,_, o f2(z).
xT xT

. . € .
lim fe(z)= lim — = lim —.
T—+00 T—r+00 J,‘Q z—+00 21

Novamente estamos nas condigoes de aplicar o Teorema de L’Hospital, assim:

x x

. . (& . [
Jim fo(r) = lm on = lim o= oo
Portanto,
im CTD7 i (fi(@)- fa@) = lim fi()- lim fa(e) =
S T = I @) ) = i Al (@) = o

b) Sejam a e b as raizes da equacio dada, observe que como a? > 43 entdao a — b # 0. Além
disso temos

s a+b=a,
e ab=p
Utilizando estas relagoes temos:
0< f"(2) +af () + Bf(2) = [f"(x) + af'(2)] + b[f'(x) + af (2)].
Defina g(z) := f/(z) + af(x). Entéo a dltima inequacdo implica
0 <g'(x) +bg().
Multiplicando ambos os lados por e*® temos:

0 < ¢'(2)e” + be"g(x) = (g(x)e")’

ebz

o que implica que a func¢do g(z)e’” é crescente. Portanto, para todo = € [0, +00) temos que

g(2)e" > g(0)e® = f'(0) + af(0) =a = g(z) 2 a-e .



Substituindo a expressao de g(x) temos que
fl(x)+af(z) >a-e " = f(z) +af(x) —a-e " >0.
Agora multiplicando ambos os lados por e** temos:

!/
abe(“b)x> , VY >0.

a —

R (CEY R (O

Ou seja, a fungdo f(x)e*™ — afbe(“’b)x é crescente no intervalo [0, +00). Portanto, para
todo x > 0 temos
azii(afb)cr> 0) — a -1 a o b
f@)e a—b° = f(0) a—1b a—1b a—b
Logo,
a b 1
> p—ax (a=b)x _ — —br _ po—ax)
f(x) >e (abe ab) a—b(ae be~*")
Tomando,

a4 y/a?—4p o b 2T a? — 483
— - vV=

segue que a — b = /a? — 43. Portanto

1
flz) > 2745 (ae™ " —be™ ™), V>0
a? —




