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No que segue, X e Y sao sempre espacos métricos.

1. Suponha que f: R — R seja uma funcao satisfazendo

lim[f(z+h) — f(x —h)]=0

h—0
para todo x € R. Isto implica que f é continua?

2. Sejaf : X — Y uma funcdo continua, mostre que f(E) C f(FE) para todo
conjunto £ C X. Dé um exemplo onde a inclusao é prépria.

3. Seja f uma funcao real continua em X. Seja Z(f) := {p € X : f(p) = 0},
mostre que Z(f) é fechado.

4. Seja f : X — Y uma fungao continua e £ C X um subconjunto denso. Mostre
que f(F) é denso em Y.

5. Sejam f,g : X — Y funcoes continuas. Seja £ C X um conjunto denso tal
que f(p) = g(p) para todo p € E. Prove que f = g.

6. Seja £ C R um conjunto fechado e f : E — R uma funcao continua. Mostre
que existe uma funcao continua g : R — R tal que g(p) = f(p) para todo p € E.

7. Seja f : F — Y uma funcao, o conjunto
{(z, f(z)):x€e E} CEXY

¢ chamado de grafico de f. Suponha que E é um conjunto compacto. Prove que
f é continua em F se, e somente se, seu grafico é compacto.
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8. ( Esta questio corresponde ao Teorema 4.20 do Rudin) Seja E C R um conjunto
nao compacto. Mostre que

1) existe uma fungao continua em E que nao é limitada;
2) existe uma fungao continua e limitada em E que nao tem méaximo;

3) se E for limitado entdo, existe uma fungao continua em E que nao é uniforme-
mente continua.

9. Seja £ C R um conjunto limitado e f : £ — R uma funcao uniformemente continua.
Prove que f é limitada em E. Dé um exemplo para mostrar que a hipétese de E ser
limitado é essencial.

10. Seja I = [0,1] € R. Suponha que f : I — [ é uma fungao continua. Prove que
existe z € I tal que f(x) = z.

11. Dizemos que uma fungao f: X — Y é aberta se f(V) é aberto em Y para todo V
aberto em X. Prove que toda funcao aberta continua f : R — R é mondtona.

12. Se E é um subconjunto nao vazio de um espago métrico (X, d), definimos a distancia
de x € X a FE por
= inf d .
pp(z) = inf d(z, 2)
a) Prove que pgp(r) = 0 se, e somente se, z € E.

b) Prove que pg é uniformemente continua em X mostrando que

lpe(x) — pE(Y)| < d(2,¥).

13. Sejam K e F' dois conjuntos disjuntos em um espaco métrico (X, d). Seja F' fechado
e K compacto, prove que existe § > 0 tal que

d(p,q) > ¢

para todo p € K e ¢ € F. Mostre que a conclusao pode falhar se nenhum deles for
compacto.

Dica: A fungdo pr definida no exercicio anterior € uma funcao continua e positiva em
K.

14. Uma funcao real f definida em (a,b) é dita convexa em (a,b) se: dados quaisquer
a<zr<ba<y<bel<A<1temos

fOz+ (1 =XNy) <Af(z)+ (1 =2 f(y).



Prove que toda funcao convexa em (a, b) é continua em (a,b).
15. Assuma que f é uma funcao real continua definida em (a,b) tal que

() < L,

para todos z,y € (a,b). Prove que f é convexa.



