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1. Defina conjunto finito, conjunto infinito, conjunto contavel (ou enumerdvel),
conjunto nao contavel (ou nao enumeravel) e conjunto no méaximo contével (ou
no maximo enumeravel).

2. Mostre que todo subconjunto infinito de um conjunto enumeravel é enu-
meravel.

3. Seja {E,}, n = 1,2,3,... uma sequéncia de conjuntos enumeraveis. Mostre
que o conjunto
o
S=JE.
n=1

é enumeravel.

4. Prove que o conjunto de todas as sequéncias cujos elementos sao 0 ou 1 é nao
enumeravel.

d.

a) Prove que o conjunto N x N é enumeravel exibindo uma fungao bijetora
entre N e N x N. Dica: Use o teorema fundamental da aritmética.

b) Seja S um conjunto enumeravel. Mostre que S x S é um conjunto enu-
meravel.

¢) Seja A C R um subconjunto enumerével, mostre que o conjunto B = {b—c:
b,c € A} C R é enumeravel.

6. Defina:



a) Funcao distancia (ou métrica);

o

Espaco métrico;

c¢) Bola (ou vizinhanga) de centro p e raio r;

o,

@

Conjunto fechado;

f

)

)

)

) Conjunto aberto;
)

) Conjunto perfeito;
)

g) Subconjunto denso em um espaco métrico X.

Dé um exemplo de cada uma das defini¢oes acima.
7. Mostre que conjuntos finitos nao possuem pontos de acumulacao.

8. Defina conjunto compacto. Mostre que se X é um espac¢o métrico entao todo
subconjunto compacto K C X é fechado em X.

9. Seja X um espago métrico e K C X um subconjunto compacto de X. Seja
F C K um subconjunto. Mostre que se F' é um conjunto fechado entao F' é
compacto.

10. Enuncie e demonstre o Teorema de Weierstrass.

11. Defina o conjunto de Cantor e mostre que ele é perfeito.

12. Um numero complexo z é dito algébrico se existem inteiros ag, ay, ..., G,, N0
todos nulos, tais que

apz" + a1 2"V + . a1z +a, =0.

Prove que o conjunto de todos os ntimeros algébricos é enumeravel.
Dica: Para todo inteiro positivo N existe apenas um numero finito de equagdes com

n+ |ag|l + ... + lan| = N.

13. Prove que existem niimeros reais que nao sao algébricos.

14. Determine se o conjunto dos numeros irracionais é enumeravel ou nao enu-
meravel.



15. Construa um conjunto limitado de niimeros reais com exatamente trés pontos
de acumulagao.

16. Dado um conjunto £ denotamos por E’ o conjunto dos pontos de acumulacio
de E. Prove que E’ é fechado. Prove que F e E tem os mesmos pontos de
acumulacdo. (Lembre-se que E = EU E'.) E verdade que E and E’ sempre tem
os mesmos pontos de acumulacao?

17. Sejam Ay, Ag, ... subconjuntos de um espago métrico.

a) Se B, = J;_, A, prove que

paran =1,2.3, ...
b) Se B = J;2, Ai, prove que

Bo| |A,.

ot

=1

Dé um exemplo onde a inclusao é proépria.

18. Verdadeiro ou Falso. Se verdadeiro demonstre, se falso apresente um contra-
exemplo.

e () Todo ponto de um conjunto aberto £ C R? é um ponto de acumulagao
de E.

e () Todo ponto de um conjunto fechado £ C R? é um ponto de acumulagao
de E.

19. Seja E° o conjunto de todos os pontos interiores de um conjunto F£.
a) Prove que E° é aberto.

b) Prove que E é aberto se, e somente se, £° = F.

d

)

c) Se G C E e G é aberto, prove que G C E°.
) Prove que o complemento de E° é o fecho do complemento de E.
)

e) Os conjuntos E e E necessariamente tem interiores iguais?



f) Os conjuntos F e E° necessariamente tem fechos iguais?

20. Seja X um conjunto infinito. Para p € X e ¢ € Y defina

dip,q) =1 sep#q,

d(p,q) =0 sep=q.
Prove que d é uma métrica em X. Caracterize os conjuntos abertos, fechados e
compactos com respeito a esta métrica.

21. Construa um conjunto compacto dos niimeros reais cujo conjunto dos pontos
de acumulacao é enumeravel.

22. Dé um exemplo de uma cobertura aberta do segmento (0,1) que nao tem
subcobertura finita.

23. Um espago métrico ¢é dito separavel se ele contém um subconjunto enumeravel
e denso. Mostre que RF é separavel.
Dica: Considere o conjunto de todos os pontos cujas coordenadas sdo todas racionais.

24. Seja Aj, As, ... uma colecao infinita de subconjuntos de um conjunto dado.

Defina .
limsup A, := ﬂ <U Ai)
. :01 :O:n
lim inf A, := U (ﬂ AZ-) .
n=1 \i=n
Prove que

1) liminf, A, C limsup,, A,;

2) se A, C A,11, para todo n € N* (ou seja, se a sequéncia A,, for crescente),
entao temos

hm inf A, = lim sup A, U Ay

3) se A,y1 C A, paratodon € N* (ou seja, se a sequéncia A,, for decrescente),
entao temos

liminf A,, = limsup A,, = ﬂ A,.



