Matematica IV - Solucoes da Avaliacao 1
Prof. Gabriel Ponce

Problema 1:
a) Observe que z = 1414 = /2 (? + §Z> = v/2¢'%. Entao
212 — (\/éeig)IQ — 26€i127r/4 — 266i(27r+7r) — 26€i7r = —64.
Analogamente, temos w = e'6 = w8 = e 6" 5"
67 + 27/3, logo

s = 2rY 2 1 V3
w T =€ 3 =cCos BE) + 7sen 3 =——=——1.

Assim,

1
28 = —64- (—5 — \/;) — 32 + 32¢/3i.

b) Observe que z* — 422 +3 = (2%)2 —2-222 +4— 1 = (2 — 2)? — 1. Entao,
pela desigualdade triangular temos:
|2t =422 43| = (22 =22 = 1| > |(2 = 2)?| = |1| = |2* = 2|* — 1. (0.1)
Novamente pela desigualdade triangular temos: [22 — 2| > 22| — 2| = |2|* — 2 =
4 — 2 = 2. Entao, substituindo em (0.1) temos

1
|2t =422 43> -1=3=> ———— <

1
- U
|24 —422+3] — 3

Problema 2:
a) Igual ao do problema 1.
b) Seja ¢ uma raiz n-ésima da unidade qualquer, por definigao temos 1 = ™.
Assim,
O=1-c"=1—-c)(" '+ 2+ .. +c+1).
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Logo,oul—c=0ouc” '+ 24+ ... +c+1=0. Assim,c=1ouc" 14" 24
e.+c+1=0.0

Problema 3: Ver definicao dada em aula.

Seja f(z) = Re(z), entdo para z = x + iy temos f(z) = =, entdo u(z,y) =
x,v(x,y) = 0. Sabemos que lim,_,., f(2) = i (g 1) (20,50) W@, ¥) 3 i (g 1) (20,50) V(T ¥),
onde zy = xg + 1yp. Logo,

1i = li = 0.
i f(z) = i@

Problema 4.
a) Sabemos que lim, o, f(2) = wy < lim, o f(1/2) = wo. Seja f(z) := %,
observe que

1 % 7 7
lim f [ =) = lim —2— = lim = =7.
20 z 20 ((175)3) =0 (1 —2)3  lim,_ (1 — 2)3
Como este limite existe, entao pela propriedade citada no inicio da solucao temos

3
lim = = lim f <1> =1.

2—00 (z — 1)3 2—0 2

b) Observe que (2+ i+ 2)(2+1—2) = (2+1)? — 22 =3+ 41 — 2. Entao

3+4i—22 2404+ 2)2+i—2) 24i+z
(2+i—2)32z—1)  (2+i—2)Bz—4)  3z—i
Logo,
: 34 4i — 22 . 24042z 2404247 2447 (24+49)B3—-49) 7 1.
lim . ~ = lim — = — = - = = —+—i.
=24i (2410 —2)(32 —i) o2+ 32— 3244 —7 3+ 10 10 10
Problema 5.

a) Consideremos duas formas de convergir para o ponto (0,0) e vamos mostrar
que elas nos dariam valores diferentes para o limite. Considere primeiro z — 0
com z=x+1i-0, x — 0 (ou seja, considere y = 0 e x indo para 0). Neste caso

deveriamos ter: ) )
. z . X
lim (:) = lim <—> =1.
z—0 \ 2 z—0 \
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Agora considere z — 0 pela diagonal, ou seja, z = x +iy com x =y e v — 0.
Neste caso deveriamos ter:

lim <5)2 — lim (x +ix)2 S

z—0 \ Z =0 \  — 1%

Observe que (1 +i)?=1+2i+i* =2ie (1—1)?=1—2i+1* = —2i logo
(1+4)?
(1-4)?

# 1, o que implica que o limite nao pode existir. [J

b) Anélogo ao feito na parte (a) tomaremos duas formas de convergéncia
a 0 que nos dariam valores diferentes para o limite. Consideremos z — 0 na
horizontal, ou seja, z =z 4+ 1y com y = 0 e z — 0. Neste caso

lim Re(z) - Im(z) 0
z—0 |2:|2 x—0 :L‘2

Consideremos agora z — 0 na diagonal, ou seja, z = x + 1y com = = y e
x — 0. Neste caso,

Portanto o limite nao existe. UJ
Problema 6.
a) Ver enunciado dado em sala.

b) Seja f(x +iy) = 2% +1i-y?, entdao u(z,y) = 2% e v(z,y) = y*. Observe que
u e v sao diferencidveis em qualquer ponto (z,y). Além disso temos,

Uy =22, uy,=0, v,=0, v,=2y,

logo as derivadas parciais de primeira ordem de u e v existem e sao continuas
em todos os pontos. Entao pelo Teorema de condigoes suficientes para diferen-
ciabilidade, para sabermos em quais pontos f é diferenciavel basta verificarmos
em quais pontos as equacoes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas. Observe que
u, = 0 = —v, em todo ponto e que

Uy =Vy, = 20=2y=xT=1y.



Logo, f é diferenciavel em todos os pontos z = x + 11z, t € Re

f(x+iz) = up +iv, =22 +1i-0 = 2z,

Problema 7. Seja
f(z) =g(x)-y+ h(y) -z -i, onde z = x + 1y,

uma funcao inteira, entao f é diferenciavel em todo ponto z. Portanto, f deve
satisfazer as equagoes de Cauchy-Riemann em todo ponto. Seja u(x,y) = g(x) -y
e v(x,y) = h(y) - = temos

Uy = Q/(x)% Uy = g(x)
b= h(y), v, =K

Logo u, = —wv, implica que g(z) = —h(y). Como as equagdes de Cauchy-
Riemann acontecem em todo ponto entao temos

g(x) = —h(y) para todos z,y € R.

Fixe y = 0 e chame K = —h(0). Entao, para todo = € R temos g(z) = —h(0) =
K, logo g é constante igual a K. Analogamente, fixe x = 0. Entao, para todo
y € R temos h(y) = —g(0) = —K, logo h é constante igual a —K. Assim
concluimos que

F(2) = gla)y + h(y)i = K(y —wi) = K(z +iy) - (—i) = —Kz -,

com K constante, como queriamos demonstrar. [

Problema 8. Consideremos |a| = |b| = |¢| = 1 satisfazendo a + b+ ¢ = 1.
Observe que ¢ # 0 , entao podemos multiplicar ambos os lados da equacao por
c b
act 4+ bt +1=0.
Chame a = ac™!, 3 = be™!. Entao a+f = —1. Seja a = x + iy, f = p+iq entdo
(x+p) +ily+q=—-1=z+p=—-1 ey+qg=0.

Como |a] =[] =1 temos 2* + y* = p* + ¢* = 1. Substituindo p por —1 — x
€ ¢ por —y temos:

l=(-1-2 +y=14+2r+2"+¢y*=2+20=1=—1/2.
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Logop=—1—x=—1/2. Entdo y = +%2 e ¢ = 4.

Assim, «, 8,1 sao os vértices do triangulo equilatero formado pelos complexos

- 270 - 47
l,e'3,e'5.

Multiplicando esses vértices por ¢ = €% temos os complexos: e, (5 +0) (G5 +0)
que também sao vértices de um triangulo equilatero pois cada dois consecutivos
tem um angulo de 27/3 entre si. [

Problema 9. Considere um ponto z € C qualquer. Lembre-se que |z — a| é a
distancia de z a a e |z — b| é a distancia de z a b.

Considere 2’ a projecao ortogonal de z sobre a reta que passa pelos pontos a
e b. Entao temos dois triangulos retangulos zz'a e zz’b com hipotenusas za e zb
respectivamente. Portanto

|z—a|>|2"—al e |z—0>]2—b|

Assim,
lz—al?+ |z —=b*> |2 —al* + |2 —b*.

Entao, basta minimizar a expressao para os pontos que estao sobre a reta que
passa por a e b. Observe que o minimo deve ser atingido para algum z’ que esta
entre a e b. Chame x = |2’ — a| e d = |b — al, entao, assumindo que 2’ estd entre
a e b, temos |2/ — b =d — z. Assim,

|2 —al* + |2 = b =2 + (d — 2)* = 22° — 2dx + d°.

Entao basta minimizarmos o z. Seja g(z) = 22? — 2dz + d?, temos ¢'(x) =
dr —2d = 0 = = = d/2. Entao o minimo ¢é atingido em = = d/2. Substituindo

temos que
2

d
|2/ —al® + |2 —b)* = 2(d/2)* — 2d(d/2) + d* = )

¢ o minimo. Tal minimo ¢é assumido quando z é o ponto médio do segmento ab.
O



