
Introdução à Análise no Rn

Provinha 1

Questão 1:

a) (0.5) Defina o que é uma norma em um espaço vetorial.

b) (1.5) Prove que a seguinte função é uma norma em Rn

| · | : Rn → R

|x| := |x1|+ |x2|+ ...+ |xn|, onde x = (x1, ..., xn).

Esta norma é chamada norma da soma.

c) (2.0) Mostre que a norma da soma é equivalente à norma do sup || · ||sup.

Obs: Lembre-se que a norma do sup é dada por:

||x||sup = max
1≤i≤n

|xi|

onde x = (x1, ..., xn)

Questão 2: Dada uma norma || · || em Rn.

a) (0.6) Defina os conceitos de: bola aberta, bola fechada e conjunto limitado
em Rn.

b) (1.0) Defina o que é uma função cont́ınua f : X → Rn.

c) (2.5) Mostre que toda aplicação linear T : Rn → Rm é cont́ınua.

d) (1.4) Seja Y ⊂ Rn um conjunto limitado e f : Rn → Rm uma função cont́ınua.
Mostre que f(Y ) ⊂ Rm é limitado.
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Questão 3: Considere T : Rn → Rn uma aplicação linear e A a matrix que
a representa (ou seja: T (v) = A · v ).

i) (0.2) Suponhamos que v1, v2, ..., vk ∈ Rn são vetores não nulos tais que:

T (vi) = λi · vi, 1 ≤ i ≤ k,

para certos valores reais não nulos λ1, ..., λk distintos entre si. Mostre que
os vetores v1, v2, ..., vk são L.I.

ii) (0.1) Usando o item (i) mostre que o conjunto

Λ := {λ ∈ R : ∃v ∈ Rn, v 6= 0, tal que T (v) = λ · v}

tem no máximo uma quantidade finita de elementos.

iii) (0.2) Seja I a matriz identidade n× n. Mostre que se λ ∈ R satisfaz

det(A− λ · I) = 0,

então λ ∈ Λ.

iv) (1.0) Mostre que toda matrix n × n com entradas reais é limite de uma
sequência de matrizes invert́ıveis.
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