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1 Funcoes Diferenciaveis

Problema 0: Seja U C R™ um conjunto aberto. Defina o conceito de aplicagao
diferenciavel f: U — R" em z € U.

Problema 1. Usando a férmula

o)ty L) = 1)

t—0 t

e admitindo a existéncia das derivadas em questao, calcule:
a) f'(z)-h,onde f:R?— R? ¢ definida por

flz,y) =@ +y, 2+, 2= (4,-1),h = (1,2).

b) ¢'(x) - v, onde z,v € R™ s@o vetores arbitrarios e ¢ : R™ — R definida por
o(x) = f(x) - g(z), sendo f,g: R™ — R funcionais lineares.

c) Y¥'(z) - h, onde h € R™ é um vetor arbitrario e ¢ : U — R é definida no
aberto U C R™ do modo seguinte: sao dadas f,g: U — RP diferencidveis e
Y(z) =< f(z),g(x) >, para todo z € U, é um produto interno dos vetores

f(x) e g(x).

Problema 2. O exercicio anterios mostra que, se existirem as derivadas f'(z), ¢'(z)
e ¢/ (x), elas devem ter as formas ali obtidas. Prove agora que as 3 derivadas ex-
istem.



Problema 3. Seja U C R™ aberto. Dada f : U — R diferenciavel no ponto zy €
U, considere uma bola aberta B(zg; ), de centro xz e raio 9, contida em U. Prove
que a aplicagao r : B(0;d) — R", definida por r(h) = f(xo+h)— f(x0) — f'(x0)-h,
é diferenciavel no ponto h = 0.

Problema 4. Sejam V C U aberto em R™ e § > 0 um nimero tal que x € V,
|h| < ¢ implicam = + h € U. Indique com B a bola aberta em R™ com centro 0
e raio 0. Se f : U — R™ é diferenciavel em todos os pontos de U, entao, fixado
xg € V, a aplicacao r : V x B — R", definida por

r(z,h) = fx+h) = f(z) = f(x0) - h
¢ diferenciavel em todos os pontos de V' x B.

Problema 5. Seja E o espago das matrizes nxn (ou seja, R”2). Defina f: E — F
pondo f(X) = X3 para cada matriz X. Mostre que f é diferencidvel em todos
os pontos de F.

Problema 6. Usando coordenadas polares, defina a funcao real f : R? — R,

T

, 2
pondo f(x -e%) = <§> , v >0,0 <y < 2m. Prove que f nao é continua na

origem, muito embora se tenha

limM =0

t—0 ¢

para todo vetor h € R2.

Problema 7. Diga se a afirmacgao abaixo é verdadeira ou falsa. Se for verdadeira
demonstre e se for falsa dé um contra-exemplo.
“Sejaxre U CR™e f:U — R"” uma aplicacao. Se existe uma aplicacao linear

A:R™ — R” tal que
oy T )~ f(2)

t—0 t

para todo h € R™, entao f é diferenciavel em z.”
Problema 8. Seja f: R?* — R* dada por f(x,vy,2) = (2% — v, xy, vz, 2y),

a) Prove que f é diferenciavel em todos os pontos de R3 e calcule sua matriz
jacobiana.

b) Mostre que a derivada f'(z,y,z) : R® — R?* ¢ uma transformacio linear
injetiva, exceto no eixo dos z (isto é, para x =y = 0).
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c) Determine a imagem de f/(0,0, 2) : R® — R*.

Problema 9. Seja f : R? — R? definida por f(x,y) = (e®cosy,e”siny).
Considere a transformagao linear T = f/(3,7/6) : R? — R? e os vetores h =
(1,0),k = (1,1). Qual é o angulo formado pelos vetores T - h e T . k?

Problema 10. Seja f : R? — R3 dada por
flx,y,2) = (x+y+z 22 +y* + 2% 2% +9° + 2%).
Mostre que a transformagao linear
fl(z,y,2): R® - R
é invertivel, salvo se duas das coordenadas z,y, z sao iguais.

Problema 11. Seja f : U — R" diferencidvel em todos os pontos do aberto
UCR™ Definap:U —UxR"e F:U xR"— R" pondo

F(xvy):f(x>_y'

Mostre que ¢ e F' sao diferencidveis, exprima suas derivadas, conclua que ¢'(z) :
R™ — R™ x R™ é injetiva para todo = € U e que o nicleo de F'(z,y) : R™ xR" —
R™ coincide com a imagem de ¢'(x).

Problema 12. Seja f : R? — R? definida por f(z,y) = (22,42, (z +y)?). Mostre
que
fl(z,y) : R* - R

tem posto 2, exceto na origem.
Nota: Dizer que f’(x,y) tem posto dois em (zo,yo), significa dizer que {f'(xo,yo) -
€1, fl(l‘OJJO) : 62} é L.I.

Problema 13. Mostre que a derivada da aplicacao f : R* — R?, dada por
f(l‘7y) = (ex + 6y76x - ey)

¢ uma transformacao linear invertivel.



Problema 14. Seja U C R™ aberto. Se f : U — R atinge um méximo (ou
minimo) relativo no ponto x € U, e f é diferencidvel no ponto z, entao f'(x) = 0.

Problema 15. Se f : U — R é diferenciavel num aberto limitado U C R™ e,
para todo a € U — U tem-se lim,_,, f(z) = 0, entdo existe algum xy € U tal que

f'(xg) = 0.

Problema 16. Seja E = R™ o espago vetorial formado pelas matrizes n x n.
Indicando com X* a transposta de uma matriz X, considere a aplicagao f : £ —
E definida por f(X) = X X'. Descreva a derivada

f(X):E—E.

Mostre que f'(X)- H é simétrica, para cada H € E, e que se X é ortogonal (isto
é, X! = X~1) entdo, para toda matriz simétrica S, existe pelo menos uma matriz
H tal que f'(X)-H =S.

Problema 17.

a) Defina o que é dizer que uma aplicacao f : R™ x ..R™ — R" (o produto de
R™ é feito p-vezes) é p-linear.

b) Determine a derivada de uma aplicacao p-linear f : R™ x ..R™ — R™.

c) Seja E o espago vetorial formado pelas matrizes n x n. Considere a funcao
real f : F — R definida por f(X) = det(X). Dados X, H € E calcule
f'(X) - H. Conclua que

f'(I)- H =Tr(H)

onde I =matriz identidade n x n, Tr(H) = Trago de H = soma dos ele-
mentos da diagonal.

d) Mostre que det’(X) = 0 se, e somente se, o posto de X é <n — 2.
Problema 18. Seja f : R? — R definida por: f(0) =0e

__ Yy
f<m’y>_x2+y2

se (z,y) # (0,0).

a) f ¢é diferencidvel em 07



b) f ¢é continua em 07

Problema 18. Repita o problema 18 para as fungoes:
L f(0) =0, f(z,y) = 2°y?/(a®y* + (y — 2)*) se (z,y) # (0,0).
2. f(0) =0, f(z,y) = 2*/(z* +¢*).
3. f(z,y) = ||+ [yl

2 Derivadas de ordem superior

Problema 19. Mostre que a fungao f(z,y) = |zy| é diferenciavel em 0, mas nao
¢ de classe C' em qualquer vizinhanca de 0.

Problema 20. Defina f : R — R colocando f(0) =0 e

f(t) = t*sin G) ,set#0.

a) Mostre que f é diferencidvel em 0, e calcule f/(0).
b) Calcule f'(t) se t # 0.
c) Mostre que f’ nao é continua em 0.

d) Conclua que f é diferencidvel em R mas nao ¢ de classe C' em R.

Problema 21. Diga se cada uma das seguintes afirmacoes é verdadeira ou falsa.
Se for verdadeira demonstre, se for falsa dé um contra-exemplo.

() Toda fungao f : R — R diferencidvel em todo ponto z € R ¢ de classe C'.

() Se f,g : R" — R™ sao ambas de classe C! entao f-g, foge f+ g sao de
classe C*.

() Se f,g : R* — R™ sdao ambas de classe C! entdao a fungao: h : R — R™
definida por h(0) =0 e h(z) = f(z)/g(x) se z # 0 é de classe C'.



Problema 22. Dado U C R™ aberto, seja f : U — R uma funcao real 3 vezes
diferencidvel no ponto € U. Mostre que f”'(z) : R™ x R™ x R™ — R é a forma
trilinear definida por

f(x) = A (z)dx'da? dx®
Byl 0109 Ok ’

Problema 23. Seja f : R? — R definida por f(x,vy, 2) = 322+2y*+2x2+2°. Para
um ponto arbitrario p = (x,vy, 2) € R3, determine f”(p) - (h, k), onde h, k € R3.
Mostre que

f"(p) - (h,h) >0
se h # 0.
Problema 24. Seja f : R? — R definida por f(z,y) = e**(cos’y — sin’y).
Considere a forma bilinear A : R? x R? — R, onde A = f”(0,0). Determine dois
vetores u = (ug,us) e v = (vq,v2) tais que

A(u,u) > 0e A(v,v) < 0.

Problema 25. Seja f : R® — R definida por f(z,y,2) = zyz. Calcule
f R = E(R3,R),
"R — EQ(RS’R>,
"R — L3(R*R).

Problema 25. Seja & > 1 um ntmero natural e f : L(R™) — L(R™) definida
por f(X) = X* . Prove que

[FOX)] < | X[

( )

Problema 26. Sejam U C R™ aberto, f : U — R" k-vezes diferenciavel e
T :R"™ — RP linear. Para cada 7 = 0,1, ..., k, tem-se

(T o f)(j) =To fU).

Problema 27. Seja A : R™ x ... x R™ p-linear. Defina f : R™ — R"™ pondo

Calcule as derivadas sucessivas fU)(z), j = 1,2, ... .



