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Máquina de Turing

Q is a �nite, non-empty set of states

Γ is a �nite, non-empty set of tape alphabet symbols

B ∈ Γ is the blank symbol

Σ⊆ Γ\ {B} is the set of input symbols

δ : (Q \F )×Γ→Q×Γ× {L,R} is a partial function called
the transition function, where L is left shift, R is right shift.

q0 ∈Q is the initial state

F ⊆Q is the set of �nal or accepting states.
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Classes de Complexidade Computacional

P é classe dos algoritmos tal que DTIME (nO(1)).
NP é classe dos algoritmos tal que NTIME (nO(1)).
Um algoritmo é RP se o algoritmo permite uma escolha
aleatória durante sua execução em tempo polinomial. O único
caso em que o algoritmo retorna "SIM"se é a resposta é
realmente "SIM"mas pode retornar "NÃO"sem ser correta a
resposta.
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Problema de Soma de Subconjunto

Instância: Um conjunto A= {a1,a2, ...,an} de n inteiros
positivos, um inteiro positivo b e um inteiro positivo k < n.
Questão: Existe um subconjunto não-vazio {ai1 ,ai2 , ...,aik } ⊂A
de cardinalidade k tal que

ai1 +ai2 + ...+aik = b ?
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Enunciado dos Problemas

Problema da distância de Hamming do código

Instância: Um código Álgebro-Geométrico [n,k]p.
Questão: Esse código é máxima distância separável, i.e.
d = n−k +1 com d sendo a distância de Hamming do código?

Problema da Decodi�cação de Máxima Verossemelhança

Instância: Um código Álgebro-Geométrico [n,k]p e uma
palavra-código y ∈ Fnp.
Questão: Ache a palavra-código que minimiza a distância de
Hamming a y?
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Problema de Soma de Subconjunto em Curvas

Elípticas

Problema de Soma de Subconjunto em Curvas Elípticas

Instância: Um primo p , uma curva elíptica C sobre Fp, um
conjunto de pontos A= {P1,P2...,Pn,Q} na curva e um inteiro
positivo k < n.
Questão: Existe um subconjunto não-vazio {Pi1 ,Pi2 , ...,Pik } ⊂A
de cardinalidade k tal que

Pi1 +Pi2 + ...+Pik =Q ?

Teorema

O Problema de Soma de Subconjunto em Curvas Elípticas é
NP-Difícil.
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O seguinte teorema de [4] será usado na demonstração.

Teorema

Dado um N inteiro positivo, existe um algoritmo randomizado
que encontra um primo p >N, uma curva elíptica C sobre Fp e
um ponto G na curva de ordem de grupo elíptico maior que N.
Esse algoritmo tem em média número de passos
polinomialmente em logN.

Prova:
O problema de Soma de Subconjunto será reduzido ao PSSCE,
dessa forma PSSCE é NP-dí�cil pois no mínimo tem a mesma
complexidade de PSS.
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Conforme o teorema acima em tem polinomial, seja um primo
p > a1+ ...+an−b,uma curva elíptica C sobre Fp e G um ponto
de ordem q > a1+ ...+an−b. Então, de�na

Q = bG , P1 = a1G , P2 = a2G , ..., Pn = anG .

Então,
Pi1 +Pi2 + ...+Pik =Q

se e somente se

ai1 +ai2 + ...+aik ≡ b (mod q)⇔ ai1 +ai2 + ...+aik = b .
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Distância de Hamming é NP-difícil

Teorema

Dada a instância do problema de Problema de Soma de
Subconjunto em Curvas Elípticas, podemos construir, em tempo
polinomial randomizado, um código algebro geométrico [n,k]p
com tal que se a resposta para o PSSCE é "SIM"então o código
tem distância mínima de n−k. Se a resposta para o PSSCE é
"NÃO"então o código tem distância mínima de n−k +1

Corolário

Decidir se um código AG é separável por máxima distância é
NP-dí�cil sob uma redução randomizada.
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Vamos usar os seguintes resultados:

Proposição

(De [5]) Seja P1,P2, ...,Pn,P elementos de E (Fq) distintos de
O. Se m1P1+m2P2+ ...+mnPn =P com m1 ∈Z+, então existe
uma função tendo zeros em P1,P2, ...,Pn com multiplicidade
m1,m2, ...mn resp.,um pólo em P com mult. 1 e um pólo em O
com mult. m1+m2+ ...+mn−1. Podemos computar essa
função em tempo polinomial em m1+m2+ ...+mn e logq.

Proposição

Existe um algoritmo randomizado que calcula a base de L(αO)
e L(Q+αO) polinomial em α e logq
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Prova:
Seja f1, f2, ..., fk uma base para L(Q+ (k −1)O), então considere
o código C cuja matriz geradora é conforme abaixo:

f1(P1) f1(P2) · · · f1(Pn)
f2(P1) f2(P2) · · · f2(Pn)

...
...

. . .
...

fk(P1) fk(P2) · · · fk(Pn)


Pela limitação de Singleton, sabemos que a distância de
Hamming d =minx 6=y∈Cd(x ,y)≤ n−k +1. Pela construção do
código, sabemos que d ≥ n−k , então d ∈ {n−k ,n−k +1}.
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Se a resposta do PSSCE é "SIM"então existe
{Pi1 ,Pi2 , · · · ,Pik } ⊂P1,P2, · · · ,Pn tal que Pi1 +Pi2 +·· ·+Pik =Q.
Então, pela Proposição acima, existe
f ∈ L(−Pi1 −Pi2 −·· ·−Pik +Q+ (k −1)O)⇒ f ∈ L(Q+ (k −1)O).
A palavra código correspondente a f tem peso n−k pois
(f (P1), f (P2), ..., f (Pn)) tem k zeros. Então d = n−k .
Na outra direção, se d = n−k então existe f ∈ L(Q+ (k −1)O)
tal que tem k zeros em {P1, ...,Pn}. Denote esses zeros por
Pi1 ,Pi2 , · · · ,Pik . Como f não tem mais de k pólos contando
multiplicidades, f tem exatamente k zeros com multiplicidade
um. Então (f )=−Pi1 −Pi2 −·· ·−Pik +Q+ (k −1)O e

Pi1 +Pi2 +·· ·+Pik =Q

Se a resposta do PSSCE é "NÃO"então d = n−k +1.
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Decodi�cação de Máxima Verossemelhança é

NP-difícil

Lema

Considere o código gerado por aplicar função de L((k−1)O) em
P1,P2, ...,Pn. Supõe que f ′ ∈ L(Q+(k−1)O)−L((k−1)O) e que
a palavra recebida é R = ((f ′(P1), f ′(P2), ..., f ′(Pn))). Então,
1)A distância entre R e o código é n−k +1 ou n−k;
2)A distância entre R e o código é n−k se e só se existe
{Pi1 ,Pi2 , · · · ,Pik } ⊂P1,P2, · · · ,Pn tal que

Pi1 +Pi2 +·· ·+Pik =Q

Teorema

Dado um vetor recebido, computar a distância desse vetor ao
código elíptico é NP-Hard sobre uma redução randomizada.
Então, o MLDP para código algebro geométricos é NP-Hard
sobre uma redução randomizada.
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