A Geometria no Globo Terrestre.

1. Introducgao.

Neste trabalho pretendemos desenvolver o estudo da esfera e seus elementos explorando
sua associagao com o globo terrestre.

O estudo da posigao relativa de duas ou mais esferas e as relagdes entre as coordenadas
geograficas e as coordenadas cartesianas constituem a fundamentagdo matematica necessaria
para o entendimento de alguns modernos sistemas de navegagédo por satélites, em especial do
GPS.

A utilizagao do globo terrestre, com suas consequentes questées envolvendo, por exemplo,
calculo de distancias e angulos sobre a esfera, ou ainda, a confecgdo de mapas por meio de
diversas projegdes, abre caminho para um interessante trabalho interdisciplinar entre a Matematica
e a Geografia.

2. Qual é a forma da Terra?

A Terra é redonda, mas ndo é uma esfera perfeita, uma vez que é achatada nos pélos. Na
verdade, a Terra é aproximadamente um elipsoide.

A figura abaixo mostra uma secgéo da superficie terrestre através de um plano que contém a
reta que liga os Pdlos Norte e Sul. Esta secgéo aproxima-se de uma elipse cujo semi-eixo maior a
€ a metade do didmetro do Equador e o semi-eixo menor b é a metade da distancia entre os pélos.
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A razéo g= (a — b)/b chama-se achatamento da Terra.
A tabela seguinte mostra valores dos semi-eixos a € b e do correspondente achatamento da
Terra, obtidos por alguns pesquisadores.

a (metros) b {metros)

£
Bessel (1841) 6.377.397 65.356.078 0,0033541
Clarke (1880) 6.378.249 6.356.515 0,0034191
Helmert (1906) 6.378.200 5.356.940 0,0033443
Hayford (1924) 6.378.388 6.356.911 0,0033785
Krassovski (1940) 6.378.245 6.356.863 0,0033636

O valor extremamente pequeno de € nos permite, para efeitos didaticos desprezar esse
achatamento e considerar a Terra como se fosse uma esfera.

A superficie da Terra passa a ser considerada daqui por diante como um globo: o globo
terrestre. O globo terrestre é ainda o nome do instrumento didatico que representa a Terra como
uma esfera.

3. As coordenadas geograficas.

Para dar a localizag&o precisa de um ponto no globo utilizamos as chamadas coordenadas
geograficas: latitude e longitude.



a: latitude de P

i longitude de P

Equador

Greenwich

4. Os movimentos da Terra.

Um fato extremamente importante deve ser observado: em sua translagao em torno do Sol, o
eixo da Terra ndo é perpendicular ao plano da ecliptica (plano que contém a 6rbita terrestre), mas
inclinado, sempre na mesma diregéo, formando um angulo de 23° 27’ com a perpendicular. Se o
eixo da Terra fosse perpendicular ao plano da 6rbita, durante qualquer dia do ano o Hemisfério
Norte receberia a mesma quantidade de luz e calor que o Hemisfério Sul. Mas, como o eixo é
inclinado, os dias e as noites ndo tém a mesma duragédo em todos os lugares da Terra. Vejamos
porque.
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Apenas em duas ocasides a circunferéncia maxima que separa a zona iluminada daquela
que esta no escuro passa rigorosamente pelos polos. Aproximadamente em 21 de marco e em 23
de setembro a noite e o dia duram, em todos os lugares da Terra, cerca de 12 horas cada um: sdo
0s equindcios (noites iguais).

Nestas datas a reta imaginaria determinada pelos centros da Terra e do Sol corta o globo
terrestre num ponto do paralelo de latitude Q°, isto &, os raios solares incidem perpendicularmente
sobre a linha do Equador, que recebe entdo mais calor. Para o norte ou para o sul do Equador, o



calor vai diminuindo em diregao aos polos e os dois hemisférios sdo igualmente iluminados e
aquecidos.

No dia 21 de margo comega para nos (no Hemisfério Sul) o outono, enquanto que para os
habitantes do Hemisfério Norte é a primavera que tem inicio.

O dia 23 de setembro marca o comego da primavera no Hemisfério Sul e o do outono no
Hemisfério Norte.

21 de marco e 23 de setembro

Vejamos agora o que acontece de setembro a dezembro no Hemisfério Sul, de acordo com o
movimento que a Terra faz em torno do Sol.

Durante esta época, os dias vao ficando mais longos e as noites mais curtas, até que, por
volta de 21 de dezembro, temos o dia mais longo e a noite mais curta: € o que chamamos de
solsticio de verdo. A Terra inclina o Pélo Sul na diregdo mais préoxima do Sol. Nesse dia, comecga
no Hemisfério Sul o veréo.

Nessa mesma época no Hemisfério Norte a situagdo se inverte: os dias vao ficando mais
curtos e as noites mais longas. A 21 de dezembro, os habitantes daquele hemisfério t¢m a noite
mais longa do ano e o dia mais curto: é o solsticio de inverno. Para eles, comega o inverno.

Vocé ja entendeu por que isso acontece? Observe a figura abaixo. Qual hemisfério esta mais
exposto aos raios solares em 21 de dezembro? Nessa data a reta imaginaria determinada pelos
centros da Terra e do Sol corta o globo terrestre num ponto do paralelo de latitude 23° 27°S,
chamado Tropico de Capricornio. Assim, no solsticio de dezembro, os raios solares incidem
perpendicularmente sobre o Trépico de Capricérnio que recebe entdo mais luz e calor fazendo com
que o Hemisfério Sul seja mais iluminado e mais quente que o Hemisfério Norte.

21 de dezembro



Vocé ja percebeu o que acontece nas regides polares em 21 de dezembro?

Nesse dia, os raios solares n&o ultrapassam o limite do paralelo de latitude 66° 33'N
chamado Circulo Polar Artico. Os pontos situados entre o Circulo Polar Artico e o Pélo Norte ficam
inteiramente no escuro, independentemente da sua longitude. N&o ha assim dia, e a noite tem
duracao de 24 horas.

Enquanto isso, no Hemisfério Sul, a zona situada entre o Circulo Polar Antértico, paralelo de
latitude 66° 33’S, e o Pdlo Sul fica iluminada durante 24 horas.

Nao ha assim noite, e o dia tem duragao de 24 horas.

Vamos agora acompanhar o movimento da Terra de margo até junho. Nessa época, o
Hemisfério Sul vai ficando cada vez menos exposto aos raios solares, ao contrario do Hemisfério
Norte. Assim, no Hemisfério Sul onde moramos, os dias vaos ficando mais curtos e as noites mais
longas até que, por volta de 21 de junho, temos a noite mais longa do ano: € 0 nosso solsticio de
inverno. Nessa data tem inicio para noés o inverno.

No Hemisfério Norte, a data 21 de junho marca o dia mais longo do ano: é o solsticio de
verao, ou inicio do verao. A Terra inclina seu Pélo Norte na diregdo mais proxima do Sol. A reta
imaginaria determinada pelos centros da Terra e do Sol corta o globo terrestre num ponto do
paralelo de latitude 23° 27’N, chamado Trépico de Cancer. Logo, no solsticio de junho, os raios
solares incidem perpendicularmente sobre o Trépico de Cancer e o Hemisfério Norte é, portanto,
mais iluminado e mais quente que o Hemisfério Sul.

Trop. de Capricdmio

Circ. Polar Angértico
21 de junho
Vejamos o que ocorre nas regides polares nessa época. A zona situada entre o Circulo Polar
Antartico e o Pdlo Sul ndo ¢é atingida pelos raios solares e a noite dura 24 horas enquanto a situada

entre o Circulo Polar Artico e o Pélo Norte permanece iluminada durante 24 horas. N&o ha noite e o
dia tem duracao de 24 horas.

5. O angulo de elevagao do Sol e a energia solar.

A grande maioria da energia solar nunca alcancga a superficie da Terra. Porém, a intensidade
de radiagao que a alcanga varia de acordo com o chamado angulo de elevagéo do Sol.

Na figura abaixo, a circunferéncia C contém o meridiano que passa por uma localidade P do
globo terrestre e t é a reta tangente a C em P. O menor angulo formado pelos raios solares e pela
reta t € chamado o angulo de elevagao do Sol ao meio-dia solar em P.

oz dngulo de devacio do
Solem P




Nesta parte do trabalho, iremos calcular a intensidade relativa solar que alcanca a superficie
da Terra em diferentes localidades do mundo e em diferentes épocas do ano. Para nossos
propdsitos, intensidade relativa é definida como a razéo da intensidade de radiagao solar incidente
na superficie pela intensidade de radiagao se os raios incidissem perpendicularmente a superficie
(a4ngulo de elevagado com medida igual a 90°).

Vocé ja reparou que a luz solar parece mais quente quando o Sol esta a pino?

Veremos a seguir que quanto mais proximo de 90° a medida deste angulo estiver, maior a
intensidade da radiagao solar.

Na figura abaixo, a ilustracdo da esquerda mostra a visdo lateral quando os raios solares
atingem A perpendicularmente a superficie.

A quantidade de energia luminosa recebida pelo papel inclinado € a mesma recebida por C,
onde C é paralelo a A. As ilustragdes do meio e da direita mostram a quantidade relativamente
menor de energia que a folha de papel recebe quando o angulo a de elevacao do Sol é reduzido.
Quanto mais o papel € inclinado, menos energia luminosa ele recebe.
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A razao entre o comprimento de C e o comprimento de B, que depende do angulo de
elevagao e é igual a sena, nos da uma medida para a intensidade relativa da luz solar. Se o
comprimento de B é tomado como 1, entdo sena = C/1 = C. Por exemplo, se o angulo do papel B
mede 90° , isto é, B é perpendicular a dire¢cao da luz solar, entdo sen90° = 1 e a intensidade
relativa da luz solar é 1 ou, em porcentagem, 100%. Como sen80° = 0.9848, temos que quando o
angulo de elevagdo mede 80° , o papel recebe aproximadamente 98% da radiacdo solar
disponivel.

Neste modelo, o pedaco de papel representa uma area da Terra e o &ngulo do papel
representa o angulo de elevagao do Sol. Quando o Sol se torna visivel pela primeira vez de manh3,
uma certa area recebe a luz solar sob um angulo extremamente pequeno e a intensidade relativa
da radiagao solar € pequena nesta area. Quando € meio-dia a luz solar € inclinada ao minimo, ou
esta perto de se tornar vertical. Ao fim do dia, os raios solares incidem na Terra novamente com o
menor angulo possivel. Isto explica porqué a luz solar pela manha ou pela tarde nao é tdo quente
quanto ao meio-dia.

5.1 O angulo de elevacao do Sol nos equinécios.

Vamos calcular a medida desse angulo ao meio dia solar nos dias de equindcios de
primavera e outono. Como vimos anteriormente, nesses dias 0s raios solares incidem
perpendicularmente sobre o Equador. Tomemos, por exemplo, a cidade de Porto Alegre localizada
a 30° de latitude sul.

Na figura abaixo, a reta PB é tangente a Terra no ponto P, que representa Porto Alegre, O é o
centro da Terra e C é um ponto da reta OP com P entre C e O. Como m(BOP) = 30° temos m(APC)
= 30° (sdo angulos correspondentes no contexto de retas paralelas — note que AP e BO sao retas
paralelas aos raios solares). Logo m(APB) =60° uma vez que m(BPC)=90°.

O angulo de elevagéo do Sol ao meio-dia solar mede entdo 60° durante os equinécios de
primavera e outono em Porto Alegre e também em todas as localidades que estao situadas a 30°
de latitude sul. Note que o angulo de elevacao do Sol nesses dias e a latitude sdo angulos
complementares. Para calcular a intensidade relativa da radiagao solar encontre sen 60°. Uma
calculadora mostrara aproximadamente 0,866, indicando que a intensidade de Sol em Porto Alegre
nos dias de equindcios é cerca de 86% da que seria se os raios solares incidissem
perpendicularmente a superficie, ou ainda, 86% da intensidade do Sol que atinge o ponto E
localizado sobre o Equador e que tem a mesma longitude de Porto Alegre.
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5.2 O dngulo de elevagcao do Sol nos dias de solsticio.

Vamos agora calcular a medida do angulo de elevagao do Sol ao meio-dia solar no dia de
solsticio de junho. Sabemos que nesse dia os raios solares incidem perpendicularmente sobre o
Trépico de Cancer, que esta aproximadamente a 23° 30’ de latitude norte.

A ilustragao na figura acima mostra o angulo de elevagéao do Sol em Cleveland (EUA)
localizada a 41° de latitude norte. A reta BP é tangente a Terra no ponto P que representa
Cleveland, O é o centro da Terra e C é um ponto da reta OP, com P entre C e O. Como AP e OB
s&o retas paralelas aos raios solares temos m(APC) = m(BOP) = m(EOP) — m(EOB) = 41° — 23°
30°=17° 30

Uma vez que o angulo BPC é reto segue que APB, que é o angulo de elevagao do Sol ao
meio-dia solar, tem medida 90° — 17° 30’ = 72° 30’.

Cleveland e outras cidades localizadas a 41° de latitude norte recebem o maior brilho solar
direto do ano durante o dia de solsticio de junho, quando o angulo de elevagao do Sol mede 72°
30’ ao meio-dia solar. Para obter a intensidade relativa da radiagdo solar que atinge Cleveland a
esta hora encontre sen72° 30’. A calculadora mostrara aproximadamente 0,9537 indicando que
Cleveland recebe cerca de 95% da radiagdo solar que incidiria se o &ngulo fosse de 90° ao meio-
dia no solsticio de junho, ou ainda, 95% da intensidade do Sol que atinge o ponto D localizado
sobre o Trépico de Cancer e que tem a mesma longitude de Cleveland.



Analogamente podemos calcular a medida do angulo de elevagéo do Sol ao meio-dia solar
no dia de solsticio de dezembro. Nesse dia os raios solares incidem perpendicularmente sobre o
Trépico de Capricornio, que esta aproximadamente a 23° 30’ de latitude sul.

A ilustragao na figura acima mostra o angulo de elevagao do Sol
novamente em Cleveland. A reta BP é tangente a Terra no ponto P que
representa Cleveland, P esta entre C e O com AP e OB sendo paralelas aos raios solares. Como P
esta no Hemisfério Norte, m(BOP)=m(EOP) + m(EOB) = 41° + 23° 30’ = 64° 30’ e, pela
congruéncia de angulos correspondentes no paralelismo, m(APC) = 64° 30'.

Portanto, APB, que é o ngulo de elevagao do Sol ao meio-dia solar, tem medida 90° — 64°
30’ = 25° 30..

Cleveland e outras cidades localizadas a 41° de latitude norte recebem o menor brilho solar
direto do ano durante o dia de solsticio de dezembro, quando o angulo de elevacdo do Sol mede
25° 30’ ao meio-dia solar. Para obter a intensidade relativa da radiagdo solar que atinge Cleveland
a esta hora encontre sen25° 30’. A calculadora mostrara aproximadamente 0,4305 indicando que
Cleveland recebe cerca de 43% da radiagao solar que incidiria se o angulo fosse de 90° ao meio-
dia no solsticio de dezembro, ou ainda, 43% da intensidade do Sol que atinge o ponto D localizado
sobre o Trépico de Capricérnio e que tem a mesma longitude de Cleveland.
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A ilustragao na figura acima mostra o angulo de elevagéo do Sol em Porto Alegre. A reta PB
é tangente a Terra no ponto P que representa Porto Alegre, P esta entre C e O com AP e OB
sendo paralelas aos raios solares. Como P esta no Hemisfério Sul, a medida do &ngulo



m(BOP)=m(EOP) — m(EOB) = 30° — 23° 30’ = 6° 30’ e, pela congruéncia de angulos
correspondentes no paralelismo, m(APC) = 6° 30’.

Portanto, APB, que é o angulo de elevagao do Sol ao meio-dia solar, tem medida igual a
90°-6°30'=83° 30'.

Porto Alegre e outras cidades localizadas a 30° de latitude sul recebem o maior brilho solar
direto do ano durante o dia de solsticio de dezembro, quando o angulo de elevagéo do Sol mede
83° 30’ ao meio-dia solar. Para obter a intensidade relativa da radiagéo solar que atinge Porto
Alegre a esta hora encontre sen83° 30’. A calculadora mostrara aproximadamente 0.9935
indicando que Porto Alegre recebe cerca de 99% da radiag&o solar que incidiria se o angulo fosse
de 90° ao meio-dia no solsticio de dezembro, isto €, 99% da intensidade do Sol que atinge o ponto
localizado sobre Tropico de Capricornio e que tem a mesma longitude de Porto Alegre.

6. A SUPERFICIE ESFERICA EM COORDENADAS CARTESIANAS

O resultado a seguir desempenhara um papel importante no proximo paragrafo onde
discutiremos a fundamentagao matematica do funcionamento do GPS.

Teorema 9.1. Se quatro superficies esféricas se intersectam e seus centros sao nao
coplanares entido essa intersecgao consiste de um unico ponto.

Considerando um sistema ortogonal de coordenadas positivas com origem O no centro da
terra, o eixo Oz positivo apontando na direcdo do Pélo Norte N, o plano Oxy sendo o plano do
Equador com o eixo Ox positivo cortando o meridiano de Greenwich e o eixo Oy positivo cortando
o meridiano de longitude 90° E.

Dado um ponto P = (x,y,z) do espago, sejam 6 e ¢ os &ngulos assinalados na figura abaixo.
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Quando P esta sobre a superficie

terrestre os angulos 6 e ¢ acima indicados correspondem exatamente a latitude e longitude do
ponto P como anteriormente definidos.

Para referéncia futura repetimos no quadro abaixo as relagdes entre as coordenadas
geograficas e as coordenadas cartesianas.

X = r cosh coso
Yy = r cost seng
Z=rsend

7. AMATEMATICA DO GPS

A sigla GPS nada mais é do que a abreviatura para Global Positioning System. Trata-se de
uma constelagéo de vinte e quatro satélites, orbitando em torno da Terra a uma altura aproximada
de 20.200 km acima do nivel do mar, permitindo a receptores determinar a sua posigdo em
qualquer lugar sobre a Terra com uma notavel preciséo.

O projeto foi iniciado em 1973 pelo Departamento de Defesa dos Estados Unidos com o
propodsito de que aeronaves e navios militares pudessem determinar em qualquer circunstancia de



tempo, sua posigao exata. Ajuda no langamento de misseis e a localizagéo de tropas terrestre em
movimento foi outra necessidade que motivou tal projeto.

Os projetistas do GPS também o planejaram para uso civil, porém, com precisdo menor do
que para as operagdes militares.

O sistema NAVSTAR (abreviatura para Navigation Satellite Timing and Ranging), nome
oficial dado pelo Departamento de Defesa dos Estados Unidos ao GPS, consiste de um segmento
espacial (os satélites), um segmento de controle (as estagdes terrestres de gerenciamento) e um
segmento do usuario.

Os vinte e quatro satélites que formam o segmento espacial do GPS trafegam em torno da
Terra em seis orbitas estaveis e pré-determinadas com quatro satélites em cada o6rbita. Os satélites
percorrem uma orbita completa a cada 12 horas e cada satélite tem 28° de visualizagao sobre a
Terra. Isso assegura com que todo ponto da superficie terrestre, em qualquer instante, esteja
visualizado por pelo menos quatro satélites.

GPS 8V
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T Estagio Gerenciamento Receptor - GPS.

Controle ¢ Uso do GPS

Afinal, de que maneira o GPS determina a localizagao de um ponto sobre a superficie
terrestre?

Cada um dos satélites do GPS transmite por radio um padrao fixado que é recebido por um
receptor na Terra (segmento do usuario) funcionando como um crondmetro extremamente
acurado. O receptor mede a diferenga entre o tempo que o padréo é recebido e o tempo que foi
emitido. Esta diferenga, ndo mais do que um décimo de segundo, permite que o receptor calcule a
distancia ao satélite emissor multiplicando-se a velocidade do sinal (aproximadamente
2,99792458.108 m/s — a velocidade da luz) pelo tempo que o sinal de radio levou do satélite ao
receptor.

Essa informacéao localiza uma pessoa sobre uma imaginaria superficie esférica com centro
no satélite e raio igual a distancia acima calculada.

Cada satélite é programado para emitir o que se chama efeméride, que informa a sua
posicao exata, naquele instante, em relagdo a um sistema ortogonal de coordenadas como o
descrito na segdo anterior. Tal posicao € permanentemente rastreada e conferida pelas estagdes
terrestres de gerenciamento. A unidade receptora processa esses sinais. Com a posigéo do satélite
e a distancia acima calculada obtém se a equagéo geral da superficie esférica imaginaria.

Coletando-se sinais emitidos por quatro satélites, o receptor determina a posi¢céo do usuario
calculando-a como intersecg¢ao das quatro superficies esféricas obtidas. A localizacao é dada, nao



em coordenadas cartesianas, mas por meio das coordenadas geograficas (latitude, longitude) e a
elevacgao.

A precisao do tempo é essencial na operagédo do GPS. Um erro de um micro segundo (10-6
segundos) no registro do lapso de tempo desde a transmissao até a sua recepgéao resulta num erro
de 300 metros. Unidades receptoras do GPS extremamente precisas (e caras!) podem determinar
sua posi¢cao a menos de um metro.

Com o fim da guerra fria, o sistema GPS passou a oferecer uma precisdo muito maior para o
usuario civil, disponibilizando a ele a mesma precisdo que s6 os militares tinham a algum tempo
atras. Hoje em dia, com auxilio do piloto automatico e do GPS, uma aeronave civil é capaz de
percorrer distancias transatlanticas e pousar sem a interferéncia do piloto com erro de alguns
centimetros com o eixo da pista.

8. A DISTANCIA NUMA SUPERFICIE ESFERICA

A distancia d(A, B) entre dois pontos A e B &, essencialmente, o menor dos comprimentos
das trajetdrias ligando A a B, é razoavel esperar que a distancia

(em S) entre dois pontos A e B seja o comprimento do arco menor AB da circunferéncia
maxima que passa por A e B.

O caélculo desse comprimento pode ser feito a partir do conhecimento da medida a do &ngulo
AOB onde O ¢é o centro da superficie esférica S. Como o comprimento do arco é proporcional a
medida do angulo central correspondente, uma regra de trés simples nos da o valor procurado.

Sendo r o raio da superficie esférica temos: 360° ---------- 21r

de modo que d(A,B) = (a / 360)(2m)r.

Todos os meridianos estéo contidos em circunferéncias maximas enquanto que, entre os
paralelos, apenas o Equador € uma circunferéncia maxima. Logo quando A e B possuem a mesma
longitude, a diferenga entre as latitudes pode ser usada para achar a medida a. Analogamente
quando A e B estdo sobre o Equador ¢ a diferenga entre as longitudes que nos permite calcular a.
Vejamos como.

As cidades de Curitiba e Goiania estdo sobre o mesmo meridiano ( 49°W ) e suas latitudes
sd0 26°S e 17°S, respectivamente. Estdo assim separadas por 9° de latitude e, tomando o raio da
Terra como 6400 km, segue que a distancia entre elas é dada por (9 / 360)(2m)6400 = 1005 km.

As cidades de Quito, no Equador, e Entebe, em Uganda, estao ambas sobre o Equador. A
longitude de Quito & 79°W enquanto que a de Entebe é 32°E. Logo a diferenga entre suas
longitudes € de 111° de modo que a distancia entre elas é igual a (111 / 360)(2m)6400 = 12399 km.

Quando duas cidades A e B estdo sobre um mesmo paralelo, que néo seja o Equador, o
caminho mais curto possivel entre elas, ao contrario do que diz nossa intuigdo, nao é o
comprimento do arco menor AB daquele paralelo e sim o comprimento do arco menor AB da
circunferéncia maxima que passa por A e B.

paralzlo

circunferéncia maxima
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