Introducao

O trabalho iré discorrer sobre a razdo aurea. Temos que a razdo aurea trata-se de
um objetivo de estudo desde os tempos mais remotos. Esta razdo representa a mais
agradavel proporcdo entre dois segmentos ou duas medidas. Seu valor foi hd muito
identificada como equivalente a 1,618, convencionando-se identifica-la por Phi.

A proporcdo aurea € uma constante transcendente assim chamada por ser
transcendente. Seu estudo é muito frequente por estar relacionado diretamente com 0s
fatos relacionados ao crescimento e isto se de em parte por ser um nimero relacionado
com a serie de Fibonacci.

A seguir, temos uma discussdo sobre o nimero aureo e suas aplicacdes na
natureza e as representacdes algébricas e geométricas.

Histérico

O histoérico do numero aureo confunde-se com o periodo da Antiguidade.

No Egito Antigo, temos que as pirdmides foram construidas levando em
consideracao a razao aurea.

E sabido que na Grécia antiga se acreditava que todo o mundo e todo 0 cosmo
era composto de apenas quatro elementos: ar, agua, terra e fogo. Os Pitagéricos (uma
sociedade secreta cujos membros se dedicavam ao estudo da Matematica e da Filosofia)
conheciam a existéncia de quatro solidos geométricos perfeitos: tetraedro, hexaedro,
octaedro e icosaedro, aos quais associavam, segundo eles, cada um dos elementos
componentes da Natureza.
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Figura 1

Sabemos também que o homem sempre teve necessidade de estar ligado a
crencas divinas e de buscar as origens do Universo, tentando encontrar ai suas proprias
raizes. Para tanto ele sempre procurou ordenar tudo que lhe rodeia. O homem sempre
busca encontrar um ser supremo, que possa representar a perfeicdo na desordem em que
vive.

Quando os Pitagéricos descobriram o quinto e Gltimo sélido geométrico perfeito
deviam associa-lo a algum outro elemento do universo. Seguindo suas crencas, nada
melhor do que associa-lo com os Deuses, ja que ndo havia mais elementos tangiveis
com os quais pudessem estabelecer as suas relagdes.

Este Gltimo solido descoberto foi o Dodecaedro, a quem Platdo chamou de "o mais
nobre corpo entre todos 0s outros”.

Entre os cinco solidos geométricos conhecidos o dodecaedro e 0 icosaedro séo
aqueles que apresentam mais relagdes com o numero Phi. A escolha do dodecaedro para
representar a ligacdo com os Deuses parece ter se dado por razdes filoséficas (que
transcendem o objetivo deste trabalho) e por uma razdo matematica simples: enquanto
este € constituido de pentagonos perfeitos, que se relacionam fortemente com Phi,
aquele é composto de triangulos equilateros, que ndo possuem relagdo direta com o
namero Phi.



O numero &ureo recebe o nome de Phi em homenagem ao arquiteto grego
Phidias, construtor do Parthenon e que utilizou o nimero de ouro em muitas de suas
obras.

Algumas correntes misticas acreditam que objetos cujas dimensfes estdo
relacionadas a Phi harmonizam-se provocando a sensacdo de beleza e harmonia.

O homem sempre tentou alcancar a perfeicdo, seja nas pinturas, nos projetos
arquitetdnicos ou até nos mapas.

O numero aureo voltaria a ser aplicado mais tarde, principalmente nas pinturas
renascentistas, como se poderia observar em algumas obras de Leonardo da Vinci.

O segmento aureo

O numero &ureo pode ser obtido por meio de um segmento, seguindo a seguinte
defini¢do: se um ponto divide um segmento de reta em média e extrema razdo, se 0 mais
longo dos segmentos é uma média geométrica entre 0 menor e 0 segmento todo, entao a
razdo do segmento menor com 0 segmento maior é a razao aurea.

Isto pode ser exemplificado a partir da figura abaixo:

Figura 2

Pelo estudo das propor¢des podemos estabelecer que:
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Essa equacao apresenta duas raizes reais, que sao
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E portanto a relacdo u/v representa o segmento aureo.



A construcdo do segmento aureo por meio de régua e compasso, pode ser feita
da seguinte maneira:

Seja dado um segmento AB qualquer,
Obtendo o ponto médio de AB, colocando a ponta seca do compasso em um extremo,
abra-o até o outro extremo e trace um arco para cima e para baixo do segmento da reta
AB. Repita este procedimento com o outro extremo da reta, sem alterar a abertura do
compasso. Os pontos onde o0s arcos se cruzam devem ser unidos por um segmento de
reta (visto em vermelho) e posto onde este segmento cruza o primeiro segmento AB, é 0
ponto médio de AB;

b 4

Figura 3
Tracando uma reta perpendicular a AB, passando por B com a metade do comprimento
de AB;
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Figura 4
Tracando primeiramente a perpendicular a AB;
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Figura 5
Com a ponta seca do compasso em B, abrir até o ponto médio M e tracar um arco até
que este cruze a reta perpendicular a AB;
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Figura 6
Tem-se assim um novo segmento BC perpendicular a AB com exatamente a metade do
comprimento de AB.
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Figura 7
Unindo o ponto C encontrado, temos o triangulo ABC;
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Figura 8

Colocando a ponta seca do compasso no Vvértice C do triangulo e abrindo até o ponto B.
Usando este raio para marcar o ponto E na hipotenusa do triangulo;
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Figura 9
Dai, finalmente com a ponta seca do compasso no vértice A, abrindo-o até o ponto E
marcado na hipotenusa e usando este raio para marcar o ponto D na primeira reta AB.
Este ponto é o ponto que divide o segmento AB em duas partes, onde 0 maior segmento

¢ 1,618... vezes 0 menor;
m“:
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Figura 10
Com isto , € obtido o ponto D procurado.
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Este tipo de construgdo é validado a partir do seguinte argumento:

Se o lado AB do triangulo mede 1 unidade de comprimento, entdo o lado BC
mede a metade e obtemos a medida da hipotenusa pelo teorema de Pitagoras:
AC?= AB’ + BC?, logo AC* =1+ ¥ =5/4

Dai, AC = /5 /2.

E o ponto E na hipotenusa é marcado de forma que CE tenha o mesmo
comprimento que CB, ou seja, %2, dai
AC = (45 -1)/2

E o ponto D marcado a mesma distancia de A, temos

AD = AE = (+/5 -1)/2

Entdo temos que a proporc¢ao:
AB/AD = (\/E +1)/2, que € o nimero aureo.
Dado um outro segmento AB, temos que se C divide AB em média e extrema

razao: |
ComAC=aeCB=b.
Marcando sobre AB os pontos C1,C2,C3,C4 ....... de tal forma que AC2 = C1B,
AC3 = C2C1, AC4 = C3C2, resultando na figura abaixo:
Figura 13

Portanto temos que Cn divide ACn-1 em média vé extrema razdo n = 2,3,4..., no
qual temos que os segmentos AC1 e C1B da divisdo aurea de AB sdo incomensuraveis,
pois sendo os segmentos AC1, C1B e os outros segmentos nimeros positivos, entdo
temos que a sequéncia resultaria numa sequéncia positiva decrescente infinita, o que
seria um absurdo considerando apenas nimeros reais.

No segmento AB, e aplicando as regras de proporc6es, obtemos que:

Figura 12

.".12 =ab = n‘J
Escrevendo m = b/a e dividindo a equagéo por a% temos que:

nr+m=1.

Adicionando ¥ ao primeiro membro, temos:

moAmt—=—,



Triangulo aureo

O triangulo aureo caracteriza-se como sendo um triangulo isdsceles ABC com angulos
ABC com angulos de base 72° e angulo do apice de 36°.
O tridngulo aureo é encontrado no pentagrama mitico.

T

Figura 13
Construcdo: Considerando um triangulo isdsceles ABD cujos angulos de base valem o
dobro do terceiro angulo. Como a soma dos angulos é 180°, esse triangulo possui
angulos de 36°, 72° e 72°.
Trace a bissetriz de um angulo da base até o lado oposto, formando o tridngulo
DCB. Note que o novo triangulo possui os mesmos angulos do triangulo anterior e,
portanto, eles sdo semelhantes. Repare também que como os angulos ADC e DAC séo
iguais, os lados AC e CD também s&o iguais. Chamemos a medida AD de r e a medida
DB =DC = AC de x.
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Figura 14



Por semelhanca, temos que r/x = x/(r-x). Desenvolvendo, chegamos a equacao:
r-rx+x> =0

De onde obtemos que r = x(\/g -1)/2, logo r/x = (\/E -1)/2 é a razdo aurea e 0
triangulo é aureo, aparece em dois poligonos regulares: pentdgono e decadgono, como
visto abaixo:

e e Y

Figura 15
Retéangulo aureo

Denominamos como qualquer retangulo aureo qualquer retangulo ABCD como o da
figura abaixo que apresentem a seguinte propriedade: caso seja retirado deste um
quadrado, por exemplo, o quadrado ABFE, o retangulo restante CDEF é semelhante ao
original.

Figura 16

Tomemos a + b e a como 0os comprimentos dos lados do retangulo original e da
propriedade descrita para este retangulo, teremos a seguinte relacéo:
a/(atb) = b/a

e fazendo uso da teoria de proporg¢des, teremos que:



a/(atb) = b/a = (a-b)/(at+b)-a
ou seja
b/a = (a-b)/b
Em outras palavras, temos que o retangulo aureo de lados a+b e a é aureo, entéo
o retangulo de lados a e b também o é.
Tal procedimento € o mesmo para que se venha a calcular e verificar que
também séo aureos os retangulos de lados b e a-b, a-b e b-a etc.
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Figura 17

Simplificadamente, temos que se sdo dados os numeros a e b, entdo se eles
satisfazem a relacdo inicial, temos que a seqiiéncia a+b, a, b, a2, a3 ... no qual:
a2 = a-b, a3 = b-a2 = 2b-a e, de uma forma geral, an = an-2 —an-1 é a seqliéncia

Como do raciocinio anterior temos que quaisquer dois termos consecutivos desta
seqliéncia sdo lados de um retangulo aureo, entdo podemos concluir que o processo de
se retirar quadrados de retangulos &ureos ird levar em uma seqiiéncia infinita de
retdngulos aureos, cujas dimensdes serdo cada vez menores tendendo a zero.

Temos que os lados de um retangulo aureo sdo grandezas incomensuraveis.
Supomos que seja o contrario, entdo teriam um submultiplo y, e tomando como base a
figura abaixo:

B a F b C

AD = (at+b)y e AB = ay

Com a e b ndmeros inteiros, portanto conseqiientemente 0s numeros da
seqliéncia também seriam inteiros positivos, ou seja, teriamos um absurdo. Assim,
temos que os lados de um retangulo ureo sdo incomensuraveis.

Construindo um retangulo &ureo a partir de seu lado menor AE = a.



Figura 18

Constroi-se primeiramente EF = AE perpendicularmente a AE = a, com centro
em G, ponto médio do segmento AE tragcamos o arco FD onde D jaz na reta AE e E é
interno ao segmento AD. Como GF = GD = b +a/2, o teorema de Pitagoras aplicado ao
triangulo retdngulo GEF nos da:
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Simplificando, obtemos a seguinte relacgéo:

A 2l
b =ab=a.

Equivalente a

[ -; 4

a+bh a

Logo, ABCD é um retangulo aureo.
E uma maneira mais simplificada de se construir o retdngulo aureo é dada por:

Construa um quadrado de lado unitario;

Divida um dos lados do quadrado ao meio;

Trace uma diagonal do vértice A do ultimo retangulo ao
veértice oposto B e estenda a base do quadrado;

Usando a diagonal como raio, trace um arco do Vvértice
direito superior do retangulo a base que foi estendida;




Pelo ponto de intersecdo do arco com o segmento da base
trace um segmento perpendicular a base. Estenda o lado
superior do quadrado até encontrar este ultimo segmento
para formar o retangulo;

1,618....

Este ultimo é o retangulo Aureo! 10

Seja um retangulo em que X é a medida do comprimento e Y é a medida da
altura do mesmo. Vamos supor que existe uma relacdo “especial” entre X e Y tal que
X:Y=Y:(X+Y). Numa proporc¢éo, o produto dos meios € igual ao produto dos extremos,
logo:

X.(X+Y) = Y?
e esta relagdo nos informa que Y é a média geométrica entre X e X+Y. Se calcularmos a
razdo entre Y e X obteremos Phi. O retangulo com estas dimensdes é o retangulo aureo
e 0s segmentos de medidas X e Y sdo 0s segmentos aureos. Tais medidas sdo usadas em
testes para avaliar aspectos de beleza em gravuras ou objetos.

Agora, considerando um retangulo de lado a (menor) e b (maior). Tracando um
segmento de reta que divida o retangulo formando um quadrado de lado a e um
retdngulo, de modo que obtenhamos que a razao b/a seja a razao aurea, ou seja, que 0
retangulo seja dureo. Continuando a fazer divisdes com segmentos de reta no retangulo,
que foi sendo obtido, estara sendo formada uma seqiiéncia de quadrados disposta em
espira logaritmica.

Espira logaritmica

A espira logaritmica é também chamada de eqliangular, pois corta todos os raios
vetores sob 0 mesmo angulo é uma curva gerada por um ponto que caminha em torno
de um polo. O ponto se desloca no raio vetor em progressao geométrica, enquanto o raio
polar gira em torno do pélo em progressdo aritmética numa sucessao de angulos iguais.

Figura 19

Da figura acima, notam-se as seguintes caracteristicas:

O ponto limite O é chamado de pélo da espiral que passa pelas se¢des aureas D,
E,GeT.

As diagonais AC e BF sdo mutuamente perpendiculares.



Os pontos E, O, J séo colineares assim como G, O, D.

Os quatro angulos retos do ponto O tém EJ e PG por bissetrizes.

AO/OB = OB/OC = CO/OF = ... H& um namero infinito de triangulos similares,
cada um igual a metade de um retangulo aureo.

Para se construir uma espira logaritmica podemos utilizar um retangulo dourado
que, ao ser dividido por um segmento igual ao seu lado menor, nos fornece um
retangulo aureo.

O processo € o0 seguinte:

1. Constréi-se um retangulo dureo ABCD;

2. Neste retangulo marcamos sobre BC um ponto F, de medida AB e tracamos uma
perpendicular a BC, pelo ponto F;

3. 0 retangulo DCEF também é um retangulo aureo que dara origem ao retangulo
EDGH,;

4. repete-se 0 processo acima tantas vezes quanto for conveniente;

5. Com a ponta seca do compasso em E e abertura AE traca-se o arco AF e repete-se o
processo para 0s demais quadrados obtidos;

A espiral conseguida é uma espiral logaritmica.

Pentagrama

Um pentagrama é também um caso no qual se percebe a utilizagdo do nimero
aureo.

No pentagrama, a insignia que identificava os pitagoricos € um pentagono
regular estrelado onde cada um dos cinco segmentos divide outras segundo esta razéo,
ou seja, 0 ponto de interseccdo P de suas diagonais divide cada uma delas na proporgéo
aurea. P divide AQ e AB internamente e QB externamente nessa proporcao.

Para chegar a esta conclusdo, no entanto, é necessario fazer uma analise parta o
estudo do decagono regular.

Temos que a relacdo entre o lado do decégono regular, Iy, inscrito num circulo
deraio R e arazdo &urea p édadapor: ;=R p.



Lema 1: Na figura abaxo seja
E=oc=m OA=0B=a. <BAC=a e SAOB=6.
Entido as seguintes proposigdes sdo equivalentes: 5
{a) m € o valor aureo de a.
(b) Os tridngulos ABC e AOB sio semelhantes.
(c) O tridngulo BCO € 1sosceles e oo =28 .
Demonstracio: De fato, mostremos que:
{(a) = (b). Esta equivaléncia € trivial pois : T o
ZBAO=/CAB=o. == mha=(a-m)im ou figara 2
AB/a0 = cal 3B
o que exprime a proporcionalidade dos lados adjacentes a « em ambos ABC e AOB
e 1sto € equivalente a semelhanca dos dois tridngulos considerados.
(b) == (c).. De fato, como OAB ¢ isosceles, ABC também o é. e consequentemente
BC =m ., AB=BC=mm ,
ZACB = ABAC = ZABO = e JAOC =ZA0B =6
Logo . BCO é1sosceles e
o= LABO = ZJABC + ZCBO =2f
(c) === (b).. De fato,
se BCO é1sosceles, LCBO=f ¢ BCc=Co=m
Como
o= 2p. ZABC = ZABO -/CBO = a-p = f.
Entio, pelo teorema do dngulo externo, aplicado a BCO temos que
ZACB = ZCBO+2ZCOB =2 =a.
Logo, os dois tridngulos ABC e AOB tém dngulos correspondentes iguais, e
consaquentemente sio semelhantes.

c.q.d.
Teorema 2: Seja m o valor aureo de R. Entio m € o lado do decagono regular mscrito
num circulo de raw R, 1e.,

fo=RAVS-1)2)=R p.

Demonstracio: De fato, Lema 1 (c) nos diz que na figura 1 a soma dos angulos
mternos de ABC € 180 =2a +p =5 B. Logo P= 36. Conseqilentemente m € o lado
do decagono regular mserito no circulo T (contendo A e B) de centro O e raio B

RELACAO ENTRE *j e+,
Seja agora {, o lado do peligono regular de n lados mscrito num:
circunferéncia
I’ deraio R. Vamos a seguir. usando o teorema de Pitagoras. estabelecer uma relagéc
entre £ e { .

Teorema 3: Seja £=/{ e L=/ Entio

a) {=(V(ER-V4R -L'R))R e b)L=({/R).V4R -£)



Demonstracio: De fato, seja I' a circunferéncia de

e

didmetro P
R=3C eseja .:Lf-“"ff < s
== e a=lF=23a=L | \V
No tridngulo retingulo ABC, temos as relagdes de
Pitagoras e
AH =BH.CH € AB = BC.BH
Assmm

=28/ BC =L1R e
cE=Bc- BE =:R-{AR = (4R - )/ R .
Logo
L'=4AH=4BH.CH =4(/'2R).(4R*-{*)/2R= (£'/R)).(4R" - £).
Eeciprocamente, seja dado L. A equacio
L= (£/R).(4R-1") implica que R'L' = 4R’ £°-1°.

Logo
£ =R VAR -RL) ou £ T=R RV 4R’ -L")).

Estas raizes sempre existem pois como L = £, é uma corda, ele é sempre
menor que o diimetro 1R, ou seja 4R’ =L’ e 4R - R’ L', é sempre positivo. Nosso
problema apresenta duas solugdes; vamos elimnar uma delas. Comecemos observando
que para angulos entre 0°, e 1807, guanto maior o dngulo. maior o arco, como

também mator € sua corda. Assim {, decresce a medida que n cresce pois o dngulo
central do poligonoe €, :m/n. Como n € no minimo 3, 2n € no minimo 6, 1.e., o, < {g = F.
Por outro lado, para mator raiz da equacdo acima obtemos ¢ =:R +RVHE R -L) =

iR’ o que é uma contradicdo. Dai segue-se que a escolha correta € a daraiz {'=R(z:R-
J 4R - 1Y)

Observacio 4: As formmlas acima aplicam-se também aos polizonos estrelados (g,

1e. , polizonos obtidos do polisono regular de n lados higando-se seus vértices
alternadamente .
Observacio 5: Como.
AAOD =:/n, AAOB=n/n., AAOQOK=7n/m,
temos. em virtude das relacdes trigonométricas nos tridngulos retingulos OHA e
OKA, que
L=123F =:Rsen(n/n), {=2 /aH =2 R sen(mn/m) .
MNossas formulas traduzem a expressio de sen(m/n) em funcio de sen(n/m) e
VICEe versa:
sen(n /m)=2.sm(2m/2n) cos(m /n) . sen'(n/m) = (1-cos(m /n))/2



PENTAGONO REGULAR

Agora temos resultados suficientes para calcularmos o lado de um pentagono
regular inscrito num circulo . Apresentamos o segumnte teorema em [Eu] Irvro XIII
prop.10:
Teorema 6: /, =R(\(10 -2V5))2 = 1.1755R e (. =( = ('

’

Demonstragio: De fato, sabemos que £, =R e { =R p, com p'=1-p. Da

10
demonstragdo acima (*) segue-se que:

R4 =4R'( - “=4R'p-p'R’,

ou £ =) K = [4(1-p)-(-3p)) K
ou £;=(-p)R ouamda £ =((5 -V 5)2).R = ((10-2v5)/ 4 R’
logo {, = (R2)V(10-2V 5) .

Por outro lado

(=L =R(1+p)=0@-p)R=(.
Logo
fg + Ly =L

CONSTRUCAO DO PENTAGONO REGULAR

Antes de apresentarmos o teorema que justifica a construgio do pentagono
regular atribuida a Ptolomen, vamos demonstrar o seguinte lema auxiliar.
Lema 7: Na figura 5
seja

oC =a= RM
CE=m e KM =MH =

oM =a/2.
Entdo, as afirmacdes ;
abaixo sdo equivalentes: K‘k M JIH C

(a) Os tniangulos OKC
e OHC sdo semelhantes
(b) O triangulo MOC é retangulo
(¢c) m=pa
Demonstracao: De fato, mostremos primeiramente a equivaléncia

(b) == (c). De fato, o triingulo MOC é retangulo e

(OMC'=oc+oM ==(m+ a 2)=a~(a2)=> m+am=a ou ma=(a-m)/m

= p_
Mostremos agera que (a)== (b). De fato. como o triangulo KHO é retangulo. ele esta
mscrito mum semi-circulo e dai segue-se que o triangulo KMO é isosceles. Assim =
MKO = ZKOM = o . Consequentemente MOC é retangulo implica que
ZMOC =90=AMOH +x=a+ ZMOH ou x=u.

Dai OCK e HOC temdois dngulos 1cuass ou OCK ¢ HOC sdo semelhantes .
Teorema 8: Seja I uma curcunferéncia de centro O e raio R e didmetro Ex =2R. Seja
CsI eqiudistante de E ¢ A, e M o ponto médio de QA. Seja D<EO tal que D
=2.0M .Entdo {,= 0 e {, = oD .




Demonstragioc De fato, seja T ' a
circonferéncia de centro M e raw oM
=am=az e sgjam H e K os pontos onde I
corta a reta {(C.M) . Ponhamos R=a e oD

=m. Logo

MD = OM+ OD = CE+ HM =R+ m.

Como
DC=R=EX € oM = ME= MH ,

o tridngulo HOK estd inscrito em I, Logo
HOK é retingulo, assim como é também
retingulo o triingulo COM: entio estamos na

sttuacdo do Lema 7 (b). Logo m=pa={)

Agora do teorema 6 segue-se que

o

Conseqilentemente o = £,
DIAGONAIS DO PENTAGONO

Fmalmente vamos estudar as diagonais do pentigono regular; elas sio os lados
dos poligonos estrelado [,
Teorema 9: Seja ABCDE um pentagono regular inscrito num circulo de raio B
(vide figura 7). Entio:
17 O pentigono FGHIT é regular & seu lado vale

F :p'_{';:

2) 8B = ac ={_ ¢ o valor
aureo de ac ={_ :

também 0s segumtes
segmentos

GC. AF. KL. KM,
BK, e ML
sa0 o0s respectivos valores
aureos dos segmentos

CF. AG. BL. KI. BM.

e KL

3) £ = ac=(R2)V(10-2
5)
Demonstracio: De fato.
como as retas
f{A.0). 4B.O). {(C.O). {(D.O)e {(E.O)
sdo emos de simetria do pentagono ABCDE. elas sdo mediatrizes dos respectrvos

lados onostos. e assim elas contém
H.I.LI.F e G respectivamente,

e sdo mediatrizes dos respectivos segmentos
JF.FG.GH, Hle 1J.




consequentemente o poligono FGHIT € mvariante por rotacdes de centro O e de
angulos nmltiplos de 7:°. Logo. o peligono FGHIT é regular.
Vamos venficar
(2). Seja

o="7° . B=108" e y=36"
Temos que

ZABC = ZAFB = SJFG = ZFGH =0 e ZBFG = ZBGF =a.
Logo,

ZFBG = 1807 -

2a=T
& por simetria GE =CG , OU S8ja
GBC e FAB sio 1sosceles.
Como

SEBC =% <BCA =
Y2 = 54°
temos que  seu  angulo
complementar em BEC é

ZACB =36"e ZBCA
= ZBAC =36"= ZGBC =2
ABF =v.
Logoe o tridngulo FBC é
1sosceles pois SFBC = ZBFC
= o e dai segue-se que

ap=ag=ctr=BCc =[5 e

também

AF=BF=GB=C(G .

Se pusermos FC =a € BG —m ., estamos na stuacio do lema 1 (c). Logomé o
valor dureo de a e

Fre=a-m=mp=plpa)=pa=p L.
Como
AC= 3G + GC —a+m Ac =a ¢ o valor dureo de a+tm= ac .
ou seja
pf, =1I el €ovaloraureode (,_
As outras afirmacdes seguem-se do fato de que K, M e L sdo as respectivas
projecdes ortogonais sobre a reta {(I.B) dos pontos G . He D, e de que a razdo durea

se mantém por projecio.



=(5 +1)/2 =1.618... entio:
=1+t tp=1 t-p=1
Se d= €5_§ e {= ES, teremos: d=1 £

|
|
|
: {= - d. :
e também |
= B = (4 = b .
Tz.".-’.].:]._ | : : /
C=(-p)4).L . = =(-p) R \ i i |
. \ | |
Vamos caleular | | /
IE = Ex (figura 9) temos IX = EX = ! |
aE - - |
= \5 5 /
como v
A = -3 =2k -EL=1h( I - .
ED ). figwa 9
temos

IE =28 -((/ 3 - 0 )2) = £-((d-O)2 Y
= (FiH[4-(1-1)]=z+1)4=
=r2+1)z-p)4=5R"4
ix =R.(V5)/2=(2p+1/2).R
Assim
BL=BE * KL =[(2-p)2 + (2p+1)2] R={(p+3)2).R ou E
2L =((1/5)2).R

Deixamos para o lettor a vertficacio que através do Teorema 3 (b) que
5= (R/2). V(10+2V5) .
como também que
{5 e {5/, sdo as raizes positivas de x° - 5a'%’ + 5a° = 0.

Fmalmente, aplicando as formmlas da observacio 6. no caso onde B = 1.
teremos:
1. No caso do decagono regular [, = p e dai segue-se que

senl8%=p/r=cos72" = (v5-1)/4= 0.31
2. No caso do pentagono regular
sen3f=cos34® = ¥ [5—'-1'-5}.-" 2) =9((10-2V5) 4)= 0.6
e um calculo direto nos fornece:
cos18°= sen72° =V({10+215)/4)=0.95 e cos 36°=sen54° = 32 = (V5+1)/4

=08



A série de Fibonacci e 0 nUmero aureo

A sequéncia de Fibonacci é dada por:

1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, ...
e 0s termos desta sequiéncia sdo denominados nimeros de Fibonacci. Pode-se tomar a
definicdo desta seqliéncia para todo n natural, como:
u(1)=1, u(2)=1
u(n+1) = u(n-1) + u(n)

Esta sequéncia ndo é limitada superiormente, mas existe um fato interessante:
Tomando as razbes (divisdes) de cada termo pelo seu antecessor, obtemos uma outra
seqliéncia numérica cujo termo geral é dado por:

u(n+1)
f(n)=
u(n)
que € uma sequéncia limitada. Se considerarmos a seqiiéncia de Fibonacci como um
conjunto da forma {1,1,2,3,5,8,13,...) e a divisdo de cada nimero pelo seu antecessor,
obteremos outra seqiéncia:
1/1=1, 2/1=2, 3/2=1.5, 5/3=1.666..., 8/5=1.6, ...

E facil perceber o que ocorre quando colocamos estas razdes sucessivas (alturas)

em um grafico em que o eixo horizontal indica os elementos da sequéncia de Fibonacci:

Figura 20

As razfes vao se aproximando de um valor particular, conhecido como Numero
de Ouro (NUmero Aureo), que é frequentemente representado pela letra grega Phi
Quando n tende a infinito, o limite é exatamente Phi, o nimero de ouro.

u(n+1)
Phi = qfi = Lim =1.618033988749895
u(n)



Aplicacbes

Vemos aplica¢Bes do numero &ureo desde a Antiglidade.
No Egito Antigo, em varias partes podia ser visto essa sua aplicacao.
Muitos hieroglificos tém propor¢des baseadas na razao aurea.

THE HIERCGLYFHIC ALPFHABET
b

REED

POT STAME LEAT CORRA BASKET
| It [a] W p q

s,

y ol D ‘

LI VWATER BRTIRLAL A HILL
r g sh t tch z

MMOUTH FOLDED CLOTH FOOL LOAF ROPE COOR BOLT

Figura 20

Na figura acima, vemos que a letra h € na verdade uma espira dourada. O uso da
médo e pé como hieroglificos mostra que os egipcios eram cuidadosos com o corpo
como proporcional a razdo aurea. Outros simbolos, como o p, e sh, sdo retdngulos
aureos. Os egipcios usavam a razdo aurea em sua escrita para tornar mais facil para
aqueles que escrevessem o fazer com a mesma proporgao.

e ——

Kheper, the scarab beetle, means "o become,” or "o
evolve.” It is an amuler in life and in death, symboliz-
ing rebirth,

Figura 21
O escaravelho é um importante simbolo no Egito. Ele pode ser redesenhado em

um retangulo &ureo. Se as linhas sdo desenhadas a partir do centro do inseto, o retangulo
pode ser dividido.

- : " ; ™ P
ﬁ The wedjat eve, "the sound or restored ane,” used
g for protection against evil, is a human eye with the
plurnage marking of a Horus falcon’s cheek.

Figura22



O olho de R& é um importante simbolo dos egipcios antigos. Ele simboliza o rei
sol R4, o mais importante de seus deuses. Ele pode ser visto nos sarcofagos dos mortos.
O olho pode ser redesenhado como um retangulo aureo.

Durante grande parte da histéria egipcia, as propor¢cdes do desenho humano
foram relacionadas com as linhas da palma da méo. essas medidas eram baseadas em
uma razdo divina, mais tarde denominada de razao aurea.

et = s L~

bt [

EEEAl
- >

| = =
Figura 23

No desenho acima, vemos que usavam medidas baseadas no comprimento do
Corpo por serem proporcionais a razdo aurea. Isto fazia suas obras de arte ficarem mais
bonitas olhadas rapidamente.

O trabalho a méo era muito importante na arte egipcia. A seguir, tem-se alguns
exemplos de diferentes posi¢fes na arte egipcia e o posicionamento esta baseado na
razao aurea.
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protecting rejoeiring praising Mournine

Figura 24

Na figura acima, temos que do pé até a cabeca, estd uma altura de 18 palmos, a
face mede 2 palmos. Os ombros estdo alinhados em 16 palmos da base da figura.



Figura 25

Vemos que muitos dos retangulos desenhados sdo proporcionais aos retangulos

aureos.
A razdo aurea também se mostra presente nos templos egipcios.

* Figura 26

No templo de Dendur acima, vemos que 0s arcos do tempo estdo alinhados para
formar retangulos decrescentes que sdo proporcionais a razao aurea.

& Millmore

Figura 26



Philae no Egito Antigo definia o limite sudoeste do Egito. O templo era
dedicado a deusa Isis. O templo também mostra retdngulos dureos em sua entrada, como

no templo de Dendur.
No entanto, o maior exemplo da aplicacdo se encontra nas piramides egipcias, e

obedecem a razdo aurea. Isto serd demonstrado abaixo.
Temos que um triangulo é aureo, se e somente se, um triangulo retangulo de

catetos b e ¢, com b>c, satisfaz:

b Jio=1272.
Seja dada a piramide abaixo: )
Figura 27

Considerando uma pirdmide reta de altura h com base quadrada de lado a e seja
H a altura de suas faces. Dizemos que a pirdmide é aurea quando o triangulo de lados H,
h e a/2 for um triangulo aureo.

O historiador grego Herddoto afirma que as piramides obedecem a seguinte
propriedade: a area de cada face triangular € igual a rea de um quadrado cujo lado é
altura da piramide.

Entdo temos que esta piramide satisfaz a condicéo se

aH

— = h

]

Temos que uma piramide satisfaz a condi¢do da propriedade se, e somente se,

for uma pirdmide urea.

A demonstracéo é dada por:

Supondo em primeiro lugar que a piramide é aurea, isto €, que o triangulo
retdngulo com hipotenusa H e catetos h e a/2 é aureo.

Temos:

h=2Jn, H=
bl

n
A

| &

Py g A N A
2 L2 2 )
E a piramide satisfaz a propriedade.
De forma reciproca, supondo que a piramide satisfaca as propriedades, temos
que




T W, i W2
| T = I\? + 1
J.ﬂ._g / H " ;
v ] =X ou I\i_rl =alh.
f:% = % = -\:':

E o tridngulo é &ureo.
As dimensdes das piramides de Quéops, Quéfren (ambas de bases quadradas) e
Miuerinos (base retangular), sdo dadas por:

Altura da pirdmide 146,59 143,50 65.00
Dimensées da base | 230.33x 230,33 | 215.20x215.20 | 102.20 x 104.60

Para Quéops, temos:
2h 2x146,59

a 230,33

Que resulta que Quéops é aurea.

Para Quéfren, vem que:
2h  2x146,50

= —— = 1,333,
a 215,20

Entdo Quéfren ndo € durea e 0 mesmo vale para Miquerinos por ser uma
piramide de base retangular.

Na Grécia Antiga, também foi muito utilizado.

Construido muitas centenas de anos depois( entre 447 e 433 a. C.) , o Partenon
Grego , templo representativo do século de Péricles contém a razdo de Ouro no
retdngulo que contém a fachada (Largura / Altura), o que revela a preocupacéo de
realizar uma obra bela e harmoniosa. O escultor e arquiteto encarregado da construgao
deste templo foi Fidias. A designacdo adotada para o nimero de ouro € a inicial do
nome deste arquiteto - a letra grega Phi
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Figura 30

Os Pitagoricos usaram também a sec¢@o de ouro na construcdo da estrela
pentagonal.

N&o conseguiram exprimir como quociente entre dois niUmeros inteiros, a razéo
existente entre o lado do pentagono regular estrelado (pentaculo) e o lado do pentagono
regular inscritos numa circunferéncia. Quando chegaram a esta conclusao ficaram muito
espantados, pois tudo isto era muito contrério a toda a légica que conheciam e
defendiam que Ihe chamaram irracional.

Foi o primeiro nimero irracional de que se teve consciéncia que o era. Este
nUmero era 0 nUMero ou sec¢do de ouro apesar deste nome so lhe ser atribuido uns dois
mil anos depois.

Posteriormente, ainda os gregos consideraram que o retangulo cujos lados
apresentavam esta relacdo apresentava uma especial harmonia estética que lhe
chamaram retangulo aureo ou retangulo de ouro, considerando esta harmonia como uma
virtude excepcional.

Endoxus foi um matematico grego que se tornou conhecido devido a sua teoria das
proporg¢des e ao metodo da exaustdo, criou uma série de teoremas gerais de geometria e
aplicou 0 método de analise para estudar a seccao que se acredita ser a seccao de ouro.

Tem destaque também a época do Renascimento, em especial com DaVinci. A
exceléncia dos seus desenhos revela os seus conhecimentos matematicos bem como a
utilizacdo da razéo aurea como garante de uma perfeicédo, beleza e harmonia Unicas.

E lembrado como matematico apesar da sua mente irrequieta nfo se concentrar na
aritmética, algebra ou geometria o tempo suficiente para fazer uma contribuigéo
significativa. Representa bem o homem tipo da renascenca que fazia de tudo um pouco
sem se fixar em nada. Leonardo era um génio de pensamento original que usou
exaustivamente os seus conhecimentos de matematica, nomeadamente o nimero de
ouro, nas suas obras de arte. Um exemplo € a tradicional representagdo do homem em
forma de estrela de cinco pontas de Leonardo, que foi baseada nos pentagonos,
estrelado e regular, inscritos na circunferéncia.

Da Vinci a chamava: Divina Proporc¢ao e a usou em muitos de seus trabalhos.
Na Monaisa observa-se a propor¢do Aurea em varias situacdes. Por exemplo, ao
construir um retangulo em torno de seu rosto, veremos que este possui a propor¢éo do



retdngulo Aureo. Podemos também subdividir este retdngulo usando a linha dos olhos
para tracar uma reta horizontal e ter de novo a proporcdo Aurea. Podemos continuar a
explorar tal propor¢do em varias outras partes do corpo. Artistas tém usado a razédo de
ouro (medida de Ouro) em trabalhos de pintura e arte. Os trabalhos de Seurat e
Mondrian mostram estas relacdes matematicas.

Figura 29

Na biologia podemos ver aplicagdes do nimero aureo.

O modelo de procriacéo dos coelhos proposto por Fibonacci € muito distante da

realidade e ndo podemos considera-lo um bom exemplo de como podemos achar a razao
aurea na natureza. A botanica, sim, esta cheia de exemplos. Vamos dar uma olhada em
alguns.
As folhas ao longo de um ramo de uma planta ou os galhos em torno do caule tendem a
crescer em uma posicao que otimize sua exposicao ao sol, a chuva e ao ar. As folhas
ndo crescem uma acima da outra, pois isso prejudicaria as folhas de baixo. E por isso
que € mais comum vermos uma distribuicéo espiralada.

Figura 31



Por exemplo, em uma tilia as folhas ocorrem, geralmente, em lados opostos
(correspondendo a uma meia volta em torno do caule) e, portanto, sua razdo filotactica é
1/2 (filotaxia é o nome dado a disposicao das folhas e dos galhos de uma planta). Em
outras plantas, como a aveld, cassis e faia, a passagem de uma folha para outra
corresponde a um terco de volta, ou seja, razdo filotactica de 1/3. J& a macieira, 0
carvalho e o damasco possuem 2/5 de razdo filotactica, ao passo que a pereira € 0
salgueiro-chordo possuem uma razdo de 3/8 como a da figura. Note que as fragcdes séo
todas razdes entre os termos alternados da sequéncia de Fibonacci

Le modulor

Desenvolvido pelo arquiteto francés Le Corbusier, é a relacdo de medidas
baseadas na divisibilidade do corpo humano em proporgdo harmonica.

A partir da altura maxima de ocupacdo de espaco pelo corpo humano (deste até
0 chdo as pontas dos dedos com o braco levantado), e da metade dessa altura (até o
plexo solar) criou duas séries de valores em relacdo aurea. Essas séries foram obtidas a
partir da divisdo harmoénica desses comprimentos, que constituem uma gama de
medidas humanas.

Nas séries estabelecidas a partir do plexo solar (a que chamou série vermelha) o
termo que lhe sucede imediatamente coincide com a altura do homem (175 ou 183). O
termo principal da séries azul, altura do homem com o brago levantado (216 ou 226),
coincide com a adicdo dos trés termos principais da série vermelha. Pela combinagéo
dos termos principais das duas séries obtém-se os valores de ocupacdo do corpo
humano.

A principio, Le Corbusier partiu da estatura média do homem da Europa (175)
para determinar os valores numéricos dos varios comprimentos. Os valores inferiores
assim encontrados foram para a série vermelha. Os valore exatos pela divisdo
harmonica foram depois arredondados tendo-se assim obtidos os chamados valores de
aplicagéo.

Segmento Aureo no Corpo Humano
ou Divina Proporgdo

—

Figura 32

E, de uma forma geral as se¢es aureas no corpo humanas estdo representadas a seguir:
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Divisio de um, segmento h{2 = altura da cabeca do tronco até o pibis
T Proporgies aureas h/4 = comprimento da perna desde o joelho ao tornozelo
h/4 = disténcia do queixo ao umbigo

Figura 33
Concluséao

Vemos a importancia da razdo aurea no desenvolvimento da humanidade, seja
nas construcdes, nas observagdes da natureza ou na procura pela perfeicéo e pelo belo, o
numero phi esta sempre presente.

Ainda hoje ele se faz presente nos estudos e desenvolvimentos de novos
produtos que comumente seguem a razao aurea para que sejam visualmente atrativos.

Torna-se, no entanto, dificil separar a eterna procura por relagdes com as
divindades, iniciada pelos gregos, com relagdes matematicas concretas. Em muitas
situacOes, resultam em respostas ndo muito claras.

No entanto, € necessario analisar e considerar o phi com muita profundidade,
pois um valor que nos acompanha com tanta constancia tem sua importancia e
relevancia. Também € certo que se precisa ter um cuidado redobrado para que ndo se
encontre relacGes onde néo haja.

A incontestavel presenca da razéo aurea na vida cotidiana ja a coloca em motivo
de pesquisa. Quando se liga a tais questionamentos ela se torna ainda mais importancia,
enigmatica e fascinante.



