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1. Apresentacdao

Este material € um rascunho inicial de uma apostila de Célc
quando ministrei a disciplina. A ideia é, no futuro, reunir teo

para quem estd comecando. Por enquanto, co i prepai as um parte da parte tedrica.
As principais referéncias utilizadas foram: segt % s
e GUIDORIZZI, H. L. Um curso de cdlculo ¢ 2./5.ed. Rio de Janeiro, LTC, 2001.
LEITHOLD, L. O cdlculo ¢
MARSDEN, J. E e TROM
PISKUNOV, N. Cdlculo diferen
SPIVAK, M. Calculus 4th 08.
» STEWART, J. Cdlculo, v 2. . Sdo Paulo, Cengage Learning.
Além disso, em alguns tépicos e curiosidades histéricas, busquei informagdes complementares na internet,

principalmente em sites como o atics Stack Exchange e a Wikipedia.
A revisdo de ort e estilo foi feita com o auxilio do ChatGPT.

orial 3a edicion. Addison-Wesley Iberoamericana, 1991.
, vol. 2. 10.ed. Moscou: Mir, 1983.
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Na modelagem de problemas, o observédvel que queremos qua
variavel.

ode depender de mais de uma medida ou

m Exemplo 2.1 * A posicdo de um objeto no em funcdo da "latitude"e "longitude". Neste caso,

a posicdo do ponto estard determinada por u . Por exemplo, podemos pdr um termémetro em
cada par (x,y) e medir a temeratura, e ara cada (x,y) uma medi¢do da temperatura 7 (x,y).
Obtemos assim uma fung¢ao acadap re a terra nos retorna um valor. Por exemplo

T(x,y) = 30— 0.02x> +0.
por exemplo,

T(40,60) = 30— 0.0 +0.01-60=30-0.02-1600+0.6 =30—-32+0.6 =14

d
E(t,d) =50 —— —0.1£%
(t.d) t+1

Por exemplo

100 100
E(100mg,5hs) = 50- 511 —0.1-5*=50- e —0.1-25=2833.33-2.5=830.83

* O crescimento de populacdes pode ser descrito como uma func¢éo do tempo ¢ e dos recursos disponiveis r,
portanto, teremos uma fungéo

P(t,r).
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* O custo da energia elétrica em alguns lugares pode depender da quantidade de energia consumida K e do
tempo de uso ¢, como por exemplo

C(k,1) =k-p(1),

onde p(t) é o prego varidvel por hora.
|

Para lidar com este tipo de situagdes e poder, de alguma forma "calcular" para ver resultados, precisa-
mos estender os conceitos que aprendimos em Célculo I, isto é, precisamos estender os conceitos:de, limite,
continuidade, derivada e integral para funcdes com mais de uma variavel.

Comecamos entdao definindo mais precisamente o nosso objeto de estudo, isto é.as funcoes com varias
varaveis.

Definicdo 2.1 O conjunto R¥ é o conjunto obtido ao fazer k produtos cartesianos de R, isto é,
R = {(x1,...,%), x; € Rparatodoi=1---k}.

Se x € R¥ entdo x = (x1,...,x¢) emque cadax; € R parai=1...k. Cadax; é chamado de i—ésima coordenada
do ponto x.

Em particular, se k + [ = n identificamos

RfF xR = R"

Definicdo 2.2 Sejak, n € N.
* Uma relaciio R de U C R* em R”, que denotamos por R : U ~ R”, é um subconjunto

RCUxR"=RF"
O dominio da relacdo R é o conjunto

Dom(R)={xeU CR' IyecR", (x,y) €R} CU
A imagem da relacio R ¢ o conjunto

Img(R) = {y e R", Ix € R¥, (x,y) €R} C R"

2z

» Uma funcio f: U C R¥ — R" é uma relacao f : U ~ R" tal que
- Dom(f)=U °
- (x,y), (z,y) € fentdox =z
Em particular, se f é uma fungdo e (x,y) € f denotamos por f(x) =y. O grafico da funcio f ¢ o
conjunto da relacao, isto é

Graf(f) ={(x.y) ER*xR", (x,y) € f} = {(x,y) e R xR", f(x) =y}
Cada elemento x € R se escreve como
X = (X1,...,x%)
onde cadax; € Rparai=1...k. Se f: R¥ = R”" temos que
(xy)ef < flx)=y
Podemos entfo escrever

f(-xla"‘u-xk):(ylv"')yk)‘
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Podemos entdo construir, a partir da fungdo f : U — R", a seguinte relacao
fi:rU~R fi={(x,a) CU xR, Iy eR", [(x,y) € f] A]a é ai—ésima coordenada de y|}
Lema 2.1 A relacdo f; definida acima € uma fungao.

Demonstrag¢do. Primeiramente observamos que Dom(f;) = U, de fato, para cada x € U existe um y € R” tal
que (x,y) € f e, em particular, se y; é a i—ésima coordenada de y temos que (x,y;) € f;

Agora, assuma que (x,a), (x,b) € f;. Como f é funcdo, existe um tnico y € R” tal que (x,y) € f, portanto
existe um unico y; tal que (x,y;) € f; de onde a = y; = b. |

Utilizando o resultado acima, se f : U C R¥ — R”, podemos escrever f como segiie

Fer, ) = (e, xe), - fu(x1, -0, x%))

em que cada f; : U C RF — R é uma funcio que serd chamada de i—ésima funcfio coordenada de f.

= Exemplo 2.2 » Fungdo constante: A fungio constante é uma fungiof: R¥ = R tal que f(x) = C para
um C € R fixo.
Por exemplo, para k = 2 temos que

fry)=1 V(x,y) eR?

€ uma fungdo constante. Neste caso
- Dom(f) = R?
- Img(f) ={1}.

O grafico da fungfo é

15
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s A funcio linear: Seja (ai,...,a;) € R¥ fixo. Definimos a fungdo linear f : R¥ — R como sendo a fungio
definida‘por

F@x1, X)) = arxy +- - + aexy.

Neste caso
- Dom(f)=R"
- Img(f) =R.

De fato, para todo k € R se, por exemplo, a; # 0 temos que f(k/a;,0,...,0) =k.
Por exemplo, para k = 2 temos

f(x)y) :x_2y7

€ uma funcgdo linear cujo grafico € um plano



12

Capitulo 2. Funcdes de vdrias variaveis

* Considere f: {(x,y) € R?, x> +y* < 1} — R definida por %
foy) = V1-x2 =y ‘b
Neste caso temos que (x,y) € Dom(f) se, e somente se

1—x2—y220 = x2+y2§1

Neste caso,
- Dom(f) = {(x,y) € R?, x*+y* <

O grafico da fungdo é \

* Considere f : R?> — R definida por

flx,y) =exp(—(x*+y%)).

Neste caso,
- Dom(f) = R?
- Img(f) =(0,1].

O gréfico da funcdo é
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+ Considere a funcio f : R> — R definida por
fx1,x) =9—x3 —x3

Neste caso,
- Dom(f) = R?
— Img(f) = (—o0,9]. %
De fato, para cada a € (—,9] temos que existe emplo, (v/9—a,0) € Dom(f) tal que
f(vV9—a,0)=a

O gréfico da funcao é
2NN

* Considere a fungio f: {(x1,x2) € R?, x; <x3} — R definida por

f(x1,x2) =x; ln(x% —x1)

Neste caso,
- Dom(f) = {(x1,x) € R?, x; <3}
- Img(f) =R.
De fato, por exemplo, para a > 0, temos que existe, por exemplo, (a,/e+a) € Dom(f) tal que
fla,et+a)=a

O gréfico da funcdo é
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+ Considere a funcdo f : R — R definida por

f(x1,x2,%3) = x1 + X2 - x3.

Neste caso,
- Dom(f) =R?
- Img(f) =R.

De fato, para cada a € R temos que existe, por exemplo, (3a,0,0) € R? tal que £(34,0,0) =a
Para desenhar esta funcio precisamos de R*. Ja ndo temos como viusualizar este conjunto.
* Considere a funcio f : {(x1,x2,%3) € R?, x3 < x3} — R definida por

F(x1,x2,x3) = x1x2 8in(x3) + In(83 —x2).

Neste caso,
— Dom(f) = {(x1,x2,x3) € R, % < 13}
- Img(f) =R.

Para desenhar esta funcio précisamos.de R*. Ja niio temos como viusualizar este conjunto.
* Considere a funcdo f : R™ = R definida por

f(-xla"' axm) =daj X1 +'”+an'-xn~
onde ay, ..., a, sdo constantes. Neste caso,
- Dom(f) =R"
= Img(f)=R.

Para desenhar esta funcio precisamos de R"*!. Ja nio temos como viusualizar este conjunto.
+ Considere a fungdo f : R? — R? definida por

Fx1,x2,x3) = (212,23 + 7).

Neste caso,
- Dom(f) =R?
- Img(f) =R

Mais ainda, temos que
Ji(x1,%2,%3) =x1202, € fa(x1,%2,%3) = x3 +x1.

Para desenhar esta fungio precisamos de R*. Ja ndo temos como viusualizar este conjunto.
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Se f: U C RF — R" ¢ uma fungio sabemos que f C U x R" e que Dom(f) = U.

No entanto, daqui para frente faremos o seguinte abuso de notacdo: vamos indicar, indistintamente,
f:R¥ — R" como sendo uma fungio e ficard subentendido que o dominio de f serd um subconjunto
U C R¥ que pode ser determinado.

Vimos, ou estudamos aqui, os casos de funcdes f: U C R" — R™ e focamos, principalmente, no caso em
que m = 1 que sdo as chamadas funcoes a valores reais. Agora, destacamos agora um outro caso particular que
é quando n = 1, isto é, das fungdes f: U C R — R™.

z

Definicdo 2.3 Seja / C R um intervalo. Uma curva C em R" parametrizada por uma func¢io y: 1 — R" é o
conjunto imagem de 7, isto é

C={y(x), xel} CR"

Neste caso y recebe o nome de parametrizacao da curva C.
Se y:1I=[a,b] — R", dizemos que a durva é
« fechada se y(a) = y(b)
* simples se se ndo existem a < x| # xp < b tais que y(x1) = y(x2) isto é, ndo hd autointersegdes.

« E comum identificar a curva C em R” com a funcio y:I=[a,b] — R" cuja imagem é C, por isto, no
texto as vezes chamaremos de curva a ¥ : {@yb] — R por abuso de linguagem.

* Uma mesma curva C pode ter parametrizacdes Y.diferentes e, dependendo da parametrizacdes, o
objeto a ser calculado pode ter valores diferentes (veremos isto quando calculemos integrais de campos
vetoriais ao longo de curvas). Alguns/exemplos de parametrizacOes diferentes para uma mesma curva
sdo:

C={(xy), ¥ +»* =1,y >0}

¢ uma curva que pode ser parametrizada pelas seguintes fungdes
— 7:]0;1] — R? dada por y(t) = (cos(7t),sin(7t))
— i [1,1]— R? dada por y(t) = (x,v/1 —x2)

Portanto, sempre que possivel,

m Exemplo 2.3 » Sejam P = (ay,...,a,) e Q = (b1,...,b,) dois pontos em R”" e considere a curva C que é
dada pelo segmento de reta que une P com . Uma parametrizagdo desta curva é

Y(t)=(1—t)P+1Q = (a1 +t(b1 —ay),...,an+t(by—ay)) t€[0,1].

* Seja y: R — R? definida por

¥e) = (1.1%)

o seu traco € uma pardbola e € uma curva simples mas nao fechada.
O gréfico da curva é
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O seu trago € um redemoinho. E uma curva simples e ndo fechada
O gréfico da curva é

|
Vamos a estudar agora as curvas de nivel de uma fun¢do. Para motivar, c a m exemplo.
» Exemplo 2.4 * Considere f : R?> — R definida por
fxy) =exp(—(+y)).
E fazemos a intersecao do grafico da funcao com um’pl = € R) paralelo ao plano z=0. O
conjunto intersecao € da forma
I = Graf(f)N{(x,y,2) €R%, z Rz = f(x,y)quad N z=k}

Portanto (x,y,z) € I se

k=z=f(xy)=exp(~(x"+

ode estar na imagem de f. O mesmo acontede se k > 1.
ste caso temos

=—In(k) >0
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» Considere a fungio f : {(x1,x2) € R?, x; < x5} — R definida por

fley)=y"—x

Observamos que a imagem desta func¢do € R. Fazemos a interse¢do do grafico da fungdo com um plano
z=k, (k € R) paralelo ao plano z = 0. O conjunto interse¢do é da forma

I = Graf(f)N{(x,y,2) €R?, 2=k} ={(x,9,2) €R?, z=f(x,y) A z=k}
Portanto (x,y,z) € Iy se

k=z=f(x,y)=y"—x = x=y"—k
Portanto, temos 0s conjuntos

I ={(x,y,2) ER® x=y*—k, z=k}

Assim vemos que ; é uma parébola no plano z = k de raio r = \/— In(k): Abaixe fazemos o desenho, na
cor preta, da curva de nivel para k = 2.

Definicdo 2.4 Seja f : R — R uma funcio, k € Img(f) e considere so seu gréfico
Graf(f) ={(x.»z) R, f(x,y) =2}

Uma curva de nivel f € o conjunto definido por uma relagdo da forma
{(x,,2) R’ 2=k, f(x,y) =k}

Uma curva de nivel pode ser vista como o conjunto intersecio do plano 7 : z =k com o grafico de f e ela pode
Ser uma curva ou um ponto.

Obs. E uma curva de nivel porque estamos intersectando um conjunto de dimensdo 2 que € a gréfica da fungio
com outro de dimensao 2 que € o plano. Tal tipo de intersecdo pode ser o conjunto todo (no caso nao seria
uma curva), um conjunto de dimensao 1 (que € uma curva) ou um conjunto vazio.

= Exemplo 2.5 + Considere a fungdo f : R?> — R definida por

f(x,y) :4_x2_y2-









ntre os fundamentos mais importantes do
fun¢do quando a varidvel de entrada se
a exatamente nesse ponto. Ja a continuidade
rrupgdes': intuitivamente, € possivel tracar seu

Vamos a ver agora os conceitos de limite e continuidade. Estes estao
Calculo. A grosso modo, o limite descreve o
aproxima de um certo valor, mesmo que a fun¢a
expressa a ideia de que uma func¢do nao tem "sa
grafico sem tirar o l4pis do papel.

A importancia de limites e continuidad

atemdtica pura. Eles sdo ferramentas fundamentais na
de particulas, a propagacgao de calor, ou a variagao de
nsi¢do para o estudo de func¢des de vdrias varidveis onde

Img(d) = [0,+4o0).

* em R temos que

d((a),(b)) = /(a—b)*=|a—b|.

+ em R? temos que

d((a,b),(c,d)) = \/(a— )2+ (b—d)2.

Lema 3.1 Sejam x, y, z trés pontos em R” entdo

d(x,y) <d(x,z) +d(z,y).
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Demonstra¢do. Lembramos primeiramente da desigualdade de Cauchy-Schwartz, isto é, que
(- vi+Fug v <@+ 4+ud)- (34 +12).
Sejam x = (ay,a2), y = (b1,b2) e z= (c1,¢2). Entdo
d(x,y? = (a1—b1)+- -+ (a0 —bn)’
[(a1 = 1)+ (e1 = b)) 4+ + [(an — cn) + (e — b))
d(x,2)" +d(z,y)* +2[(a1 — 1) - (c1 =b1) + -+ (an — €n) - (ca — bn)]
d(x,2)* +d(z,y)* +2[d(x,2) - d(z,y)]
(d(x,2) +d(3,2))?,

0 que mostra o resultado.

VAN

[ |
Coroldrio 3.1 Sex, ye R"e 0= (0,...,0) € R" entdo
d(x,y) <d(x,0) +d(y,0)
Demonstracdo. Segue inmediato do resultado anterior. |

Por exemplo
Com a nog¢do de distdncia podemos definir os seguintes conjuntos
* A bola aberta de raio r

B(x,r) ={yeR", d(x,y) <r}.
* A bola fechada de raio r

Blx,r] ={y e R", d(x,y) < r}.
* A esfera de raio r

S(x,r)={yeR", d(xy) =r}.

Definicdo 3.1 Seja U C R" um conjunto.
* Dizemos que ele é limitado se existeuma € R"eum r > 0tal que r < +oo e

U C B(a,r).

* A fronteira de U, que denotamos por dU é o conjunto de pontos x € R” tal que B(x,r) N\U # 0 para
todo r > 0.

Coroldrio 3.2 Todo conjunto limitado estd contido num conjunto da forma
[al,bl} X X [an,bn]
para —oo < a;,b; < 40

Demonstra¢do. Como U é um conjunto limitado, existe um a € R” e um r > 0 tal que U C B(a,r). Por outro
lado, se a = (ay,...,a,) temos que

B(a,r) C [a1 —r,a1 +71] X --- X [a, — ryap + 1],

de onde segue o resultado. |
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Definicdo 3.2 Uma funcdo f: U C R" — R™ ¢ dita uma funcao limitada se /mg(f) € um conjunto limitado.

Seja x € R" temos que

U B(x,r) =R", m B(x,r) = {x}.

r>0 r>0

Demonstracdo. Claramente, temos que

U B(x,r) cR™.

r>0

Sejay € R" e ro = d(x,y), entdo y € B(x,rp+ 1), portanto y € | J,-(B(x,r). Da arbitrariedade na escolha do y
temos que R” C J,oB(x,r)
Também, como x € B(x,r) para todo r > 0 segue que

{x} C ﬂB(x, r).
r>0
Assuma que y € (,~oB(x,r), y # x, e seja ro = d(x,y). Portanto y & B(x,r9/2), de onde segue que y &
Ny~0B(x,7) 0 que é uma contradigdo. Portanto {x} =~ B(x,r). [ |

Observamos que para n = 1 temos

* B(x,r)=(x—rx+r)
* Blx,r]=[x—rx+r]

Definicdo 3.3 Um conjunto U C R” sera dito aberto se para todo ponto x € U existe um r, > 0 tal que
B(x,r,) C U. Um conjunto V C R” serd dito fechado se o seu complementar for aberto.

= Exempilo 3.2 * A bola B(x,r) € limitada. De fato existe R = 2r tal que B(x,r) C B(a,R).
A bola B(x,r) é aberta, de fato, paratodoy € B(x,r) existe € = r —d(y,x) tal que B(y,€) C B(x,r). De
fato, se z € B(y, €) entdo

d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) <d(x,y)+e=r.

A fronteira deB(x;r) é S(x,r), de fato, para todo y € S(x,r) e € > 0 temos que B(y,€) NB(x,r) # 0, de
fato, seja

) 2r—¢ +8
“Qar Y 2

Observamos que
d(y,z) = %d(x,y) = z€B(ye)
e que
2r—¢€

d(x,y) <d(x,y) = z€B(x,r).

Por outro lado, se z € B|x, 7| entdo d(x,r) > r e, portanto existe um € > 0 tal que d(x,r) >r—€ > rde
onde, B(z,€/2)NB(x,r) =0 de onde z &€ dB(x,r).

* O conjunto § = {(x,y,z) € R?>, x > 0} é um conjunto aberto. De fato, para todo ponto p = (a,b,c) € S
observamos que a bola

B(p,c) CS.
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De fato, se ¢ = (u,v,w) € B(p,c) temos que
lw—c|<d(p,q) <c =w>0.

Tambpem, temos que dS = {(0,y,z) € R} visto que toda bola centrada num ponto da forma (0,b,c)
terd um ponto da forma (u,v,w) com u > 0. Por outro lado, todo ponto da forma p = (a,b,c) com a < 0
admitird uma bola B(p,—a/2) tal que B(p,—a/2) NS =0.

O conjunto S ndo ¢ limitado, pois para todo r > 0 a bola B((r,0,0),r) C S.

Em célculo de uma varidvel também vimos uma definicdo de limite que era dada em funcao dos valores que
assumia a fun¢a@o ao redor de um certo ponto a. Com a no¢do de distincia, podemos generalizar essa defini¢ao
como segue

Definicdo 3.4 Seja f : U C R" uma fungdo em que U = Dom(f). Seja a € R”" tal que para todo r > 0 temos
que B(a,r)NU # 0.
Dizemos que L € R é o limite de f(x) quando x tende a a, e 0 denotamos por

lim f(x) = L,

x—a’

se para todo € > o existe um & > 0 tal que

sexelU e 0<d(x,a)<d entdo |[f(x)—f(a)|<e.

Esta ideia de limite, pode ser descrita da formaequivalente

limf(x) =L < lim f(x)=4L

X—a d(x,a)—0

Se existe lim,_,, f(x) entdo o valor é dnico.

Demonstracdo. Suponhamos que o limite existe e que pode assumir dois valores. Entdo

Ve>036 >0,VxeR "talque 0 <d(x,a) < b = |f(x)—Li| <&

Ve>036>0,VxeR talque 0 <d(x,a) < & = [f(x)— Ly <€
Dado € > 0.considere’d = min{J;, & }. Entdo sempre temos
|f(x) —Li| <ee|f(x)—La| <€

Escolha € = |L; — L,|/3. Observamos que € > 0 pois os limites sdo diferentes. Seja o 6 escolhido como acima,
entdo para todo |x —a| < & temos

Li—L Li—L 2
\Ll—Lzl§|L1—f(x)|+!f(x)—L2!<| 13 2‘+| 13 2|_3|L1—L2!-

Chegamos entdo a uma contradicdo. Portanto o limite é tinico. |

Para o seguinte resultado vamos precisar de algumas contas que colocamos no seguinte lema.

1. Se|x—xo| <€/2e|y—yo| < €/2, entdo

|(c+y) = (o +y0)| <eé.
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£ €
X — X <min<1,) e |y—Yo <min(1,
e 2+n) © P 2

entao
|xy —xoy0| < €.

3. Seyp#OQ0e

_{ Iyol €lyol?
— < —_ 5
[y — ol m1n< 2 o

entao

y Yo

‘1 1
<E.

Demonstragdo. 1. Segue da desigualdade triangular |a + b| < |a| + |b|. De fato

[(x+y) = (o+yo)| < Pe—xo[+|y—ol
< g/2+¢€/2=¢
2. Como |x —xp| < 1 temos que

x| —|xo| < |x—x0| <1 = |x| <1+ |xo].
Agora, utilizando isto, temos
|lxy — xoyo| < |x||y — yo| + |yol|x %o}, < €

3. Por hipétese,

Y0
ol = bl < y—ol <.
Entdo [y| > [yo|/2.
Em particular, se y 20 e
12
_ < -7
vl Iyol
temos
‘1_1 _ o=yl _ 2 1 el _
y yol  lyol ~ Ivollyol 2

Se lim,_,, f(x) e lim,_,, g(x) existem, entéo
(1) limy 4 (f + 8) (x) = lim, ., f(x) +1lim, ., g(x)
(i) limy,(fg)(x) = (limy_, f(x)) - (limye ., g(x))
(iii) Se lim,_,,g(x) # 0, entdo
1 1

Iim = —
a g(x)  limy_,g(x)

Demonstragdo. Assuma que lim,_,, f(x) =1 e lim,_,, g(x) = m.
(1) Da definicdo de limite temos que para todo & > 0

|xo| +1)

).
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36, >0,VxeRtalque 0 <d(x,a) <o = |f(x)—I| <&

36 >0,VxeRtalque 0 < d(x,a) < & = |gx) —m| < &

Dado € > 0 defina & = €/2. Escolhermos 6 = min{d;, 5, } associados a tal €. Segue que , V x € R, se
0 < d(x,a) < 0 entdo

If(x)—1l<€/2 e |g(x)—m|<eg/2.

Agora o resultado decorre da parte 1 do lema anterior.
(ii) Seja € > 0. Da definicdo de limite temos que para todo € > 0 e € > 0, e em particular para

£ S
€ = min 1,) e é:min(l,),

( 2(|m|+1) 2(11]+ 1)

segue que
)
38, >0,VxeRtal 0<d(x,a) < = —1 <m'n(l,v>

1 X que (.X a) 1 ’f<x> | 1 2(|m|+1)

e

36, >0,VxeRtalque 0 <d(x,a) < 6 = |g(x)—m| <min<1,2(|l|8_|_l)>

Dado € > 0 se escolhermos 6 = min{d;, 5, }, segue que , V.x € Ry se 0 < d(x,a) < 0 entdo

vw—u<md@M@;U)ezmw—w<mmﬁqwﬁn)

e pela parte 2 do lema anterior vemos que

|(f&)x) —Im| < &

(iii) Seja € > 0. Da definicdo de limite temos que paratodo € > 0 e, em particular, para

€ = min M8|m|2
- 27 2 )’

existe um 8 > 0, Vx € Ry se 0 < d(x,a) < 6 temos

|2() ] < min ("" 8""’2)

27 2

Pela parte 3 do lema anterior, isto garante que g(x) # 0, e portanto —L_estd definida. Agora, dado € > 0

8(¥)
existe um 6 > 0.como acima tal que (novamente pela parte 3 do lema anterior)
‘ 1 1 ‘ e
glx) m

Ate agora'vimos a definigio de limite para fungdes f: U C R¥ — R, no entanto, podemos generalizar essa
nogio para fungdes f : U C R¥ — R” como segue: Se

fx)=(fi(x),...,fu(x)) emque f;:U — R sdo as fun¢des coordenadas.

Se
lim f; (x)
existe para cadai=1,...,n definimos
i 16 = B e B 5

Com esta definicao temos o seguinte resultado.
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Sejam f: U C RF - R" e g: V C R* — R duas fungdes tais que f o g estd definida em uma
bola B(a,r). Entdo se lim,_,, f(x) = b e lim,_,; g(x) = L, temos que

lim,,,(go f)(x) =L

Demonstragdo. Sejab = (by,...,b,). Sabemos que paracadai=1...ne

paratodo & >03 ;> 0,V x € Rtal que 0 < d(x,a) < & = |fi(x) —bi| <&
e que

paratodo & >03 8 >0,VyeR" tal que 0 < d(y,b) < 6 = |g(y) —L| & &
Dado € > 0, existe um & > 0 tal que

0<d(y,b)<é=|g(y)—Ll<e

considere agora, para cadai = 1...n o §; que garante

0 <d(x,a) < &= |fi(x)—b;| < =8.

S | =

Escolhemos 0 = min{dy, ..., 5, }. Entdo dado € > 0, existe um 6 > 0 tal que

0<d(x,a)<dé = ]f,-(x)—bi]<jVi:1...n = 0<d(f(x),b) <o

= [g(f(x)—-Ll<e.

m Exemplo 3.3 Vejamos como aplicar a propriedade anterior.
* Considere o limite

lim SR
(x3)=(00) Xy

Observamos que, se

sin(u)

flghs xy e glu) =
pelo que vimos acima e em cdlculo de uma varidvel

li y)=0 li =1.
(w)gr(lomf(x y) e limg(u)

Portanto

lim sin(xy)
(xy)—=(0,0) Xy

=1.

* Considere o limite
. X2 +y*+27
lim .
(x22)=(000) \/x2 +y2 +222+1—1

Observamos que, se

u

2, .2 2
X,9,2) =x"+y +2z° e U) = ——
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pelo que vimos acima e em cédlculo de uma varidvel

¥ ,%,2) =0 li =2.
(xvy,z)l—{r(lo,o,O)f (%.3,2) e limg(u)

Portanto
2 .2 2
2
lim X“+y +2z

=2.
(e22)=(0.00) \/x2 +y2 +222+1—1

Para fungdes f: R" — R temos algumas propriedades a mais que podemos mostrar.

Sejam f, g duas funcdes que coincidam em todos os pontos de U ao redor.do.ponto'a, mas que
ndo necessariamente assumem o mesmo valor em a. Se lim,_,, g(x) existe entdo lim,_,, f(x) existe e

lim, ., f(x> = lim,_,, g(x)

Demonstracdo. Assuma que

lim g(x) = Ls.

xX—a

Sejaeg>0e d >0tal que Vx € Rse 0<d(x,a) <6 temos |g(x) — Ly| < €. Entdo, para todo x tal que
0 < d(x,a) < 6 temos que

Lo — f(x)] = L2 — 8(x)| <&,

de onde lim,_,, f(x) = L,.
|

A seguir damos outro resultado técnico_que ¢ de grande utilidade no cdlculo de limites: O teorema do
confronto. Para isto, primeiramente provamos um tesultado técnico.

Se f(x) < g(x) quando x estd préximo de a e os limites de f e g existem quando x — a, entdo
lim, ., f(x) <lim,_,, g(x)
Demonstracdo. E suficiente provar que se f (x) > 0 em uma vizinhanga de a entdo lim,_,, f(x) > 0. Assuma
que

lim f(x) =L <0

X—a

Seja€ = |L|/2 > 0, da defini¢do de limite, temos que existe 0 > 0 tal que se |x—a| < § entdo |f(x) —L| < €.
Assuma L < 0, entdo f(x) —L = f(x)+ |L| > |L| > 0. Portanto,

L
B @ >,

o que € absurdo! |

Nem sempre podemos substituir na conclusio o < por <. De fato, considere f(x) =0 e g(x) = |x|, entdo
f(x) < g(x) perto de a = 0, mas os limites sdo iguais quando x — a = 0.

— Teorema do Confronto. Se f(x) < g(x) < h(x) quando x estd préximo de a e
limyq f(x) = limy_y, h(x) = L

entao
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lim,_,, g(x)=L

Demonstracdo. Sabemos que 'V € > 0
e 301 >0, paratodox € Rtal que 0 < d(x,a) <01 = |f(x) L <e=L-e< f(x)<e+L
e 30, >0, paratodox € Rtal que 0 < d(x,a) < & = |h(x)—L|<e<L—e<h(x)<e+L
Entdo, V € > 03 § = min{J;, 0, } tal que

x—a| <6 = L-e<f(x)<g)<h(x)<e+L.
De onde L — € < f(x) < €+ L, que é equivalente a |f(x) — L| < &. [ |

m Exemplo 3.4 Vamos calcular alguns limites

lim (2% —y? +3x4+2y) =122 —13.2243.142.2=11.
(ry)—(1,2)

0.

lim xIn(2x—y)=1-In(2-1—1
ol | ¥1n(2x =) ( )

li 2\ _ I
(x7y,z)er(10,o,o)Cos(xyZ) sin(xy) = cos(0) — sin(0)

lim yef=1-"=1.
(x,y)—(0,1)

v &0

li =
(x,y)E)IEO.O) x+1 1

* Pode haver casos em que o limite gera uma indeterminacao, por exemplo
2
0
lim o =
(xy)=00) X* +y* [0

Podemos calcular este limite pelo teorema do confronto, de fato, observamos que como

¥ yx ’
0= QgL -~ 0Spgi25* W r=5550,
+y Xty Xty
€
lim. x=0
(x,y)—(0,0)

temos, pelo teorema do cconfronto, que

2
im —2 _—o.
(x,3)—(0,0) X2 + ¥?

Isto pode ser provado também por defini¢do. De fato, para todo € > 0 existe § = € tal que d((x,y), (0,0)) <
0 entdo

2 2
a2 o) - |
X2+y2 x2+y2
2
x| || < |x|<bd=¢€.
o[22 <

Com a defini¢do de limite agora podemos dizer o que significa uma funcao ser continua em R”.
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Definicdo 3.5 Seja f : U C R" uma fungio em que U = Dom(f) e a € U. Dizemos que f € continua em a
se

* existe f(a).

o limy,, f(x) = f(a).

A func¢do f € dita continua se ela for continua para todo a € U.

= Exemplo 3.5 * Toda fun¢do polinomial, isto é, toda func¢do que € soma de func¢des da forma

My

mi
C.xl ...xn

é continua.
* Qualquer fung¢do Racional, isto é, func¢do da forma
p(x,y)
flxy)=
q(x,y)

é continua no seu dominio, isto &, em R?\{(x,y), ¢(x,y) = 0}.
* A fungdo h(x,y) = arctan (f) estd definida nos pontos (x,y) € R? em que x # 0, pois a funcio racional

ndo estd definida nestes pontos. Como as fungdes arctan : R — (0,1).e
Yy
qx,y) =" RA\{(x,y) ER*,x=0} = R

sdo continuas temos que /(x,y) é continua no dominio.

Claramente, segue da defini¢do e das propriedades de limite que
* se f, g: U C R" — R" sdo duas funcgdes a valores em R e continuas em um ponto a temos que
- f+g, fgécontinua em a.
- se g(a) #0, entdo f/g é continua em a.
ssef:VCR" - Rleg:U cCR"— R™sido duas fungoes tais que fog : estd definida. Se g é continua
em um ponto a e f é continua no ponto g(a)entao fo g é continua em a.

Coroldrio 3.3 Sejam f:V C R" — Rl e g: U C R” — R” duas fungdes tais que f o g : estd definida. Se f e
g sdo continuas entdo f o g é continua.

Limites ao longo de curvas

Em Calculo de uma variavel, vimos também o conceito de limites laterais, isto €, se f: [ CR —-Rea €l
definimos o que significava o limite a esquera ou direita

lim f(x)" ou lim fx).

Nesta definicao estava implicita uma no¢ao de ordem entre os lementos de R ("maior que"ou "menor que"), que
nao podeser, generalizada para R". Portanto, para poder definir o conceito de ’limite lateral"vamos ter que olhar
de outra forma a ideia de limite lateral.

Por exemplo, no caso de calcular o limite a direita, estudavamos quando o caso do limite quando nos
aproximdvamos de a por valores de x tais que a < x. Podemos entdo, escrever este limite como segue

li = li t
B )= [ )
ou, se definirmos a curva o : [0,€) — R (para algum € > 0) como ¢(t) = a -+ temos que
lim f(x)=1lm(foo)(?)
x—at t—0
Da mesma forma
lim £(x) = lim(f o B)(1)
x—a- t—0

emque f3:[0,e) >R, B(t) =a—t.
Assim, a no¢do de limite lateral se converte numa a um limite quando nos aproximamos por curvas.
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Definicdo 3.6 Seja f: U C R" uma fun¢do em que U = Dom(f). Seja a € R” tal que para todo r > 0 temos
que B(a,r)NU # 0 e assuma que ¥ : (0,r) — U é uma curva definida no 0 e tal que y(0) =a .
Dizemos que L € R é o limite de f(x) quando nos aproximamos de a ao longo de 7, e 0 denotamos por

lim f(y(1)) = L,

t—0

se para todo € > o existe um 6 > 0 tal que

sexelU e 0<r<d entdo |f(y(r))—f(a)| <e.

m Exemplo 3.6 * Seja y(t) = (¢,#*) uma curva e considere a fungio f(x,y) = x> — cds(xy). Calculamos
lim(fo7)(t) =lim £(z,1*) = lim(t* — cos(£*)) = — 1.
t—0 t—0 t—0

* Considere a funcio
2_.2

f(xy): ﬁ se (Xy)%(OO)

7 0 se (xny=

Observamos que f(0,0) = 0, entdo, se

lim X 0
o (Oof( y) =

a fungio é continua. No entanto se consideramos as curvas 7;, % : R — R? definidas por
n()=(0) e 1) =(01)
limy; () = (0,0) = lim p»(¢)
t—0 t—0
No entanto
lim(fon)(r) =liml =1he Lm(fop)(r)=lim-1=—1
Como estes limites sao distintos, nao pede existir o limite

lim X
L (Oof( ,Y)-

* Considere a fungéo

L #pose (%)) #(0,0)
f(x,y)—{ J(; se (x,y) =

Observamos que f(0,0) = 0, entdo, se

lim X 0,
" (Oof( y) =

a funcdo é continua. No entanto se consideramos as curvas ¥;, 7 : R — R? definidas por
n() =0 e n@) =1
limy; () = (0,0) = lim s (¢)
t—0

t—0

No entanto
lim(foy)(r)=1im0=0 e hm(foyz)() ml =
t—0 t—0 —0

Como estes limites s@o distintos, ndo pode existir o limite

lim X
L f( ) Y)-
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* Considere a fungao

o B s () #(0,0)
f(xy) { J(Sy se  (x,y) =(0,0)

Observamos que f(0,0) = 0, entdo, se
lim f(x,y) =0,
(%.y)—(0,0) ()
a fungdo € continua. De fato, ja vimos acima que

2
lim -2 =0.
(x)=(0.0) 2 +

Considere as curvas i, > : R — R? definidas por
N =) e n)=(0)
lim (1) = (0,0) = lim (¢)
t—0 t—0
Entao
lim(foy)(t) =lime =0 e lim(fop)(r) =lim /&0
O = _— = O = —_ =
t—0 n 1—0 2 1—0 2 102

como era de esperar.
]

Agora vamos mostrar, na linguagem de calculo em multiplas varidveis, que se "existem os limites laterais e
sdo iguais, entdo existe o limite"

Seja f : U C R" uma fungéo em que U = Dom(f). Seja a € R” tal que para todo r > 0 temos
que B(a,r)NU # 0. O limite

lim f(x) =L

X—a

existe se, e somente se, para toda curva y: (0,r) — U tal que ¥(0) = a temos que os limites existem e sdo
iguais, isto &,

lim £((1)) = L.

t—0

Demonstracdo.. Assuma que y: (0,7) — U uma curva. Seja € > 0 entdo, como o limite existe, existe um § > 0
talque se 0 < d(x,a) < 6 temos que |f(x) — f(a)| < €. Seja entdo &' tal que [0,8") C v !(B(a,8)) (aqui
utilizamos temos queutilizar que B(a, r) é conexa por caminhos e ¥ continua). portanto, se 0 < ¢ < 6’ temos que
d(y(t)sa) < 6 deonde | f(y(t)) — f(a)| < €, mostrando que existe o limite ao longo da curva.

Por outro lado, assuma que existe o limite ao longo de qualquer curva e sdo todos iguais a L e assuma que
ndo existe o'limite na forma geral. Portanto, existe um € > 0 tal que para todo § > 0 temos que d(x,a) < § e
|f(x) —L| > €. Sejaentdo x € B(a,d), x # a e considere uma curva y: [0,1) — U definida por

y(t)=1t-x+(1—1t)(a—x).
Claramente ¥(r) € U paratodo t e ¥(0) = a, no entanto

[f(y(®)) —L| > e.

o que é um absurdo.

Alguns limites para o caso (x,y) — (0,0) podem ser estudadosmudando as varidveis do problema.
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Seja f: U — R? — R tal que (a,b) € UUJU. Entio

lim  f(ry)=L

(x,y)—(a,b)
se, e somente se, existe uma fungdo g : V C R — R tal que

|f(rcos(a+6),b+rsin(0))—L| < g(r) VO

limg(r) = 0.

r—0
Demonstragdo. Segue do teorema do confronto. |

Faremos aqui alguns exemplos de como utilizar isto.
= Exempilo 3.7 * Queremos calcular
P
im ———
(r)—(0.0) x> +y?

Sabemos que

x3-§—y4 4
B4yt x 22|V x| sl ?
212|212 PRy S Y

portanto, pelo teorema do confronto, temos que

O+ y4
1im =
(x.)—(0,0) X + y?

No entanto podemos fazer esta conta:de outra forma, podemos mudar as coordenadas cartesianas para
coordenadas polares

x <> rcos(0) y<> rsin(0).
Como (x,y) — 0 € equivalente a estudar, em coordenadas polares, o caso r — 0 temos

3, 3 3, gyd
im x2+y2 = lim - (cos(8) jrsm(e) = lim r(cos(6)> + rsin(6)*) = 0
(x,y)=>(0,0) X% 7y r—0 r r—0

Neste caso, a fungio g(r) é g(r) = r(1+r), visto que

r(cos(0)® +rsin(0)) < r+r> = g(r).
¢ Queremos calcular
sin (% + %)

()00 22+

Se mudamos para coordenadas polares
x<>rcos(B) y<> rsin(6).

temos que

sin (x2 + yz) sin (r2)
X2 +y2 — 7
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sin(r?)

—1
o)

< 1—cos (rz)

Neste caso, a fungdo g(r) é g(r) = 1 —cos(r?) e satisfaz as propriedades pedidas. Portanto

sin (x2 S yz)
1m — — 1
(x3)—(00) x2+y?

Nem sempre o argumento funciona, por exemplo, se

X2y
f(xvy) — x4+y2
entao
3 2
lim f(rcos(8), rsin(8)) = lim — COS(G)Z sin(6) —=0
r—=0 r=0 r2(r2cos(6)” +sin(0)”)

0 que faria pensar que lim, yy_,(0,0) f(, y) = 0, no entanto sabemos que este limite ndo existe, de fato, se
consideramos as curvas y;, 7 : R — R? definidas por

N =60 e n)=(r)

temos que

lim(f o) (¢) = lim 2 = 0.

t—0 t—0 7t

4
fim(Fep)(t) =lim >3 = 7

O que mostra que o limite no existe. De fato, o problema aqui € que, para r # 0 temos que

rcos(6)%sin(0)

Flreos(Bhgsin(8) = s 6 Fsin(6))

e ndo fica claro que, para r muito pequeno, a expressio seja controlada por uma g(r), pois 6 pode ser
funcad de r.
Queremos calcular

l‘ x2y2
)00 (2 +y2)2

Sabemos que este limite ndo existe, de fato, se consideramos as curvas ¥, > : R — R? definidas por

n@)=(0) e mn)=(1)

2.2
temos que, se f(x,y) = ﬁ

Tim(f o 1)(e) = lim — = 0.
t—0

1—0 12
lim (o)1) = lim - = |
(@) = e
tg% & tg%2[4 2
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Podemos ver que o limite depende da forma como nos aproximamos. Se mudamos as coordenadas
cartesianas para coordenadas polares

x<>rcos(B) y<>rsin(0).
Como (x,y) — 0 é equivalente a estudar, em coordenadas polares, o caso r — 0, temos

X’y : r4(COS(9)2Sin(9)2 . 2 2 2 s 2
(xjy)g%?o)m :lg% " :lgl(l)(cos(ﬂ) sin(0)”) = cos(0)~sin(6)

Entdo, o limite depende do valor de 8, isto é, da direcdo ou forma como nos aproximamos do (0,0).
| |

Os conceitos de limite e continuidade foram formalizados no século XIX por mateméticos como Cauchy
e Weierstrass, que buscavam rigor 16gico para as ideias introduzidas no século XVII por Newton e Leibniz.
A nocdo de limite permitiu definir com precisdo a derivada e a integral (como yeremos depois), resolvendo
paradoxos e imprecisdes do calculo inicial como, por exemplo,

* O uso de infinitésimos: Antes de Cauchy e Weierstrass, Newton e lieibniz usavam o.conceito de "quan-
tidades infinitamente pequenas" (infinitésimos) para definir a derivada e a integral. Mas ndo havia uma
definicdo rigorosa de o que exatamente eram essas quantidades. Isso gerava paradoxos e incertezas,
como: Como algo pode ser diferente de zero, mas ainda assim “infinitamente pequeno"? Pode-se cancelar
infinitésimos como se fossem nimeros reais comuns?

Essa ambiguidade tornava os argumentos pouco confiaveis do ponto de vista l6gico.

* O paradoxo da tangente: Antes da definicdo formal de derivada como limite, a tangente a uma curva era
considerada apenas geometricamente. Mas para curvas com comportamento estranho (como cusps ou
pontos angulosos), ndo era claro se a tangente existia ou como deveria ser definida.

» Paradoxo de Zeno: Os paradoxos de Zeno, como o de Aquiles e a tartaruga, envolvem a ideia de que
um movimento continuo exige completar infinitas tarefas em tempo finito, o que parecia impossivel. O
conceito moderno de limite resolve iSso, mostrando como somas infinitas (séries) podem convergir a
valores finitos.

* Problemas com séries infinitas: Sem o conceito rigoroso de limite, somar infinitas parcelas (como
numa série de poténcias ou de Fourier) levava a resultados inconsistentes ou contraditérios. Por exemplo,
dependendo da ordem da soma, erapossivel "provar'que 1 +2+3+- .- = % (ver fungdo zeta de Riemann)
algo que s6 faz sentido em contextos muito especificos e com defini¢cdes precisas de convergéncia.

* Disfungdes comicontinuidade Antes da definicdo moderna de continuidade, assumia-se que qualquer
funcdo desenhédvel era continua. A descoberta de fungdes continuas em todo lugar mas ndo diferencidveis
em nenhum ponto (como a funcdo de Weierstrass) foi chocante e s6 possivel com uma base rigorosa.






No Calculo de uma variavel, a derivada mede a taxa de variz
independente. No entanto, muitos fendmenos
Por exemplo, a temperatura em uma sala vari
temperatura e do volume. Para analisar como essa
para fungdes de vdrias varidveis.
Essa generalizag¢do permite, e
varidveis enquanto mantemos as de
Vamos comecar ampliando o con
nos permite lidar com trajetdriassnose
f:U CR" — R™, onde podere n@

de um ponto a € U, compreende
como gradiente e diferencial.

iavel, isto €, no caso em que n = 1, isto era estudado pela derivada da fun¢do no
rivada no ponto a era calculada por um limite da forma

a funcdo em relagcdo a sua unica varidvel
em de varias variaveis simultaneamente.
(x,y,2), e a pressdo de um gds depende da
S variam, precisamos ampliar a no¢do de derivada

Em Calculo de
ponto a. Lembr

da, em fung¢do de f’(a) podiamos determinar o comportamento da fung¢@o ao redor do ponto a, por
exemplo, se f’(a) > 0 falavamos de fun¢do crescente.

Este tipo de argumentos pode ser generalizado para curvas, isto é, para func¢des y: I C R — R". Aqui, como

v(t)= (), (),

podemos calular

i HED =) _ ( REEDR) B9) = 30))
t—0 t o

Com isto temos que



38 Capitulo 4. Derivacdo e Derivadas parciais

Definicdo 4.1 Seja/ um intervalo abertoe y:/ C R — R" uma curva. A derivada da funcao y:/ C R — R"
no ponto s, que denotamos por ¥ (s), é dada pelo limite

() —tim T =709

t—0 t

quando este existir. O vetor ¥ (s) é chamado de vetor tangente a curva y no ponto ¥(s).

Observamos que caso cada uma das fun¢des coordenadas ¥ : I C R — R sejam diferencidveis temos que

Y (8) = M), %(s)-

» Exemplo 4.1 * Sejay:(—1,1) — R? definida por
1) = (t,1%)
Entao
Y()=(1,21)
s Sejay: (—m,m) — R? definida por
¥(t) = (cos(t),sin(r))
Entao
Y(t) = (~sin(t),cos(r))
s Sejay: (0,1) — R? definidapor

y(t)=(t,1—1,/1—1?)

|
t) = (1,—1,a__).
* Seja y: R — R” definida por
Y(t):(alv"'aan)+t(vlv"-avn):(al+tvl7---aan+tvn)a

para(aj,...,an); (vi,...,v,) fixos. Entdo

V(@)= (v1,...,vn).

Temos visto entdo que para fungdes f : R” — R™, quando n = 1, € possivel generalizar o conceito de derivada
facilmente. Mas, no caso em que n > 1 generalizar o conceito de derivada como vimos acima nao € posivel de
forma direta: ndo podemos escrever

) — tim T = F@,

xX—a X—da

visto que ndo podemos definir por x — a pois € um elemento de R".
No entanto podemos fazer o seguinte. Considere, paracadai=1...n a curva

Y (—¢&,&) > R",  v(t)=a+te;
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onde

e,-:(O,...,O, 1 ,0,...,0)

e & > 0 é um valor adequado de forma tal que o trago de ¥; esteja no dominio de f. Observamos que %(0) = a.
Com isto, vemos que
for:(-g¢€) =R
ou seja, f o7 é uma fungdo como as que tratamos em calculo de uma varidvel e cujo grafico estd em R? Portanto,
podemos calcular a derivada (caso exista) (f o 7%)’(0) que, no caso, vai representar a inclinagio da reta tangente
ao gréfico de (f o ;) no ponto ¢ = 0.
Com isto temos a seguinte defini¢do
Definicdo 4.2 Seja U C R” um conjunto aberto, a € U e f : U — R uma fun¢ao a valores reais. Seja, para
cadai=1...nacurva

Y : (—¢€,&) = R", %(t) =a+te;

como acima
A i—ésima derivada parcial de f no ponto a é dada por

dif(a) = (foy)(0) :hmf(athe,-) —f(a)v

t—0 t

caso o limite exista. Uma funcdo é dita diferenciavel se todas suas derivadas parciais existem.

Existem varias notacdes para as derivadas parciais. Deixamos aqui algumas que poderdo ser utilizadas neste

texto

(@) = (@)= Difta)

Fazendo as contas vai ficar claro depois que calcular a derivada parcial com respeito a variavel x; € derivar
com respeito a x; considerando as outras varidveis como constantes.

Historicamente, os conceitos de-.detivacao parcial comecaram a aparecer no século XVIII, com matematicos
como Euler, Clairaut e Lagrange. O avanco dessas ideias foi impulsionado principalmente pelas necessidades
da fisica — como na formulagdo das equagdes do calor, do som e do eletromagnetismo no século XIX. As
derivadas parciais tornaram-se essenciais para descrever como grandezas variam em sistemas com multiplas
dimensaoes.

m Exemplo 4.2 Calculamos algumas derivadas parciais.
* Seja f(x,y) = + 2x%y* — 2y* entdo temos que
d

axf(xay) = E 70f(x+t7y)

d
= — (x—l—t)3 +2(x—1—t)2y3 —2y?
dt |,

= 3x%+4x’.

d

ayf(xvy) — E 70f(x7y+t)

d
= | oy = Ao
dt|—o

= 6x%y* —4y.

Por exemplo

of(1,1)=7 e 8,f(0,0)=0
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* Seja f(x,y) = xcos(y) + cos(xy) entdo temos que
d

dflxy) = o _Of(x+t,y)

—_ % » (x+1)cos(y) +cos((x+1)y)

= cos(y) —ysin(xy).
d
hflry) = — _Of(x7Y+t)
— di xcos(y+1)+cos(x(y+1))
=0

= —xsin(y) —xsin(xy).

Por exemplo
axf(077r) =—1 e 8yf(1,7l') =0

* Seja f(x,y,z) = x+ yz+xz entdo temos que

axf(xayaz) = E 0f<x+t’y72)
=
d
= —| (x+t)+yz+(x+1)z
dr t=0
= 1d+z.
ayf(x,y,z) = E Of(X,y‘HaZ)
1=
d
= — t
— t:0x+(y+ )z Rz
9zf(x,y,z) = E f(x,y,Z+t)
=0
d
= —| x+y¥att)Fx(z+1)
dt =0
= yiX.

Por exemplo

&f(1,1,1)=2, &f(1,1,~1)=—1 e a.f(0,0,1)=0

A i—ésima derivada parcial de f no ponto a pode ser calculada simplesmente derivando a funcdo f respeito
da varidvel x; supondo as outras varidveis constantes.

Como, pelo visto acima, a derivada parcial € esencialmente um limite, temos que as seguintes propriedades
sdo validas
Seja U C R” um conjunto aberto, a € U e f, g : U — R duas func¢des a valores reais e assuma
que suas derivadas parciais existem. Entao

* 9i(f+g)(a) = 0if(a)+dig(a).
* 9i(f-g)(a) =dif(a)-g(a)+ f(a) dig(a).

Demonstracdo. Primeiro observamos que, se d; f(a) existe entdo a fungéo

8(r) = fla+te;)

€ continua em 0. De fato, segue de que d;f(a) = g'(0) existe.
Agora, a prova do teorema segue de observar que
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Afte)a) = limH8atie)=(F+g)(a)

t—0 t
_ thI%f(athe;)—f(a) +g(a+te;)—g(a)
= dif(a)+dig(a).

(f-g)la+te) —(f-8)(a)
t
_ i F8)atte) ~ fla+tedg(a) | fla)glatie) ~ (£:8)(a)
t—0 t t
= i fla 18O B | i B0 i) gl

= dif(a)-g(a)+ f(a) - dig(a).

Seja U C R" um conjunto aberto, a € U e f : U — R uma funcio avalores reais. Se, por exemplo, a i—ésima
derivada parcial de f pode ser definida para todo a € U podemos considerar a funcio

dif:U—R, emque J;f:a— dif(a).

Podemos entdo calcular, por exemplo, a derivada parcialsk—esima desta funcio no ponto a, entdo obtemos
I (9if)(a)

que passaremos a denotar por
o0if (a).

Do mesmo modo, podemos considerar di0;f: U — R como uma funcéo e calcular derivadas parciais da mesma.
Desta forma, podemos continuar iterando o argumento até a ordem de derivada n e teremos uma funcao da forma

8i]~--<9i,lf:U—>R.

Definicdo 4.3 Seja U C R" um conjunto aberto, a € U e f : U — R uma fungio a valores reais. Dizemos
que f é um funcdo é dita diferenciavel de classe C* se todas suas derivadas parciais até ordem k

8,41-~-8,»kf:UﬁR

existem e sdo continuas.

= Exemplo 4.3 * Seja f(x,y) = x> +x2y> —2y?, entiio temos que
Aflxy) = 3¢ —2x°
Ahflxy) = 3y -4y
axaxf(xvy) = 6x—2y3
ayaxf(xvy) = 6x2y
axayf(x7y) = 6x2y
(

0, f(x,y) = 6x*—4.
Observamos que 0,0, f(x,y) = dydy f(x,).
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* Seja f(x,y) = x> + cos(xy), entdo temos que

A f(x,y) 2x — ysin(xy)
of(x,y) = —uxsin(xy)
0:0,f(x,y) = 2—y*cos(xy)

o f(x,y) = —sin(xy)—yxcos(xy)
ooy f(x,y) = —sin(xy) —yxcos(xy)
90y f(x,y) = —x*cos(xy).

Observamos que 0,0, f(x,y) = dydy f(x,).
* Considere a fungado

[ E se (xy) #(0,0)
f(x’y)_{ 0 se (ry)=(0,0)

Observamos que f € continua. Aqui,

_ 2 _
axf(x7y) - (X2 +y2)2 = 8xf(010) — 0
2xty
ayf(x,y) = m = ayf((),()) =0
29* (=32 4 y2
dhoif(x,y) = (Ec2+y2)3) = 60 f(0;0)=0
2x* (x2 = 3y2)
2,0, f (x, ——% = 0dydyf(0,0)=0
y yf( y) (x2+y2)3 'y yf( )
No entanto, para (x,y) # 0 temos
8x3y3
Af(xy) = —
) (2 492)°
8x3y?
2,0, f (x, = —
)’f(x y) (x2+y2)3
Mas
3
im 9,9 f(x,y) = ( li xy)
rornlooy oS o) B I 62 52)

que € um limite que nao existe. Portanto, as segundas derivadas ndo sdo continuas na origem.
* Considere a fungao

_ R e (x,) £(0,0)
f@”_{ 0 se (xy)=(0,0)

Observamos que f é continua. Aqui,
y (x4 T da2y? - y4)

ax ) =
fxy) 21y

X (—y4 — 4xzy2 -l—x4)
ayf(xvy) = (xz +y2)2
hf(0,y) = -y
of(x,0) = x

Entdo, para (x,y) = 0 temos

_ im 29
%0/ (0,0) = lim == =1
DAy = Ml =1

x—0 X
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Portanto

9,9, £(0,0) # 9,0, f(0,0)

Cabe entdo perguntar quais condi¢des deve satisfazer uma fungio f : Un C R R para que

9, f(a) = diof(a).

Para responder isto temos o seguinte resultado

— de Clairaut. Seja U C R" um conjunto aberto, a € U e f : U — R uma funcio a valores

reais. Assuma que as fungdes d;d; f e d0;f sdo continuas em U, entdo
0iof(a) = ddif(a) VacU.
Demonstragdo. Primeiramente observamos o seguinte, pelo teorema do valor medio, se
he(t) = f(a+rex+te;)) — f(a+rex)
onde r é um ndmero fixo, temos que existe um ¢* € [0,¢] tal que
he(t)—h,0)=h(t*)t <  fla+te;+rey))— fla+re) =t dif(a+rep+1'e;).
Anélogamente, pelo teorema do valor medio, existe um 7€ [0, 7]
dif(a+trei+rey) —dif(a+t'e;) = rodif(atiei+re;).
Agora considere a fungdo g : [ C R~ R definida por
g(t) = [fla+1(eit+er)) — fla+re)] — [flatrtex) — f(a)]

Pelo dito acima, e fazendo ¢ = r, temos que existe um ** € [0,¢] tal que

g(t) = h(t)—h(0)
= t 8,-f(a+tek —l—t*e,-)
lzakaif(a—i-t*ei +1 ).

portanto, como 0 < #*,.¢** <t e d;d;f é continua, temos que

lim izt) = h0if (a).

t—=0 [

Fazende mesmo tipo de conta s6 que agora escrevendo g como

gty = [fla+i(eiter)) — flatte)] - [f(atre) - fla)

chegamos a

lim 8(t) = d;of(a).

1—0 12

de onde segue que

8k8if(a) = 8,-8kf(a) YVaceU.



44 Capitulo 4. Derivacdo e Derivadas parciais

Ate agora temos visto como derivar fung¢des da forma
y:ICR—R"
ou da forma
f:UCR"—=R.
S6 resta agora ver a derivada de funcdes da forma
f:UCR"—R".
Seja U C R" um conjunto aberto, a € U e f : U — R” uma fun¢do. Observamos que, para cada x € Uy 'temos
fx) = (fi(x),..., fulx)) € RY,
Portanto, se fazemos

ftte) = f(x) _ (fl (x+tei)) = fulx)  fulx+te) —fn(x))

7 7 gooog 7

Segue disto que, por exemplo, a i—ésima derivada parcial de f pode ser definida por
dif (x) = (dif1(x),...,difu(x)) € R™.

De forma similar, podem ser definidas as derivadas superiores
Oy -+ 0y f(x) = (0 -~ dy f1(x),..., 0 -+ 9y ful)).

Como notagado, quando por exemplo.a derivada com respeito a varidvel i se repete n vezes, escrevemos
97 f(x)

entdo, podemos ter que a derivada com respeito a variavel i; se repete n; vezes. Escrevemos entdo
9+ It f(x)-

Formalizamos isto na seguinte definico.

Definicdo 4.4 Seja U C R"” um conjunto aberto e f : U — R™ uma funcido. Observamos que, para cada
x € U, temos

Fx) = (i(x);-- s fulx)) €RY,

a i—ésima derivada parcial de f é dada por

8if(x) = (8,~f1 (X), ceey 8,~fn ()C)) e R™
e as derivadas superiores sdo dadas por

ail alkf(x) — (8{1 "'3ikfl (x)v"'7ai1 alkfn(x))



Em muitos problemas aplicados, ¢ comum compor fungdes ¢
por exemplo, uma trajetéria no espaco seguida por um

comportamento da funcdo compos
Como veremos, essa versio veto . @ de
como pequenas mudancgas nas variavei ada se propagam através da composigao.

icOes tem raizes no trabalho de Gottfried Wilhelm Leibniz,
no século XVII, com sua nota
multivaridvel por matematicos

cular d;h. Observamos que

h(t+s)—h(t)

s = =
_ i S8t +5) — (fog)(t)
t—0 s
= i St +s), gt +5)) — fle1(0),- -, 8a(1))
t—0 s

Utilizando o teorema fundamental do calculo, temos que existe um ¢; € [a;, b;] tal que

f((l],...,ai_l,bi,ai+1,...,an) _f(ala"'an) — aif(ala'"7ai—17ci7ai+17'"7an)(bi_ai)



46 Capitulo 5. Regra da cadeia

Podemos inserir isso na expressdo acima e obter para z; € [g(¢),g(t + )]
Vo = tim L) 0 9) — S () a0)

s—0 S

i f(g1(t),....8i-1(),8i(t+5),8i-1(t+5)...,8n(t +5)) — f(g1(t),...,8i-1(2),8i(t),8i-1(t+5)...,8n(t +5)

i=1

L i(t+s)—gi(t
=l Y @@ (4, i1 (4 9), 2 (8 gl ) ST
S7Yi=]

s—0 S

= iaif<gl(t),...,gn(t))lim 8i(t+s) —&it)

= Zalf(gl(t)7agn(t))g;(t)
i=1
Podemos escrever isto na seguinte notacdo matricial
p 10
(e 0) =(af(e() ... dufle@®) |
gn(?)
Temos provado entao que

Seja U C R”, um conjunto aberto, f : U C R” — R uma fun¢@o que admite todas as derivadas
parciais e g : Il C R — U C R" uma curva diferencidvel. Entdo

. g, (1)
S (fe8)n) = (uf(e(®) ... Aufle))-[ = |,
8n(t)

ou, equivalentemente

%(fog)(f) = (01./)(8(1)g1 (1) + (92f)(8(1))ga(t) ++ -+ (uf)(8(t))8n(1)-

= Exemplo 5.1 s Seja f : UC R? — R definida por
flx,y) =x*+ &
e 7: R — R definida por
Y(t) = (cos(t),2sin(z))

(fen)@) = ouf(r() - (O +f(r1)- %)
= (2x+e”y2)]y(t)(—sm(t) (2yex+y )yr) - cos(t)

= —(2cos(r)+ ecos(t)+sin(t)2) sin(t) + 2sin(?) COS(Z)ecos(t)Jrsin(t)
* Seja f: U C R® — R definida por

2

fxy) =w’7
e 7: R — R definida por
Y(t) = (t,1+1,cos(t))

entao

(fon)(®) = oef(¥(®) %(6)+df(¥(t)) - %(t) + Af (¥(1) - %5(2)
= ¥'2Zlyn (1) +Bo’z )!yz () (20 Z)|yt ( sin(7))
= (141)3cos(t)* +3t(1 +1)? cos(t)* — 2¢(1 +1)* cos(r) sin(r)
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» Sejay: (a,b) — R", sejam a < s < r < b, vamos mostrar que existe * € (s,r)

17(r) = YOI < 1Y )1 (r = 5)

aplicamos teorema do valor medio em

F@&) = 17@) =yl = VRO +- -+ 3(0)2
Utilizando que

(@) =nE)N@) +---+2010) = 1() % 0)]

/ _ ( N
o 2/ (1) =1 ()*+ -+ (1) = m(s))?

Entao

/ [l7(®) = v(s)ll _
If ()] < Hy(t)—}'(S)HW(t)H =Yl

utilzando isto, junto ao teorema do valor médio que garante a existénciade umiz* tal que

[f(r) = £ ()] = /()" (r—s),

temos o resultado buscado.

Consideremos agora o caso em que

U C R*", V C R™ dois conjuntos abertos;

e f:U C R" — R que admite todas as derivadas parciais.

* g:V CR"” — U C R"” uma funcdo cujas fun¢des coordenadas g; : I C V — R sdo diferencidveis.
cacU.

Observamos que

glxr, .. xn) = (81(x15- -, %n), - - g (41 )
Por exemplo, se a = (ay, .. {,a,) podemos calcular a derivada da fungio
hi(xj) = fog(ai,...,aj—1,Xjsajs-- . ,an)

e temos, utilizando o'que foi feito acima, que

'(a;) Z oflglaiy...,an))digk(ai,...,a,) Vj=1...n.
k=1

Antes de continuar, vamos dar um nome e notagdo para o seguinte

Definicdo 5.1 Seja U C R" um conjunto aberto, e & : U C R* — R uma funcio cujas fungdes coordenadas
admitem todas as derivadas parciais. Definimos o diferencial de # como sendo a aplicagdo Dh: U C R" —
A (m x n,R definida por

dihi(a) -+ Iuhi(a)
phi@={
oihy(a) -+ Iymhy(a)

Entdo, com a notagdo introduzida acima, se b € R" temos

digi(a) -+ Ingi(a)
(Df)(b) = (A1f(b) -+ 0uf(b)) Dgla)= : :
dign(a) -+ Omgn(a)
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D(fog)(a)= (di(fog)(a), -, du(fog)(a))

Assim, utilizando os célculos vistos acima, chegamos na seguinte identidade

D(fog)(a) = (Df)(g(a))-Dg(a).
Com isto, temos provado o seguinte teorema

SejaU C R", a € U,V C R™ dois conjuntos abertos, f : U C R"” — R que admite todas as
derivadas parciais e g : V C R” — U C R" uma func¢do diferencidvel. Entdo, em notacdo matricial,

D(fog)(a) = (Df)(g(a))-Dg(a) onde a=(ai,...,an).

Em particular, se denotamos por (xp,...,x,) as coordenadas em V, por (yi,...,y,) as coordenadas em U e

g(XI,...,Xm) = (gl(xla"'axm)a'"agn(xla"'7xm))7

para todo i = 1...m temos que a entrada i—ésima de D(f o g)(a) é dada por

9y (fog)(a) = (9, f)(8(a))(dxg1)(a) +(0),f)(8(a))(dng2) (@) +-- + (9, f) (8(a)) (d;&n) (a).

e SejalU CR",ac U,V C R™ dois conjuntos abertos, f : U C R" — RF que admite todas as derivadas
parciais e g : V C R™ — U C R” uma fung¢@o diferencidvel. Neste caso, se f = (f,..., fr) entdo

(fog) = (flog?°"7fkog)‘

Como vimos antes, as derivadas parciais de (f o g) sdo

9i(fog) = (d(frog),....0ifiog))

Como cada d;(fjog) vai obedecer a regra da cadeia, podemos escrever entdo, de forma geral
novamente mesma formanotacao matricial,

D(fjog)(a) = (Dfj)(g(a))-Dg(a) onde a=(ai,...,an).

€ juntanto todas estas linhas numa matriz teremos novamente

D(fog)(a) = (Df)(g(a))-Dg(a) onde a=(ai,...,an).

onde D(f o g)(a) é uma matriz de tamanho & x m.

» Essa formulacdo matricial € fundamental para andlise de sensibilidade, otimiza¢ao em vdrias varidveis
e'teorias de controle, além de ser pedra angular para o desenvolvimento de métodos numéricos e
teoria de sistemas dinamicos.

m Exemplo 5.2 » Considere uma funcio diferencidvel f: R3 — R, f = f(x,y,2) e g : R> = R?, g(u,v) =
(gl (u,v),gz(u,\/),gg(u,v)). Entédo

D(fog)(u,v) = (du(fog)(u,v) 9u(fog)(u,v))
Df(g(u,v)) = ((9:f)(g(u,v) (of)(8(u,v)) (9:f)g(u,v))
augl(”’v) avgl(”’v)

Dg(u7v) = 8vg2(u,v) 8vg2(u7v)
avg3(u7v) avg3(u7v)
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Entao

augl(uvv) avgl(uv)
(Qu(fog)(u,v) du(fog)(u,v))=((o:f)(g(u,v) (3:f)(g(u,v)) (f)g(u,v))-| duga(u,v) Jhga(u,v) |,

aug?)(uv V) avg3 (I/t, V)

ou, equivalentemente,

Au(fog)(u,v) = (duf)(g(u,v)dug1(u,v) + (9)f) (g (1, v))duga(u,v) + (9:f)g(u,v)ug3 (u,v)

o (fog)u,v) = (9uf)(g(u,v)hg1(u,v)+ (dyf)(8(u,;v))0,g2(u,v) + (1) g(u,v)0,83 (1t ).
» Considere uma fungio diferencidvel g : R> — R dada por g(x,y,z) = x +yz e £#R> — R3 definida por
f(s,t) = (s> —t%,5,t —s). Entdo
ds(gof)(s,t) = 9g(f(s:1))-sfi(s,1) + g(f(s,1)) - Asfa(s;1) + 0:8(f(s:1))- 05 fa(s,7)
1-(25)+ (1 =5) - 1+(s)- (=1) =1
okg(f(s5,2)) - i fi(s,1) + Ag(f(s,2)) - O fa(s,1) + 9eg(f (5,1)) - 9. f3(s,1)

d(gof)(s,1) :
= 1-(=2)+(t—s)-0+(s)- (1) =—2t+2

Observamos que

De(f(5,1)) = (2:a(f(5,0)) e(f(5,1) d(fsN B ¢ W )
dsf1(s,t) 0, f1(s,t) 2s =2t

Df(s,t) = | dsfa(s,t) ifa(s,t) = 1 "0
8sf3(sat) atf3(s7t) —1 \

25—t
Dg(f(s,1))-Df(s,t) = (L t—s 5)- < 1 0 ) =(r —2t+45s)
-1 1

+ Considere uma funcio diferenciavel g : R? — R dada por
8(x,y,2) = (x+y,e" =x)
e f: R? — R? definida por
fis, 1) =@, t +5,5% +1).

Entao

s(810f)(s,1) = xgl(f(s 1)) sfi(s t)+<9yg1(f( 1)) - Osfa(s,2) +:g1(f(s,1)) - A5 f3(s1)

1-(0)+(1)-1+(0)- (=1) =

ds(g20f)(s,t) = 0ga(f(s,1)) - dsfi(s, t)+9>gz(f(s 1)) - s fa(s,2) + .82 (f (s,1)) - A5 f3(s1)
(

= (=1)-(0)+(0)- 1+ (e"*) - (25) = 25¢"

d(giof)(s,t) = xgl(f( 1)) 0f1(5,8) + A, (F(5,1)) - fa(5,8) + 0-81 (F(5,1)) - 0 fa(s,1)
= 1-2)+(1)-1+(0)-(1)=2t+1

K(g20f)(s,1) = xgz(f( 1))+ 0uf1(5,8) + Ay (F(51)) - A fa(8,8) + 0-g2 (F(5,)) - O f(s,1)
= (1)) +(0) 1+ () (1) =+ —2

Observamos que

_ (U6 aae0) dnsny_ (1 10
oatrion =Gl Satden dntom)=(4 o o)

_1 0 es -+t
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Capitulo 5. Regra da cadeia

asfl(sat) atfl(s)t) 0 2
Df(S,t): asfl(sat) ath(s7t) - 1 1
osf3(s,t) I f3(s,t) 2s 1
e
0 2t
1 1 0 1 2t +1
Dg(f(s,t))-Df(s,t):<_1 0 es2+t>' 21s } :(2se52+’ esz+t—2t>

* Seja U C R? um conjunto aberto e F : U C R?* — R uma fungio e k € R uma constante. Assuma que
existe uma fungio f: V C R?> — R tal que

F(x,y,f(x,y)) =k

Dito de outra forma, f(x,y) é definido implicitamente por F. Queremos determinar d,f e d, f. Para isto,
utilizamos a regra da cadeia. Como

Ozaxk = axF(x7y7f(x7y))

d d
= axF(x7y7f(x7y))ax+a}'F(xvyaf(xvy))a

d d
(e £0) (A (0) ot 3y (e Y )

y

axF ')y )
= 0=0:F (x5 f(6,y)) +0F (x,f(x,y))0:f Gl "R % (x,) = aFg i ;g gi
0: ayk = ayF(x;y)f(x’y))
d d
= %F(x,y,f(x,y))dfyx%—ayF(x>yaf(x>y))zyy
+0.F (x,y, f(x ))(a ()t 3, (x,7) )
% »Ys Y X Y dy Yy Y dyy
oyF (x,y, f(x,y))

= 0 — ayF(x,y,f()Qy))—I—(?ZF(x,y,f(x,y))ayf(x,y) = ayf(x’y) = aF(x y f(x y))

s Seja F(x,y,z) = x> +y°> +2>=6xy e assuma que queremos determinar d,z(0,0,1). Assumimos que z ode
ser definida implicitamente ao redor do ponto (0,0, 1) como uma fungdo z = z(x,y) tal que

F(x,y,z(x,y)) = F(0,051)= 1
Portanto
X $2yz

0,2(0,0) =
XZ( ’ ) Zz+2XZ (0,0,1)

=0.

» Vamos a provar a seguir a "férmula do tubo de Barkhausen". A formula trata quando temos trés quantidades,
que denotamos pelas varidveis x, y e z, e que estdo relacionadas pela relacdo F(x,y,z) =0 em que F é
uma funcao a valores reais. Desta forma, podemos asumir que, imlicitamente, temos definidas as funcdes

£=rf(02), y=gxz) e z=h(xy)

Isto pode ser assumido pelo menos localmente para pontos préximos de algum ponto (a,b,c) tal que
F(a,b,c) = 0 se assumimos que F ¢ de classe C! e as derivadas parciais dyF (a,b,c) # 0, d,F (a,b,c) # 0
e d.F(a,b,c) # 0 (isto pode ser visto como o teorema da fungdo implicita).

Pelo que vimos acima, aplicada a cada caso, temos

4 = df(byc)=— ‘”E’;;
oz = oh(a,b)=— EZZE;
dy = daac) =550
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Com isto, multiplicando temos,

_8yF(a,b,c) oF(a,b,c) d.F(a,b,c)
ocF (a,b,c) d.F(a,b,c) o,F (a,b,c)

(9yx)(9:2) (92y) =

* Seja f: R — R uma fungio C2. Defina

u(x,t) = f(x—at)

Entdo
ou(x,t) = —af(x—at)
Fu(x,t) = df'(x—ar)
ou(x,t) = fl(x—at))
Rulet) = f(x—at))

de onde segue que u satisfaz a equacao do calor:

dFu(x,t) = a*d*u(x,z)






Em muitas situagdes do mundo real, uma fungdo de vari
espaco, como a temperatura em uma sala ou a.altitude e
entender como a fun¢do varia ao longo dos e
longo de uma dire¢c@o qualquer?
A resposta para essa pergunta leva a noca recional, que mede a taxa de variacao da funcao
em uma direcdo especifica. Essa/derivad iza a ideia de derivada parcial e nos permite explorar o
comportamento da funcdo em qu S
Para organizar essas informagdes, erramenta poderosa: o vetor gradiente. Ele retne todas as
derivadas parciais em um dnico ap
fundamental tanto na teoria qu as aplicacdes da matematica, da fisica e da engenharia.
Seja f: U C R" — R uma doey:I C R — R” uma curva da forma

variaveis representa uma grandeza que varia no
apa topografico. Nessas situacdes, nao basta

dos, € natural perguntar: como a fungdo varia ao

Isto motiva a seguinte defini¢cdo

Definicdo 6.1 Seja U C R” um aberto e v € R" um vetor tal que ||v|| = 1. Seja f : U — R uma fungédo. A
derivada direcional de f no ponto a e na direcio de v é dada por
t —
Dof(a) — imF @) = @)

t—0 t
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quando o limite existir.

* Se f é diferencidvel, pela regra da cadeia, temos que

4
dt{,—o

f(8(t)) = Df(8(0))-¢'(0) = Df(a) v
Em particular, observamos que se v = ¢; temos que

Df(a)-e;=d;f(a).

Portanto, a derivada direcional generaliza o conceito de derivada parcial.
s Se f:U C R? — R entio todo vetor v € R? tal que ||[v|| = 1 pode ser escrito na forma

v = (cos(0),sin(0).

Portanto, a derivada direccional estd definida em funcao do angulo 6.

Definicdo 6.2 Seja U C R” um conjunto aberto, a € U e f : U — R uma fun¢ao a valores reais e assuma
que suas derivadas parciais existem. O gradiente de f no ponto a é o vetor que denotamos por

Vf<a) = (alf(a)v aanf(a))'

e Ao que parece, estamos dando, com a definicao acima, um novo nome ao diferencial da fungao f
que assume valores em R, no entanto observamos que o diferencial de uma fun¢do € uma funcio e
ovetor gradiente € um vetor. Nesse‘sentido o vetor/gradiente no ponnto pode ser visto como o valor
que assume o diferencial no ponto. No entanto, as vezes falaremos de gradiente da funcao f que é
sim o diferencial de fmas pensado como "vetor". Veremos isto com mais detalhe quando estudemos
campo vetoriais.

» Historicamente, a no¢do de derivadas em dire¢des arbitrarias evoluiu com o desenvolvimento do
célculo multivaridvelno século XIX: O vetor gradiente foi formalizado dentro da geometria diferencial
e do cdlculo vetorial, tornando-se um elemento muito importante na formulacdo de leis fisicas e
equacdes diferenciais’'em varias variaveis.

= Exemplo 6.1 +'Seja f : R? — R definida por

fldy) =2 =3+

e queremos calcular D, f no ponto P = (1,2) onde v é o vetor unitdrio dado pelo angulo 6 = 7 /6.
Calculamos

V31
f(1,2) =38 =3y|10 =3, 9f(1,2)=-3x+2|1p=1 e v= ( -

22
Entao
Vf(xy) = (3 =3y, —3x+2) = Vf(1,2-(-3,1),

va<172) = <_371>' <\£§’;) = 1_;\6

* Seja f : R? — R definida por

fl,y) =xyz+ %cos[(x+3y—z)7r/2]
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e queremos calcular D, f no ponto P = (1,2, —1) onde v é o vetor com a mesma direcdo e sentido que
u=(1,1,1). Calculamos

d:f(1,2,—-1) = yz—sin((x+3y—2)m/2)|12,-1) = —2

f(1,2,-1) = xz—3sin((x+3y—z)ﬂ:/2)|(1721_1):—1
9. f(1,2,—-1) = xy+sin((x+3y—2)m/2)|(12,-1) =2

(1,1,1).

1
V= —
V3
Entao

Vf(x,y,2) = (yz—sin((x+3y —z)®/2),xz — 3sin((x + 3y — z)w/2), xy + sin((x +3yp—2)7/2))

= Vf(l,Z,—l):(—Z,—l,Z),
1 1
Duf(1,2,-1) = (-2,-1,2)- { =(1,1,1)) ==,
I( )= ( ) \@( ) 7
. Sejaf:IR{3—>Rdeﬁnida por

f(x,y) = xsin(yzm)

e queremos calcular D, f no ponto P = (1,3,0) onde v é o vetor. com a mesma dire¢do e sentido que
u=(1,2,—1). Calculamos

i f(1,2,—1) = sin(yzm)|2 4 =0

o f(1,2,—1) = xzmcos(yzm)|i2-1)= —7

d.f(1,2,—1) = xymcos(yzm)f(ip—1) =27

1
v=—=(1,2,—1).
6( )
Entao
V£ (x,y,z) = (sin(yzr),xz7 cos(yzm), xymcos(yzr))
= Vf(1727_1):(07_7[727[)7

\%(1,2,—1)) _

4w

va(l,z,—l):(o,—n,Zn)-( 7

Assumindo gue f : U C R é uma fungéo diferencidvel e a € U e v é um vetor em R” tal que ||v|| = 1 temos,
utilizande a notagdo de vector gradiente e assuminto que 6 € [0, 7] é o Angulo entre Vf(a) e v, que

=
=

Df(a) =V f(a)-v=[|Vf(a)l| |Vl cos(8) = |[Vf(a)l| cos(6)
De onde segue que D, f(a) assume su maior valor se 6 = 0 ou, equivalentemente, se

1
17T AL

Temos mostrado o seguinte
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Seja U C R" um conjunto aberto, f : U C R € uma func@o diferencidvel e a € U. A derivada
direccional de f no ponto a, Df,(a), assumird seu maximo valor quando v tenha a mesma dire¢do que o vetor
gradiente V f(a) e o seu menor valor quando v tenha a mesma dire¢éo que o inverso vetor gradiente Vf(a),
istoé —Vf(a) .

Pelo teorema do valor medio, temos que se g(¢) = f(a+#v) existe um ponto s € [0,7] tal que
g(t)—2(0)=¢g'(s)(t—0) & g(t)—g(0)=t(Df(a+sv)-v)=t(Vf(a+sv)-v)

Fazendo t — 0 vemos que V f(a+sv) — V f(a), portanto V f(a) indica a dire¢do de crescimento maximo

da fungdo no ponto a.

m Exemplo 6.2 Assuma que a temperatura, num ponto do espaco é dada pela funcao

3 80
1 4+x242y2 4322

T (x,y,2)

No ponto P = (1,1,—2) a temperatura ird aumentar mais rapidamente na diregdo VT (1,1;1 —2) e a taxa de
aumento "

SejaU C R" um aberto e f: U C R" — R uma funcao diferencidvel. Assuma que y: 1 C R — R" € uma
curva de nivel de f, isto é, existe uma constante k € R tal que

fly(t))=k Vtel

Neste caso, temos que

d
0= (f(n() = VS(¥(1)-Y () VL&
Isto significa que o vetor gradiente V.f (y(¢)) é ortogonal ao vetor tangente ¥ (¢) a curva de nivel y: 1 — R.
= Exemplo 6.3 * Considere o elipsoide de equacio
2 2
X 2 . %
= =3
77Ty
Neste caso,
2 2
X 7,, <
= — —-3
e

X 2
Vf(X,y,Z) = (572)’7 §Z>

A curva de nivel obtida da interce¢do com o plano y = 1 terd por equagdo

)C2 Z2

2 9
4+9

Se queremos achar, por exemplo, a reta tangente a esta curva no ponto (2, 1,3), consideramos

2 Z2

g(x,z)zz+§—2

Entao o vetor normal a esta curva, no plano y = 1, € dado por

x 2 2
Vg(x,2)|23) = <§7§Z> o) = <1,§)
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Portanto, o vetor tangente a esta reta é dado por um vetor ortogonal a este tltimo

(2

Portanto, a reta tangente a curva de nivel, é dada por

x—2 _z—3

-2/3 1

y=1 e

p

@‘Q’






1 -' - ‘ . &
. ’ \ .
‘ 7%,

7. Planos tangentes e aproximacaoes lineares

Em Cilculo de uma varidvel, a reta tangente a uma func3
linear local — corresponde, na verdade, ao termo linea
vdrias variaveis, essa ideia se generaliza: busca
geométrica € dada pelo plano tangente a superficie d
descric¢do eficiente e precisa do comportamen

Assim como no caso univaria
uma construcao fundamental: o p
e fornece uma ferramenta poderosa p
estabilidade de sistemas.

Vo contexto multivariado, ele envolve derivadas parciais
lores proximos, compreender variagdes locais e analisar

Historicamente, essas idei m desenvolvidas a partir dos estudos de séries de Taylor no século XVIII
e, mais sistematicamente, no século com os trabalhos de Cauchy, Lagrange e outros matematicos que
formalizaram o célculo diferencia ultiplas varidveis. O plano tangente e a aproximacao linear tornaram-se

ferramentas fundam:

a geometria diferencial e na modelagem de fendmenos reais.
nte, antes de comecar, vamos a generalizar o polindmio de Taylor que vimos em

1

R(n,x, A"V (x)) = mh(”ﬂ) (z)(x—a)"™!  para algum z € [a,x].
era o resto.
m Exemplo 7.1 * No caso em que n = 1 escrevemos o polindmio de Taylor 7} (x) como

H(x) = Ti(x) = ha) +H (a) (x —a) + 5H"(3) (x —a)’

para z € [a,x].
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* No caso em que n = 2 escrevemos o polindmio de Taylor 7>(x) como

(x) = T(x) = hla) +H (a) (x —a) + 5" (a)(x— @) + + ¢ (2) (x —a)

para z € [a,x].
]

SejaU C R" um aberto e f: U C R"” — R uma fungdo diferencidvel. Temos visto que o grafico da fungao é
um conjunto graf(f) C R*"!, onde um ponto desta regido é da forma

('x17"‘7-xn)f(-x17~~7-xn))
Sejaa = (ai,...,a,) € U, estudamos o que acontece para x = (x1,...,%,) € U utilizando a diferenga
f(xla"‘axn)_f(al,...,an)

Podemos pensar este problema como segue, seja € > 0 suficientemente pequendo para que a curva y: (—&, 1+
€) — R”" definida por

'}/(t):(a],...,an)—i-t()ﬂ _a17---7xn_an) €U7

esteja bem definida. Denotamos por a = (ay,...,a,).
Entdo foy:(—€,1+¢€) — Re, pelo polindmio de Taylor, podemos escrever

(for)(1) = (fon)(0) = (for)(0)(1 4O (F o 7)(s) (T 0)* + é?’”(s}-

para algum s € [0, 1].Observamos que,

(Fon)(1) = flxrr.... Ao}
(Fon)(©0) = flar,....a)
(foy)(0) = Xi(aif)(?’(s))'(xi a;)
= s=0
= éa,f(a)(xi—ai)—Vf(a)-(xl—al,... Xn— ap)
(for)(0) = ialm(s))(xl—al))
= s=0
= ¥ 0210 s —a)ls—a)
i,j=
- ¥ af@-a)s—a)
i,j=
(For)"(s) = (ilajaims)xxi—al><xj a,>>
= s=0
V90 (1)) ot ) oy — ety — ).
i\j k=1

De onde segue que

n

f(xl,...,x,,) :f(al,...,a,,)—i—za,-f(a)(xi—ai)—i—% i 3j8if(z)(xi—ai)(xj—aj)

i=1 ij=1
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b 30 () (o — )y — ) )

ij k=1
para algum s € [0, 1].
Portanto, podemos escrever
* 0 Polindmio de Taylor T (xi,...,x,) de grau 1 de f como

n

Ty xn) =T (X1, ey 2) :f(al,...,an)—|—Z8,-f(z)(x,-—a,-)

i=1

para z € B(a,r) com r < d(x,a).
* 0 Polindmio de Taylor 7;(xi,...,x,) de grau 2 de f como

FOryee,xn) =2 T(x1,. .., X,) —f(al,...,an)—&—ia,-f(a)(x,-—a,-)—i—;Azn: 9,0 f(z)(xi —a;)(xj —aj)

ig=1

para z € B(a,r) com r < d(x,a).
Por outro lado, assuma que f: U C R" — R € uma funcdo tal que

|0jdif(z)| <K VzeU, Vi,j=1...n.
Entdo, se assumimos que
d(x,a) < € <<<1 istoé, estdo muito perto um do outro

da expressao do polindmio de Taylor, tiramos que

n

f(xl,. 00 ,x,,) >~ f(a1 nooc ,Cln) G Za,-f(a)(x,- —ai)ﬁ(ez),

i=1

onde 0'(€?) ~ K&?. Portanto, podemos aproximar a funcfo f, para todo x € B(a, €), pela fungio
n
L(x1 gy Xy) = f(al, 500 ,an) din Z 8,~f(a)(x,~ —a;),
i=1

que é chamada de Linearizacao da funcio f no ponto a € U. Desta forma, temos que

FOer, )= Lxy, o vegxy) YV (x1,...,x,)  talque d((x1,...,%,),(ay,...,ay)) < €.

Em muitas situacdes, especialmente na analise de fenomenos fisicos ou na modelagem matematica, ndo
€ possivel trabalhar diretamente com uma funcdo exata. Nesses casos, procuramos aproximar a func¢ao
por expressdes mais simples que descrevam seu comportamento localmente, isto €, em torno de um ponto
especifico.

A aproximagdo linear € a forma mais simples e mais util dessas aproximagdes. Para fun¢des de uma varidvel,
isso corresponde a reta tangente: uma fungdo afim que coincide com a fun¢@o original no ponto de interesse
e tem a mesma taxa de variacdo (derivada).

Para funcdes de vdrias varidveis, a ideia € semelhante: buscamos um plano (ou, mais geralmente, um
hiperplano) que represente a melhor aproximacao linear da fun¢do naquele ponto. Esse plano tangente tem
a mesma altura e as mesmas varia¢des parciais da fungao nas dire¢des coordenadas. Em termos praticos, ele
nos permite substituir uma funcao complicada por uma férmula linear mais simples para estimar valores
proximos e analisar comportamentos locais.

Essas aproximacdes lineares sdo fundamentais, por exemplo, para:

* estimar o valor de uma funcéo em torno de um ponto conhecido;
* estudar estabilidade em equagdes diferenciais e sistemas dindmicos;
* resolver problemas de otimizag@o e encontrar maximos e minimos locais.



62 Capitulo 7. Planos tangentes e aproximacdes lineares

» Exemplo 7.2 * Seja f: R? — R a fungio é

flx,y) = e —cos(x+y),

Vamos achar o polindmio de Taylor ao redor do ponto a = (7,0), observamos que

f(m,0) = 1—(-1)=2

axf(ﬂao) ye* +Sen(x+y)’(7r.,0) =0

0y f(m,0) = xe¥+sen(x+y)|zo) =7

d; f(m,0) y’e? +cos(x+)|(z0) = —1
8y2f(77:,0) x exy+cos(x+y)\(,r70) =n?—1

8),2f(7'[70) = xye" +e" +cos(x+Y)|(z0 =0
Entao, o polindmio de Taylor de grau 2 é
D(xy) = 2+00x—m)+a(y—0)+(=1)(x—m)*+ (7% — 1)(y — 0)2 0(x £ ) (y=0)
= 24my— (x—m)2+ (2 1)y
= 22—’ 4 my+2mx—x* +(n2—1)y?
A linearizag@o da fungdo serd
L(x,y) =2+ my.

Temos entdo que f(x,y) ~ L(x,y) para (x,y) numa vizinhanca de (r,0).
* Seja f:R® — R a fungio é

f(x,5,2) = xcos(yz),

Vamos achar o polindmio de Taylor ao redor.do ponto e = (1, 1,0), observamos que

f(1,1,0) =1

d:f(1,1,0) = cos(yz)|(1,1,0/= 1

o f(1,1,0) = —xzsin(yz)|1,,0) =0
f(l 1,0) = —xysin(2)|(1,10)=0

(1 1,0O) = 0

(1 1,0) = =t sin(y2)|(1,1,0) =

2f(7,0) = —xn? sin(yz)|(1,1,0)=0
f(l, 1,0) = —zsin(yz)|(1,1,0)=0
05 f(1,1,0) ==ysin(yz)|(1,1,0) =0
yzf(l, 1,0),,= —xsin(yz) — xzycos(yz)|(1,1,0) =0
Entio, o polindmio de Taylor de grau 2 é
h(x,y) = 14+(x—1)=

A linearizagdo da fungdo serd
L(x,y,z2)=1+1(x—1)=x.

Temos entdo que f(x,y,z) ~ L(x,y,z) para (x,y,z) numa vizinhanga de (1,1,0).

A primeira consequéncia direta deste resultado € a seguinte.

SejaU C R" um abertoe f: U C R" — R uma fun¢do diferencidvel em a, entdo f é continua
em a.

Demonstracdo. Observamos, do polindmio de Taylor de grau 1, que

™=

[FCotseeesdn) = flar, - yan)| < ) 10if (2) (i — )|

Il
—_
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Tomando limite a ambos lados da expressao acima, temos que

lim |f(x1,...,x:) — f(a1,...,a,)| =0,

X—a

e, portanto, f € continua. |

Seja U C R” um aberto e f: U C R” — R uma fungdo diferencidvel. Seja a € U entdo, utilizando o
polinémio de Taylor de ordem 1, temos que para algum € > 0 e x € B(a, €) vale

F 61 %) = f @) + Y A @1, an) - (51— @)

i=1

Se denotamos por
Az(x1y. . xn) = f(X1yeeyxn) — flar,...,an), € Axi=(x;—a;), Vi=1..n

e definimos a aproximagao
n
df(xi,...,xn) = Zaif(al,...,a,,) - Ax;
i=1
temos que o erro da aproximacao dada pelo polindmio de Taylor sera

(Az—df)(x1,...,Xn).

m Exemplo 7.3 Considere o volume de um cone em fun¢do daaltura'/ e do raio r é dado por

1
V(h,r) = gn'rzh

Observamos que

2 1
dv = grhnAH— grzmh.

Suponha que temos um cone deraio » = 1 e altura 2 = 3, se aumentamos a altura num 84 e o raio num Or temos
que

T
dV’(173) =2mor+ §5h
Se procuramos ver quanto devemos variar a altura do cone caso aumentemos o raio em 8r = &5 temos que,

aproximadamente,

1 1 3
) N ==~ —0,06.
0 (100)+35h = 8h=—5;~-0,06

O valor exato, que faria AV = 0, seria aquele que pode ser calculado como segue:

1 /101\?
37r(100) (3+8h) =V(1+1/100,3+8h)=V(1,3)=n = Sh~—0,059

Vamos introduzir agora o conceito de Plano tangente. Lembramos que

(X1, Xy f (X1 s X)),y (ar,- .. an, f(ar, ... an)) € Graf(f),

portanto, se chamamos de

X1 = f(x1,.. %) € ape1 = f(al,...,an)
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e denotamos por

b] :alf(a)a 7bl’l: Vlf(a)v
temos que

1 n
Tl =35 = lon ~ (G —a1)+-~-+bn'(xn—an)+§ Z 9j9if(z)(xi—ai)(xj_aj)-
ij=1

Nos concentramos na parte,
Xn+l —Xn = by - (xl _al) +.-- 4 by (xn _an)7

e observamos que, € a equagdo de um plano em R" que pode ser escreva, de forma sintética, como
X1 =3 = V(@) (1 =), -, (o — ).

Esta equag@o recebe o nome de Equagao do plano tangente ao grafico de f no ponto a.

= Exemplo 7.4 » Determinar o plano tangente ao gréifico de f : {(x,y) € R% x*> +y% < 1} — R definida
por

flxy) =V1—-x2—y?

no ponto a = (1/2,—1/2). Utilizaando o visto acima, temos/que
1

f(1/2,-1/2) = 2

3f(1/2,-1/2) = - ——a_ N7

x 2 - m@/z,—lﬂ)_ 2
B I __!

ayf(1/27 1/2) - \/m(l/g—lﬂ) ﬂ

Portanto, a equacdo do plano tangente

1 1 1 1 1
B——r <x—§)—%<y+f) = V2z+x+y=1

V2 V2 V2N 2
* Determinar o plano tangente-ao grafico de f : R?toR definida por
f(x,y) 7%y
no ponto @ = (2,4). Utilizaando o visto acima, temos que
f(2,4) = <12
hf(24) = 2x|(2,4) = =4
3yf(274) = —2)’|(2,4) =8

Portanto, a equagdo do plano tangente

72— (—12)=—-4(x—-2)-8(y—4) = z+4x+8y=28.

]
SejaU C R" um aberto e f: U C R"” — R uma fungéo diferencidvel em a = (ay,...,a,). Para
toda curva diferencidvel y: (—¢&,€) — U uma curva tal
Y(O) = (a] P 7an)

Entdo, se 7: (—¢&,€) — R" é a curva definida por

() = (v(2), f(v(t)) ) € Graf(f).
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temos que
7(0) ¢ paralelo a equagio do plano tangente ao grafico de f em a.

Demonstracdo. Da equagao do plano tangente temos que

N = (01f(a),...,0nf(a),—1)

é o vetor normal. Como
n-7(0) = iaiﬂamm —(fop)(0) =0,

Temos provado o que queriamos mostrar. |

O plano tangente é entdo um plano que intesecta a gréfica de f no ponto (a, f(a)) e que é paralelo a todo
vetor tangente a superficie no ponto a.

No caso em que a fun¢do é dada implicitamente, isto €, quando lidamos com um conjunto da forma
€ ={(x1,...,%:) €R" h(x1,...,x,) =0},

podemos assumir que, ao redor de um ponto (ay,...,a,) € % temos que existe um conjunto U C R"~! tal que
(Cl],...,an_1) eUe

Xn = f(x1,...,x,—1) de forma tal que(xys. .., &p—1,f (@1, 0e5%,-1) €F

Pelo que vimos acima, junto a derivagdo implicita, temos que

8,-h(a1 A - ,an)

3if(a1,. oo ,an,l) = —m,

Portanto, a equagdo do plano tangente serd
n—1
Xp—Qy = — Z dif(ay,. wyln—1) (X —ai),
i=1
7que podemos reescrever. como

dih(ay,...,ay)(x;i—a;) =0.

-

Il
—_

n—1
dnh(ay,. .\ an)(x, —ay) = — Z dih(ay,...,an)(xi—a;)) =
i=1

ou, sintéticamente como

Vh(a,...,a,) - (x1 —ai,...,x, —a,) =0.

Considere o grafico da fungdo f: U C R” — R,

Graf(f) = {(x1,-- - Xn,%ns1) ER™ dy = 1,0 x)}
Se definirmos,
F(x1,- X0 Xnt1) = Xnt1 — f(X1, -, Xn)

Entdo, a equagdo do plano tangente a f em (ay,...,a,), descrita anteriormente, pode ser em fungdo do
resultado anterior como

VF(ala"'vanvan+l) . (Xl — A,y Xp — dpy X1 _an+1) =0

onde a,+1 = f(ai,-...,ay).
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= Exemplo 7.5 * Considere a superficie definida por
S ={(x,y,2), 2x* +3y* — 42 = 1}.
Vamos determinar o plano tangente no ponto (—1,1,—1). Para isto observamos que
h(x,y,2) =2x* 43y —422—1 = Vh(x,y,z) = (4x,6y,—8z) = Vh(—1,1,—1)=(—4,6,8).
O plano tangente a superficie no ponto (—1,1,—1) serd
(—4,6,8) - (x—(—1),y—4,z—(-6))=0 = 4x—6y—8z=20.
» Considere o grifico da fungdo f: U C R?> — R, definida por f(x,y) = yx?,
Graf(f) = {(x,5.2) €R®, 2=’}
Se definirmos,
F(x,y,2) =z—x% = VF(x,y,2)=(—2xy,—x*,1).
Entdo, por exemplo, a equagio do plano tangente a f em (1, ~2), é dada por
VF(1,-2,f(1,-2)) - (x—1,y+2,z— f(1,-2)) =0 = VFE{1,-2,-2)-(x—1,y+2,z4+2)=0
isto &,

(4,—-1,1)-(x—1,y+2,242) =0 = dx—p+z=4



Em muitos problemas praticos, buscamos encontrar os valore ou minimos de uma fun¢do que depende
de vdrias varidveis — por exemplo, maximize
determinar o ponto mais alto ou mais baixo de
locais ou pontos criticos.

No caso de fungdes de uma varidvel, o céle

Além disso, assim como no
a natureza desses pontos critico
derivadas a serem considerada:

ecamos com as definicdes

Definicdo 8.1 Seja U C R" um aberto,a € U e f: U C R" — R uma fun¢fo. Dizemos que
e f tem um minimo local em a se existe um £ > 0 tal que

fla) < f(x) VxeB(a,e)
e f tem um minimo absoluto em « se

fla)<fx) VxeU
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* f tem um maximo local em « se existe um € > 0 tal que
fla) = f(x) VxeB(ae)

¢ ftem um maximo absoluto em a se
fla)= f(x) VxeU

Os valores de maximo ou minimo global de uma fun¢do s@o chamados de valores extremos

Obs. Os valores de mdximo ou minimo global séo também valores de maximo ou minimo local.

Teorema 8.1 SejalU C R" um aberto,a € U e f: U C R" — R uma func¢ao diferencidvel. Assuma que a € U
¢ um ponto de maximo ou minimo global, entdo V f(a) = 0.

Demonstragdo. Sejav € R" um vetor e a € U. Como U ¢ aberto, existe um€ > 0 tal.que %.(¢) : (—€,€) — U,
7,(t) = a+tv, estd bem definida. Considere a fungdo diferencidvel g, =: (—€,€) = R

&v(t) = fla+1tv).

Observamos que, se por exemplo, a € U é um minimo local.para f entdo 0€ um minimo local para g,. Segue
disto que

0=2g,(0) =v-Vf(a).
Mas, isto vale para qualquer v, entdo V f(a) = 0. [ |
m Exemplo 8.1 » Considere afuncdo f: R? — R definida por
fxy) =2 +y" +1

Observamos que Vf(x,y) =/0,0) se, e somente se, (x,y) = (0,0). De fato, este ponto é um ponto de
minimo, visto que, para todo (u,v) € B((0,0),r) temos que

1= fO,00< f(u,v) = 1 +u +1*.

Nao hé outros pontos de’'maximos ou minimos pois o gradiente nao se anula em nenhum outro ponto. De
fato, o ponto (0,0) & um ponto de minimo global pois todos os valores de que f assumem sdo maiores do

que 1(0,0).

* Considere a fungdo f : R?> — R definida por

flxy)=2-x"—y
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Observamos que Vf(x,y) = (0,0) se, e somente se, (x,y) = (0,0). De fato, este ponto é um ponto de
méximo, visto que, para todo (u,v) € B((0,0),r) temos que

2=£(0,0) > f(u,v) =2 —u* >

N2o ha outros pontos de maximos ou minimos pois o gradiente ndo se anula em nenhum outro ponto. De
fato, o ponto (0,0) é um ponto de méximo global pois todos os valores de que f assumem sdo menores do
que f(0,0).

Definicdo 8.2 Seja U C R" um aberto e f : U C R" — R uma funcéo diferenciavel. Um ponto a € U é dito
um ponto critico de f se Vf(a) = 0.

m Exemplo 8.2 Nem sempre 0s pontos criticos s3
a fungio f : R? — R definida por

aximos ou de mpinimos. Por exemlo, considere

f(x,y) = xy.

Observamos que

Vixy)=mx) Vi, 0, (x,¥) = (0,0).
Neste ponto f(0,0) = 0, no enta ) ndo é ponto de maximo nem minimo, de fato, para 0 < u,v <<< 1
temos que

f(uvu) =
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Definicdo 8.3 Seja U C R" um abertoe f: U C R" — R uma funcio diferencidvel. Um ponto de sela ¢ um
ponto a € U que satisfaz

* Vf(a) =0 (isto é, a é ponto critico).

* existe uma bola aberta B(€,a) C U e pontos x,y € B(€,a) tais que

f(x) < fla) < f(y).

Um ponto de sela € um ponto onde o gradiente se anula e, no entanto, ndo € maximo nem minimo local.
Seja U C R um aberto, a € U e f: U C R" — R uma funcio diferencidvel de classe C%. Assuma que
Vf(a) =0e que v € R" é um vetor qualquer tal que ||v|| < € << 1. Do polindmio de Taylor; temos que

=0

,—/\ 1 n . 1 n
fla+tv) = f(a)+Vf(a)v+ 3 Y 00if(a)vivj+ 3 Y, 0:9;0kf(a+sv)vivvi.

i,j=1 iyj k=1
Observamos que se
didif(a) -+ diduf(a)

v:(vl,...,vn) € Hf(a): : .. :
ondif(a) -+ d.0if(a)
podemos escrever
n
Z 9:0,f(a)vivj =v Hy(a)v
i,j=1
e, portanto, para o caso em que € << 1 temos

fla+tv) ~ f(a)+ va(a)vT

Definicdo 8.4 Sob a notagdo acima, a matriz
did1f(a) -+ Aduf(a)
Hy(a) = : gy :
dpdif(a) -+ 0udif(a)
¢ chamada de matriz Hessiana

Pelo teorema de Clairaut temos que a matriz Hessiana € simétrica. Por um resultado que serd visto em
4lgebra linear, temos que existe uma matriz O (tal que O” O = I) e uma matriz diagonal D (cujas entradas sdo os
autovaloresde H(a)), as duas de tamanho n x n, tais que

A -0
p=(: - ] ¢ opo"=Ha)
0 - A,
portanto, se vO = (wy,...,w,) temos que

fla+t) :f(a)—i-zn:?ti w[2
i=1

Analizando isto, vemos que
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* Se todos os autovalores A; de Hy(a) sao positivos, entdo, para qualquer escolha da direcdo de v (||v|| << 1)
temos que

fla+w)> f(a)

e f tem um minimo local em a.
* Se todos os autovalores A; de Hy(a) sdo negativos, entdo, para qualquer escolha da dire¢ao de v (||v|| << 1)
temos que

fla+w) < f(a)

e f tem um minimo local em a.
* Se os autovalores de Hy(a) sdo positivos e negativos, entdo existem dire¢des nas quais

fla+tv) < f(a) ou fla+tv)> f(a).
Segue entdo que f tem um ponto de sela em a.
Seja U C R” um aberto, a € U e f : U C R” — R uma funcio diferencidvel de classe C2.
* Se todos os autovalores de H(a) sdo positivos, f tem um minimo local em a.

* Se todos os autovalores de Hy(a) sdo negativos, f tem um minimo local em a.
* Se os autovalores de Hy(a) sdo positivos e negativos, f tem um ponto de sela em a.

Seja U C R” um aberto, a € U e f : U C R? — R uma funcio diferencidvel de classe C2. Sabemos que
existe uma matriz O tal que

M0\ r (difla) ddf(d)
0(01 1)0 —<a§aif<a> ala§f<a>>

Entdo, calculando determinante aos,dois lados e utilizando que 00T =TJe, portanto, det(O) det(OT) = 1 temos
que

My = det(Hp(a)) = 0101 f(a) 02 f(a) —(0102f(a))*

Entdo se os autovalores sdo, simultineamente, positivos ou negativos temos que det(Hy(a)) > 0. Caso os
autovalores tenham sinais diferentes, teremos que det(Hy(a)) < 0.
Se, no caso, um vetor (u1,u) foro autovetor associado ao autovalor A; de H¢(a) teremos que

0191 f(a) . 01021 (a)
(1 m)<££f@)(££f(i>( ) ha (wt +1)-

Portanto, para determinaro o sinal de A; estudamos

Ao fla) didaf(a)\ (ur)
i 10) (3o te) orontiar) (im) = duA (@) 2003 f @+ s

01 f(a 0101 f(a)d202f (a) — 219f(a)?
= 910, f(a) Kuwalalﬁa; ) +< 191f(a) 2813{](0(31)2 192f(a) )u%]
(a)

_ 10if(a) \*  det(Hs(a)) ,
= 0101 f(a) [(”H_& Af(a)" ) T Safar o f(a)? " ]
Entao, se det(Hy(a)) > 0, o valor de

 w) (ot aete) ()

acima serd estritamente positivo ou negativo se d;d f(a) for estritamente positivo ou negativo respectivamente.
Com isto, chegamos ao seguinte critério
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* Sedet(H(a)) >0e d1dif(a) <0entdo A, A <0 e todos os autovalores de Hy(a) sao negativos, portanto
f tem um maximo local em a.

* Sedet(Hs(a)) >0e d10; f(a) > 0entdo A, > 0 e todos os autovalores de Hy(a) sdo positivos, portanto
f tem um minimo local em a.

* Se det(Hf(a)) < Oentdo A; < 0e A, > 0 (ou viceversa) e, portanto, f tem um ponto de sela em a.

A discussdo acima presupde que det(Hy(a)) # 0. Se det(Hy(a)) = 0 entdo tudo precisa ser olhado com
mais cuidado e detalhe.
Por exemio, a fungdo f(x,y) = x? é um caso. Para esta funciio os pontos criticos sdo da forma (0;y) sdo

pontos de mimimo global (f(0,y) =0 < a®> = f(a,b) sempre que a # 0). Neste caso

Hf(O,y):(?, 8) = det(Hf(0,y)) =0.

Outro caso é o da fungio f(x,y) = x*> +y*. Para esta fung¢io o ponto critico é (0;0),que é um ponto de
mimimo global (£(0,0) = 0 < a*> +b* = f(a,b) sempre que (a,b) # (0,0)). Neste caso

Hf(0,0):(é 8) = det(H(0,0)) =0.

Ate agora estamos assumindo que U C R” € um conjunto aberto. No entanto, se U for fechado e limitado
(isto € contido dentro de uma bola de raio finito), temos um resultado (que ndo provaremos) que nos garante que

"se f: U C R" € continua e U fechado e limitado, entdo f assyme um valor.maximo global e um valor minimo
global em U".

Método para achar maximo ou minimos absolutos
Seja U C R" um conjunto fechado e limitado, @€ U e f: U C R" — R uma funcio diferenciavel de classe C'.
Para determinar os maximos e minimos.globais def em U
* Encontrar os pontos criticos de [f. em U e os valores que f assume nestes valores.
* Determinamos os maximos,e minimos de f na fronteira de U.
O maior dos valores obtidos € o maximo de f e o menor é 0 minimo de f.

= Exemplo 8.3 » Considerea funcdo f : R> — R definida pela expressio
flx,y) =x*4+y* —d4xy™1
Observamos que
Vi (x,y) S(4> = 4y,4y° —dx) = (* = y,° —x)

Portanto Vif = 0 se,

PX=x" = xx*-1)=0 = xe{0,1,-1}.

Portanto,

Vf(xvy):() — ()C,y)E{(0,0),(],l),(—l,—1>}
Calculamos agora a Hessiana

1222 —4
Hf(x’y):<—4 12y2>

e observamos que
det(H;(0,0)) = —16<0 = ftemum ponto de sela
det(H(1,1)) 128 >0, df(1,1)=12>0 = f tem um ponto de minimo local

det(Hr(—1,—1)) = 128>0, d{f(1,1)=12>0 = ftem um ponto de minimo local
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+ Considere a fungdo f : R?> — R definida por (
fxy) =* —2xy+2y,
e queremos achar os valores de maximo e minimo no retangulo
R={(x,y) €R? x€0,3], y€ [0,2]}
Para ver isto calculamos primeiramente os pontos criticos,

Vfxy) = (2x—2y,-2x+2) = Vf(x,y)=(0,0) <

Como

men=(2 F) = det,)

temos que o ponto critico € um ponto
Observamos que
- Nos pontos da forma (x,0) temos que

f(x,0) = x? ini x =0 e um maximo em x = 3.

Nestes casos, f(0,0) =
- Nos pontos da forma (x,2)

tem um minimo em y = 0 € um maximo em y = 2
=0e f(0,2) =4.
orma (3,y) temos que
=9—4y = tem um minimoem y =2 e um maximo em y = 0

Nestes casos, f(3,0) =9e f(3,2) = 1.
ant; no retdngulo R temos um maximo em (3,0) e um minimo em (2,2) e (0,0).
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+ Considere a fungdo f : R?> — R definida por

Floy) = e G0
e queremos achar os valores de maximo e minimo no primeiro quadrante
R={(x,y) €R* x>0,y>0}

Para ver isto calculamos primeiramente os pontos criticos,

VF(xy) = (—2(x—1),=2(y— 1)e” =01 5 Vi(x,y) = (0,0) & @,y) =(1,1) R
Como

(2+4(x— 1) =D 4x—1)(y— Demte=D~0-1)
1 2

Hf(x,)’)=<4(x_1)(y )e ( ) —(y—1)? (—2—|—4(X 1) )e 2_(y— 1)> = dCt(Hf(l,l))=4>0

Como 92 f(1,1) = —2 < 0 temos que o ponto critico é um ponto de maximo. Neste.caso f(1,1) =1
Entao estudamos a fungdo na fronteira do conjunto. Observamos que
- Nos pontos da forma (x,0) temos que

—(x—1)2— 2 a0 . .
f(x,0)=e (=1=1" = tem um méximoemx = 1'e ndo h4 pontos de minimo.

Neste caso, f(1,0) =e L.
— Nos pontos da forma (0,y) temos que

2 o = 2 s
f(0,y) = e 07Ul = tem ummadximo em y = 1 e ndo h4 pontos de minimo.

Neste caso, £(0,1) = el
Comparando os pontos temos que (1,1) é um méaximo global visto que para ||(x,y)|| suficientemente
grande os valores de f estdo proximos de 0.
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9. Multiplicadores de Lagrange

Até agora, estudamos méaximos e minimos de fun¢des defi
fechados e continham uma bola aberta em seu interio
minimos de fun¢des quando existem restrigoes

Em muitos problemas praticos, € necessario en
a condi¢des adicionais — por exemplo, otimiz
area de uma figura com perimetro
extremos nao ¢é suficiente, pois prec

njuntos que geralmente eram abertos ou

étodo classico de derivadas parciais para encontrar
ta as restricdes que limitam o dominio possivel.

E justamente para esse tipo de pr urgem os multiplicadores de Lagrange, uma ferramenta
poderosa para lidar com otimiz b restricdo. A ideia central consiste em transformar o problema restrito
em um problema sem restricao rporando as condigdes limitantes a fungdo objetivo por meio de varidveis
auxiliares chamadas multiplica s. Assim, podemos encontrar os pontos criticos da fungdo Lagrangiana, que

incorporam as restri¢des de forma te e sistematica.
Portanto, se tem fungdo f : U C R" — R, o vinculo pode ser descrito como um subconjunto S C U e
a funcdo da qual os extremos nada mais € do que a fungdo restrita f|s : S — R que é definida por

ser bem dificil de ser estudado. Bésicamente, o problema estd no dominio S. No entanto,
a simplifica¢@o. Nesse sentido vamos a considerar S como sendo uma superficie de nivel

R" um aberto e f, g: U C R" — R funcdes diferencidveis. Assuma que a € U um ponto de
minimo de f (quando restrita a S) tal que Vg(a) # 0, k = g(a) e a superficie de nivel

S={xeU, g(x)=k}.

Claramente, a € S. Se 7: (—€,€) — R”" é uma curva tal que y(0) =a e y(r) C S paratodot € (—¢,¢€). Entdo

d d
Ego’y(t) = Ek— 0.
Portanto,

0=4407(0) = Vgla) 7 (0).
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Se f, quando restrita a S, tem um méaximo em a, entonces f oy tem um maximo em ¢ = 0. Entao

d
0= Zforn)| =Vi(@)-7(0).

=0
Entdo, para toda curva y: (—¢,€) — S C R” temos que
Y(0) LVg(a)=0 = Vf(a) LY(0)=0.
Portanto, como Ag(a) # 0, temos que existe um A € R tal que
Vf(a) = A-Vg(a).
Temos provado o seguinte resultado

SejaU C R um aberto e f, g: U C R" — R funcdes diferencidveis. Assuma que a € U um
ponto de mdximo ou minimo de f (quando restrita a S) tal que Vg(a) # 0, k = g(a) e o superficie de nivel

S={xeU, g(x)=k}.
Se f, quando restrita a S, tem um maximo em (ay,...,a,) € S( ou minimo), entdo existe um A € R tal que
Vf(ay,...,ay) =AVg(ay,...,a,).

Com isto temos desenvolvido o seguinte método para achar maximo ou minimos para fungdes restritas a
vinculos:

Método dos multiplicadores de Lagrange

vinculo da forma g(xi,...,x;) =k onde g€ uma func¢do tal que Vg|g # 0.
* Encontrar todos os pontos (xj;...,x% )€ S e A € R tais que

Vi(ai,...,ay) = AVglai,...,a,).

minimo.
O maior dos valores obtidos € o mdximo de f e o menor é 0 minimo de f.

Seja f : U C R” — R uma fungdo. Quéremos determinar os pontos (xp,...,x,) que satisfazem uma condi¢do de

* Avaliar f em todos os pentes obtidos. O maior destes valores corresponde a um maximo € 0 menos a um

Historicamentes o método foi desenvolvido por Lagrange no século XVIII, como parte de sua obra sobre
calculo de variagdes e mecanica analitica. Desde entdo, tem se tornado fundamental em diversas dreas da
matemadtica aplicada, economia, engenharia e ci€ncia da computagdo, devido a sua capacidade de tratar
problemas complexos com multiplas restrigoes.

» Exemplo 9.1 * Seja f : R? — R definida por
fxy) =2 +y*.
e considere
S={(xy), y—x=1}
Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange para

glx,y) =y—x,
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temos
V) =AVewy) = @)=ACLD = {22 s a=n

De onde tiramos que
l=y—x = 2y=1,

de onde segue que o Unico ponto possivel é
P=(-1/2,1/2)

Como f(1/2,—1/2) = 1/2 e, por exemplo, f(0,1) = 1 temos que P é um ponto de.minimo relativo a S.
Seja f : R? — R definida por

fxy) =x.

e considere
S={(x,y), ¥*+2y* =3, xR}

Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange para
gx,y) = +2y° =3,

temos

X =
y:

ok~

Vix,y) =AVg(xy) .= (1,0)=A102x4y) = {

De onde tiramos que
g(x,00=0 = =3 = x=+V3,
de onde segue que o Unico ponto possivel é
P=(—43,00. e 0= (V3,0

Como £(+/3,0) = /3, temos que P é um ponto de maximo e como f(—+/3,0 = 1 temos que Q é um
ponto de'minimo de f relativo a S.

Supenha que queremos achar o volume da maior caixa retangular de superficie igual a 10 u.a. Para isto
seja f : R3 —'RR, a funcio volume, definida por

F(x,y,2) = xyz.
e considere

§={(x2), 2(xy+yz+xz) = 10} = {(x,2), (xy+yz+xz) = 5}
Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange para

8(x,y) = xy+yz+xz,
temos

Vflx,y,z) =AVe(x,yz) = (z,xz,xy) =A(y+z,x+2,x+Y)
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yz = Aly+z)
= xz = Alx+2)
xy = Alx+y)

Observamos que x # 0 pois ndo haveria volume. Analogamente y £ 0 e z % 0.Fazendo os quocientes
correspondentes, temos

y_Yyz_y+z

4 . = +2)=x(y+z) = x=
o xis y(x+2z) =x(y+2) x=y

Andlogamente
Z Yy Ytz
—=—=— = zlx+y)=x(y+tz) = x=z
. s (e +y) =x(y+2)

De onde tiramos que x =y =z¢
5=3x* = x=4/5/3,

de onde segue que o Unico ponto possivel é

P = (\/%’ \/%7 \M)
Como f(~/5/3,1/5/3,1/5/3) = (1/5/3)* e f(/5,4/5,0) =0 temos que o ponto P é um ponto de

maximo de f quando restrito a S.



10
11
12
13

14

15

16
17
18

Integrais sobre regides do plano ..... 81
Integrais sobre regides do espagco ... 99
Mudanca de variaveis em integrais . 111

Integrais duplas em coordenadas polares
121

Integrais triplas em coordenadas cilindri-
oo T 127

Integrais triplas em coordenadas esféricas
131

Integral aolongodecurvas .......... 135
Superficies parametrizadas ......... 145

Integrais de superficie .............. 151






infinitesimais contribuicdes de uma fungdo sobre u
superficies, massas, centros de massa, ou mest

Historicamente, as integrais i
de matemadticos como Euler e Lag
Posteriormente, Cauchy e Riemann fo

moderno.
Assim, as integrais sobre r doiplano sdao fundamentais para modelar e resolver problemas reais que

envolvem grandezas distribuidas no espaco, como fluxo de liquidos, densidade de material e outras aplicagoes

em fisica, engenharia e economia.
Vamos comecgar do da integral para regides retangulares e depois generalizaremos para outro tipos de

regioes.

coes criamos uma particao de R em pequenos retangulos
' X Py ={Rjj = [xi—1,x] X [yj—1,y;], V0<i<n, 0<j<m}
Denotamos por
Axi=xi—xi1 e Ayj=y;—yj-1 V0<i<n 0<j<m,
e definimos a amplitude da particao P por
A =max{Ax;, Ay;,0<i<n, 0<j<m}.
Observamos que pedir

A — 0 € equivalente a pedir Ax; -0 e Ay; —0.
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Capitulo 10. Integrais sobre regiées do plano

Seja f : R — R uma fun¢do e considere os nimeros

inf  f(x,y)

su X,
(x,y)ER;j p S)

(x,9)€R;j

mi; = € M,'j:

Com isto, chamamos de soma superior de Riemann a

n

Y MijAxiAy;
i=1

Ummzi

e de soma inferior de Riemann a

m n

U(f,P) =YY mijAxAy;

j=li=1

A Integral superior de Riemann é
U(f) sup  U(f,P)
P particao de R

e a Integral inferior de Riemann ¢

L(f) L(f,P)

= inf
P particao de R

Sejam P e P’ duas parti¢des de R tais que P C P'. entdo

L(f,P)<L(f,P) e U(f,P)<U(f,P).

Demonstragdo. Isto segue, escencialmente do fato que,

inf f(z) <inff(z) e supfi(z)<supf(z)
ZEB ZEA zcA 7€B
Entdo, por exemplo, se R|, R, EPe R=R,UR> € P’

;glgf(z) -Area(R) < ZiEanl f(z)#Area(Ry)

inf
+ ZlenRz f(z

se A/C B entdo

)-Area(R;)

sup f(z) -Area(R;) + sup f(z)-Area(R)) < sup f(z) - Area(R).

ZER ZERy ZER

De onde segue que

L(f,P)S L(f.P), e” U(f,P') <U(f,P).

Se P =P, x P, e P = P| x P, sdo parti¢des de R entdo

L(f,P) <U(f,P).

Portanto L(f) < U(f)

Demonstragdo. De fato, seja P = PiUP| e Py = P, UPy entdo construimos a parti¢do de R dada por P’ =
P{' x Pjl. Neste caso dizemos que P” é um refinamento de P e P'.

Com isto

L(f,P) <L(f,P") SU(f,P") < U(f,P)
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Definicdo 10.1 Seja f : R — R uma fungdo sobre R = [a,b] X [c,d]. Dizemos que a funcio f é Riemann
integravel em R se U(f) = L(f). Neste caso U(f) = L(f) recebe o nome de integral dupla de f sobre R ¢
o denotamos por

U(f)=L(f) = [[ aa.
R

Seja f : R — R uma fungdo limitada definida em um retingulo R = [a,b] x [c,d]. Entdo f é
Riemann integrdvel se, e somente se, existe uma particao P de R tal que

U(f/P)_L(f7P) <E€
para todo € > 0, .

Demonstracdo. Asssuma que f € integravel entdo, dado € > 0 existem parti¢des P, P’ tais que

L(f) -5 SL(LP) e UGP)SUR)+2

Seja P” um refinamento das parti¢des P e P, isto é, uma parti¢do P” que contém todas as subdivisdes de P e P/,
temos que

L(f)— £ SL(F,P) SL(f,P") SU(S,P") SU(S P SULS) B

deonde U(f,P")—L(f,P") < e.
Por outro lado se para cada € existe uma particdo Pde R talque U(f,P) — L(f,P) < € temos que

U(f) SU(f,P)—L(f,P)+L(f,P) = e+ L(f,P) < & L(f).
Como € pode ser arbitrariamente pequeno temos.que U(f).< L(f). De onde segue que U(f) = L(f). |

Seja f : [a,b] x [c,d] — R uma fung¢do continua. Entdo, f é Riemann integravel.

Demonstracdo. Assumimos, sem demostragao; o seguinte fato: Como f é continua em um conjunto fechado e
limitado de R?, ela é uniformemente continua, isto significa que, dado € > 0, existe § > 0 tal que, para quaisquer
(x1,31), (x2,¥2) € [a,b] x [c,d] com

\/(xl —x2)2 =) < o

tem-se

|fx,310) = f(x2,92)] < (b—a)g(d—c)'

Dividimos [&,b] X [c,d] em uma grade de subretdngulos de tamanho no médximo & em cada direcdo. Ou seja,
tomamos uma particao

Pi=P x P ={R;j = [xi—1,x] X [yj—1,¥]}

tal que cada subretangulo R;; tem didmetro menor que §. Como f é uniformemente continua, teremos, na
notagao introduzida acima, que

€
M =il < G ay@—a
Com isto,
€ : €
|U(f,P)—L(f,P)| < (CERICED) -area(R) = b—a@d=o “(b—a)(d—c)=¢.

Aggora, o resultado segue do teorema anterior.
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Seja f : R = [a,b] X [c,d] — R uma fun¢@o integrivel e

b—a
P a<xp<x<---<x,=0b talque — =x,—x_1 Vi=1l...n
n

c .
P: c<yy<y<-<yn=d talque —=y;—y; | Vj=1l...m
m
€, com estas particdes criamos uma particdo de R em pequenos retangulos como acima. Aqui

b—a
Ax,-:x,-—x,',l =

—d
€ ij:yj'—yjﬂ:Ci VO0<i<n, 0<j<m,
m

considere agora uma familia de pontos
Z={zjj= (%,yj) €Rij, 0<i<n, 0< j<m}
e defina soma de Riemann de f relativa a particao P e aos pontos z;; pela expressdo.
faPZ ZZszJ AXA)’]
j=1li=1

Observamos que cada termos f(z;;)Ax;Ay; € o volume de um paralelepipedo de base Ax;x Ay; e altura
f(zij). Neste caso temos que

L(f,P) <S(f,P.Z) <U(f,P)

Portanto, seja { (P, Zx), k € N} uma familia de particdes P, de R munida de pontos médios Z; e de forma
tal que Ay — 0. Entdo, como f € continua g, portanto, integravel, temos que

lim S(f, P, Z2) < lim U(f, ) = Hf dA.
(&)

lim S(f,P,Z4) > lim L(fB) = ﬂf dA.
de onde

lim S(f, P, Z4) f £ dA.

Embora, do ponto devista tedrico, o cdlculo da integral por meio do limite acima seja dificil (como veremos
em alguns exemplos a seguir), do ponto de vista computacional, € justamente esse limite que nos permite
calcular integrais com.o auxilio de um computador, quando ndo é possivel fazé-lo de forma analitica.

Além disse, essa expressdo nos ajudard, no futuro, a interpretar certas somas de Riemann como integrais —
por exemplo;no calculo do fluxo de um campo vetorial através de uma superficie.

= Exemplo 10.1 * Seja a regido [0,a] x [0,5] C R? e a fungdo f : R — R definida por f(x,y) = k para k
uma constante.
Considere as particdes

ia
Pl: a<xp<x1<:---<xp=b talque x;=— Vi=0...n
n

ib
P: c<yy<yi<:---<yn=d talque yj:J— Vj=0...m
m
e, com estas parti¢cdes criamos uma particdo de R em pequenos retangulos
P:=P x Py ={R;j = [xi—1,%] X [yj-1,¥], 0<i<n, 0< j<m}

Z={z;j=(xi,yj) €Rij, 0<i<n, 0< j<m}
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Entao

ST = fi ZUMyJ_k@M)(iml—m):k.a.b,
j=li= J=0

i=0 n mn

Como isto vale para toda parti¢do, temos que

j fdA=k-a-b.
R

* Seja aregido [0,a] x [0,b] C R? e a fungio f : R — R definida por f(x,y) = kx para k uma/constante.
Considere as parti¢des

ia
Pl: a<xp<x1<:---<xp=b talque x;=— Vi=0...n
n

P: c<yy<y1<---<ynp=d talque y,-z% Vji=0...m

e, com estas particdes criamos uma particdo de R em pequenos retangulos
P:=P x P, ={R;jj = [xi—1,x] X [yj—1,¥j], 0<i<n, 0 <y <mi}
Z={zjj= (xi,yj) €ERij, 0<i<n, 0< j<m}

Entao

S(f,RZ) =

s
-

~

Il
A,

Il
—

f(zij)AxiAy;;

kx;Ax;Ay

(i+1—)a =1 +1—J)b
o e )

_ k-d®sb (n(n—i—l)) _k-d*-b (1_1_1)
- n? 2 2 n/’

Portanto, fazendo amplitude da particdo ir para zero, que € equivalente a pedir m, n — oo temos que

I
=

~

Il

Il
—_

I
»
N
1=

SAF

(=]

I
?\TA
=to QM ;
S
N
I-
N.

k-a*b
5

ffdA:
R

No caso em que temos U um conjunto limitado de R?, sabemos que U est4 contido num retingulo R como
acima. Se temos uma funcio f : U X R, observamos que sempre podemos estendé-la a uma funcido f : R — R
que se anula fora de U, de fato, se definimos a a funcio f : R — R satisfazendo

~ | fxy) se (x,y)eU
f(x’y)_{ 0 s (i) U

temos a extensdo pedida.

Definic@o 10.2 Seja U um conjunto limitado de R? e f : U — R uma fungfo. Utilizando a notagio acima,
se f : R — R é a extensdo dada por

~ [ flxy) se (x,y)eU
f(x,y)—{ Oy se (x,i)géU
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Se existe

ff7aa

R

definimos a integral dupla de f sobre o conjunto U definimos como

ﬂfm:ﬂfm.

U R

Vamos procurar agora uma forma de calcular estas integrais. Para isso, primeiramente, vanos Ver como
simplificar a integral em alguns casos em fun¢do do dominio:

Definicdo 10.3 Um conjunto V C R” tem medida nula se para todo € > 0 existe um nidmero finito de
retdngulos Ry, ..., Ry de dimensdo n tais que V C U/;'-:]Rj e

k
Z vol(R;) < €
=1

= Exemplo 10.2 * Um conjunto finito de pontos de R” tem medida nula quandon > 1.
* O conjunto dos racionais Q C R tem medida nula
* A esfera S[a,r] C R” tem medida nula.
* O traco de uma curva ¥ : [a,b] — R” tem medida nula quando n > 2.
* [a,b] C R ndo tem medida nula.
* O conjunto de Cantor (procurar a descricao) nao tem medida nula.

Seja f : U — R uma func¢ao limitada. Se.U tem contetudo nulo entdo
jf:&
U

Demonstracdo. Assuma f > 0. Como f €limitada temos que existe K € R tal que 0 < f < K. Por outro lado,
como U tem medida nula, para qualquer € > Orteremos uma particdo P tal que

Z Area(R) <&
REP

Entao,
S(f7P7Z) SKS

deonde segue que.S(f,P,,Z,) — 0. |

Coroldrio 10.1 Seja f : U — R uma fung@o integravel e seja V C U tal que U\V tem medida nula, entdo

yjm:ﬂjm.

Os resultados acima garantem que se U = V UW é um conjunto limitado de R? tal que V N W tem medida
nulae f: U — R tal que

_ ] fiilxy) se (x,y)eV
f(x’y)_{f;(x,y) se (x,y)eW

Onde

fi(xy) = falx,y) V(x,y) eVnWw
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entio podemos escrever f como soma de fi, f>: U — R definidas por

A ={ A6 5 BT e A= { PGP & GAEY

Como V€ C W e VNW com medida 0 temos, pelo resultado acima, que

[ da= [ fras

/deA = /VfdA+/chdA
/VﬁdAJr/chsz
Aﬁw+4ﬁm.

Seja f: R — R uma fung¢ao limitada definida em um retangulo fechado R. Seja E o conjunto
de pontos de R onde f € descontinua. Se E é um conjunto de medida nula, entdo f é Riemann integravel em R.

Demonstragdo. Como E é o conjunto de descontinuidades de f, entdo f é continua em R\ E. Além disso,
sabemos que:
» Se f é continua em um subretdngulo R; de uma particdo P, a diferen¢d’entre os valores maximo e minimo
que pode assumir f em R; pode ser tornada arbitrariamente pequena ao refinarmos P.
» Se f é descontinua em R;, entdo a diferengd entre.0s.valores mdximo e minimo que pode assumir f em R;
pode ser grande, mas isso s6 ocorre nos subretangulos que contém pontos de E.
Como E € de medida nula, podemos escolher umaparti¢ao P tal que a soma das dreas dos subretangulos que
contém pontos de E seja arbitrariamente pequena e menor que € para € arbitrario. Assim, a contribui¢ao para

U(f,P)—L(f,P)

desses subretangulos pode ser controlada e feita < €.
Refinando a particdo P, conseguimos fazer

U(f,P)—L(f,P) < Ke

para K uma constante'@ € arbitrariamente pequeno, o que implica que f é Riemann integravel. |

Sejam f, g : U — R duas func¢des integriveis e ¢ € R entdo
* Se |f| é integrével, entdo

{[1r1aa>|[[ f aa
U U
* f+cg é uma fungdo integrvel e
([(r+cgyan= [[raa+e|[gan
U U U
Se f(x,y) > g(x,y) entdo

gjwzggm

* Se o conjunto limitado U € tal que U = Uy U---UU, com U;NU; = 0 e a integral de f existe para cada

L]



88 Capitulo 10. Integrais sobre regiées do plano

U; temos
n
ﬂjwzzﬂ}m.
U =1y,
Demonstracado. * Segue de observar que sempre temos

ZZf <ij AXAYJ |S(f,P,Z)|

i=1j=1

S(£1,P2) =} ). |f (zij)|Axiy; >

i=1j=1

* Segue de observar que

S(f+cg,PZ) =

(ngE

(f (zij) + c8(zij) ) AxiAy;

Il
iy

~

Il
L

n m

f(zlj)Axiij +¢c) Y g(zij)Axidy;
=il =i

I
™=
™=

= S(f PZ) +cS(8,P2)
* Segue de observar que

™=

m n o m
ZfZl]AXAyJZZZ Zl_]AXAy]

i=1j=1

» Segue de observar que podemos escrever

f=h+fo

em que

_ [ fxy) se, (xy) €U  _
A0 =75 NG e W1

Entao, como

LgﬁM:£“MA;ng

ﬁ}w:éﬂfw:iﬂjw

=Ly =1 g
|

Definicdo 10.4 Seja U um conjunto limitado e f : U — R uma fung¢ao integravel. Definimos
* a Area de U, que denotamos por Area(U), como sendo a integral da fung¢do 1 : U — R tal que
1(x,y) = 1 para todo (x,y) € U.
¢ o valor médio de f como sendo o nimero

Area jjf dA.

Coroldrio 10.2 Seja U um conjunto limitado e f : U — R uma fungdo integravel. Se m < f(x,y) < M entdo

m-Area(U) < fff dA <M -Area(U).
U
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Demonstracdo. Segue das propriedades da integral. ||

Seja U C R? um conjunto fechado e limitado tal que para quaisquer quaisquer dois pontos de
U o segmento de reta que une os pontos estd contido em U.
Seja f: U € R* — R uma funcio continua que assume maximo em x; € U e minimo em x,, € U. Entdo
existe um ponto xo € U tal que

1
=— dA.
f(xo) Area(U) /Uf
Demonstragdo. Pelo coroldrio anterior temos que

flm) < —— / fdA < f(xy).

Area(U
Sejag:[0,1] - U acurva
g(t) =txy+(1—1)xy,

Entdo fog:[0,1] — R é uma curva continua tal que

f(8(0) = f(xm) e f(g(1))=fxm)-

Entao, pelo teorema do valor intermediario em R existe um %, tal que
f o g([o / f dA.

O ponto xo = g(o) é o ponto procurado: [ |

— de Fubini. Seja R = [a,b] X [c,d] um retanculo e f : R — R uma fun¢éo limitada que é
continua em um conjunto U C R tal que R\U tem medida nula.
* Se, para todo x € [a,b] existe g(x) = fcd f(x,y) dy entdo

b rd b ord
LffdA:/a / f(x,y)dydx:/a U Flx,) dy} I

* Se, para todo y € [c,d] existe h(y) = fab f(x,y) dx entdo

d rb d[ rb
LffdA:/c /a f(x,y)dxdy:/c [/a f(x,y) dx| d

* Se, para todo x € [a,b] existe g(x) f f(x,y) dy e paratodo y € [c,d] existe h(y) f:f(x,y) dx entdo

LjfdA — //f it
B /ab [/cdf(xay) dy} dx

= [ [ sty axay
= [[[ renad a
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Demonstra¢do. Mostramos o resultado para o caso em que f : R — R uma fun¢do continua por ser mais simples.
O caso geral é mais técnico e ndo serd mostrado.
Considere uma parti¢ido

P: c=y< -<y,=d

Entdo, utilizando a definicdo de integral junto com o teorema do valor médio temos

d
glx) = /f(x,y)dy (10.1)
Vi
— 10.2
Z /y“f x,) (10.2)
= Zf(x7yk(x))(yk_Yk—l) (10.3)
k=1

Agora, como

/ab {/Cdf(x,y)dy} dx = /abg(x)dx

= hmZZf X, T () k =Vie—1) (¥ —xi—1)

n—>Ol 1 h=
= Hf dA.
R

Andlogamente se mostra o outro caso:

= Exemplo 10.3 * Seja R = [0,2] x|[1,2] e f : R? — R definida por f(x,y) = (x — 3y). Calculamos
262
f fdA = / (x<3y)? dy) dx
s 0o \J1

9.Jo
11 , 1 4|7
= 5 (3t~ 369,
[ 4 4080
= ——[1*-9*—1 :
3l Y T 1H3=-58

* SejaR=10,1] x [0,2] ef R? — R definida por f(x,y) = ye™. Calculamos

gfdf‘ = //ye"ydydx/ </0 yexydx>a’y

= /O(xyl dy
— /Oz[ey—l]dx

(@ =¥lo
= £-2-1+0=€—1.
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* SejaR=[0,4] x [-1,2] e f : R? — R definida por f(x,y) = (1 —xy?). Calculamos

/(l—xyz)dA = /04/_21(1—xy2)dydx

R
4 1 32
= — =X dx
/0 (y 3 —1>
% 1
= /(3—79x)dx
0 3

% 3
= / (3—3x)dx=3x— =x°
0 2

= 12-24=-12
s SejaR=[0,4] x [0,2] e f: R? — R definida por f(x,y) = (1 —xy?).
Primeiramente observamos que

2co0s0=y = —2sin@dO0=dy = +/4—y>=2sin0

4

0

y=2=—0=0 y=0— 6-7

Com isto, calculamos

4 2 2 4
//\/4—y2dydx = //\/4—y2dxdy
0 Jo 0 Jo
2
= /OXI‘S\/4—y2dy
2
= 4/ V4 =y2dy
0

0
= 8ﬁ sinB(—2sin@do)
2

&
= 16/ sin“ 6 do
0
A 169—cosesin9%
2 0
= 4r

No teorema de Fubini vimes que se R = [a,b] X [c,d] e f: R — R é continua em R (a menos de um conjunto
de medida nula) e limitada, entdo

[Praa= Yot [ sy as] ax= [*[ [ s ax] a

Por outro ladoslembramos que quando tinhamos uma fun¢do f : U — R, para calcular

ffdA

U

achdvamos um retingulo R tal que U C R e definfamos uma fungio f : R — R pela expressio

. flx,y) se (x,y)eU
f(x,y):{ Oy se (x,§)¢U

Entao

gfdA:/Rf”(x,y) dA.

Vamos estudar algumas simplificacdes que podem ser feitas a esta expressao em func¢ao da definicdo de U.
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* Regiao de Tipo I:
Assuma que U C R = [a,b] X [c,d] é um conjunto da forma

U={(xy) €R? a<x<b, gx) <y<h(x)}

para g, h: [a,b] — R continuas tais que g(x) < h(x) para todo x € [a,b].

A\ 4

Neste caso, temos
— paratodo y € [c,g(x)) W(h(x),d] teremos que (x,y) € U, portanto f(x,y)
— para todo y € [g(x),A(x)] temos que (x,y) € U, portanto f(x,y) = f(x,y)
Com isto, vemos que

0.

:0 =f(xy)
hxf—’\
/ fxy dy—l—/( dy+/ f(x,y) dy

h(x)
= fx,y) dy

8 X
Portanto, doiteorema de Fubini, temos

yfdA:/ab Ucdf(x,y) dy} dx:/ah [/g:x(;)f(x,y) dy

Isto €

/Cdf(x,y) dy

dx

{]ffdA:/a Uh w7 dy} i

* Regiao de Tipo II:
Assuma que U C R = [a,b] X [c,d] é um conjunto da forma

U={(xy) €R* c<y<d, g(y) <x<h()}

para g, h: [c,d] — R continuas tais que g(y) < h(y) para todo y € [c,d].
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Neste caso, temos
— para todo x € [a,g(y)) U (h(y),b] teremos que (x,y) € U, portanto/f(x,y)
— para todo x € [g(y),h(y)] temos que (x,y) € U, portantosfi(x,y) = f(x;y)
Com isto, vemos que

0.

=0 =f(xp) =0
b g(y) —~— h(y) —>— b i~
| Rwyyax = [Ty dvr [Ty de | Fey) dx
a a g(y) h(y)
h(y)
= fx,y) dx
2(y)

Portanto, do teorema de Fubini, temos

{] fdA:/cd [/abf(x,y)dx} dy:/c { g:lyf(xy)dx} dy

[fran= [ [ ) o]
U 8\

» Exemplo 10.4 e Seja’U o triangulo de vértices (0,0), (3,3) e (0,4) no plano, e f : U — R definida por
f(x,y) = x. Calculamos

—%44
ffdA - // x dydx
T

= /xy|x dx
0

4
= 2% ——x

9 o
= 18—-12=6

* Vamos calcular o volume do sélido que se encontra abaixo do plano 4x+ 6y —2z+ 15 = 0 e acima do
retangulo R = {(x,y)| -1 <x<2,-1<y<1}.
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L como x € [-1,2] e y€ [1,1] temos que

Sabemos que a altura serd dada por z = 2x + 3y — 1
2xe[-2,4] e 3ye[-3,3] = 2x+3y€e[-5,7]

De onde z = % —2x—3y > 0. Com isto

2 rl 15 15
V://—2x—3y+7dydx :/ 2xy——y +—y x
—-1J-1
_ /—4x+15dx
—1
2
— 22X +15x| =—6+45=39
-1

* Vamos calcular o volume do sélido no primeiro octante limitado pelo cilindro z2 = 16 — x? e pelo plano
y=3.

x=4cos®@ = +/16—x2=4senf e dx= —4senfd6

x=0 —> ezg e x—4 — =0
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PR T 4
v:// Sdzdx — /5\/16—x2dx
0 JO 0

0
= —L5-16sen29d9
2

3 2
= 80/ sen“0do
0

6 — Lsen(20) |2

2—() =207
2 0

Anélogamente, poderiamos ter calculado o volume em fungao da base no plano z = 0. Neste caso

4 45 4
Vz/ / V16 —x2 dydx = /5\/16—x2dx
0 JO 0
= 207

* Vamos calcular o volume do sélido no primeiro octante limitado pelo cilindro z = 16 —x? e pelo plano
y=>3.

= 80

4 r16—x2 4
v:// Sdzdx — /5(16—x2)dx
o Jo 0

1 64
= 80x— —x'|5=320— —.

3 3
* Vamos calcular o volume volume do sélido limitado pelo paraboloide z = 2 +x? + (y — 2)? e pelos planos
z=l,x=1,x=—-1,y=0ey=4
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1 r4 1 1
V:/l/o 14+x*+(y—2)%dydx = /1(1-l-xz)y-|-§(y—2)3

_ 40 a8 )
3 3 0
. G WS
- 3 3. 3
* Calculamos a seguinte integral em
Yy
dA
£fx5+1
D={(x,y)|0<x<150.<y<a’}
y Loy
dA = dyd.
£jx5+1 /o/o 1P
2
= /0x5+1§y de

1 x4
- [T 4
/02(x5+1) *

Se
u:x5:>du:5x4dx:>cgl:x4dx
e
x=0=u=0 x=1=u=1
De onde, 1A
u
{)fo)jrldA - E/om
1 1
= l—olu(u—i-l)o

= 1—Olu (2)
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Observe que podemos descrever a regido como 0 <y < x e 0 < x < /7 Trocando a ordem, temos

va Vr 5 VT px 5
/ / cos(x”)dxdy = / / cos (x”) dy dx
o Jy o Jo
V4.4

:/ xcos (x?) dx
0

V4.3
= Esin(xz) =0

0



——

Apds compreendermos as integrais sobre regioes do plano este
definidas em regides do espaco tridimensional. As integra
distribuidas em volumes, permitindo calcula
corpos com densidade variavel, centros de massa €
O desenvolvimento das integrais multiplas
integrais duplas, e foi formalizado icos do século XIX, como Riemann e Lebesgue, que aprimoraram
a teoria da integracdo. Essas inte

essas ideias para funcdes de trés varidveis
para somar contribui¢ées infinitesimais
e de s6lidos mais complexos, a massa de
de inércia.

em contextos tridimensionais, como m ica uidos, eletromagnetismo e engenharia estrutural.
Assim, o dominio do célculo regides do espaco amplia significativamente o poder de andlise
e solucao de problemas que en grandezas distribuidas volumetricamente.

Assim como fizemos ppar , comecamos o estudo da integral sobre paralelepipedos e depois o

= [a,b] X [c,d] x [e,h] (—eo < a,b,c,d,e,h < +o0) uma fungdo f :

c<y<y1<--<ym=d

P:=P x Py X Py={Rijx = [xi-1,%] X [yj—1,y;] X [ze—1,z], VO<i<n, 0<j<m, 1<k<I}

Axi=xi—xi-1, Ayj=yj—yj-1 € Ag=z—z-1 V0<i<n 0<;j<m, 0<k<I,

e definimos a amplitude da particao P por
A = sup{Ax;, Ayj, Az,0<i<n, 0<j<m, 0<k<I}.
Observamos que pedir

A — 0 € equivalente a pedir Ax; -0, Ay; -0 e Az —0.
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Seja f : R — R uma fun¢do e considere os nimeros

mijk = inf f(X,y,Z) € Mijk = Sup f(x,y7Z)
(x,,2) ER;jk (%,y,2) ER ji

Com isto, chamamos de soma superior de Riemann a

I m n
= Z Z ZMt]kAx ijMk
k=1 j=1i=1
e de soma inferior de Riemann a
I

A Integral superior de Riemann é

U(f)=_ sup  U(f,P)

P particao de R

m;jkAx;Ay jAzy

u[V]s
-

e a Integral inferior de Riemann é

L(f)= inf L(f,P)

P particio de R

Definicdo 11.1 Seja f : R — R uma fun¢do em R = [a,b| X [c,d] X [e,h]. Dizemos que a funcao f é
Riemann integravel em R se U(f) = L(f). Neste caso U(f) = L(f) recebe o nome de integral dupla de f
sobre R e o denotamos por

u(f)=L(f) = [[[ rav.
R

Assim como no caso do planogtemos 0s seguintes resultados.

Seja f : R — R uma func@o limitada definida em um retdngulo R = [a,b] X [c,d] X [e,h]. Entdo
f € Riemann integravel se, e somente se, existe uma particao P de R tal que

U(f,P)—L(f,P)<e¢

para todo € > 0, .

Seja f : [a,b] x [c,d] x [e,h] — R uma fungdo continua. Entdo, f € Riemann integravel.

Assim como dito no caso de superficies, aqui também destacamos que, se particionamos os intervalos que
definem R como segue

b—a
P a<xp<x<---<x,=b talque — =x;,—x_1 Vi=1l...n
n

(&
P: c<yy<yi<---<yn=d talque 7:yj—yj,] Vji=1...m

P e<zp<zi<---<z=d talque Tezzk—zk,l Vk=1...1

e, com estas particdes criamos uma parti¢do de R em pequenos retangulos

P:=P X P, x Py ={Rjjx = [xi—1,%] X [yj—1,y] ¥ [2x—1,2]}
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Denotamos por

b
At=xi—Xi1=——, Ayj=yj=yj-1=

e A=z~ 1= ;
e definimos a amplitude da particao P por
A =sup{Ax;, Ayj, Az, 0<i<n, 0<j<m, 0<k<I}.

Observamos que pedir

A— 0 éequivalente a pedir Ax; -0, Ay; =0 e Az —0.

Seja f : R — R uma funcio integravel e considere agora uma familia de pontos
W = {wijx = (xi,¥j,2) € Riji, 0<i<n, 0< j<m, 0<k <1}

e defina soma de Riemann de f relativa a particao P e aos pontos.w;j; pela expressao.

S(f.P,W) Z Z Zf Wijk) AxiAy jAzy.

=1j=1li=

Seja {(P;,W,), r € N} uma familia de parti¢des P-de R munida de pontos médios W, e de forma tal que
A, — 0. Entdo

i stz = [ rav

Como dito anteriormente, embora do ponto de vista tedrico, o cdlculo da integral por meio do limite acima
seja dificil (como veremos em alguns exemplos a seguir), do ponto de vista computacional, € justamente
esse limite que nos permitescalcular integrais com o auxilio de um computador, quando ndo € possivel
fazé-lo de forma analitica

Esta expressao tambpem nos ajudard, no futuro, a interpretar certas somas de Riemann como integrais de
volume.

Seja R = [a,b] X [c,d] X ]e, h] um paralelepipedo e f : R — R uma fung¢do limitada que é continua em um
conjunto U C Rital que R\U tem medida nula. Assim como no teorema de Fubini para integrais dobles, pode ser
mostradoe que:

« Sejpara todoz € [e, h] existe g(z) = [ [ f(x,y,z) dydx entdo

dz

b rd h[ rd rb
LdeV:/a /L f(x,y,z)dxdydz:/e {/C/af(x,y,z)dxdy

« Se, para todo y € [c,d] existe h(y) = [ [? f(x,y,z) dxdz entdo

dy

b rh pd d[ b rh
j}_‘deV:/a /K /L f(x,y,z)dxdzdy:/c [/tz/ef(x’y’z)dxa’z

* Se, para todo x € [a,b] existe [(x) = feh 14 £ (x,y,2) dydz entdo

Hffd"—/ab/cd/ehf(x’w) dzdydx—/ab [/cd/ehf(x,y,z) dzdy} dx
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* Se, paratodo z € [e, h] existe g( )= f f f(x,y,2) dA, paratodo y € [c,d] existe h(y) = feh fabf(x,y,z) dxdz
e x € [a,b] existe [(x) = f f f(x,y,z) dydz entdo

fRﬂfdv = ///fxy, dzdydx

= /a //fxy, dza’y dx
— /Cd _/a/ef(x,y,z)dxdz_ dy
= /eh :/d/bf(x,y,z) dxdy: dz

= Exemplo 11.1 * SejaR = x [0,b] x [0,c]. Vamos calcular a integral

fRH v = / / / dzdydx

1 2
= //Z|8dydx
0 J-1
1
= C/ Yo dx
0
a
= cb/ dx
0

* SejaR=10,1] x [—1, ]. Vamos calcular-a-integral

Jjjxyf av = // /xyz dzdydx
R
1 2 133
/0 /4xy 3¢ 0
1 22
0

dvydx

= 35 ! xdx
w2 27
N 2 2|, 47
* SejaR=[—1,1] x [-1,1] x [0, 7/2]. Vamos calcular a integral

fjf(x—i-y)sin(Z)dV = ///”/2 (x+y)sin(z) dzdydx

- /11 /_11 (x+y)(_COS(Z)Ig/2 dydx

Toda funcao continua f : R — R definida sobre o paralelepipedo R € Riemann integravel

No caso em que temos U um conjunto limitado de R?, sabemos que U estd contido num paralelepipedo
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R como acima. Se temos uma funcdo f : U — R, observamos que sempre podemos estendé-la a uma funcao
f : R — R que se anula fora de U, de fato, se definimos f : R — R como segue

7 _J fxyz) se (x,y,z) €U
f(x’y’z)_{ 0  se (x)z)¢U

temos a extensdo pedida.
Com isto, se existe

{[f7av
R
definimos integral tripla de f sobre o conjunto U como

w fav= flﬂ Fav.

Agora enunciaremos os mesmos resultados que eram véalidos para integrais,duplas.e que continuam validos
para integrais triplas. A demostracdo destes resultados é muito simlar & demostragdo no caso de integrais duplas.

Seja f : U — R uma func¢do limitada. Se U tem medida nula entao

jyf dv =0.

Coroldrio 11.1 Seja f : U — R uma fung@o integréavel e seja V C U tal que U\V tem medida nula, entdo

IJJ fav= jﬂ fav.

Sejam f, g : U — R duas fung¢des integraveis e ¢ € R entdo
Se | f| é integravel, entdo

wm dv > fJ fdv

f + cg é uma funclo integravel e

([[(r+egyav=[[[ rav+e|[[gav
U U U
Se f(x,y,z) > g(x,y,z) entdo

fifrav= [[feav

* Se o conjunto limitado U € tal que U = U U---UU, com U;NU; = 0 ¢ a integral de f existe para cada
U; temos

JJJ fav= Zl JJJf dv.
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Coroldrio 11.2 Seja f : U — R uma fung@o integravel e seja V C U tal que U\V tem medida nula, entdo

f,ﬂ fdv= jvﬂ fav.

Os resultados acima garantem que se U = V UW é um conjunto limitado de R? tal que V N W tem medida
nulae f: U — R tal que

[ Ailkyz) se (x,y,z) €V
flonz) = { f(xy,z) se (x,y,2) €W

Onde
filxy2) = fleyz) V(nyz) eVAW
entio podemos escrever f como soma de fi, f>: U — R definidas por

- [ filx,y;,2) se (x,y,2)€V % _ [ 0amz) se\(ay2) €V
fl(X,)@ZZ)*{ 0 se (xynz) ¢V © fz(x,y,z)—{ 0 se (uy,z) €V

Como V¢ C W e VNW com medida 0 temos, pelo resultado acima, que

g
ijf(x,y,Z)dV - ijf(x,y,z)dv+ijcffdv

= ff fl(dV+/chde
\%4

= fj fi dV+jfjf2 dv.
\%4 w

Definicdo 11.2 Seja U um conjunto limitado e f : U — R uma fung¢ao integravel. Definimos
* 0 Volume de U, que denotamos por Vol(U), como sendo a integral da fungdo 1: U — R tal que

1(x,y,z) = 1 para todo (x,y,z) € U.
0 valor médio de f como sendo o nimero

o
I = Vo) [U[ Jav.

Coroldrio 11.3 Seja U um conjunto limitado e f : U — R uma fungdo integravel. Se m < f(x,y) < M entdo

m-Vol(U) < fdv <M-Vol(U)
U

A demostracio do teorema a seguir € similar que no caso de dreas.

Seja U C R3 um conjunto fechado e limitado tal que para quaisquer quaisquer dois pontos de

U o segmento de reta que une os pontos estd contido em U.
Seja f: U C R? = R que assume méaximo em xj € U e minimo em x,, € U. Entdo existe um ponto
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xo € U tal que

100) = G JJJ fav.

Dada uma funcdo f: U — R, para calcular
Wf s av
U

achdvamos um paralelepipedos R tal que U C R e definfamos uma fungio f : R — R pela expressao

7 [ fxyz) se (x,y,2) €U
Fena={ 00 2 a ey

w fav = flﬂ Fav.

Vamos estudar algumas simplificacdes que podem ser feitas a esta expressdo em funcdo da defini¢do de U.
Nao vamos a separar por regides como fizemos para integraisduplas..Vamos dar um unico tipo e deixamos
ao leitor fazer a extensdo para os outros tipos de regides.
Assuma que U C R = [a,b] X [c,d] X [e,h] é um conjunto.da forma

U={(x,y) €R* a<x<b, gi(x) <y <gax), ki (%) <z<ho(x,y)}

para g, g2 : [a,b] — R continuas tais que g (X) < g2 (x) para‘todo x € [a,b] e k1, k2 : [a,b] x [c,d] — R continuas
tais que & (x,y) < ka(x,y) para todo (x,y) & |a,b] X [c,d]

Neste caso, temos

* para todo z € [e,k;(x,y)) U (ka(x,y), k] teremos que (x,y,z) ¢ U, portanto f(x,y,z) = 0.

* paratodo y € [c,g1(x)) U (g2(x),d] teremos que (x,y,z) & U, portanto f(x,y,z) = 0.

s para todo (y,7) € [g1(x),g2(%)] x [k1 (X, y),k2(x,y)] temos que (x,y,z) € U, portanto f(x,y,z) = f(x,,2)
Com isto, vemos que

=0 =0

ho_ ki (x,y) m—mN— ka(x,y) d —
Fovgids =N Ty det [ Fndzt [ Foeng) dz
e e ki (x.y) Ky (x,y
kz(xvy) P
Ll / f(xvy? Z) dz.
kl(xvy)

Portanto, do teorema de Fubini, temos

/Cd Vehf(x,y,Z) dZ} dy
d

kZ (xay) -
= / U f(x,,2) dZ} dy
(4 kl ()C,y)

d
/C f(x,y,z) dzdy

=0 i '(x,y,z)
21(x) ko (x.y) g2(x) ko (x,y) —"
= / / flx,»,2) dz +/ / flx,»,2) dz
c kl(xvy) gl(x) kl(x’y)
=0
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De onde segue que

d g2(x) ko (x,y)
/ f(x,9,2) dzdy = [ /k f(x,9,2) dZ} dy

g1(x) 1(x)
Por fim,
ko (x,y)
Hj Fav = / [ / [ / Fx5,2) dz} dy} dx.
(x) ki (x.y)
= Exemplo 11.2 * Vamos verificar a formula de volume da esfera. Aqui

W ={(x,y,2) eR} X +y?+2< 1}.

Escolhemos descrever esta regido como o conjunto de pontos (x,y,z) tais que
Y PN
—V/1-x2< 7z <V1-—x2
—1< x <1
Primeiramente observamos que

a a2
Va?—y*dy=—n.
/_a a-—y-ay B
de fato, fazendo y = asin(u) temos

a /2 5
/ Vva*—y*dy = / a? cos(u)* du
—a

—m/2
/21
_ a2 / +cos(2u) i
—7/2 2
) (u sin(2u) ¥ g
= dl-2—— ==
24 | 2

Com isto

V122
fvl dv = // 1x2)y2dzdydx

1 —x2
= 2/ 1 —x2 —y2dydx
/—l\/—\/l—x2 s
1] —42
2 2 d
/_1 L ax

b4 | T
— X— — = —7U.
31, 3
* Vamos calular o volume do elipsoide
232
X z
W:{(x,y,)€R3 ﬁ —2§1

Escolhemos descrever esta regiao como o conjunto de pontos (x,y,z) tais que

—eqf1 _7_7< : <c\/1———ﬁ

—a< x <a
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Com isto

by/1-% 1-2_2
JI v = /—a/b\\//l a22 /—c\\//1_22 ”\22 dzdydx
W

ﬂz 22

2
2
- /"l/b¢1 . S Xidydx
—a 1— ﬁ az b2

)

x2 )
= / / — (1—;) —y*dydx
2 2
S bz(l—)ndx
b a?

361

X 4
— b -
= T c(x 3

— —mabc.
onde temos utilizado a identidade

3

—a

a a2
Vva2—y*dy=—m.
/7 . a-—y-ay )
* Considere a regido do primeiro octante abaixo do plano.z = 2 e que estd dentro do paraboloide
W= {(xy2) €R’, z=x"+yF

Escolhemos descrever estaregido como o conjunto de pontos (x,y,z) tais que
X+y’< z <2

0< y <V2-x2
0<.x <V2
Vamos a calcular
V2 V22 2
/ / / x dzdydx
0 0 x2+y?

Jif<ae
:/ /2x (222 —y?) dydx

= / <(2 x2)3/2 — ;(2 x)3/2> dx

0

2(2—)62)5/2 V2
T .
82
15

* Considere a regido do primeiro octante que estd abaixo do plano x+y+z = 1 e que Escolhemos descrever
esta regidao como o conjunto de pontos (x,y,z) tais que
0< z 1I—x—y
0< y <Il—x
0< x <1
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Capitulo 11. Integrais sobre regiées do espaco

Vamos a calcular a 1ntegra1 de f(x,y,z) = xyz nesta regido.

f[feav -

—Xx —x—y

/ / / vz dzdydx
1—x 1_

/ / W =sr=p) dydx

—2//1x1—)y 2(1—y—|—y’ dydx

1—x

B (1-x)? , 2(1-x) 5 1,
- 2/()( 2 Y3 Uty
b
= (1-x)*d _<——1— ——
24/ x)" dx o=’ , 120

* Calculamos o volume da regido W do primeiro octante delimitada pelo plano 2x= 3y = 12 ¢ pelo cilindro

z=y*/2.

Vamos calcular o seu volume. Observamos que,

0<x<(12-3y)/2,

€ que, no plano z = 0 temos a regido

Escolhemos descrever esta regido W como o conjunto de pontos (x,y,z) tais que
0< ¢ y2 /2
0< y <4-2x/3
0< x <6

Com isto

fvl dv

6 44—2x/3 )2
/ / / dzdydx
0 Jo 0

4-2x/3 |2
= // a a’ydx
1 42x/3
= /()<6y dx
= p/—
[ (4-2) a
_ 1(_3(4_2x)“
6 8 3
0

» Considere o tetraedro 7" limitado pelos planos x+2y+z=2,x =2y ,x =0e z = 0. Vamos calcular o seu
volume. Observamos que,

0<z<2—-2y—x,

€ que, no plano z = 0 temos a regido



y=(2-%)/2




110 Capitulo 11. Integrais sobre regiées do espaco

Observamos que, neste caso

x4 y? <7< 27 —2x% —2y?

_1/9_),2 <x< ,/9_y2

—v9-y>< x <
-3< y
Calculamos

3 27—2x%—2y%
j‘if dV .= / / — /x2+y dzdxdy
o (27 — 3% — 3y?)dxdy
3J-y /932

3 SR
/_3 ((27—3y2)x—x3 s

— /_334(9—)/2) V9 —y%dy.

dy

Fazendo
y=3sen(u) = dy=23cos(u)du 9—y>=9cos’(u)

temos

3 /2 24
/ 49—y V/9—yrdy = 324/ / cos*(u) du = —377:
=3 /2

2
portanto,



——

Quando calculamos integrais em regides do espaco, muitas as das regides ou as fungdes envolvidas
tornam o célculo direto bastante complexo. Para facili e ¢do, utilizamos a técnica da mudanca de
variaveis, que consiste em transformar o dom
mais acessivel.

Essa transformacdo € feita por meio de
mudanga sobre os volumes € contr
infinitesimal apds a transformacao.

Historicamente, essa ideia remont.
(ou Jacobiana) no século XIX,

de variaveis € fundamental em sas dreas da matematica e suas aplicagdes, como em coordenadas polares,
cilindricas e esféricas, ampl e usadas na fisica e engenharia para simplificar problemas com simetrias
especificas.

Verremos como eender e aplicar a mudanca de varidveis nos permite resolver integrais triplas comple-

xas e analisar fe

Considere as particdes

P: a=xp<---<x,=b

P: c=y< - <yn=d
P e=z<---<z=h

e a particdo P = P; X P> X P; e uma colecao de pontos

W ={wijx € [xi,xi1] X [yj,yj-1] ¥ [ze,2k-1], i=1...n, j=1...m, k=1...r}.
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Observamos que se

AxiAYiAz = (xi —xi—1) (¥, ¥j—1) (26 — Zk—1)
€ 0 volume do retangulo R;j; de vértices
Vi=xicL,yi-1,2-1), Va=hyji-1,a-1), V3= (xi1,yj,2%-1), Va=(Xi,Yj%-1)

Vs = Gaiy i @)y o= ai—iv@)y Vo= l—unm) © h=nina)

Considere agora a imagem por 7' do retangulo R;jx, T (R;jx) = Sijx C S. Esta regido ndo serd um paralelepipedo,
mas se a amplitude da parti¢cdo P for suficientemente pequena, teremos que o volume de’§; jx € aproximadamente
o volume de um sélido muito similar a um paralelepipedo que tem de vértices V; = T (V; ).

T(V2)

T(Vy)

T(Vy) T(V3)

Portanto, pelo que vimos em geometria analitica, € pensando’V; = T'(V}), Vo = T'(V3), V5 = T(V3) como vetores,
o volume deste sélido serd aproximadamente

Vo —V,
VOl(Sijk) = |det ‘73 —Vl
Vs—Wi

Agora, se

T()C,y,Z) = (Tl (xvyvz)aTZ(xayzz)’T3(xvyaz))7

temos, pelo que vimos.em aproximagoes lineares, que

Vo Vi SN T (xhyyj—152k-1) — T (Xim1,¥j-1,2k-1)
(O Ti(xi-1,yj-1,2k-1), 0 T2 (Xi—1,Yj-1,2k-1), O T3 (Xi—1,¥ -1, Z%—1) ) Axi,
Vs—Vi = T(xic1,yj,2-1)— T (Xim1,Yj-1,21)
(DT (xi-1,Yj-1,2%-1), T2 (Xi—1,Yj-1,2%-1), T3 (Xi—1,Yj-1,2—1) ) Ay},
Vs=Vi = T(xi—1,yj-1,2) — T (Xi—1,Yj-1,2-1)
~ (BT(xi-1,Yj-1,2k-1), BT (Xi—1,Yj-1,2k-1), BT3(Xi—1,Yj-1,2%—1) ) Azg,
portanto
V,—W
Vol(Sijx) =~ |det 1:/3—‘:/1
Vs =V,

NTi (xi—1,Yj-1,2%—1) O Da(Xi—1,¥j—1,2k—1) I T3(Xi1,Yj—1,%k—1)
det [ bTi(xi—1,yj-1,2k-1) BD(Xi—1,¥j-1,2-1) AT(xi—1,yj-1,2%-1) || AxiAy;Az,.
KT (xi1,Yj-1,2%—1) BD(Xi—1,¥j-1,2k—1) BT3(Xi—1,Yj-1,%k—1)

12
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Chamamos de Jacobiano da transformacio 7" a expressdo

hTi(x,,z2) hDa(x,yz) hT5(x,y,2)
JT(x7y7Z) = |det a2Tl (x,y,z) aZTZ('x7y7Z) a2T3(x7yaz)
83T1(X,y,z) 83T2(X,y,z) 83T3(x,y,z)

Entdo, podemos escrever,
Vol (Sijk) = Jr(Xi—1,Yj-1,2—1)AxiAy jAz;

Seja f : S — R uma fun¢@o integravel, podemos aproximar a soma de Riemann na regiao S como uma soma
da forma

[ m n
S(f,P,W) ~ ZZZf(Vijk)Vol(Sijk),

em que os v;jx = T (w;jx) formam uma familia V de pontos em S. Agora, como

SUPY) = X3 3 AT ) 2228 pnyng
o k=1j=1i=1 T AxiAYiAy
I m n
= Z Z Zf(T(WUk))JT(Wuk)AX AyiAzy
k=1 j=1i=1

Utilizando a defini¢@o de integral que vimos anteriormente, quando for considerada uma sequéncia de parti¢oes
{P} cujas amplitudes A; converge para zero, teremos que

j}ﬂ(for) Ty dV = lim S((foT) - Jpab¥) = im, S (f,B,V) jﬂfdv

Ak—)
E isto é formalizado no seguinte resultado.

— de mudanc¢a de varidveis. * Sejam R e S dois conjuntos limitados de R> e 7 : R —
S uma funcio de classe C! dada por

T(u,v) = (Ti(u,v), Tr(u,v))

que admite inversa e tal que 7T (R) = S. Entdo, para toda fungio f : S — R temos

[[ror) s dd= ([ f(u,v) da
R S

onde

Jr(u,v) =

der (Gt o)

€ o Jacobiano da transformagao 7.
* Sejam R e S dois conjuntos limitados de R? e 7 : R — S uma fungio de classe C' dada por

T(x,y,z) = (T1 (u,v,w), o (u,v,w), T3(u,v,w))

que admite inversa e tal que T (R) = S. Entdo, para toda fungio f : S — R temos

[[[ror)srav = [[{ flu,v,w) av
R S
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onde

T (u,v,w) o Tah(u,v,w) 01 T5(u,v,w)
Jr(x,y,z) = |det | hTi(u,v,w) AL (u,v,w) hT5(u,v,w)
83T1(M7V7W) 83T2(M7V7W) 83T3(M7V7W)

€ o Jacobiano da transformacao 7.

Do fato, det(A) = det (AT), tiramos que o Jacobiano pode ser expresso em termos do diferencial da funcao
como segue

Jr(u,v) = |det(D,,)T)| em R> ou Jr(u,v,w)= |det(DyT)| em R>

Também, da explicacdo euristica que motiva o teorema de mudanca de/varidveis vemos que.o Jacobiano
dé informag@o sobre o fator pelo qual areas de regides sdo modificadas quando fazemos uma mudanca de
coordenadas. de coordenadas. A mudanca de coordenada modifica 0 conjunto em um outro conjunto que
tem uma forma de mensurar a drea ou volume de forma diferente,esta distor¢do na medida € corrigida pelo
Jacobiano.

= Exemplo 12.1 + Considere uma fun¢io f: R? — R e queremos calcular a integral de f no quadrildtero
A de vértices

Plz(—2,0), P2:(0,—1), P3:(2,0) € P4:(0,1)

Podemos descrever a regiao. A como segue

oA
y=x+2 2y = —x+2
A
) ] > ; ) a : : y
y=—x-2 9 2y=x-2

Observamos que esta regido nao € do tipo I nem do tipo II.
Queremos fazer uma mudanca de varidveis utilizando um mapa 7 : R> — R? de modo tal que se A’ =
[—2,2] x [—2,2] temos que T : A" — A seja bijetor e diferencidvel.
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Observamos que esta regido ndo € do tipo I nem do tipo II.
Queremos fazer uma mudanga de varidveis utilizando um mapa 7 : R> — R? de modo tal que se A’ =
[—1,1] x [-1,1] temos que T : A" — A seja bijetor e diferencidvel.

v

Neste caso
T (u,v) = (T1(u,v), Tr(u,v))

e para obter 71 (u,v) e T>(u,v) substituimos x ¢ y em
U=x+y € v=x-—y

e obtemos

U+v Uu—v

u="T(u,v)+Th(uv) ¢ v=T(u,v)—T(uv) = Ti(u,v)= T(u,v) =

Com isto, temos que a transformacao procurada é

T (uv) = (T1(uyv), T (u,v)) = <M;V’ v;u) _
Portanto
b2 )

Entao, a integral de f ficaria

foydxdy—z// (Gany

* Considere uma fungio f : R — R e queremos calcular a integral de f no tridngulo A de vértices

P]:(0,0), P2:(2,0.5) (S P3:(1,2)

Podemos descrever a regido A como segue
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que ¢ a reta que fecha o tridngulo A.
Com isto temos

rehall )5

Entdo, se vemos A’ como uma regido de tipo I, a integral de f ficaria

frat [ (A2 )

ou, equivalentemente, se vemos A’ como regido de tipo II, ficaria

fAffdAz ;/07/2 (/07_2vf(”494v,2”7+v> du) dv

+ Considere uma funcio f : R® — R e queremos calcular a integral'de f ha regido A delimitada por

x+y=1, e x+y=3

x2_y2=_1 y+x=3

y+x=1

v

Considera a transformagio 7 : R? — R? definida por

u+v v—u
T(”’V):< ) )

Entao, observamos que

xz—yzz <M-2|-V)2_ (v;u)zzuv

X+y=v

Portanto, se A’ é a regido delimitada por

w=-—1, w=1, v=1 e v=3
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4 4
v=3

3

w=-1/:4 uo =1

AI

.
v=1

5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

Temos que T : A’ — A é bijetor e diferencidvel. Como

ne( 2]

Entdo, a integral de f ficaria

£ff(x,y) dxdy:;/13/11//vvf<u;v,v;u> dudyv

Por exemplo.

2—y? 1 3y uy
ff(x—y)e YdA = f/ / ue"™ dudv
i 21 Sy

1 3 ub—1 Y
= 5[ <’——uvv2 euv dV
1 /31 1( 17 2
= — —_ d = — —_— = —.
eh Ty . 3e

—1/v
« Considere uma fungio f : R3— R e queremos calcular a integral de f no paralelepipedo A de vértices

P, =(-1,0,0), P,=(0,—1,0), P;=(1,0,0) e Py=(0,1,0)

P =(=10,1), P=(0,—1,1), P3=(1,0,1) e Py=(0,1,1)

Queremos fazer uma mudanga de varidveis utilizando um mapa 7 : R?* — R? de modo tal que se A’ =
[—11] x [—131]-x [0, 1] temos que T : A’ — A seja bijetor e diferencidvel. Neste caso

T (u,v,w) = (T1(u,v,w), To(u, v,w), T3 (u, v, w))

e para obter T (u,v,w), Ta(u,v,w) e T3(u,v,w) substituimos x, y e zem
U=x+y v=x—y € w=Z

e obtemos

w=Tu,v,w), u=T(u,v,w)+T(u,v,w) e v=T(u,v,w)—Ta(u,v,w)

qurv T (u,v,w) = ugv'

Com isto, temos que a transformagao procurada é

=  Ti(u,v,w)=

T (u,v,w) = (T (u,v,w), Tr (u,v,w), T3(u, v,w)) = (LH_V v—u’w) =

27 2
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1/2 1/2 0 .
det| 1/2 ~1/2 0 ||=7
0 0 1

Entdo, a integral de f ficaria

1 /1o opl _
fff(x,y,z)dxdydz:—/ / /f<u+v,u,w) dwdudv
’ 2J/-1J-1Jo 2 2

e Vamos calcular o volume do Toro sélido .7, isto €, do sélido que tem por fronteira a superficie

§= {(X,y,z) ER’, (R- X2+)’2)2+z2:r2}.

Portanto

Jr =

paraR > r.
z
N x
""A--;_@
x
Considere o mapa
T(u,0,¢) = ((R+ucos(d))cos(0),(R+ucos(¢))sin(0),usin(¢))
Entao, temos que o Toro sdlido pode ser descrito por
T :(0,r] x [0,27] % [0,27] — T
Calculamos
cos(¢)cos(0) —(R+ucos(¢))sin(6) —usin(¢)cos(0)
Jp© = |det| cos(¢)sin(6) (R+ucos(¢))cos(0) —usin(¢)sin(O)
sin(¢) 0 ucos(¢)
=" ucos? (¢)cos? (0) (R+ucos(¢))+usin’ (0) (R+ucos(¢)) +usin’ (¢) cos® (8) (R +ucos (¢))
= u(R+ucos(9))
Com isto,

v o= /OV/OZ”/OMM(R+MCOS<¢)) d0d¢du
= 27r/0r/02”u(R+ucos(¢)) dodu

p
= 47'62/ uRdu
0

= 27°Rr* = (27R)(nr?).



cada ponto do plano P = (x,y) pode ser
gulo 6 € (0,27) que € o angulo entre o

O sistema de coordenadas polares € o sistema de coordenada
descrito a partir de um nimero real ndo negativo r € (0,+o
eixo polar 0_X> e o vetor 07 Desta forma, p no plano existe um par (r,0) que o descreve. A
relacdo entre o sistema de coordenadas polares e 0 siS coordenadas cartesianas é dada por

x=rcos(f) e y=rsin(0).
Nesse sentido, a fun¢do que faz a'mi das polares para cartesianas e um mapa diferencidvel e
bijetor e pode ser descrito por
T(r,0) = (rcos(6),rsin

2 ¢ tal que existe uma regido V € (0,+o0) x (0,27) satisfazendo

Desta forma, se uma regidao U

T(V)=U

capitulo anterior sobre mudangas de coordenadas. Para isto, primeiramente

S )

: U — R temos que

y) dxdy = ﬂ f(rcos(8),rsin(8)) rdrdé.
\%4

Obs. Aqui hd um detalhe que € as regides que contem parte, ou todo, o eixo polar pois este conjunto do plano ndo
estd coberto pelo sistema de coordenadas polares. Neste caso ndo ha problemas porque o eixo polar, nessas
regides, tem medida nula.

O fato do eixo polar ndo estar coberto é por causa de que 6 € (0,27). Poderiamos mudar isto para
0 € (—m, ) mas, neste caso, o semieixo na dire¢do oposta ao eixos polar néo estaria coberta. No entanto, o
mesmo se aplica, esse conjunto tem medida nula. O detalhe aqui é por causa do intervalo aberto na defini¢do
de 6. Precisamos deste intervalo nesse formato para que 7 seja inversivel e diferencidvel.

Em qualquer caso, entendendo o conceito da medida nula, ndo ha problema nenhum em considerar as
integrais para 6 € [0,27] ou 0 € [, 7].
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Assim como no caso de integrais em regides do plano, temos dois tipos de regides que podemos integrar em
coordenadas polares
* Regiao de Tipo I:
Assuma que U € um conjunto da forma

U={(r,0)cR* a<r<b, g(r)<y

<h(r)}
para g, h: [a,b] — R continuas tais que g(r) < h(r) para todo r € [a,b].
Neste caso, temos

{]jf(x,y) dxdy = /ab [/gf:)f(rcos(e),rsin(e)) de| rdr.

* Regiao de Tipo II:
Assuma que U € um conjunto da forma

U={(r,0)cR* a<0<pB,g(0)<r<h(0)}

para g, h: [o, B] — R continuas tais que g(6) < h(0) para todo 0 € [c,d].
Neste caso, temos

BT rh(6)
fjf(x,y) dxdy = / { (rcos(6),rsin(0)) rdr|. d6.
0 o LJg(6)
= Exemplo 13.1 * Vamos calcular a integral de uma funcdo f+R> — R na regido

R={(xy), >0, +y* > 1, 5+ %< 9}.
Obervamos que a mesma regido podeser descrita, em coordenadas polares, por
R={(r0) R 1<rg3,0<d <7}

Entao
£jf(x,y) dxdy = /O”/l3f(rcos(9),rsin(9)) rdrd

* Vamos calcular a drea no interior da cardioide
R={(rn0),0<r<a(l—sin(f), 0< 06 <2x}.
em que a/> 0. Podemos parametrizar este drea como
S={(r0),0<0<2m, 0<r<a(l—sin(0))}

Entao

2n  ra(1—sin(6))
AP / / 1 rdrd®
o Jo

o }"2 a(1—sin(0))

do
/2” a?(1— sin(@))2d6
0 2

) 27 /] . 1. 5
= a / — —sin(0)+ =sin(0)” | d6
0 \2 2

1 1 1 3d’r
— 2= — — =
= a <2+cos(9)+4(9 2005(29))‘0 7

Em particular, calculamos a drea delimitada pela cardioide

R={(r,0), r=1—sin(0), 6 € (0,27]}.
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A

!

0.5+

-05 4+

Podemos parametrizar este drea como
S={(r,0),0<60<2m 0<r<|cos(20)|}

de onde

2w p|cos(20)|
A = / / rdrd6
0 0
1 (2=

= 7/ [cos(26)]% d6
2 Jo
1
= =7.
* Vamos calcular o volume do/cone delimitado por

z=H-—ayx*+y*>, e z=0.

Para isto, temos que calcular,

fhdA

D
onde h(x,y) =H —ar/x®+y2 e
D ={(x,y)€ R?, x> +y? < (H/a)?}.
Calculamos esta integral em coordenadas polares. Observamos que

D={(r,6)eR* 0<r<H/a}

2n rH/a
[[naa = // (H —ar) rdrd®
D 0 0

H/a r2m

= / / r(H —ar) d@dr
0 0
Ja

H
= 2717/ r(H —ar) dr
0

Hla  Hp3 <H>2
=—rg=--n-|—] -H.
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* Vamos calcular o volume delimitado pelo paraboloide z = x> +y? e pelo plano z = 4.

Para isto, temos que calcular
H h dA
D

onde h(x,y) =4 —x*—y*e

D={(xy) €R? x*+y’ <4}.

Calculamos esta integral em coordenadas polares. Observamos que

D={(r0)cR* 0<r<2}

HfdA = /Ozn/02(4—r2)rdrde
D

2 27
_ / / r(4— ) dodr
0 JO

2
= 271?/ r(4—r?) dr
0

32
.
= 2|2 —=| =

0
* Considere a funcio

32

3

_ 2 y2

flxy) =exp 2

E vamos calcular

jhdA

D

D={(x,y) €eR? x* +3> <R}

Calculamos esta integral em.coordenadas polares. Observamos que

D={(r,0) cR?* 0<r<R}

2% rR 242
fff dA = / / exp 20> rdrd0
f 0..-J0
R r2rm 2
= / / exp 20> dOdr
0 Jo

2

R r
= 2717/ exp 22 dr
0

2 IR

= 27 (—Gzexp_ﬁ

2
= 270 (l —ezRa2>

» Podemos utilizar as coordenadas polares para calcular

—(* )
£f e dA

0

Onde D € a regido delimitada pelo semicirculo x = /4 —y2 e o eixo §. Calculamos esta integral em

coordenadas polares. Observamos que

D={(r0)eR* 0<r<2, O¢[-n/2,n/2]}
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2 rm/2 2
H fdA = / / exp " rdOdr
D 0 J—m/2
2 2
= 717/ rexp ¢ dOdr
0

=T (—le_r2
2 o

=

2

P
@‘Q’



et

coordenadas polares, no espago temos
0 mesmo para coordenadas cartesianas e coordenadas Ci icas. Nas coordenadas cilindricas, um ponto do
espaco € identificado por uma terna (r, 0,z) em que (0,27) (ou 6 € (—m,7) e z € R de forma
tal que a relacdo entre o sistema de coordenadas .0,z) e as coordenadas cartesianas (x,y,z) estdo
relacionadas por

x=rcos(B) y=rsin(0) =2

Nesse sentido, a fungdo que faz a mudan coordenadas polares para cartesianas e um mapa diferencidvel e
bijetor e pode ser descrito por

T(r,0,z) = (rcos(0),rsin

Desta forma, se uma regido U C R? é tal que existe uma regido V € (0, +o0) x (0,27) satisfazendo

imos para mudanca de coordenadas e integrais e obtemos, primeiramente que
cos(@) —rsin(B) 0
sin(@) rcos(@) O ||=r

0 0 1

Com isto, dada f : U — R temos que
fjj f(x,y,2) dxdydz = jjff(rcos(@),rsin(@),z) rdrd0dz.
U 4

destacamos aqui duas regides que podemos encontrar em coordenadas cilindricas
* Regido de Tipo I:
Assuma que U C R? é um conjunto da forma

U= {(x,y,z) € R3’ ul(x7y) Sz< uz(x,y), (x7y) ED}
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Capitulo 14. Integrais triplas em coordenadas cilindricas

Para D um conjunto que pode ser parametrizado em coordenadas cilindricas como
D={(r0) €R* a<r<b, g(r)<y<h(r)}

para g, h: [a,b] — R continuas tais que g(r) < h(r) para todo r € [a,b].
Neste caso, temos

{]jf(x,y) dA = /ab {/g?:) (/:::Z?)f(rcos(@),rsin(e),z) dz) d@} rdr.

para
ui(r,0) =uy(rcos(0),rsin(0)) e ux(r,0) =ux(rcos(0),rsin(0)).

Regiao de Tipo II:
Assuma que U C R? é um conjunto da forma

U={(xy2) €R’ ui(x,y) <z<us(xy), (x,y) € D}
Para D um conjunto que pode ser parametrizado em coordenadas eilindricas como
D={(r0) R’ a<6<p,g(6) <r<h(6)}

para g, h: [o, B] — R continuas tais que g(60)/< h(8) para todo 0 € [c,d].
Neste caso, temos

gf(x,y) dA:/aB V;;?) (/:(zr:j)f(rcos(@),rsin(@))dz) rdr} de.

para

ui(r,0) =u;(rcos(0),rsin(0)) e ux(r,0)=ux(rcos(0),rsin(0)).

= Exemplo 14.1 « Considere a regiio R delimitada pelo cilindro de equagio x*> +y> = 1 abaixo do plano

7 =4 e acima do paraboloide z = 1 — x> — y?>. Vamos calcular a integral de f : R? — R definida por
fEI)= Vx> +y

Em coordenadas cilindricas esta regido estd dada por
R={(r0,2)eR* 0<r<1,0<06<2m, 1-r*<z<4}

Entao

% S
ffjf(x7yaz) dXdde = / / / r I”dZdl"dG
R 0 0 J1-r2

2 1

_ / /r2(3+r2)drd6
0 0
2

3 151
- /0 (”?

_ 12
-2

do
0
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. Suponhamos que temos que calcular

/ / /mx +?) dzdydx

Se passamos 1st0 a coordenadas cilindricas temos

/ / /mx +?) dzdydx = /zn/2/4r2rdzdrd9
= /27:/ 4 —r)drd6

= / - al drd® )
0 5
0
96

: ’@9’







Outro sistema de coordenadas para o espaco € o sistema de ¢

ordenadas esféricas. Neste sistema de coordenadas
1 que 7 € (0,+00), 6 € (0,27) (ou 6 € (—7, )

e r € (0,m) de forma tal que a relagdo entr :
cartesianas (x,y,z) estdo relacionadas por

x=rcos(0)sin(¢) y=rsi

Nesse sentido, a funcao que faz a mu
bijetor e pode ser descrito por
T(r,0,z) = (rcos(0)sin sin(@)sin(¢),rcos(9))

Desta forma, se uma regido U C que existe uma regido V € (0, +o0) x (0,27) satisfazendo

para mudanca de coordenadas e integrais e obtemos, primeiramente que
cos(0)sin(¢) —rsin(O)sin(¢) rcos(0)cos(¢)

et | sin(@)sin(¢) rcos(@)sin(¢) rsin(6)cos(¢) || =r*sin(¢9)
cos(¢) 0 —rsin(¢)

Com isto, dada f: U — R temos que

{[[ £0e.3.2) dxdy = [[[ £(rcos(8)sin(9), rsin(6)sin(9), rcos(9)) r* sin(9)drdfd¢.
U \4

Assim como acontece com coordenadas cartesianas, assuma que U C R é um conjunto que pode ser descrito,
em coordenadas esféricas, na forma

UZ{(r797¢) €R37 a< era gl(r) < 0 SgZ(r)u kl(rae) < ¢ Skz(r,e)}

para g1, g : [a,b] — R continuas tais que g (x) < g2(x) para todo x € [a,b] e ki, k» : V C R?> — R? continuas
tais que k; (r,0) < ko(r,0) para todo (r,0) € V.
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Entao

[ rosaar= [ [ ([ 00 uorao)a] o
U 1(r 1(r,

Anélogamente, podem ser tratados os outros casos.

m Exemplo 15.1 ¢ Vamos calcular o volume da esfera
B={(x,y,2) €R3 x> +y*+72 < d*}.
Para isto utilizamos coordenadas esféricas. Em coordenadas esféricas temos que
B={(r,0,¢), 6 €[0,27], ¢ €[0,7], 0 <r<a}

Portanto, o volume é dado por

fBj v = /027r /O /Oﬂrzsin((p)d(pdrde

2l
_ /O /Orz(—cos(¢)|gdrd9

2 1 |!
= 2/ —r
o 3

4
= —7d.

do
0

e Vamos calcular
[[f e+ av
B

onde
B={(x,y,2) e R} 4y + 2K 1}.

Para isto utilizamos coordenadas esféricas. Em coordenadas esféricas temos que
B={(r,0,¢), 6€0,2n], ¢ €[0,n], 0<r<1}

e'a integral fica,

2 rl rm
([ av = / / / ¢ sin(¢) dodrd6
3 JO 0 JO

2 1
= / / e r?(—cos(9)|X drd6
Jo Jo

2w 1 4|1
= 2 Z¢
/036
4

do
0
= g (e — 1)75 o
* Vamos calcular o volume do sélido S delimitado pelo cone

z=+/x*+y?

e pela esfera

Xy +=z
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Em coordenadas esféricas podemos escrever as equagdes que delimitam o sélido como

tan(¢p)=1 = o¢=m/4

r? =rcos(¢) = r=cos(¢).

Assim, o s6lido € definido por

S={(r,0,9), 6 €[0,2n], ¢ € [0,7m/4], 0 <r <cos(¢)}

2n /4 pcos(9)
/ / / r2sin(¢) drdpd
0 0 0

2 pm/4 3 cos(4)
= bk,

sin(¢) d¢dO
2 rm/4
= ;/0 /O cos®(¢)sin(¢) dpde

e a integral fica,

fsj dv

1 27 —q n/4
= 3 /O —cos'(9)|  dgas
0
1 27 T
= 16 : d@—g.






zado por uma forga ao longo de um caminho ou a
n¢do ndo apenas sobre um intervalo, mas
grais ao longo de curvas (ou integrais de linha).

Em muitos problemas praticos, como calcular o trabalho rea
circulagdo de um campo vetorial, é necessario
ao longo de uma curva no espaco. Para isso, utiliz

Essas integrais generalizam a ideia da i
tindo a andlise de fendmenos que ndem do inho percorrido, ndo apenas dos pontos finais.

Historicamente, as integrais de li sur no século XVIII, com trabalhos de matemdticos como

Euler e Green, e foram formali no to do calculo vetorial para tratar problemas da fisica, como
eletromagnetismo e mecanica ido s sdo fundamentais para o desenvolvimento de teoremas centrais
do célculo multivariado, como oremas de Green, Stokes e da divergéncia.

longo de curvas sdo ferramentas poderosas para conectar geometria, andlise e fisica,
e a solugdo de problemas reais que envolvem movimentos, forgcas e fluxos em

Assim, as integrai
possibilitando a modela,
trajetorias curv

brando algumas defini¢des basicas de curvas. Dado / C R um intervalo, uma curva em R" é
. O traco da curva € o conjunto imagem de Y e que, em particular, a curva 7y € dita fechada
imples se se ndo existem a < x| # xp < b tais que Y(x;) = ¥(x2) isto é, ndo hd autointersecdes.

, a derivada da fung@o y: I C R — R” no ponto s, que denotamos por ¥'(s), é chamado de vetor

tangente a curva y no ponto ¥(s).

= Exemplo 16.1 * Considere a curva C parametrizada por 7 : R — R? definida por

1) = (2,17 = 7(0)=(32)

Neste caso, C € simples mas ndo € fechada. O seu grifico é






yr) Yyt
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Observamos que existe um r; € [t;_1,1;)

d(y(®:),v(ti-1)) = |ly(t:) — vl = ||Y (r)[|(5 — ti-1)

e, portanto, quando A << 1 temos que

n

S(F.P.2) = Y. FHs)IY ([t —tit) = le (HsIY 6016 — 1)

i=1

Por lo que vimos em célculo de uma varidvel temos que quando A — 0 tal que

b
fly Si))”')/(si)H(ti_tifl):/a FOO) 1Y @)l dr.

M=

tim 3 A7 ()6~ 11) = i 3
i=1

_]le

I
—_

Definicdo 16.1 Seja U C R” um conjunto, e C uma curva em U parametrizada por ¥ : [a,b] — R", isto é,
Y(la,b]) =C C U e f: U — R uma fung@o. Definimos a integral de f ao longo da curva C como sendo

[rav=[ sy

quando a integral existe.
Em particular, o comprimento de arco da curva C, que denotamos por ¢(C), é dado pela integral da
funcio constante f = 1, isto &,

b
= [ o ar

= Exemplo 16.2 * Seja C uma cutva parametrizada por ¥ : [a,b] — R? dada por
() = (1, /(1))
em que f : [a,b] — R é diferencidvel. Entdo
Y (6) = (1, ()

e, portanto,

:/b\/1+f’(t)2 dt.

» Considere a curva C parametrizada por ¥ : [—b,b] — R? definida por

y(t) = (t,acosh(t/a)) = ¥(t) = (1,sinh(t/a))
Esta curva recebe o nome de Catenaria e € a curva descrita por uma corda suspensa que estd amarrada

nos extremos. Neste caso, ¥ € simples.
Por exemplo, o grafico da catenéria y[—2,2] — R quando a = 1, isto é,

Y(t) = (t,cosh(r))

¢é dado por
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Observamos que

Y(t) = (cos(t),sin(r) re[0,7] = ()= (=sin(),cos(r)) e [[¥(0)]=1.
Com isto

/(2+x2y) ds = /E(Z—i-cos(t)zsin(t)) dt
c 0

1
= 2t— 3 cos(t)?

0
2
= 2m+—.
+3

* Seja C uma curva parametrizada por ¥ que é dada pelo segmento de linha que une.os pontos (0,3) e (4,6).

\ 4

1 1 1 1 | L 1
T T T T T T T

-6 4 -2 0 2 4 6 8

Vamos calcular a integral

[ esint)) ay
Observamos que
y(t) =t(4,6)+ (1 =£)(0,3)= (4t,3t+3) t€[0,1] = ¢Y(@®)=43) e [[Y©O)|=5

Com isto

1
/(xsin(y))dy = / 4tsin (3t +3) 5 dt
c 0
1 t !
= 20 [ sin(3t+3) — = cos(3r+3)
9 3 .

= 230 [sin(6) — 3cos(6) —sin(3)].

Definicdo 16.2 Uma curva ¥ : [a,b] — R”" é dita uma uma curva suave por partes se existe uma parti¢ao
a=ty<t1<---<t,=b
e fungdes ¥, : [ti1,t;] — R” tais que %(t;) = %41 (1;) tais que

’)/(I) = ’)/l(l‘) se t & [Z‘,;l,l‘[].

Para o caso de curvas suaves por partes definimos a integral de f ao longo da curva C que esta parametrizada
por Y como

[ra=X [ sa@irola.



LA
L
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Vamos calcular a integral

/xyd}/
C

Observamos que

[ (—2cos(nt),2sin(nt)) t€[0,1] [ (2msin(nt),2mcos(mt)) t€[0,1]
Y(t)_{ C((l)s+t,3t—s3) zz t€1,2] = Yl(t)_{ S (1,3) - z: t€1,2]

e Irol={ 75 & ey
Com isto : )
/(xy) dy = / (—4cos(mt)sin(mz)) 2w dt—l—/ (3(t2 1)) V10 dt
c 0 1
= 8COS(7U)2‘(1)+ V1o(#? —SI)ﬁ
= 4V10.

Coroldrio 16.1 Seja C uma curva parametrizada por ¥ : [a,b] — R" que € uma fungdo suave por partes e
considere a parametrizacio na direcdo contraria ! : [a,b] — R" definida por

Y (t)=y(b+a—1)

Entdo, se C = Img(y) C U, e C~! denota a curva C com a parametrizagdo contrdria y~!, para toda fungio
f U — R temos que

Lrar==[ rar'.

Coroldrio 16.2 Sejam 7, : [a,b] — R" e % : [c,d] — R”" duas curvas suaves por partes tais que ¥ (b) = 1 (c).
Considere 7 : [a,b] U |[c,d] — R" definida por

(t):{ () se t€la,b]

7 B se te€le,d

Entao, se Img(¥) C U, para toda funcdo f : U — R temos que
[rar=[ran+ [ rap.

Demonstragdo.; Considere
t(s)=(d—c)s+c—b(d—c).
Observamos que u € diferencidvel e que
ulby=c, ulb+1)=d e ulb,b+1]=]cd,
em particular

dt =(d—c)ds

d

TR((s) =B d—c) = |W2<z<s>>||=dic'

Zon)|.
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d
[ran = [ 1) o) d
b+1
A
b+1
= [ sales)

Com isto, temos que se

1
d—c

i)

ds.

Enl)

$(t)=n((d—c)t+c—b(d—c)) parat€ [b,b+1]

entao

[ran=[ran.

Portanto se

~ 7(t) t € la,b]
Y(t):{ 77;(t) :Z t€lb,b+1]

entao

[rav = [ran+[ran

= [ran+ [rar.

(d—c)ds.






| 17. Supefrficies parametrizadas

Vamos estudar agora o conceito de superficies parametriza
analise de formas tridimensionais no cédlculo vetorial.
funcdes vetoriais de uma varidvel, superficies f
parametrizacdo nos permite estudar propriedades ge
campos vetoriais, além de preparar o terreno ap
Teorema de Stokes e Gauss.
Definicdo 17.1 Uma superficie parametrizada S € o conjunto imagem de uma fung¢do injetora ¢ : U C
R? — R3, isto é, ¢(U) = S. Neste caso a fungdo ¢ recebe o nome de parametrizagio pois descreve a
superficie em func¢do de parametros.
A superficie € dita superficie regular se ¢ for diferencidvel.
Uma superficie S é dita uma superficie regular por partes se S pode ser escrita como uma unido de
superficies regulares, isto é, S = S U...,S, com S; superficie regular parai = 1...,n, de forma tal que

0 ou

Sins; = { Curva parametrizada

. !eja f:U — R uma fungdo diferencidvel. Entdo, se U = Dom(f), podemos definir a

Observamos que, neste caso, ¢(U) =S = Graf(f).
Alguns exemplos destas pode ser
- Umplano w:ax+by+d=z,onde ¢ :R* > Re

¢(x,y) = (x,y,ax+by+d).
— a calota superior da esfera
0:{(xy) ER, P4y <1} =R, 9(xy) = (1,3, V/1-22—y2).

— o paraboloide ¢ : {(x,y) € R?, X2 +y? < 1} — R3, o(x,y) = (x,y,x2 +y2)
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* O Toro € a superficie
T2 ={(x,y,2) €R®, 22 =r* — (\/x2 +y2 —a)*.
Ela pode ser parametrizada por
¢:{(x,y) €R?, P +y* <1} - R3,

¢ (u,v) = ((rcos(u) +a)cos(v), (rcos(u) +a)sin(v), rsin(u)).

* A catenoide é uma suerficie gerada pela revolu¢do de uma catendria, no plano x = 0, em torno do eixo Z.
Ela pode ser parametrizada por

¢ : [—b,b] x [0,27] = R®, ¢ (u,v) = (acosh(u/a)cosv,acosh(u/a)sinv,u)

* A esfera pode ser vista como superfficie parametrizada de varias formas:
- A funcdo ¢ : R? — R? dada por

1

=Ty (2u,2v,u2+v2—1),

¢ (u,v)
descreve uma superficie parametrizada, neste caso,.a-esfera
S={(xy2 eR, P +y+2 =1

Esta forma de descrever a esfera como superficie parametrizada recebe o nome de Projecao estereo-
grafica.
— A funcdo ¢ : (0,27) x (0,7) — R¥*dada por

¢ (u,v) = (cos(u) sin(v), sin(u) sin(v), cos(v)).

Para entendermos a geometria«de uma superficie no espago, € essencial saber como ela "aponta"ou se orienta
em cada ponto. Isso nos leva a nogae.de vetor normal.

Se a superficie for.um plano é facil saber qual € o vetor normal a superficie pois, neste caso, é o proprio
vetor normal ao plano.

Se a superficie tiver curvatura, a nocao de vetor normal pode nao ficar tdo clara. Podemos pensar que o
normala superficie deve ser um vetor ortogonal as dire¢des tangentes a superficie no ponto. Diferente do que
acontece nas curvas, que tém uma tnica dire¢cdo em cada ponto, uma superficie tem infinitas direcdes tangentes
~ e elas ficam acumuladas na nogdo de plano tangente.

Assim podemos definir o vetor normal a uma superficie S num ponto p como o vetor perpendicular ao
plano tangente‘a S no ponto p.

Agora vamos estudar como caracterizar o vetor normal em termos da parametrizagdo. Lembramos que o
plano tangente a grafica de uma fungéo £ : U — R é o plano & C R3 tal que

s pem

* paratoda curva y: (—€,€) — U tal que y(0) = (xo,y0) temos que (7, foy)'(0) é paralelo a 7.

Portanto, o plano tangente € paralelo aos vetores

al¢(x7y):(170’alf(xay)) € 82¢(x,y)=(071,82f(x,y))
ou, equivalentemente, tinha como vetor normal a

1
‘alq)(x’y) X (92(])()(,)/)”

al(p(x’y)vaq)(xvy): (Vf(xay)’_l)

1
n= | (V£ (xy), =Dl
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Utilizando esta ideia, queremos estender esta nogdo ao caso de superficies. Assuma que ¢ : U C R? — R3
definida por

¢(xvy) - ((Pl (x,y),¢2(x,y),¢3(x,y))

e seja S a superficie parametrizada. Seja a = (x¢,yp) um ponto de U e considere uma curva diferencidvel
y: (—¢,€) — R? definida por

Y1) = (n(t), () etalque ¥(0)= (vi,v).
Entao
(907)'(0) = (9191 (x0,y0)vi + 201 (x0,¥0)v2, 9192 (X0, Y0) Vi + 0202 (X0, ¥0) V2, 0193 (X0, Yo) Vit 02 93(%0,30)v2)

Se denotamos
(91¢(X,y) = (ald)l (x,y),81 ¢2(x7y)7al¢3(x7y))
82¢(x7y) - (82(])1 (x,y),82¢2(x,y),82(])3()6,)1))

Entdo, temos que

(907)(0) =v1019(x0,y0) +v2020 (x0,0)-

Portanto, para toda curva y teremos que ¢ oy terd um vetor tangente a S em p que € combinagdo linear dos
vetores {019 (x0,y0), d20(x0,y0)} e, consquentemente, o plano tangente deve ser paralelos a estes mesmos
vetores. Com isto, temos que o vetor normal do plano tangente sera

1
M= 11910 (ro,y0) X 220 (0, 30)|

- 019 (x0,50) X 20 (x0,0)-

Definicéo 17.2 Seja ¢ : U — R’ e S = ¢(U) uma superficie parametrizada, (xo,y0) € U e (a,b,c) =
0 (x0,y0) € S um ponto. Assuma que

{910(x0,y0), 220 (x0,y0)}

¢ um conjunto linearmente independente. O plano tangente a S em p é o plano definido pela equacado a
seguir

n(xo,y0) - (x—a,y—b,z—c)=0 onde n(xp,yo) = d19(x0,y0) X A2 (x0,Y0).

O vetor normal a S no ponto p = (a,b,c) é dado por

1

N (x0,y0) = mn(xmyo)-

A definicdo de vetor normal dada acima, como depende de um produto vetorial, depende da ordem em que
é feito o produto. Temos, portanto, duas possiveis orienta¢des para o vetor normal sendo uma um multiplo
por —1 da outra.

= Exemplo 17.2 * Seja f: U — R uma funcdo diferencidvel e considere a superficie parametrizada
0:U—=R, 9(xy) = (xyf(x)
Neste caso

81¢(x,y):(1,0,81f(x,y)) ¢ 82¢(x7y):(071782f(x7y))
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Entao
i j k
P(x,y) x hp(x,y)=|1 0 dif(xy) |=(-df(x,y),—0f(x,9),1)
0 1 of(x,y)
Portanto

1
\/1 81f x y (alf(x>y>)2

Por exemplo, no caso da esfera, temos

flry) =£y1-x2—y2

Portanto, utilizando que x> 4+ y? +z2 = 1, temos que

n=(x3V1-2-3?) = (x,,2).

n= (—81f(x,y),—82f(x,y),1)

¢ No caso do Toro, temos

0:{(x,y) eR:, > +y* <1} = R?, ¢ (u,v) = ((rcos(u) +a) cos(v);(rcos(u) +a) sin(v), rsin(u)).
Neste caso
019 (u,v) = (—rsin(u)cos(v), —rsin(u) sin(v),rcos(u)) " e
¢ (u,v) = (—(rcos(u) +a)sin(v), (rcos(u)+ a)cos(v),0)

Entdo
i i k
019(x,y) X hd(x,y) = —rsin(u) cos(v) —rsin(u)sin(v) rcos(u)
—(rcos(u) +a)sin(v) (rcos(u)+a)cos(v) 0
= —((rcos(u) +a)rcos(v)cos(u), (rcos(u) +a)rsin(v)cos(u), (rcos(u) +a)rsin(u))
= “[(rcos(u)+a)r|(cos(v)cos(u),sin(v)cos(u),sin(u)).
Portanto
N = —(cos(v) cos(u),sin(v) cos(u); sin(u)).

No caso da catenoide parametrizada por
¢ : [~b,b] x [0,2n] — R?, ¢ (u,v) = (acosh(u/a)cosv,acosh(u/a)sinv,u
Temos
19 (u,v) = (sinh(u/a)cos(v),sinh(u/a)sin(v),1) e
0(u,v) = (—acosh(u/a)sin(v),acosh(u/a)cos(v),0)

Entao . . .
i i
d19(x,y) X hd(x,y) = sinh(u/a)cos(v) sinh(u/a)sin(v) 1
—acosh(u/a)sin(v) acosh(u/a)cos(v) 0
= (—acosh(u/a)cos(v),—acosh(u/a)sin(v),asinh(u/a)cosh(u/a))
= —acosh(u/a)(cos(v),sin(v),—sinh(u/a))
Portanto
n= W(_COS(V)’ —sin(v),sinh(u/a)).

Onde temos utilizado que

cosh(x)? — sinh(x)* = 1.
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m Exemplo 17.3 Faixa de Mébius e calcular vetor normal. Neste caso ¢ : [0,27] x [—1,1] — R? é definida por
¢ (u,v) = ((2+vcos(u/2))cos(u),(2+vcos(u/2))sin(u),vsin(u/2))

Cuja gréfica é

Observe que uma curva parametrizada por ¥ : [0, 1] — R? é da forma
v(t) =¢(1,2tm)  —¥(0)=(3,0,0) e ¥(1)=(1,0,0)
Portanto nio é fechada. Mas a curva curva parametrizada por 7 :[0,1] — R? da forma
¥(0) = ¢(0,2tm)  —  ¥(0) = (2,0,0) = ¥(1)

é fechada.
Vamos ver outra peculiaridade referente ao vetor normal.

0,0 (u,v) = (—g sin(u/2)cos(u) — (2+vcos(u/2))sin(u), —g sin(u/2)sin(u) + (24 vcos(u/2))cos(u), gcos(u/Z))

0,0 (u,v) = (cos(u/2)cos(u),cos(u/2)sin(u),sin(u/2))
e observamos que

sin(u) + sin(u) cos(u) cos(u) + sin’(u)

(du x O)(wy) = v- < 5 ) 5 ,cosZ(u/2)>
+2(cos(u)sin(u/2),sin(u) sin(u/2), —cos(u/2))

Observamos que os pontos
¢(0,0) = (2,0,0) = ¢(0,27)
no entanto
(dux9,)(0,0)=(0,0,—2) e (dyx3,)(0,2m)=(0,0,2)

Vemos, entdo, que na faixa de Mobius, a0 movimentarmos um ponto com um vetor normal ao longo da
superficie, ap6s uma volta completa, o vetor normal retorna invertido em relacio a sua posicao original. Isso
mostra que ndo hd uma maneira consistente de definir um vetor normal em todos os pontos da superficie de
forma continua. L]

Para descartar casos como o da faixa de Mobius, damos a seguinte defini¢cao:
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Definicdo 17.3 Seja S uma superficie parametrizada regular. Dizemos que S ¢ uma superficie orientada se
admite uma escolha continua do vetor normal em toda a superficie. Em outras palavras, conseguimos definir
um mapa continuo

n:S—R3

em que 7 (p) € o vetor normal a S em p.



As integrais de superficie surgem naturalmente quando queren valores de uma fungdo ao longo de uma

um campo vetorial através de uma superficie/—
campos elétricos e magnéticos.

Essas integrais ampliam o conceito de integrai
de fendmenos distribuidos sobre s

Historicamente, o desenvolvi
no século XIX, que estabeleceram bas
linha, como o Teorema de Stoke
em engenharia, fisica e outras ¢

Portanto, as integrais de supe
estudar e resolver problemas que e vem grandezas distribuidas sobre superficies complexas.

Seja¢: U — R? ¢ (U) uma superficie parametrizada, (xo,yo) € U e (a,b,c) = ¢(xp,y0) € S um ponto.
Assuma que

<x<x<-<xp=b e P: c<yy<yi<--<ym=d,
e, com estas partigdes, criamos uma particdo de U em pequenos retangulos
P:=P x P, ={R;j = [xi1,%] X [yj-1,5,]}
Denotamos por
Axi=xi—xi-1 € Ayj=yj—yj1 V0<i<n 0<j<m,
e definimos a amplitude da particao P por

A:SU’p{Axi’ ijvOSZSna OSJSI’I’L}
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Observamos, assim como feito anteriormente, que pedir
A — 0 € equivalente a pedir Ax; -0 e Ay; —0.
Observamos que a particdo P define uma particao de S em retalhos
P={S;j=¢(R;),0<i<n, 0<j<m}.
Seja f : § — R uma fun¢do e considere agora uma familia de pontos
Z={zij=(x,yj) €Rij, 0<i<n, 0<j<m}
e defina
Z={pij=9(z;),0<i<n, 0<j<m}CS, e A;=Area(S;)

Definimos soma de Riemann de f relativa a particiio P e aos pontos p; ;j pela expressao.

M:

f,PZ:Z fplj

li=1

Se a parti¢do P tiver A << 1 entdo podemos assumir que S;; pode ser proximado por um retdngulo no plano
tangente definido pelo ponto ¢ (x;—1,y;—1) e lados dados pelosvetores

v =010(xi—1,yj-1)Ax; e vy =P (xi_1,yj—1)Ay;.
Do que vimos em geometria analitica, este retangulo tem drea dada por
Aij = 1019 (xi-1,¥j-1) X 29 (xi—1,y 1) |fAxiAy;

Com isto, a soma de Riemann pode ser escrita

f,PZ 2Z,Z,f le N9 (xi- 15Y5— 1) X 2 (xi— 1,Yj— I)HAXij

1i=1

Logo, considerando uma sequéncia.de particdes { P} cujas amplitudes A; converge para zero, junto a uma
familia de pontos Z; €./, , teremos que

SUf Pz [ [ (£ 99)(x.) 11910(x,3) x 020/(x,) | diy.
U

Isto motiva a seguinte definicao

DefinicGo 18.1 Seja ¢ : U — R3 e S = ¢(U) uma superficie parametrizada. Assuma que

{al¢(xvy)7 82¢(x,y)}

¢ um conjunto linearmente independente para todo (x,y) € U. Seja f : S — R uma fun¢do. Definimos a
integral de f sobre a superficie S como

[[ 12y dA = [ (F09)(xy) [119(x,y) x 220 (x,y)]| dxdy.
S U

Em particular, a Area de S é definida como a integral de f = 1 sobre a superficie S, isto é

Area($) = [[11810(x,y) x 929 (x,)]| dxdy.
U
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= Exemplo 18.1 * Seja S uma superficie que é grifico de uma fungio g : U C R? — R. Neste caso,

o (x,y) = (x,5,8(x,y)),

e, calculando, temos

ax(p(xvy):(laova\’g(xvy)) ¢ ay‘”(xa)’):(0>1aayg(xd’))a

de onde
i j k
(ax(bxay(b)(xv}’) = 1 0 axg(xay) :(_axg('xay)7_ayg('x7y)71)
0 1 dglxy)
Entao

10 % 3,0) (x, )] = /g (,7)% + Qg (x,3)2 + 1,

Portanto, se f : U C R? — R é uma funcio temos que

A= ﬂf(x,y) V/1+ 08 (x,y)2 + dyg(x,y)? dA.
U

* Considere a esfera de raio a descrita por
S={(x,y,2) ER} X +y*+72=d?
Podemos parametriza-la pela funcio ¢ :(0, 27) % [0;7] —R3-dada por
¢ (u,v) = (acos(u)sin(v),asin(u) sin(v),acos(v)).
Calculamos

0,9 (u,v) = (—asin(u) sin(v),acos(u)sin(v),0)
9,0 (u,v) = (acos(u)cos(v),asin(u)cos(v), —asin(v))

Com isto,
i J k
(du® x dy@)(u,v) = | —asin(u)sin(v) acos(u)sin(v) 0
acos(u)cos(v) asin(u)cos(v) —asin(v)
= (—a®cos(u)sin(v)?, —asin(u)sin(v)*, —a® sin(v) cos(v))
Entao

(9 X 9,9)(,v)|| = a®sin(v).

Com isto,

2
A = / /a sin(v) dvdu

= a/2 (—cos(v)| du

= 24* (0| = 4d*n
* O Toro € a superficie

T’ ={(x»2) R, 2=~ (V2 +) —a)".

Ela pode ser parametrizada por

0:{(x,y) eR* ¥ +y* <1} =R,
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¢ (u,v) = ((rcos(u) +a)cos(v), (rcos(u) +a)sin(v),rsin(u)).

j k
( —rsin(u cos(v) —rsin(u)sin(v) rcos(u))

(rcos(u)+a)sin(v) (rcos(u)+a)cos(v) 0
= —((rcos(u)+a)rcos(v)cos(u),(rcos(u) +a)rsin(v)cos(u), (rcos(u) +a)rsin(u))

= —(rcos(u)+a)r(cos(v)cos(u),sin(v)cos(u),sin(u))
|1(0u@ > 9,9) (u, v)|| = (reos(u) +a)r.

Com isto,
2n /21w
A = / / (rcos(u) +a)r dudvy
o Jo

2z 5 21
= / (r*sin(u) +ar
0 0
= 4n’ar = (2ma)- (27r).
* A catenoide é uma superficie gerada pela revolugdo de uma catendria, no plane x = 0, em torno do eixo Z.
Ela pode ser parametrizada por

¢ : [~b,b] x [0,2w] = R®, ¢ (u,v) = (acosh(u/a)cosvjacosh(u/a)sinv,u)

(au¢ X av¢)(”7v) =

dv

i b k
(0ud X 39)(u,v) = |< sinh(u/a)cosv sinh(u/a)sinv 1)

—acosh(u/a)sinv “acosh(u/a)cosv 0

= —(acosh(u/a)cosv,acosh(u/a)sinv, —acosh(u/a)sinh(u/a))

= —acosh(u/a)(cosv,sinv,—sinh(u/a))
11(9u0 x 0,0)(u,v)|| = acosh(uja)?:

Com isto,

2w b )
A = / /acosh(u/a) dudv
0 Job

27 (au | a*sinh(2u/a) ’
o (o (Fneg®
0 2 2 I

2
= 2@a’sinh <—b> .
a

* Calculamosra‘integral de superficie
[f2 as
s
onde S ¢é a esfera unitdria. Neste caso, substituimos a = 1 no item acima, e obtemos que ¢ : (0,27) X
[0, 7] — R? dada por
O (u,v) = (cos(u)sin(v),sin(u) sin(v),cos(v)).
Entao

(¢ < 9) (u, v)|| = sin(v).

Com isto,

A =

dv

u)sin(v))?sin(v) dvdu

2n
/ / cos(
2
= / / cos(u sm 3 dvdu
4
3
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* Calculamos a integral de superficie
{[yas
S
onde S € a superficie
S={(xy2) €R’, z=x+y (x,y) €[0,1] x[0,2]}.
Com isto, a parametrizacdo fica definida por

O (x,y) = (x,3,x+)")

Calculamos
i j k
(3:9 % 3,0)(x.) 10 1
0 1 2
= (=1,-2y1)
Entao

1(9:9 x 9,9) (x,0)|| = V2 +4y2.

Com isto,

1 2
A = //y\/2+4y2dydx
0 Jo
2

_ (1 23/2
= (12(2—1—4)1) .

= %(54\/5 —2V2)

13
= V2.
3
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et

oriais surgem com Newton (século X VII)

Comecamos agora astudar a teoria de Campos vetoriais. Os ca
na formulagdo da gravitagdo e das leis do movi
espaco — ainda nao formalizadas como "ca
(século XIX) introduziu o conceito de linhas de fo
muito préoxima da no¢cdo moderna de campo ial.
leis do eletromagnetismo em termos de equacdes difer
como ferramenta central na fisica:

Mais tarde, Gauss, Green e Kelvin
teoremas que relacionam fluxos e-deri

A grosso modo, os campo
espaco. Em termos simples, u
ponto de uma regido do espaco.

ciais envolvendo campos vetoriais, consolidando-os

os fundamentos matematicos dos campos vetoriais, com
rgente, rotacional, etc. e que veremos depois).
ungdes que atribuem um vetor a cada ponto de um determinado
etorial associa uma "seta"(com dire¢do, sentido e intensidade) a cada
os as defini¢oes formais.

.
Definicdo 19.1 Seja U C R” uma regido de R”. Um campo vetorial sobre U é uma fungio F : U — R*" da
forma

F(X1yeeoyXn) = (X1, Xn, f1(X0s ooy Xn) s e ooy fu(X1y e ooy X0))-

O campo vetorial F serd dito continuo se F for continua, e serd dito de classe C" se F for de classe C".

Obs.

* Pela forma que escrevemos acima, vemos que, nas primeira n coordenadas de F(xp,...,x,) aparece
simplesmente as coordenadas (xi,...,x,). Isto é importante porque, de alguma forma, indica o lugar
do campo vetorial (veja que sdo as coordenadas do ponto onde a fun¢do assume valores), no entanto,
sobrecarrega bastante a notacdo. Desta forma, e por convenc¢ao, vamos nos referir a fungdo do campo
vetorial F a partir das ultimas n coordenadas. Desta forma, e por abuso de notacao, vamos dizer que
um campo vetorial € uma fungédo F : U C R" — R” dada por

F(xt,.ooxn) = (i, Xn)see o fulxn, - ooxn))-

Mas vamos entender que estamos falando explicitamente que o campo vetorial F' se corresponde a
uma fungio F : U — R** da forma

F(-x17°"7xn) = (-x17'"axmfl(-xlv"')-xn)v"wfn(-xh"'axn))
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onde, suas dltimas n coordenadas sdo precisamente as que definem F(xp,...,x,).
Esta notacdo condensada permite a seguinte representagdo gréfica. Por exemplo se F : U C R? — R?
¢ um campo vetorial definido para (a,b) € U por

F(a,b) = (fi(a,b), f2(a,b))
Portanto, se queremos representar o campo vetorial, temos que pensar em desenhar a funcio

F(a,b) = (a,b, fi(a,b), f2(a,b)) e R".
o que é impossivel. No entanto, podemos fazer o seguinte, em cada ponto (a,b) € U tragamos um
vetor correspondente a um vetor de coordenadas F(a,b) = (fi(a,b), f2(a,b)) com/origem no ponto
gi)’rbgy.(emplo, se F(x,y) = (x—y,x) teremos que

044

02+

-0.2 +

0441

06+

* Se definimos sobre R™ 0s vetores canonices{ej, .. .,e,} sobre R tais que

Entao
F(xtyone,x0) = (Fi (X153 Xn), ooy Fn(X1, ooy x0)) = Zﬂ(xl,...,x,,)e,-

Em particular,
— em R? tal que

i=(1,00 e j=(0,1).
Temos que
F(x,y) = Fi(x,y)i+ Fa(x,)j.
- em R tal que
i=(1,0,0), j=(0,1,0)e k= (0,0,1).
Temos que
F(x,y) = Fi(x,9,2)i+ F2(x,y,2)j + B> (x,y,2) k.

= Exemplo 19.1 * As seguintes fungdes descrevem campos vetoriais
- F(x,y) = (—y,x) Graficamente podemos ver este campo vetorial como



1

Xy
\ ‘wrf

Definicdo 19.2 Seja U C R” uma regido do plano e considere os campos vetoriais F, Fy, F> : D — R".
* A norma do campo vetorial F = (fi,..., fn) no ponto (xi,..., xn) € definida por
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* O produto interno entre Fy = (f1,..., f,) e F» = (f1,---, f,) é definido por
Fl(-xl-/-- ) F2x17 xn Zfz X1,- xn ﬁ(-xla"'axn)'

* O angulo entre os campos vetoriais F} e F; é a fungdo 6 : R" — [0, 7] tal que

Fl (xl,...,xn) -Fz(xl,...,xn)
|F1(x1,- )| || P2l

em particular, F; e F> sdo ditos ortogonais se 6 (x,...,x,) = 7/2 para todo (xi,...,x,) € U.

m Exemplo 19.2 Seja F : R? — R um campo vetorial dado por
F(x,y,2) = (y,x,1+x%)
O campo vetorial G : R?> — R um campo vetorial dado por
G(x,y,2) = (=x,0)
é ortogonal a F. L]

Definicdo 19.3 Dada f : D — R uma funcdo o campo vetorial gradiente de f, que denotamos por
Vf:D — R" é um campo vetorial dado pela funcao

Vixr,..oxn) = (O f (X1, sXn)y ooy Onf (X1, .00y X0))-
Um campo vetorial F : D — R”" ¢ dito conservativo se existe uma fun¢do f : D — R tal que
F(xi,..., %) = Vf(x1,...,%).
a Exemplo 19.3 * Seja f: R* < R definida por
f(x,y,2) = x+cos(yz),
entao
Vf(x,2) = F(x,y,2) =1, —zsin(yz), —ysin(yz))

€ um campo vetorial conservativo.
* Seja G : R?\{(0,0,0)} — R definida por

Y
G 1.0 — )
%) =5
em que r(x,y,z) = /x> +y?+z2. Entdo
—¥x -y —Yz Y
VG R4 — ( ) ) ) = 1 V&)
032 = ol 1o e 2?) = P

Determinar se um campo é conservativo ou nao pode ser um trabalho bastante dificil. De fato, por exemplo,
em dimensao 2, se queremos saber se

F(x,y) = (filxy), f(xy))

é conservativo, devemos analisar se existe uma fundo f tal que Vf = F, ou seja, se existe uma funcao f tal que

3xf(x7y) :fl (xay) € ayf(x7y> :fZ(x7y)'

Isto pode ser um trabalho bem dificil.
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= Exemplo 19.4 * O campo vetorial F(x,y) = (ye,xe™ +2y) é conservativo. De fato, vamos achar f tal
que
df(xy) = ye¥ = propomos f(x,y)=e"+g(y)

of(xy) = xe¥+2y =0dg(y)=2y
Segue disto que

flxy)=eY+y +c

é uma funcdo tal que Vf = F.
* O campo vetorial F(x,y,z) = (yz,xz,xy) é conservativo. De fato, vamos achar f tal.que
of(x,y,z) = yz = propomos f(x,y,z) =xyz+g(y,2)
hf(x,yz) = xz =dglnz)=0 = gz =2s(2),

df(x,yz) = xy =0dg()=0 = gz)=c
Segue disto que

flx,y) =xyz+c

€ uma fungdo tal que Vf = F.
* O campo

F(x,y) = (x3,y)
nao pode ser conservativo. De fato, se por exemplo existe f tal que Vf = F entao
df(xy) = xy = propomos . f(x,y) = %xzy +2(y)
of(x,y) = %x2y+g’(y) = y_«0.que é impossivel.
Vamos ver agora um critério que nos permite determinar quando o campo vetorial ndo € conservativo:
Seja F : U C R" — R" um campo vetorial conservativo. Entao, se
F(xt,...,xn) = (Fi(x1, ..o sXn),y oo Fn (X1, %0)),
temos que
djFi(x1,...,x,) = OiFj(x1,...,x,) Vi, j=1...n.
Em particular, se F : U — R? um campo vetorial conservativo. Entio, se
F(x,y) = Fi(x,y)i+ F(x,)j
temos que
dyFi = OiF1.
Demonstragdo. De fato, seja f : U — R tal que
F(xi,....x0) =Vf(x1,....x%0) = 0if(x1,...,x,) = F(x1,...,x,) paratodo i=1,...,n.

Como, pelo teorema de Clairaut, temos

8J-F,-(x1,. oo ,x,,) = 8,-8if(x1 golee ,Xn) = 8,-8jf(x1,. . ,xn) = 8,-Fj(x1 golee ,Xn).
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Observamos que se F : U — R” um campo vetorial
F(x1y.ox0) = (Fi (X1, yXn), oy Fa(1y - %0)),
que satisfaz
0iFi(x1,...,%,) = OiFj(x1,...,%,) Yi,j=1...n.

Nio necessdriamente ele é conservativo. De fato, por exemplo, seja F : R?\{(0,0)} — R? dado por

F(x,y):( g al )

7x2+y2’x2+y2

Observamos que Fj (x,y) = —ﬁ, F(x,y) = 77 e que
2_ 2
Y —x
P (x,y) = X242 = a}‘Fl (x,)

No entanto, F nio é conservativo. De fato se existe f : R*> — R tal que Vf = F entio

Y

v f(x,y) = —m = f(x,y) = arctan (;) +C

o f(x,y) = ﬁ = f(x,y) = arctan (;) +C

+y

mas esta fungao

X
g(x,y) = arctan (7)
y

ndo estd definida para o eixo y = 0, portanto, ndo imporam as constantes escolhicas, ndo existe funcao f tal
que Vf = F para todo R?\{(0,0)}.

O caso acima motiva a seguinte discussao.

Definicdo 19.4 Uma regidio U C R” é dita simplesmente conexa se dados dois pontos de U eles podem
ser conectado dentro de U e para toda curva fechada em U a regido por ela delimitada estd completamente
contida em U.

Seja F : U C R?> — R? um campo vetorial conservativo onde U é uma regidio simplesmene
conexa . Entdo, se

F(xi,...,x0) = (Fi(x1,- -y Xn), B2 (X1, -, Xn))s
tal que
L F|(x1,x2) = 91 F>(x1,x2).
Entdo F € conservativo.
Demonstracdo. A demostracio é omitida pois precisamos mais ferramentas matemadticass das que dispomos. W
= Exemplo 19.5 * Vamos ver, utilizando o resultado acima, que o campo
F(x,y) = (x3,y)
nao pode ser conservativo. De fato, pelo teorema anterior, como
3,(xy) =x#0=dy.

temos que F' ndo pode ser conservativo.
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* O campo vetorial
F(x,y,z) = (0,cos(xz), —sin(xy))
ndo pode ser conservativo. De fato, como

Fi(x,y,2) =0 e F(x,yz)=cos(xz)

9y(0) = 0 # —zsin(xz) = d;(cos(xz)), R

o teorema anterior garante que F' nao pode ser conservativo.






A ideia de integrar um campo vetorial ao longo de uma curv
realizado por uma forga sobre um corpo em moyimento. Na |
uma particula que se movimenta ao longo de

turalmente a partir do estudo do trabalho
emos que dada uma forca F agindo sobre

r(t) =xo+1tv
onde xg, v € R?, temos que o tra da forg movimentar a particula de r(0) a r(7T) era dado pela
férmula

W=F-(r(T)-r(0)) = )
Podemos considerar a forga F' ¢ u po vetorial e a reta » como uma curva. Entdo cabe a pergunta, como
generalizar isto a um contexto mai 1? Nesse sentido que surge a ideia da integral de linha.

Esse tipo de int ¢ fundamental para entender fendmenos em diversas areas da matematica, fisica e

engenharia, e ta asso essencial para o estudo dos grandes teoremas do célculo vetorial, como os

Formalizamos entdo a ideia da integral de linha. Seja ¥ : [a,b] — R” uma curva e seja U um aberto tal que
Img(y) C U e considere um campo vetorial F : U — R".

P: altpy<n<---<t,=b
Denotamos por

A=t —tiq
e definimos a amplitude da particao P por

A = sup{At;, 0 <i<n}.
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Observamos que pedir
A — 0 éequivalente a pedir Az; — 0.

Observamos que unindo os pontos {¥(#;) }o<i<n por retas temos uma curva, que denotamos %, que aproxima a
curva Y no sentido de que

lim %,(t)=7y() Vit€E]la,b).

n——+oo

Definimos a integral de linha de F ao longo de 7, pela expressao.

F ’}/n ZF tl 1 ) Y(tifl))'

Observamos que, aplicando o teorema do valor medio no intervalo [t;_1,#;] a fungdo

g(t) = F(y(ti-1)) - (y(t) — v(ti-1))

temos que existe um r; € [ti — 1,¢;)

g(t) —g(ti) =& (r)(ti—ti1) istoé F(y(ti1))- (y(t) = v(tioo)) =/F(u(ti1)) -7 (7)) (ti —1i-1)

e, portanto, quando A << 1 temos que

F(y(te1)) o (ri)@a="11)

-

F’}/n ZF l‘, 1 ) }/(Zi—l))2

i=1

Por lo que vimos em célculo de uma variavel temos que.quande A —/0 tal que
n n b
B Y PO Gl —t-0) = Y POy 7 () —1) = IRCORI0r?
i=1 i=1 a

Definicdo 20.1 Seja C uma curva parametrizada por y: [a,b] — R" e seja U um aberto tal que Img(y) =
C C U e considere um campo vetorial ' : U — R”". Definimos a integral de linha de F ao londo da curva y
como sendo

b
fr-ar= [ FOw)-v @) .
c Ja

quando a integral existe.

= Exemplo 20.1 s Seja F* R? — R? o campo vetorial definido por

F(xay) = (x27—xy)7

e considere a curva C parametrizada por y: [0, /2] — R? dada por

Y(#) = (cos(t),sin(r))

Entao
F(y(t)) = (cos?(t), —cos(t)sin(r)), 7 (t) = (—sin(z),cos(r))
=  F(y(t))- )/(t) — —2sin(t) cos*(r)

fCF-dy: / F(y Y(t) dt

- /0 2sin(r) cos(r) dr

2 L
= (gcos(t)3

0 3
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* Seja F : R?> — R? o campo vetorial definido por

F(x,y) = (2,x),
e C a pardbola y = x* de (0,0) a (1, 1).
Parametrizamos

y(t) = (1,12), t€]0,1].

F(y(n)= (), Y()=(12)
= F(y()-7() = +2")

1
fF. dy:/ (£ +2t*) dt
C 0

1
B r 215

e
35

15
0

* Seja F : R? — R? o campo vetorial definido por
F(x,y,2) = (z,y%,5%),
e considere a curva C parametrizada por ¥ : [0, 1] — R? dada por
) = (t,—1,1%)
Entao
F(y(1)) = (,—,°)f ¥ (1) & (141, 20)
= F(y(t)-Y(t) =284 2

1
dFoay = [ Foe)-y ey
C 0

1
= /2t3+2t2dt
0
1, 25" 7
= |\="+=r| =-.
(2 370,76

* Seja F AR — R30 cdmpo vetorial definido por
F(x,32)= (yz,%2,xy)
e considere a hélice C parametrizada por
Y(t) = (cos(t),sin(z),t), t€[0,x]|.

Entao

F(y(t)) = (tsin(t),tcos(t),sin(t) cos(t)), ¥ (t) = (—sin(t),cos(t),1)
1

= F(y(t))-7Y(t) = cos(2t)= sin(2¢)

2

T 1 T
%F- d}/:/ tcos(2t)dt+f/ sin(2¢) dt
c 0 2 Jo
—0
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* Seja F : R? — R? o campo vetorial definido por

F(X,y) = (_yax)

e C o circulo x> +y> = 1.
Parametrizamos y(z) = (cos(t),sin(z)), t € [0,2x]. Entdo

F(y(t)) = (=sin(t),cos(t)), 7(t) = (~sin(¢), cos(r))
= FO)-7() =1

27
fF.dy:/ 1dt=2n
C 0

Coroldrio 20.1 Seja y: [a,b] — R" uma curva suave por partes e considere ! : [a,b] — R definida por

Y (t)=y(b+a—1)

Entdo, se Img(y) C U, para todo campo vetorial F : U — R temos que

%F-dy:—% F-dy'.
Y r!

m Exemplo 20.2 Seja F : R? — R? o campo vetorialdefinido por
F(x,y,2) = (z,y%,%),
e considere a curva C parametrizada por 7y :/{0, 1] = R? dada por
¥(t) = (t,~1,1%)
Entdo
Y0 =y(1—1)=(1-8C 1+ (1-1)%)
F(y ') =(L=0)%~-1-1)",(1=1)%), Y(1)=(-1,1,-2(1~1))
= Fy) Y= -2(1-1)*-2(1-1)?

1
dran= [oFom)voa
C 0
:Aﬁqpﬁ—m—Mm
= —/1253—i-2s2 ds
0

2 1

1
= —(zt+3°

0 6

Coroldrio 20.2 Sejam C; e C, duas curvas suaves por partes e parametrizadas por y; :

1 : [c,d] — R" respectivamente. Considere 7 : [a,b] U [c,d] — R" definida por

v [ n@) se telab]
YO)_{ }/;(t) se t€lcd]

la,b] — R" e



171

Entdo, se C = Img(¥) C U, para todo campo vetorial F : U — R temos que

%F-f/: F'd}/1+j{ F-dpy.
c Ci C
Demonstracdo. Considere
t(s) =(d—c)s+c—b(d—c).
Observamos que u é diferenciavel e que
ulb)=c, ulb+1)=d e ulb,b+1]=]c,d|,
em particular

dt =(d—c)ds

—1(t(s)) = 1(t(s))(d—c)

d
Fap = [ Fa0)- %) dr

b+1 1 d
= [ R0 (g ), [mc)as
b+1 d

= ), Fr4©) znlls) a5

Com isto, temos que se
B(t)=1r((d—c)it+c—b(d—c)) parat € [b,b+1]

entao

G Cy

Portanto se

oo Jin) t € [a,b]
Y(t>_{ ~;(t) :z t€[b,b+1]

F-dy = ¢ F-dy+¢ F-d
C (& G

= F-d’)/l—l-]{ F-dy.
Cy G

= Exemplo 20.3

Seja F : R? — R3 o campo vetorial definido por

F(X,y,z) - (vaay))

e C o caminho poligonal em R? definido pela unido de segmentos: ¢; de (0,0,0) a (1,0,0), ¢, de (1,0,0) a
(1,1,0) e £3 de (1,1,0) a (1,1,1).
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Parametrizamos este caminho como

(1,0,0) se r€]0,1] (1,0,0) se rel0,1]
yit)=< (1,t—1,0) se t€[l,2] = ¢Y@)=<¢ (0,1,0) se te][l,2]
(1,1, —2) se €23 (0,0,1) se re€]2,3]
Entao
(0,£,0) se te]0,1] 0 se re]0,1]
F(y())=<¢ (0,1,t—1) se t€[l,2] F(gamma(t))-Y(t)=< 1 se t€]l,2]
(t—2,1,1) se t€]2,3 1 se te[2,3
Calculamos

1 1
7{F~ dy:0+/ 1dt+/ 1dt =2
C 0 0

— da independencia do caminho . Seja U um aberto e F : U — R" um campo vetorial
sobre U. Entdo, para toda curva C diferencidvel por partes e fechada y: [a,b] — U C R” temos

%Fd}/:O,
Jc

se, e somente se, para todo par de curvas diferencidveis por partes C; e C, parametrizadas por 7; : [c,d] — R”
e % : [r,s] — R” respectivamente e tais que

() =p=nrn() e nld=q=n)

temos

7{ F'd’}’] :?{ F-d}’z.
C (@)

Demonstragdo. Assumimos, sem perder geralidade que [c¢,d] e [r,s] sdo intervalos disjuntos ou que d = r. Caso
contrério, podemos reparametrizar as curvas para leva-las neste contexto.
Definimos 7 : [c,d] Ulrs] — R” por

) = { 1) wose t€[e,d]

BA(0)(e) se r€ns]
Observamos que esta curva é fechada, visto que
n@=pr=5=1'6) ¢ nd=q9=p=x"'0.
Entao

fF-df/ = F-dyl—k?{ F-dy!
c Ci (o

= F-dy]—]{ F-dvy.
G C

Portanto, se

7{F.d7=0 - F‘d'}’lzj{F‘db:
c C;

G
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para quais que par de curvas diferencidveis satisfazendo as hipétesis. Por outro lado, se y € uma curva fechada e
¢ € (a,b), entdo podemos particionar ¥ : [a,b] — R”" como uma curva ¥, : [a,c] — R", 71 (¢) = y(t), e outra curva
% : [c,b] — R, 15(t) = y(t) de forma tal que ay; e ¥ formem uma curva fechada. Considere 7, ', entio

7{ F-dy folF'dY{lz—j{ F-dy,
Ci C G

2

portanto

?{F-dy: F-dyﬁrj{ F-dy, =0.
C C (3

A seguir veremos o Teorema Fundamental das Integrais de Linha que é uma generalizacao do Teorema
Fundamental do Calculo para o contexto de campos vetoriais. Este resultado ¢ fundamental porque conecta
diretamente campos vetoriais com fungdes escalares potenciais e fornece uma ferramenta poderosa para sim-
plificar cdlculos e compreender propriedades geométricas e fisicas, como o trabalho realizado por uma forca
conservativa.

— Fundamental das integrais de linha . Seja C uma curva parametrizada por ¥ : [a,b] — R”
e seja U um aberto tal que C C U e considere um campo vetorial conservativo Vf : U — R”, entdo

75 Vf-dy= f(y(b)) - f(¥(a)).

Demonstracdo. Seja y: [a,b] — R" e um campo vetorial conservativo Vf : U — R” como no enunciado.
Observamos que, da regra da cadeia, temos

%ﬂfOﬁO)deWOH'VO%=VfWOD-VU)

Calculamos entdo

b
74 Vi-dy = / V(A1) Y (1) d
C a
b d
= [ S(ro
= Fub)) - f((a)),
como queriamos mostrar. |

Historicamente, esse teorema foi formulado com base nas ideias desenvolvidas por Newton e Leibniz no
célculo/de uma varidvel, e sua generalizacao para vdrias varidveis foi consolidada no século XIX com o
avanc¢o da andlise vetorial e da fisica clédssica.

Coroldrio 20.3 Seja F : U — R" um campo vetorial conservativo. Sejam C; e C, duas curvas diferencidveis
por partes parametrizadas por ¥; : [a,b] — R" e 1, : [c,d] — R" respectivamente e tais que
n@=p=n e nb)=q=mnb).

Entao

4 VFan=rla)- 1) = §_Vs-dp
C G
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Coroldrio 20.4 Seja F : U — R" um campo vetorial conservativo e C uma curva diferencidvel por partes
parametrizada por y : [a,b] — R" e tal que y(a) = y(b). Entdo

fC.Vjid}/:O.

= Exemplo 20.4 * Vamos calcular §.F -dy, onde F(x,y) = (2x+y,x+3y?) e C é uma curva suave de
(0,0)a(1,2).
Observamos primeiramente que F é conservativo. De fato se

fxy) = [@x+y)ds =242y +h(y).
Derivando em relagado a y:

d
8va =x+H(y) =x+3" = h(y) =y’ +C.

Logo, f(x,y) = x> +xy+y>.
Pelo teorema fundamental das integrais de linha temos que

%CF.dy:f(l,z)—f(o,O):(1+2+8)—0: 11,

* Vamos calcular ¢, F - dy, onde F(x,y,z) = (yz,xz,xp+2z) € C € uma curva diferencidvel que vai de
(1,0,—1) a (2,2,3).
Observamos primeiramente que F € conservativo: De fato se
fxy2) =xyz+ 2 o= Wflx, pa)é=F(x,,2).
Pelo teorema fundamental das integrais de linha temos que

%CF-dy:f(Z,ZJ)—f(l,O,—l) — (1249) — (0+1) = 20.

* Vamos ver que$F -dy = 0 para F(x,y) = (y?,2xy) e ]C uma curva fechada qualquer.
Observamos primeiramente que F € conservativo. De fato se

f&y) =%’ = Vf=F

Logo, se v ¢ uma curva fechada em (p, q) temos, pelo teorema fundamental das integrais de linha, que

ch'dVZf(p,q)—f(p,q) =0.



a quantidade de ar que atravessa uma asa de
superficie condutora.

Durante o século XIX, no desenvolvimento
e fisicos como Gauss, Faraday e

A nogao de fluxo de um ca
constante X sobre uma superfic

F=(X-n)-Area(S).

Observamos que, pela féormula acima, as contribui¢des do campo que sdo tangentes a superficie ndo
influenciam no fluxo, somente o faz a componente na dire¢cdo normal.

Essa ferramenta é essencial na formulagdo de leis fundamentais da fisica, como a lei de Gauss para o campo
elétrico e a conservagdo da massa em dinamica de fluidos. Além disso, fornece o contexto necessario para o
estudo de teoremas integrais importantes, como o Teorema da Divergéncia, que relaciona o fluxo de um campo
através da fronteira de uma regido ao comportamento interno desse campo.
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Temos que generalizar esta ideia para o caso em que o campo vetorial nao é constante ao longo da superficie
e para o caso em que a superficie ndo € plana. Nesse sentido vamos a estudar a ideia de fluxo para superficies
paramerizadas.

Seja S uma superficie parametrizada por ¢ : U — R? e S = ¢(U). Assuma que S est4 orientada com vetor
normal

1
|10:¢ % 9,9]|

Por simplicidade vamos assumir que U = (a,b) X (c,d) e consideremos as seguintes parti¢des

77(¢(u7")) = (8)6(]) Xay(]))(u:v)

Pi: a<xp<x1<:---<xp=b e P: c<yy<yi<-:-<ym=d,
e, com estas parti¢cdes criamos uma particdo de U em pequenos retangulos
P:=P X Py ={Rij = [xi—1,xi] X [yj—1,,]}
Denotamos por
A=xi—xi.1 e Ayj=yj—yj-1 V0<i<n 0<j<m,
e definimos a amplitude da particao P por
A = sup{Ax;, Ay;,0<i<n, 0<j<m}.
Observamos, assim como feito anteriormente,/que pedir
A — 0 ¢€equivalente a pedir Ax; -0 e Ay;— 0.
A particdo P define uma particdo deS em retalhos
P={S;j=¢(R;j),0<i<n, 0<j<m}h
Considere uma familia de pontos
Z = {zij = (w;,v;) € Rij, 0<yiptn, 0 < j <m}
e defina
Z={pij=0(zj),0<i<n, 0<j<m}CS, e A;=Area(S;)

€0 normal

- dpXxXad¢
nij = Hal(PX&Z(PH(pU)

Dado um campo vetorial F : V C R? — R3, onde S C V, temos que podemos aproximar o fluxo de F a travez
da superficie S pela expressao

S(F,P,.Z)=Y)_

j=li

(F(pij) - Mij) - Aij
1

n

A soma S(F, P,Z) acima representa o calculo de fluxo aproximado onde estamos assumindo que o campo
vetorial F € constante ao longo de cada retalho S;; e, mais ainda, que o vetor normal ao longo do retalho
aponta na mesma dire¢do também. Embora as S;; ndo sejam completamente planas, a soma S(F .P,7) é
como se fosse o fluxo a travez de um poliedro que aproxiima a S e cujas faces sdo dadas pelas S;;.
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Se a parti¢do P tiver A << 1 entdo podemos assumir que S;; pode ser proximado por um retangulo no plano
tangente definido pelo ponto ¢ (u;—1,v;—1) e lados dados pelos vetores

vi =010 (ui—1,vj—1)Ax; e vo=019(ui—1,vj_1)Ay;.
Do que vimos em geometria analitica, este retdngulo tem area dada por
Ai; = 11019 (ti—1,vj-1) X 020 (ui—1,vj—1)||Au;Av;

Com isto, a soma de Riemann pode ser escrita

s
-

~

Il

Il
o,

S(F,P,Z) =~ (F(pij) - nij) 101 (i1,vj-1) X 029 (ui—1,vj1)||AuiAv;

12
M=

~

Il
—_

Il
—_

[F(pij) - (D10 (ui-1,vj1) X 29 (ui1,vj-1))|AuiAv;
Logo, considerando uma sequéncia de particdes {P;} cujas amplitudes A; converge para zero, teremos que

S(F, P Z) — f j X (u,v) - (916 (u,v) X 20 (u,v)) dudv.
U

Isto motiva a seguinte defini¢cdo

Definicdo 21.1 Seja S uma superficie parametrizada por ¢ : U — R? e S = ¢(U). Assuma que S estd
orientada com vetor normal

1
R

Definimos o fluxo de X sobre S como sendo

([ F-aa=[[(F-n)da=[[Fuv) (3i0(uv)x 30(u,v)) dudv,
S S U

n(9(u,v)) (919 < 9,9)(u,v).

Se § € uma superficie parametrizada por partes e S+ 8, U---US, tal que §; N S; sdo conjuntos de medida
nula para todo i # j, definimos

JJFean Y [[F-aa.

i=1 S;

Na definigdo estamos assumindo que a superficie S que estd parametrizada por ¢ : U — R3 e § = ¢(U) tem
orientacdo igual a induzida pela carta pois estamos assumindo que o vetor normal é dado

1
~ [10u¢ x 9,8 ]]

No entanto pode ocorrer que, ao fazermos a paramterizacdo da superficie, a orientagdo induzida pela
parametrizac¢do nao seja a mesma que a orientacdo pedida para a superficie. Como hd duas alternativas para
a orientacao (pois estamos assumindo que S € conexa e orientdvel) e as duas alternativas diferem num sinal,
0 que estaria acontecendo € que a orientacao induzida pela carta estd na dire¢do contrdria da orientagao
pedida da superficie. Por isso, caso isto ocorra consideramos

n(¢(u,v)) (0u9 x 0¢)(u,v).

1

mqu) % 3,0)(u,v) = -1 (9 (u,v)).

(9 (u,v)) =
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Assuma que a superficie S, parametrizada por ¢ : U — R3 e S = ¢ (U), tem orientagio igual a induzida pela
carta , isto é, que o vetor normal é dado
1
u,v)) = ——————(9,0 X 3,0)(u,v).
Do que vimos de derivada direccional, temos que, para uma fungdo f: R — R
of
Vf-n= ==
fn=Dyfi=3 ;
Ento, podemos escrever
HVf-dA = H (‘lf> dA = H <ﬂ) (0(u,)) 199w x Iy |(1t, v) dudv.
811 arl ) K
s s U
= Exemplo 21.1 * Vamos calcular o fluxo de F(x,y,z) = (0,0,z) através do plano z = 2x-+y limitado por

0<x<1,0<y<2—2x. Assumimos a orientacdo em que o vetor normal aponta para cima do plano.
Primeiramente parametrizamos a superficie por

o(x,y) = (x,,2x+y)

Entao

8x¢(x,y):(1,0,2), 8y¢(x7y):(071a1)

Com isto

(0x¢ x 9,¢)(x,y) = (=2,—1,1)

e observamos que este vetor/gera um vetor normal que aponta para cima do plano pois a dltima coordenada
€ positiva. Portanto € a orientacao correta.
Logo, calculamos

* Vamos calcular o fluxo de F(x,y,z) = (x,y,0) através do cilindro x> +y* =4 entre 7= 0e z = 5. Assu-

mimos a grientacdo de cada parte do cilindro como sendo aquela em que o vetor normal aponta para
fora.
Primeiramente parametrizamos a superficie por

¢(852) = (2cos(8),2sin(0),z) (6,2) € [0,27] x [0,5]
E as tampas sdo parametrizadas por

vi(r,0) = (rcos(8),rsin(6),0) i (r,0) = (rsin(8),rcos(0),5) (r6) € [0,1] x [0,27].
Com isto, no corpo do cilindro temos

(0:6 % 3,0)(8,2) = (2cos(6),2sin(8),0)
e nas tampas

Ay x oy )(r, 8) = (0,0,1) = — (v X Ay y2)(r, 0)

Observamos que, em cada caso, o vetor gera um vetor normal que aponta para fora do cilindro.
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Como em cada tampa temos que

F(yi(x,)) - ((9y1 x dyy1) =0

temos que o fluxo de F sobre as tampas € zero. Com isto, s6 nos fica calcular o fluxo no corpo do cilindro.
Logo,

ijwlA = /OM /05(4cos2(6) +45in%(0)) dzd6 = 407
S

e Vamos calcular o fluxo de

K
F(x,y,2) = BE (x,3,2)

(X% +y?+ 72

através da esfera x*> +y? +z> = R com a orientagio que d4 o vetor normal apontando para fora da esfera.
Primeiramente parametrizamos a superficie por

y(0,9) = (Rsin(¢)cos(0),Rsin(¢)sin(0),Rcos(¢)), 0.<0 <27, 0< o<1
Calculamos

doy(0,9) = (—Rsin(¢)sin(0),Rsin(¢)cos(0),0) Jdyy(6,¢)= (Recos(¢)cos(0),Rcos(¢)sin(6),—Rsin(¢))

Com isto,
i i k
(Joy x dyy)(0,¢) = |—Rsin(¢)sin(@) Rsin(¢)cos(0) 0 (21.1)
Rcos(@)cos(0) “Rcos(¢)sin(6) —Rsin(¢)
— R*(—sin’(¢)cos(0), —sin’(¢)sin(6), — sin(¢) cos(¢)). (21.2)

O vetor que obtivemos aponta para dentro pertanto, para considerar um vetor que aponte na mesma direcao
que o vetor normal, consideramos o vetor. que aponta na direcao contraria

(30w x 9 y) (6, 6)= R (sin(9) cos(8), sin’(¢) sin(6), sin(¢) cos(9)).

Entao

F(y(6,9)) = %R(Sin(mCOS(@),Sin((P)Sin(9),008(¢))

F(y(6,0))- (9w x dpy)(6,9) = Ksin(¢9)
Logo

foF.dA: /OM/OEKsin(q)) d$do — 4K .

* Vamos calcular o fluxo de F(x,y,z) = (x,,z) através da esfera x> +y* +z> = 9 com a orientagio na qual
o vetor normal aponta para dentro
Primeiramente parametrizamos a superficie por

y(6,¢) = (3sin(¢)cos(0),3sin(9)sin(6),3cos(9)), 0<O0<2m, 0<¢o<m

dow(0,¢)=(—3sin(¢)sin(6),3sin(¢)cos(0),0) dyy(6,9)=(3cos(¢)cos(H),3cos(¢)sin(6),—3sin(¢))
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Com isto,
i j k
(Doy x dyy)(0,¢) = |—3sin(¢)sin(6) 3sin(¢)cos(0) 0 (21.3)
3cos(@)cos(B) 3cos(¢)sin(0) —3sin(¢)
= (—9sin®(¢)cos(B), —9sin*(¢)sin(0),—9sin(¢)cos(¢)). (21.4)

Observamos que, neste caso, a orientacdo induizida pela parametrizacao € a correta.
Com isto

F(y(6,9)) = (3sin(¢)cos(0),3sin(¢)sin(0),3cos(¢))
F(y(0,9)) (dow x dpy)(6,9) = —27sin(9)
Logo

2% rm

| FodA:f/ / 27sin(9) dpdO = —1087.
0 0

S

Vamos calcular o fluxo de F(x,y,z) = (y, —x,z?) através do paraboloide z= x> + y*limitado por z < 4.
Assumimos que a orientacdo € aquela em que o vetor normal aponta para dentro do paraboloide.
Primeiramente parametrizamos a superficie por

0(r,0) = (rcos(0),rsin(0),r*) (r,0) € [0,2] X 0,2z},
Com isto
(00 x ,0)(r,8) = (—2r*cos(0),—2r%sin(6),7)
Observamos que o vetor normal induzido pela parametrizacao coincide com o pedido. Logo calculamos

2 2 327
ffF—dA:/ / (—2r3sin29—2r3cos29+r5)drd9:T
o Jo
5

Vamos calcular o fluxo de'F (x,y,z) = (x,y,0) através do cone z = /x> +y* entre z=0e z=3. A
orientacdo do cone serd aquela.em que o vetor normal aponta para fora do cone.
Primeiramente parametrizamos a superficie por

¢ (ry0) = (rcosByrsin6,r) (r,0) € [0,3] x [0,27],
Com isto
(0,0 X9g9)(r,0) = (—rcos(0),—rsin(0),r)

Neste caso, a orienta¢do induzida pela carta € contraria a orientagdo pedida, portanto revertemos a
orientacdo da carta.

(dg® x 0,0)(r,0) = (rcos(0),rsin(0),—r)

Logo calculamos
2n 3
HF-dA:/ /(r2cos2(9)+r2sin2(9))drde:187:.
o Jo
s

Poderiamos ter parametrizado a superficie por

o(x,y) = (x,y,V/*¥*+y?) (x,y) € B(0,3),
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Com isto

(04 x Ay0)(x,y) = (—rcos(0),—rsin(0),r)

Neste caso, a orientagdo induzida pela carta € contraria a orientacdo pedida, portanto revertemos a
orientacao da carta.

(8x(])><ay¢)(ra9)_ ( \/x2+y27 \/x2+y2’1)

Neste caso, a orienta¢do induzida pela carta € contraria a orientagdo pedida, portanto revertemos a
orientacdo da carta.

B x Y _
(8y¢><3x¢)(ra9)—(\/x2+y2’\/x2+y27 1>

Logo calculamos

2 3
HF dA = H el dxdy:/ /(r2cos2(9)+r2sin2(9))drd9:187:.
V2 4y? o Jo






demos descrever localmente o comporta-
mento de um campo vetorial? Ou seja, se temos um e forcas (como um campo elétrico, magnético, ou

Foi tentando responder a per,
vetorial: o divergente e o rotacional.

* Divergente: Imagine u po vetorial F : R? — R? que representa a velocidade de um fluido (4gua

ou ar, por exemplo). Em certos pontos, o fluido pode estar "saindo"(como se houvesse uma fonte) ou
"entrando"(como um ralo). ergente € a ferramenta que mede quantitativamente esse comportamento:
ele indica se, le ponto, ha mais fluido entrando ou saindo isto é, o divergente mede fontes e

nsurar se um ponto é fonte ou sumidouro vamos ver como se comporta o fluxo
vetorial F numa caixa de lado 26 centrada em p. Logo, como queremos ver o que
0, vamos considerar o limite 8 — 0 para ver o resultado:

CR3 = R3, p=(p1,p2,p3) €U um ponto e considere, para delta > 0 suficientemente

Cp5=1[p1—08,p1+ 8] x[p2—8,p2+ 8] x [p3—8,p3+ 6],

de modo tal que C, 5 C U.
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Seja S5 = dC), 5. Vamos calcular

1
lim——— ([ F-dA.
5530 Vol(C, o) !f

8

Como Sg € a unido das faces do cubo, calculamos para duas faces paralelas, para as outras a conta é similar.
Considere entdo

Si={p1—06}x[p2—0,p2+ 8] x[p3—0,p3+ ]

e Sy ={pi+8}*[p»—6,pa+ 8] x [p3—8,p3+ 9]

Nestes casos temos que n; = (=1,0,0) é o normal a S| e np = (1,0,0) é o normal a S,. Entdo,
)
ffF'dA — —/S/BFl(Pl—37P2+y7p3+2)dyd2
Sy T

~ _Fl(p] —57%7%)(25)2
Onde, na ultima linha, temos utilizado duas vezes o teorema do valor médio para integrais. Segue desta a
existéncia dos pontos ¢, € [p2 — 8, p2+ 8] e g3 € [p3 — 0, p3 + 6]. Andlogamente:

1) 1)
f F-dA = /S/SFl(pl+5,pz+y,p3+1)dydz
S5 B

= Fi(p1+6,42,33)(28)°
Com isto, temos que

HF-dA+HF-dA = Fi(p1+8,G2,43) — Fi(p1 — 8,92,93)(28)?
S] SZ

Anélogamente, calculando do mesmo modo com as outras fases (S3, S4 perpendiculares a (0,1,0) e S5, Sg
perpendiculares a (0,0, 1)) temos

ffF-dAJrffF-dA = F(G1,p2+8,43) — F2(q1,p2 — 8,43)(28)*

[[F-da+[[F-dA = F(@,d,p3+8.)— Fy(a1,42,p3 — 8)(25)?
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Com isto, temos que
1

1
W!JF-dA =~ o7 !JF-dA

F](pl +67‘?27q~3)_F1(P1 —67‘]27513)

206
Jr1’72(671,172 +6,43) — F>(q1,p2— 0,43)
(20)
F3(G1,42,p3+6,) — F3(q1,92,p3 — )
* 25

Agora, fazendo & — 0 e utilizando que ¢;, §; — p; temos que

1

Iim ——— F-dA = (01F + & F + K F .

51£>I‘I)VOZ(C176)!I (01 Fi + 0, F> + 05F3)(p1, p2, P3)
)

Definicdo 22.1 Seja U um aberto de R? e considere um campo vetorial F : U — R® que escrevemos

F(x,y,2) = (P(x,,2),0(x,9,2),R(x,y,2)) = P(x,y,2)i+ Q(x,y,2)j + R(x,y,2)k

e assumimos que as funcdes P, Q, e R sdo diferencidveis.
O Divergente de F ¢ a fungdo div(F) : U — R definida pela expressao.

div(F) = 0P+ » Q0+ 3R.

Historicamente, esse conceito surgiu no contexto da equacao da continuidade na fisica, que descreve a
conservacao da massa (ou carga, energia, etc.) em sistemas dindmicos. O divergente aparece naturalmente
na forma local dessa lei.

* Rotacional: Este operador mede a tendéncia de giro Agora imagine o mesmo campo de velocidades, mas
vocé coloca uma pequena pa dexmoinho em um ponto. A pa gira? Se sim, em que dire¢do e com que
intensidade? O rotacional é o operador que responde a essa pergunta: ele mede a tendéncia de rotagdo
local de um campo vetorial:

Para mensurar a tendéncia de rotagdo’em um ponto p a ideia € calular a da integral de linha do campo
vetorial F ao longo de uma curvafechada C, que € a fronteira de uma superficie A de raio e logo ver o
que acontece no limite em que & — 0, isto é

1
I —j{F-d
SIE})A c )

26

Y

Sejaentdo F : U C R?* — R3, p = (p1,p2,p3) € U um ponto e considere, para § > 0 suficientemente
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pequeno, o cubo
Cp,ﬁ = [pl _57p1 +5] X [P2_57P2+6] X [p3_67p3+5]7

de modo tal que C,, 5 C U. Em particular

A3 {p1} x[p2—8,p2+8] x [p3—8,p3+ 6],

€ a parte do plano £ : x = p; que estd dentro do cubo C,, 5. Observaos que a fronteira de (9A1S estd formada
por quatro arestas que parametrizamos por

bz (pr,p2+s,p3—96) s€[=6,8] Lr: (pi,pa+8,p3+s) se[-6,0]

b3 (pr,p2—s,p3+06) s€[=6,8] Ls: (p1,p2—0,p3—s) s€[-0,0]
e denotamos por ¥ = 8A13 = {1 Ul Ul3 Uly,. Calculamos agora,

s 5
8A5F.d% = /SFz(p17P2+S7P3—5) ds+/5F3(p1,pz+5,p3+S) ds
; _ _

) o
—/5Fz(p1,pz—s,p3—5) ds—/6F3(P17P2+6>P3+5> ds

s
= /S[FZ(PuPz +5,p3—06) —F(pi1,p2=8,p3—0)] ds

5
+/5[F3(p1,p2+5,p3 +5) =F(p1,p2+0,p3+5)] ds

= [F(p1,92,p3 —0)~ F3(p1,q2, p3 =9)](20)

+[F3(p1,p2+6,93) =F3(p1,p2 + 6,43)](26)
Onde temos aplicado, nas ultimas dois linhas, o teorema do valor médio, por exemplo,

o
FZ(P17QZ7P3_5):/6F2(P17P2+Sap3_5) ds paraalgum ¢, € [pr — 8, p>+ 0.

Com isto, e utilizando o teorema do valor medio na sua forma diferencial, vemos que

7{ Fh = L{[FZ(Pl,CIz,PS—5)—F2(P1742,P3—5)]
Area(A‘ls) QA 452 (20)
_[FS(P17P2+5,613)—F3(P1,P2+5>6]3)]}
(26)

= F(p1,42,93) — BF2(p1,92,43)
para gy € [q2 — 0,92+ 8] e §3 € [q3 — 0,93 + &
Agora, como o que queremos ver é o comportamento de F no ponto p fazemos § — 0. Neste caso, temos
que

92492 — P2, 43,43 —> P3

e que

1
lim ——— F-dy= o:F5(p1, pa, p3) — B3F(p1, pa,
S Areala?) Jons Y= F(p1,p2,p3) — BFE(p1,p2,p3)

Andlogamente, podemos provar algo similar para
A [p1—8,p1 48] x {p2} x [p3 — 8,p3+ 8],

onde obteremos

1
lim——— ¢ F-dy=sF (p1,p2,p3) — 1 Fs(p1, pa,
(MOArea(Ag) 242 Y= &Fi(p1,p2,p3) 1F3(p1,p2,p3)
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e para

Ag : [p1—0,p1+ 6] x [p2—6,p2+ 6] x {p3},

onde obteremos

lim ——— F-dy=o0|F — o F;
SIE(I)Area(Ag) 3A§S Y 1 2(P17P27P3) 2 1(P17P27P3)

Portanto, para um quadrado plano qualquer M® de lado 28 centrado em p e de normal 1, teremos que

1
lim———— F-d(OM®) =< R(p1,p2,p3),n >
SIE%)Area(M‘U ?gMﬁ ( ) (P1, P2, p3). 1

em que
R(p1,p2,p3) = (02F3 — 03F2,3Fy — 01 F3,01F> — 0hF1, ) (p1, p2, p3)-
Com isto chegamos a seguinte defini¢cao:

Definicdo 22.2 Seja U um aberto de R? e considere um campo vetorial F : U — R que escrevemos

F(x,y,2) = (P(x,3,2),0(x,,2),R(x,y,2)) = P(x,y,2)i+ O(x,y,2)j + R(x,y,2)k

e assumimos que as funcdes P, Q, e R sdo diferencidveis.
O Rotacional de F ¢ o campo vetorial rot(F) : U — R? definido pela expressio

I'Ot(F) = (82R — 83R)i + ((931‘) — 81R)j + (81Q — agp)k.

O conceito de rotacional também nasceu de problemas da fisica, especialmente na mecanica dos fluidos
e no eletromagnetismo. Por exemplo; as equacoes.de Maxwell, que descrevem os campos elétrico e
magnético, envolvem diretamente o rotacional.

Lembrar da expressdo do rotacional e do divergente pode ser dificil. No entanto, uma regra para lembrar as
expressoes pode ser obtidautilizaando 0s.eonceitos de geometria analiticacomo segue. Reforcamos que a
expressao a seguir € meramente formal.

Se denotamos

V = 0d1i+0,j+ k.

Entdo
i J k
l‘Ot(F) =VXF=|0 d & |= (82R—83R)i+(83P—81R)j+ (81Q—82P)k
P O R

diV(F) =V.F=0P+d,0+kR

Vamos estudar alguns casos particulares para entender melhor o rotacional e o divergente.

Consideramos, para isto, campos vetoriais da forma F : R? — R tais que F(x,y,z) = (P(x,y),Q(x,y),0).
Para estudar estes campos vetoriais podemos representdlo no plano z = k. O mesmo comportamento vai se
repetir em cada plano. Para estes campos vetoriais temos que

div(F)(x,y) = (,P+ 3,0)(x,y)

rot(F)(x,y) = (0,0,0,0 — 9.P)(x,y)

Vejamos alguns exemplos destes campos vetoriais para entendermos melhor o que "medem"o rotacional e o
divergente.
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* Considere os campos vetoriais

Fi(xy,2) = (xy,0)

Observamos que, para os dois casos

rot(F;) = (0,0,0) = rot(F3)

Fy(x,y,2) = (-x,—,0)

o que indica que nenhum dos dois campos tem comportamento de circulacdo ou rotacdo. No entanto, ao

calularmos o divergente temos que

div(Fy)(x,y,2) =2 = —(=2) = div(F5)(x,,2)

portanto, o divergente mostra que F; tem uma fonte € £, um sumidouro.

* Considere os campos vetoriais

Fi(xy,2) = (-y,x,0)

Fa(x,y,2) = (y,—x,0)

Observamos que, para os dois casos div(F;) = div(F;) = 0 o que indica que nenhum dos dois campos
tem fontes nem sumidouros. NNo entanto, ao calularmos os rotacionais temos

rot(F;)(x,y,z) = (0,0,2) = —(0,0,—2) = rot(F)(x,y,z)

portanto, o rotacional estd "atestando"um comportamento de circulag@o e o sinal estd associado ao sentido

de circulagdo.

= Exemplo 22.1 * Seja F(x,y,z) = (xyz,0, —x?y). Vamos calcular o rotacional e o divergente de F:

div(F)(x,y,z) = yz+0+0=yz.
i j Kk
rot(F)(x,y,z) = | di & &

xyz 0 —x%y

= (—xz,xy, —XZ).
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* Seja F(x,y,z) = (¢*sin(y), e cos(y),z). Vamos calcular o rotacional e o divergente de F:

div(F)(x,y,z) = e€*sin(y)—é'sin(y)+1=1.
i i k
rot(F)(x,y,z) = o o 3 |=(0,0,0).

e“sin(y) e‘cos(y) z
]

Seja U um aberto de R3, considere uma funcio diferencidvel f : U — R e um campo vetorial

F : U — R3 que escrevemos
F(x,y,2) = (P(x,5,2),0(x,5,2),R(x,5,2)) = P(x,5,2)i+ Q(x,,2)j + R(x,y,2)k.

Assumimos que as fungdes P, Q, e R sdo diferencidveis de classe C?. Entio,
* div(rot(F)) =0
* rot(Vf) =0
* rot(rot(F) = Vdiv(F) — AF

Demonstragdo. Fazemos a conta para cada caso utilizando o teorema de Clairaut

div(rot(F)) = 91 (R — 3R) + 32(3P — O\ R) + 3 ({0 — D P) =

* Fazemos a conta formal para simplificar

i j K
rot(Vf) = rot(F)=VxF=| d o & |=0
of ouf if
Calculamos
rot(rot(F) =

(01 (01Q —hP) — 03 (03P — A R),03(hR=050) — 01 (010 — A2 P), 0 (P —R) — ) (hR — 330))

Agrupando os termos e reorganizando, obtemos:

rot(rot(F) = Vdiv(F) — AF

onde:

. /9 9 9
vdiy(r) =S+ 2+ 5 V(V-F)f<a— 5 (7>

%P N 9’P N 2P 9%Q N 220 N 220 9’R N 9’R N 9’R
ox2 9y 9727 Ix2  I9y?2 927 dxr  dy? 922

AF = (V*P, V*Q, V’R) = <
m Exemplo 22.2 Seja F(x,y,z) = (xy?,yz%,zx%). Como
div(F)(x,3,2) =)* + 22 + % #0,

temos que ndo existe um campo vetorial G tal que rot(G) = F.
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Coroldrio 22.1 Seja U um aberto de R* e F : U — R um campo vetorial. Se div(F) # 0 entdo F nio pode
ser rotacional de um outro campo vetorial G : U — R®. Da mesma forma se rot(F) # 0 entdo F nio pode ser
conservativo.

Considere um campo vetorial F : R? — R3 que escrevemos
F(x,,2) = (P(x,5,2),0(x,5,2), R(x,y,2)) = P(x,,2)i+ Q(x,y,2)j + R(x,y, 2 ) k.
* Assuma que div(F) = 0. Entio existe um campo vetorial H : R? — R? tal que
rot(H) =F
» Assuma que rot(F) = 0. Entdo existe uma fungio f: R? — R tal que Vf = F.

Demonstragdo. * Seja

F(x7y7z) = (P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y,z)),

e assuma que div(F) = d,P+ Q0+ d.R = 0.
Vejamos que condi¢des deve satisfazer um campo vetorial H (x,y,z) = (H,(x,y,z), H2(x,y,2),0) para que
rot(H) = F. Como

I‘Ot(H) = (—asz, 8ZH1 9 atz — 8yH2)
temos que
—8ZH2 =P e 8ZH1 = Q

Portanto, definimos

2
Hl(xayaz) = _/ P(x,y,u) du+C1(x,y)

Hz(x,y,z) = /ZQ(xay’u) du

Portanto, para que tudo funcione, devemos ter que
R(x,y,z) = ale (X7)’7Z>_3yH2(x7yaZ) (221)

Z
= & L 10005, 3,1) + AP, y,)] du+ 9,1 (1) @22)
Portanto, para que tudo functione, devemos ter que

oxC1 (%)= R(x,y,z) + /Z[ayQ(x,y, u) + dcP(x,y,u)] du
Mas, primeiramente, devemos ver que o lado direito da equac¢do ndo depende de z. Portanto, calculamos
:[R(x,y,2) + / (A0, y,) + AP (x,y. )] dul] = AR (x,3,2) + 3, 0(x.7.2) + dP(x,%,2) = div(F) = .
De onde segue que o lado direito ndo depende de z. Portanto
Ci(x,y) = /X {R(v,y,z) +/Z[8yQ(v,y, u) + P (v,y,u)] du| dv.

0 que prova o resultado.
De forma geral, podemos ver que o campo vetorial

1
H(x,y,z) = /0 F(tx,ty,tz) x (tx,ty,tz) dt

satisfaz rot(H) = F (deixamos como exercicio pois € bastante tedioso)
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* Seja
F(x,,2) = (P(x,2),0(x,2),R(x,,2)),
e assuma que rot(F) = 0, entéo temos que
AHR=030, R=0P e 0J,0=0P

Defina

1
Fr3,2) = /0 P (1, 1y, 12) + yO(tx, 1y, 12) + 2R (tx,17,12)] dt

Calculamos, utilizando as identidades acima, o gradiente de f. Para isto, temos

1
of(x,y,z) = /0 [P(tx,ty,tz) +xt01 P(tx,ty,1z) + yt 0 Q(tx,ty,1z) + 2t 91 R(ex, 1y, tz)] dt
1
= / [P(tx,ty,tz) +xt01 P(tx,ty,12) + yt o, P(tx,ty,12) + 2t 3 P(tx,1y,1z)] dt
0

I d
= — (tP(tx,ty,tz)| dt
/0 1P (tx,1,12)]
= P(x,y,2)

1

of(x,y,z) = /0 [O(tx,ty,12) + xt hP(tx,ty,1z) + yt b O(tx, ty,1z) + 2t L R(1x,1y,17)] dt
1

= /0 [O(tx,ty,12) + xt 9 Q(tx,1y,82) + yt HO(tx,1y,17) + 2t A R(tx,1y,17)| dt

ld
— | Slotm)ar
— Q(x,y,z)
1
o.f(x,y,z) = /0 [R(tx;1y,12) + xt K P(tx, 1y,17) + ytd3Q(tx,1y,1z) + 2t 3R (tx,1y,12)] dt

1
= / [R(tx, 1y, 12)+ xt O\ R(1x,1y,17) + yt hR(tx,ty,17) + 2t 3 R(tx,1y,17)] dt
0

L d
= — tR(tx. 1yt dt
/odt[ (%, 17,12)]
= R(x,y,2)

de onde segue o pedido.
|

Pelo que temos visto acima, tanto o divergente quanto o rotacional nos permitem descrever propriedades
locais de um campo vetorial e estudar como o campo vetorial se comporta.

Em particular, quando estudamos como uma fung¢do varia em todas as direcdes do espaco, podemos dar uma
descricao do'seu comportamento pelo gradiente da funcdo. Ao estudar o gradiente da funcdo vemos que este é
um campo vetorial. E facil ver que ndo teremos teremos tendéncia de giro para o gradiente. Isto segue como
consequéncia do resultado anterior. No entanto, o fato de o campo gradiente ser fonte ou sumidouro pode ser
mensurada sim. Nesse sentido introduzimos o seguinte operador:

Definicdo 22.3 Dada uma fungdo f : U — R definimos o operador de Laplace ou Laplaciano como
Af =div(Vf) = 010\ f+ oo f +0305f
No caso em que U um aberto de R3 e F : U — R? um campo vetorial que escrevemos

F(x,y,2) = (P(x,5,2),0(x,5,2),R(x,y,2)) = P(x,y,2)i+ Q(x,y,2)j + R(x,y,2 )k
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e assumimos que as funcdes P, O, e R sdo diferencidveis, definimos

AF<X:YaZ) = (AP(x,y,z),AQ(x,y,z),AR(x,y,z))

De forma intuitiva, o Laplaciano mede quanto o valor de uma funcdo em um ponto difere da média dos seus
valores ao redor. Se essa diferenca for zero, o ponto estd em equilibrio, o que justifica seu papel central em
equacdes que descrevem estados estaveis.

O operador Laplaciano recebe esse nome em homenagem ao matemaético francés Pierre-Simon Laplace
(1749-1827), que o introduziu em seus estudos sobre gravitacao e eletrostatica. Ele aparece naturalmente na
equacao de Laplace:

Af =0,

que modela situacdes de equilibrio, como a distribui¢do estatica de temperatura, potenciais elétricos e
gravitacionais, e até o comportamento de fluidos em repouso.

Mais tarde, o Laplaciano ganhou destaque na formulacdo da equacao deo calor, equacao de onda e
outras equagdes diferenciais parciais fundamentais da fisica e engenharia. Ele é essencial para entender como
quantidades se propagam, se distribuem ou atingem equilibrio em um meio.

Coroldrio 22.2 Sejam F, g: U C R?® — R duas fungdes de classe C2. Entio

A(f-8) =8Af+f-Ag+Vf-Vg
Demonstracdo. Primeiramente observamos que
V(f-8)=fVg+gVf
Logo
div(V(f-g)) = 0u(foxg)+(fd)g) $0:(f0:8)
+ax(gaxf) + ay(gayf) + az(gazf)
= fAg+gAf +0kfog+0,fog+0.fdg
= fAg+gAf+Vf-Vg.

= Exemplo 22.3 * Vamos estudar agora a solugc@o da equacdo de calor

du

1
E(xayﬁ) D EAM(xayJ)‘

Paraisto,.considere a fun¢ao

1 x? +y?
u(x,y,t) = @GXP T4

observamos que
Jdu 1 x24y? x?+y?
= t) = - = —
ot (e,3,1) ( a2 " T6ms )P 4t
0 2 2
l(xvyat) - —LCXP _x )
ox 82 4t
9u T 1 N 55 . x4 y?
Z- — 4+ " Vexpl =
92 Y g2 ' 16m3 ) P 4t

9u 1 y? x> +y?
_ 1 — - _
352 5o rt) ( 82 | 16mr5 ) P 4
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Com isto, vemos que

1 10%u 10%u
—A 1) = —=Ent)+s55xnt
2 M(X,y, ) 2 Ox2 (X,y, )+ 2 ayz (X,y, )

1 1 x24y? x% +y?
= s|\—5* exp| —

2 472 1673 4t

u

= —(x,),1).
t(x,y,)

* No eletromagnetismo cldssico, os campos elétrico e magnético sdo descritos por fungdes vetoriais
dependentes do tempo e da posi¢cdo no espaco:

E(x,y,2,t) = (Ex(x,9,2,1),Ey(x,y,2,1),E;(x,y,2,t)) €

B(x,y,2,t) = (Bx(x,,2,1),By(x,,2,1), B,(X,,2,1)).

Estes campos, queando estamos num medio sem cargas nem correntes, obedecem as seguintes proprieda-
des:

div(E) =0 (Lei de Gauss para o Campo Elétrico)
div(B) =0 (Lei de Gauss para o Magnetismo)

10
rot(E) = —— EB (Lei de Faraday da Indugdo)
c
10
rot(B) = fEE (Lei de Ampere-Maxwell)
c
Observamos que
92
ﬁE = —CEI’OtB
rot( 2 B>
= —C —_
at
= —c*rot(rot(E))
= —*(VAiv(E)) + *AE
= C(’AE.
Andlogamente, pode ser mostrado que
d? )
ﬁB =c“AB

Estas. duas equacdes sdo.conhecidas como equagdes de onda.






Veremos aqui, brevemente, como escrever os operadores aveis vistos até agora em coordenadas
cilindricas.

23.1 Coordenadas Cilindricas

Sabemos que o sistema de coorden istema de coordenadas cilindricas estao relacionados por

x=rcos(0), y=rsin(0)

onde 7 € (0,4+) e 6 € (0,27)
Segue entdo que

entdo definidmos

e = ”alR“a,R = e, = (cos(0),sin(0),0) = cos(0)e; +sin(0)e

1
eezmaeze = eg=(—sin(0,cos(0),0) = —sin(8)e; +cos()e;

1
S S
[EX3hS

4

R = (07()’1) =e3
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Com isto temos que as coordenadas (aj,az,a3) de um vetor na base {e], ey, e3} terd, na base {e,,eq,e;),
coordenadas (a,,ag,a;) relacionadas por

aj cos(@) —sin(6) O ar ar cos(f) sin(6) O a
ay | = [ sin(@) cos(6) O ag e ag | = | —sin(0) cos(6) 0O a
as 0 0 1 a; a; 0 0 1 as
Portanto
er = cos(0)e,—sin(0)eq
ex = sin(0)e,+cos(0)eq
e3 = é;.

Com isto, temos que se f : U C R* — R é uma fungio, entdo

Vf = (df)er+ (v f)ex+(d:f)es
(cos(0)dyf+sin(0)0, f)e, + (—sin(0d,f +cos(0))dyf)eg + (I:f e,

= @fert (590 ) eo+ (@N)e-

Dada f : U C R? — R uma funcio de classe C'. O gradiente de f'ém coordenadas cilindricas é dado pela
€Xpressao

VF(18.2) = (0/)(r0.2) e+ (L36F) (1.0.2) eo (2:F)(8.) .

Vamos calcular agora os operadores rotacional e divergente no sistema de coordenadas cilindricas.

* Divergente
Seja F : U C R? — R? um campo vetorial de classeC', p = (0, 80,20) € U um ponto e considere, para
0 > 0 suficientemente pequeno, o cubo de coordenadas cilindricas

Cp,ﬁz{(r797z)7 ’rO_r‘ §67 ‘9_00| §67 ‘Z_Z0| SS}L

de modo tal que C,, 5 C U

to+0

Zo+ 6

Zg*é

" 0y-5 0 . 8-5
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Seja S5 = dC), 5. Vamos calcular

1
lim ———— || F-dA.
812(1) VOZ(C[M;) !f
S

Como S5 € a unido das faces do cubo. Observamos que temos, para este caso, trés tipos de faces e
parametrizacoes
— O primeiro tipo é

05 (u,v) = (ucos(v),usin(v),z0+8) (u,v) € [ro— 8,10+ 8] x [60— 8,60 + &]

A= X A, i (u,v) ~ £(0,0,u) = ue,

A
to+0
Zp+0
Zg*é
>
/" 0,-5 __.»"'9075
Entao,
6 o
j F-dA = :I:/ / F,(u,v,z+ 0) ududv
5¢ —-6J-08
= +F.(u1,vi,z0 %+ 8)u; (28)*
para algum

(ul,vl) € [I’o—6,7’0+5] X [90—5,90+5]

Aqui estamos abusando da notagdo inferindo que (u;,v;) € o mesmo para o caso da parte + como da
parte —. Como vamos fazer 6 — 0 isto ndo faz grande diferenga. Com isto, temos que

([ F-da+[[F-aa = (F(ur,v1,20+8) = F(un,v1,20 — 8))ur (26)
ST St
— O segundo tipo é

(Pzi(u,z) = (ucos(6p £ 0),usin(6p+0),z) (u,z) € [ro—06,r0+ 8] x [z0— 8,20+ J]

95" x 905 (u,z) ~ (sin(By £ &), —cos(6p £ 5),0) = eg
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to+0

Ty -0

Zp+06

Z()*B

/oy-5 v T 80-5

Entao,

6 o

ffF-dA = i/ / (ro0)F(ro£0,v,2)dudz
—s/)-s

S5

= +F(ro+8521)(r0£6)(26)°
para algum

(Vl,Zl) € [90_6790+6] X [20_5)ZO+5]

Novamente, aqui estamos abusando da notagdo inferindo que (vy,z;) é 0 mesmo para o caso da parte
+ como da parte —. Como vamos fazer 6 — 0 isto ndo faz grande diferenca. Com isto, temos que

ﬂF-dA+HF-dA = (F(ro+8,v1,21)(ro+8) — Fr(ro — 8,v1,21)(ro — 8)) (28)?
ST Sy

Como

20+0 [0+6 ,ro+0o
Vol(C, 5) /Z /9 / u dudvdz = (28)3ry

Com isto, temos que

1 1
%l(—deA = MJ F-dA
(F; (Ml,V1,Zo+5) F.(u1,vi,20— 6))u
26719
Fo(u1,60+6,21) — Fo(u1,60 — 8,21)
(20)ro
(Fr(ro+6,vi,21)(ro+96) — F.(ro— 0,v1,21)(ro — 6))

+
26719
Agora, fazendo 6 — 0 e utilizando que (u;, v;) — (ro, 6p) temos que

1 1
%IE})WJ F-da = (;a’(rFr)+;aBF9+aze> (0,60, 20).
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Seja F : U C R? — R? um campo vetorial de classe C', a expressio do divergente em coordenadas
cilindricas é dado por

1 1
div(F)(r,0,z) = <r<9r(rFr) + ;39F9 + 8ZFZ> (r,0,z)

e, utilizando a expressdo do gradiente, temos que a do Laplaciano de uma fungio f: U C R? — R, de
classe CZ, em coordenacas cilindricas é

1 1
A1(56,9) = (10:(rdn ) + -5 04Fo +32F.) (56,2

Rotacional

Seja F : U C R? — R3 um campo vetorial de classe C!, p = (rg,60,20) € U/um ponto e considere & > 0.
Neste caso vamos a considerar trés superficies parametrizadas que, basicamente, sao aquelas que vimos
para o caso do divergente.

Para ndo carregar a notacdo e como as curvas tem comprimento infinitesimal vamos aproximar para o
casoem que ¥ € (a,b) = R

/CF-dy: F(y()-Y(F)(b—a) paraalgum Few@b),

em cada caso particular.
— O primeiro tipo € a superficie S,

01 (u,v) = (ucos(v),usin(v)szo) (u,v) EJro—0,r0+ 8] x [6p— 3,60+ J]
onde

0,91 X 9,01 (u,v)~~(0,0,u) = ue,

A

ro+0o

T{)*(ﬁ__.»'

Zo f-..

" 0y-5 0 . 8-5
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As curvas que formam a fronteira da superficie terdo vetor tangente paralelos a e, ou eg Entdo temos

que
. F-dy = [F.(uj,00—90,z0) — F-(ui, 00+ 8,20)](20)
+[Fo(ro+6,vi,20)(ro +6) — Fg(ro — 6,vi,20) (ro — 6)](20)
Como
ro+0 60+
Area(S;) = / u dudv = ry(28)?
ro—0 J6y—8

De onde segue que

1 1
——~ ¢ F-dy=|-(9:(rFp)) — —deF; | (o, b,
530 Area(S.) Jas. dy [r( (rFg)) — e | (r0, 60, 20)

— O segundo tipo é
¢2(u,2) = (ucos(6h), usin(6h),z)  (u,2) € [ro— &,r0+ 8] X [z0 = 83204 9]
Ou2 X 9.02(u,z) ~ (sin(6p), —cos(6y),0) = eq

A

zo+0 |

s | /

10 -6

to+0 >

T 6

As'curvas que formam a fronteira da superficie terdo vetor tangente paralelos a e, ou e, Entdo temos
que

s F-d’}/ = [(FZ(M,',B(),Z()+5)—Fz(ui,eo,Zo—6))(25)]—|—[(Fr(r()—6,9(),zl)—Fr(r0+5,60,zi))(25)]
)
Como

ro+6 [z0+0
Area(Sg) = / / dudz = (28)?
r0—5 Z()—5

De onde segue que

1' - Fd :aFr_arF ,9’
Slg(l)Area(Sg) 9Se r=1o 2] (r0, 60, 20)
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— O terceiro tipo é

03(v,z) = (rocos(v),rosin(v),z) (v,z) € [6p— 8,600+ 6] X [z0 — 6,20 + J]

93 % 9.03(u,z) ~ ro(cos(u),sin(u),0) = roe,

A

To

Zp+06

Z()*B

/oy-5 v T 80-5

As curvas que formam'a fronteira da superficie terdo vetor tangente paralelos a eg ou e, Entao temos

que

]{93 F-dy = [(F/(r0,60+ 0,2i)~ F.(r0,60 — 0,2i))(20)] + [(Fp(ro,vi, 20 — 8) — F;(ro, Vi, 20+ 6))ro(26)]
Como

6p+

Area(S;) = /9

S Zo+5
/ dudz = ry(25)?
h—06 Jzo—0

De onde segue que

1
Slgz)Area(Sr) a5, V=% ol (70, 60, 20)

Seja F : U C R? — R? um campo vetorial, de classe C', a expressdo do rotacional em coordenadas
cilindricas é

r

1 1 1
rot(F) = [;BGFZ — BZFG} e, + [0;F, — 0,F;)eqg + [ (0,(rFg)) — ;89Fr e,

Coordenadas Esféricas

Sabemos que o sistema de coordenadas cartesianas e o sistema de coordenadas esféricas estao relacionados por

x=rcos(0)sin(¢), y=rsin(0)sin(¢) e z=rcos(@)
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onde
€ (0,4), 0€(0,2r) e ¢ € (0,m).
Segue entdo que
drx = cos(6)sin(9) dyy = sin(8)sin(9) 9,z —cos(9)
dgx = —rsin(0)sin(¢) dgy =rcos(0)sin(¢) dgz=0.
dpx =rcos(0)cos(9) dyy=rsin(0)cos(¢p) dpz= —rsin(¢)

Vamos construir uma base ortonormal {e,,eg, e, } adequada as coordenadas cilintricas«Para isto.observamos
que se

R = (x,y,z) = (rcos(0)sin(¢),rsin(0)sin(¢),cos(¢))

entdo definidmos

e,:|alR||8rR = e,=(cos(0)sin(¢),sin(0)sin(¢),cos(d))=cos(@)sin(@)e; +sin(6)sin(¢)ez+cos(¢)es
eg = ! ———0dgR = eg = (—sin(6,cos(0),0) = —sin(O)ey+ cos(O)ez
|96 Rl
e
ey = H&lRHaq)R = ey =(cos(0)cos(¢),sin(6)cos(¢), =sin(¢)) =cos(0)cos(¢)e; +sin(O)cos(d)e, —sin(¢)e3
o

Com isto temos que as coordenadas (a;,az,a3) de um vetor na base {ej, ey, e3} terd, na base {e,,eq,e;),
coordenadas (a,,ag,ay) relacionadas por

aj cos(0)sin(¢) —sin(6) cos(6)cos(9)
<a2> = <sin(6)sin(¢) cos(@). sin(0 )cos(d))) ( )
as cos(9) 0 —sin(@) a,

a, cos(0)sin(¢) . sin(0)sin(¢) cos(¢) a
e ag | = —sin(0) cos(0) 0 a
a, cos(0)cos(¢) sin(O)cos(¢p) —sin(¢) as

Portanto
er =/ cos(0)sin(¢)e, —sin(0)eq +-cos(6)cos()ey
ey = sin(@)sin(¢@)e, +cos(0)eg +sin(0)cos(P)ey
es = cos()e,—sin(¢)ey.

Com isto, temos que se f: U C R — R é uma funcio, entdo procedendo como no caso de coordenadas
cilindricas temos

Vf = Oofeir+dyfer+0.fe3
= (cos(0)sin(@)dyf +sin(0)sin(¢)d f +cos(¢)d.f)e,
+(—sin(0)0yf +cos(0)d,f)eq
+(cos(0)cos(¢)dxf +sin(0)cos(§)dyf —sin(¢P)d.f)ey
1 1
= ©@flert (rsmmaf’f Jeort (500)eo

Dada f : U C R* — R uma funcio de classe C'. O gradiente de f em coordenadas esféricas é dado pela
expressao
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V1(:6.0) = Ouf)(18.8)er + ( iros00f ) (0. 0)ea + (700 ) (6. 0)e

Vamos calcular agora os operadores rotacional e divergente no sistema de coordenadas cilindricas.

* Divergente
Seja F : U C R? — R3 um campo vetorial de classe C', p = (ro, 89, ¢o) € U um ponto e considere, para
0 > 0 suficientemente pequeno, o cubo de coordenadas esféricas.

C

p,SZ{(r797Z)> |r0_r| <5, |9_90| <9, |¢_¢0| §5}],

de modo tal que C,, s C U.

1"0+6

" 0y-6 . 0=

Seja S5.= dC), 5. Vamos calcular

1
lim ———— || F-dA.
530 Vol(C, o) ﬂ
8

Como.Ss € a unido das faces do cubo. Observamos que temos, para este caso, trés tipos de faces e
6
parametrizacoes
— O primeiro tipo é

O (u,v) = (ucos(v) sin(@o £ &), usin(v) sin(do + §),ucos(go £ 8)) (u,v) € [ro—38,r0+8] x [6— &, 60+ ]
;™ X 0,05 (u,v) ~= usin(dy £ &)ey

Entao,

6 6
[[F-aa = i/ / Fy (1, v, ¢ % &) usin(¢y + 8)dudv
5.J-8
St
= £Fy(ur,v1,90 £ 8) wisin(go + 8)(28)°
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para algum
(ul,vl) € [1’0—5,1’04—5] X [90—8,90—{—5]

Aqui estamos abusando da notagdo inferindo que (u;,v;) € o mesmo para o caso da parte + como da
parte —. Como vamos fazer 6 — 0 isto ndo faz grande diferenga. Com isto, temos que

[[F-aa+ [[F-dA = [Fou,vn,00+8)usin(go+8) — Fy(ur,v1, 0 — 8))ursin(go — 8)](26)*
Sy Sy
— O segundo tipo é
05" (u,w) = (ucos(8y = 8) sin(w), usin(6y + §) sin(w),ucos(w))  (u,w) € [ro— Ss#9-+ 8] x [9o— 8, do+ 5]

8u¢2i X 8W¢2i(u,w) ~= tuey

Entao,
) )
[[F-an = i/ / e Byl 3, by
o _5J)-s
2

= :th(ul, 90 + 5,w1)u1 (25)2
para algum

(Ml,Wl) (S [}’0*5,}’0+5] X [Zofa,Z()qLE]

Novamente, aqui estamos abusando da notagao inferindo que (u;,w;) é 0 mesmo para o caso da
parte + como da parte —. Como vamos fazer 6 — 0 isto ndo faz grande diferenca. Com isto, temos

ue
HF-dA+HF-dA =" [Fo(u1, 808, w1 )us — Fo(ur, 00 — &, w1 )ui](28)>
Sy Sy
— O terceiro tipo é
0;-(v,w) = ((ro£8) cos(v) sin(w), (ro £ &) sin(v) sin(w), (o= 8) cos(w))  (v,w) € [8o— 8,80+ 8] x [po— &, ¢ + 5]

Ou5™ X 093 (W) (ro £ ) (cos(u) sin(w), sin(u) sin(w), cos(w)) = (ro £ 8)*sin(w)e,

Entao, 5 s
[ -aa = i/ / (7ot ) F.(ro = 8, vi2) dudlz
st —-6.J-0
= +F,(ro£8,v1,21)(r0+8)(28)*
para algum

(vi,wi) € [60— 8,60+ 8] X [po — 8, ¢+ O]

Novamente, aqui estamos abusando da notagdo inferindo que (v1,z;) € o mesmo para o caso da parte
+ como da parte —. Como vamos fazer 6 — 0 isto ndo faz grande diferenca. Com isto, temos que

ij-dA—FJfF-dA = (F(ro+8,vi,w)(ro+8)*sin(wy) — F(ro — 8,vi,wi)(ro — 8)*sin(w1))(28)?
S5 S5
Como

00+8 6+ protd
Vol(C), 5) :/ / / u® sin(w) dudvdw
00—5 Joy—5 Jro—s

(28)%r3 + (28)*(cos(go — 8) —cos(dg + 8)) =~ (28)rZ sin(¢p)
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Com isto, temos que

i 1
WQF-CJA = (25)3r0£jF-dA

Fy (ur,v1,¢o + 8)ui sin(¢o + 8) — Fy (u1,v1, ¢o — 8) uy sin(¢ — 6)
2813 sin(¢y)
Fo(u1,00+ 0, w1)u; — Fg(u1,60 — 6,w1 )u;
(28)r sin(¢y)
Fy(ro+8,vi,w1)(ro + 8)?sin(wy) — Fr(ro — 8,v1, w1 ) (ro = 8)2sin(w)
(28)r3 sin(¢o)

Agora, fazendo 6 — 0 e utilizando que (u;, v;) — (ro, 6p) temos que

_l’_

50 Vol

1 1 .
lim ———— C,0) IJF dA = ( o,(r* )+mwaeF9+mma¢(S‘“(¢)F¢)> (0560, 9o)-

Seja F : U C R? — R? um campo vetorial de classe C', a expressdo do divergente em coordenadas
esféricas € dado por

aiv(F)(r0,0) = (SOPF) + ol T asay (sinl0)) ) (-6.0)

in(¢9)

e, utilizando a expressdo do gradiente, temos que a do Laplaciano de uma fungio f: U C R® — R, de
classe CZ, em coordenacas cilindricas é

_1af
rsin(9)

1 1
8710, = (52(0.1) + 33+ s (sn(0)dp ) (6.2

n.
(rsin(¢))

Rotacional

Seja F : U C R?* — R3 um campo vetorial de classe C', p = (9, 60, %) € U um ponto e considere § > 0.
Neste caso vamos a considerar trés superficies parametrizadas que, basicamente, sdo aquelas que vimos
para o caso do divergente.

Para ndo carregar a notagdo’e como as curvas tem comprimento infinitesimal vamos aproximar para o
casoemque ¥ € (a,b) = R

/F dy~FE(y(@))-Y(F)(b—a) paraalgum 7€ (a,b),

em cada caso particular.
— O primeiro tipo € a superficie Sy

@1 (u,v) = (ucos(v)sin(¢dy), usin(v)sin(@y),cos(do)) (u,v) € [ro—0,ro+ 6] x [6p— I, 60+ J]
onde
Au1 x 9,91 (u,v) ~ (0,0,u) = usin(¢o)ey

As curvas que formam a fronteira da superficie terdo vetor tangente paralelos a e, ou eg Entdo temos
que

%}S.F-d}/ —  [F.(u1,60+ 8, d) — Fy (i, 80 — 8, 00)]us (26)
+[F9(r0—5,vi,¢0)(1’0—5)—Fg(l’0+5,vi,¢o)(r()—5)]Sin(¢o)(26)

Como

ro+6 6p+06
Area(S / / u dudv = r}sin(¢g)(28)*
70 6p—
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De onde segue que

1

. 1 1
o rea(sy) fi—,SZF = Lsmw%”r ——(9:(rF9))  (ro. 60,90)

— O segundo tipo é
02 (u,¢) = (ucos(6y) sin(w),usin(6) sin(w),ucos(w)) (u,w) € [ro—38,ro+ 3] X [¢o— 8, ¢p+ J]

0,2 X 0,y (u,w) ~ (sin(6p), —cos(6y),0) = ueg

As curvas que formam a fronteira da superficie terdo vetor tangente paralelos a e,ou ey Entdo temos
que
b Fedy = (P, 60,00 8) = (s B0, 0 +8))(25)]
0

+[(Fy(ro+0,60,w1)(r0+ ) — Fy(ro — &, 60,w;) (ro — 8))(20)]
Como

ro+6 [@o+6
Area(Sp) / / u dudw = ro(28)?
o 0—

De onde segue que

1 1
SIS})Area(SQ) 9Se v 7 (rFy) X (r0,60,%0)

— O terceiro tipo é
@3 (v,w) = (rocos(v) sin(w)yro sin(v) sin(w), rocos(w))  (v,w) € [6p— 6,60+ 8] x [po— S, Po+ J]
0,03 X 0,93 (usw) ~ r% sin(w)e,

As curvas que formam a fronteira da superficie terdo vetor tangente paralelos a eg ou e,hi Entdo
temos que

fgSF-dy = [(Fp(ro, 00— &, wi) — Fp(ro, B + &, wi))ro(28)]

+[(Fo(ro,vi, 9o + &) sin(@o + &) — Fo(r0,vi, o — &) sin(do — &))ro(29)]
Como

60+8 g0+
Area(S /9 / rasin(w) dudw = r3(28)(cos(¢o — 8) —cos(dg + 8)) ~ r3 sin(¢p)](25)>

De onde segue que

1 1
rsin(¢) rsin(¢)

Seja F : U € R? — R? um campo vetorial, de classe C', a expressdo do rotacional em coordenadas
esféricas é

9y (sin(¢)Fp) —

1
I G 1]
Slgg)Area(Sr) 7{;_;, oFy | (r0,60,20)

1
rsin(¢)

1 1

rot(F) = [8¢(sin(¢)F9) — 89F¢] e+ % [8r(rF¢) — 8¢Fr] eg -+ [W%Fr — ;(8r(rF9)) eg







Considere um campo vetorial F : V C R? — R?, definido por
delimitada por uma curva fechada C e parametrizada po
F em termos dos operadores rotacional e div ©

Para isto, primeiramente identificamos

R% = {(x,y,z) €R’, =0}
e estendendo o campo vetorial F a u po al F:V CR3 = R3emque V=V x (—¢,¢), para algim
£€>0,¢

F(xayuz) = (fl(xay)afZ( )

b

1(%,y), f2(x,y)) esejaU C V umaregido
. Queremos estudar o comportamento de

Entéo, temos que

div(F)(x,

ou

[ rot(F)x.y.2)-dA = [ (= 0uh) da

U

Se definirmos G(x,y) = (—f2(x,y), fi(x,y)) temos que,

/U div(F) dA = g rot(G) - dA
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/ rot(F)-dA = [[ div(G)dA.
v U
e, portanto, na verdade, precissamos entender como calcular integrais da forma

/U(afo - ayfl) dA.

Assim, vamos nos concentrar em calcular uma sé destas integrais. E nesse contexto que aparece o.teorema de
Green. O teorema de Green € um resultado que relaciona a integral de linha de um campo vetorial ao longo de
uma curva fechada e simples ¥ com a integral dupla de uma funcao, obtida a partir das fun¢des que'definem o
campo vetorial, na regido U que € delimitada por 7.

Definicdo 24.1 Seja U uma regido que pode ser particionada numa unio finita de regides de tipo I e tipo II.
Assuma que dU é parametrizada por uma curva diferencidvel por partes e fechada y . Dizemos que dU tem
orientacio positiva respeito de Y se ao percorrermos a curva ¥ no sentido da parametrizagdo temos que U
fica a esquerda.

m Exemplo 24.1 ¢ Considere o disco

U={(xy) eR* ¥ +y <4}

sua fronteira é
U = {(x,y) e R%, x> +y> =4}

Uma parametrizag@o positiva da fronteira é
y(t) = (cos(t),sin(¢)) -t € (0,27,

e uma parametrizacdo negativa da fronteira é
¥(t) = (cos(t),=sin(z)) € [0,2x]

34 3 4%

ou ou

orientagao positiva orientacdo negativa

* Considere o tridngulo abaixo.
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0,7/2)

7
(7,0)

Uma parametrizagdo positiva da fronteira €, por exemplo, a seguinte

(7¢,0) se 1€]0,1]
y@&)=< (72—1),(7t—17)/2) se te]l,2]
(0,(21—="171)/2) se t€[2,3]

Seja U uma regido que pode ser particionada numa unido finita de regides de tipo I e
tipo I e ¥y uma curva fechada, simples, diferencidvel por partes que parametriza dJU. Assuma que dU
tem orientacdo positiva respeito de 7. Se F : V C R> = R2, U C V, é um campo vetorial definido por
F(x,y) = (P(x,y),Q(x,y)) e de classe C' entdo

g (0,0 — 9,P) dA := %U F-dy.

Em algun textos o teorema de Green aparace como segue

[[ @:e=a,P) dA:}{de—i—Qdy
U

De fato, se ¥(t)= (71(2),72(¢)) entdo

dx=y, (t)dt dy=1(t)dt
§ P+ 0dy= f PO () + 000 di = f(P.0) dr.

Demonstracdo. Mostramos o resultado para regides de Tipo I, o resultado para regides de Tipo II se mostra
de forma similar. Como toda regido geral pode ser particionada como unido de regides de tipo I e II temos o
resultado.

Assuma que U C R = [a,b] X [c,d] é um conjunto da forma

U={(x,y) €R? a<x<bh, h(x) <y<gx)}

para g, h: [a,b] — R continuas tais que 4(x) < g(x) para todo x € [a,b].
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g(x)

Sejam P, O : R — R duas funcdes diferencidveis. Vamos calcular a integral na regido acima de

j&YPdA = // P(x,y) dydx
U

= [ 1Plx.8() — P(x A0 d

a

Por outro lado, seja y =7 U9 U 7% Uy a curva que desereve U, neste caso

n(t) = (b—t(b—a),g(b—t(b—a))), n()=(at), %#)=(—ila=b),ha—t(a=b)), wn()=(b:1),

temos que
]{/(P,O)ody _ f(op dy1+/ (0, P). dy2+/ (0.8)-dr+ | (0.P)-d
_ /P " ib—a) (b—t(b—a)))-(—(b—a))dH—/P(a,t)-Odt
)2}

+/ Pla—t(a—b),h(a—t(a—b)))-(—(a—b)) dt+ [ P(b,t)-(0) dt

Y
=/Psg ds+/Psh

= 7 [ 1P(s.5(60) — Pls, h(s))] i

a

Portanto, temos que

{fopaa - —7{ (P,0)-dy.
U
U
Agora, vamos calcular
f 9.0 dA.
U
e
¢ ©0.0)-ay
U

Para isso, particionamos a regiao como segue:
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alo &
g1(x g2(x)
u Us

r :

{{ Y2 UZ Jt\yzl
el :

> u
OO SRS Y3 T
h(x)
a v b i

f .0dA — H 9.0 dA + H 2.0 dA + H 2,0 dA + H 9.0 dA
v U, U, Us Uy

Calculamos cada parte
d v
[foear = [ [ a0Gy) dxdy
U oY

— /rd[Q(v,y)—Q(gl‘l(y),y)] dy

r rb
Ok = ax )
{j 0dr = [ [ a0y sy

» /er[Q(b,y) —Q(a,y)] dy

Jf&xQdA = //gz O(x,y) dxdy
Us

_ / [0(g" (9),7) — Q1)) dy

jf&xQ dA = / / 0,0(x,y) dxdy
Uy
= [lety)-ot ).y dy
seja Yy =7 U U¥% Uy acurva que descreve dU, neste caso

n()=(b—t(b—a),g(b—t(b—a))), n()=(at), n)=(a—tla=b),ha—t(a=b))), wn()=(b1),
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temos que

$0,0)-dy - f(og d%+/ 0,0) dw/ 0,0)-dy + [ (0,0)-dv

Y Ya

_ /Q —t(b—a) (b—t(b—a)))-(g'(b—t(b—a))-(—(b—a)))dt+/01Q(a7t)-(—1

+/ O(a—t(a—b <—r(a—b)))-<h’<a—r<a—b>>-<—<a—b>>>dr+/1Q<b,r>-<1>dr
- /bQ(sg()) ds—/Qasds+/Qsh (s))H (s) ds+/ Q(b,s) ds
= [ Qs.si(s)gh(s) ds+ /b O(s,82(5))25(s) ds

~ [0y ds+ [ 0 (s)ds+ [ 0b,s) ds

d d
= —/r 0(g ' (),y) dy+/r 0(g,' (y),y) dy

—/erQ(a,s) ds—/ceQ(h*I(y),y) dy—l—/ch(b7s) ds

Onde temos feito as substituicoes

y

=gi1(s) y=g(s) e y=h(s).

{laxQdA = fwﬂo,@-dy

Junt

ando os dois resultados temos que

20 dy= {/f@xQ —d,B) dA

Seja ¥ : [a,b] — R? uma parametrizacio de uma curva C orientada no sentido horério e F : U C R* — R?,
C C U, é um campo vetorial definido por F (x,y) = (P(x,y),0(x,y)). Se queremos utilizar o teorema de
Green para calcular

/F~dy
c

pois.C ¢é a fronteira de uma uma regido R C U do plano entdo devemos lembrar que para uma parametrizacdo
¥ : [a,b] = R? da curva C orientada no sentido antihorario temos

?{F-dy:—fF-dfx
C C

Entao, se aplicamos o teorema de Green neste tltimo caso temos

]iF dj— g(axQ _9,P) dA

portanto,

/CF~dy: —£ (0,0 — &,P) dA
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Coroldrio 24.1 Seja R uma regido do plano delimitada por uma curva fechada C. Seja 7: [a,b] — R? uma
parametrizacdo de C orientada no sentido antihorério. Entdo, se F : R> — R? é o campo vetorial definido
por F(x,y) = (P(x,y),Q(x,y)). Identificando R com uma superficie de R? sobre o plano z = 0 e com vetor
normal 1 = (0,0, 1) e estendendo F para um campo vetorial F em R* (como visto anteriormente) temos

grot(ﬁ) “dA = ﬂ(&xQ— ,P) dA = /t;RF'dy'

[[ aiv(F)da= [ (F-n)ay

% oR
onde

1
ol

¢ a fungdo que, para cada t € [a,b] atribui o vetor normal a y(¢) que aponta para fora de U.

n:la,b) = R> n(t) = ( ;/(z)> x (0,0,1)

Demonstragdo. Somente provamos a ultima parte pois a primeira segue direto do teorema de Green.
Assuma que y(r) = (u(t),v()) entdo

1 / / / /
A1) = e 00, 0) = F0)-nl0) = PG QU 0
Entao,
[ Emar = [erono-oglo) &

Sejam U 'V duas regides tais que dU N AV € uma curva. que pode ser parametrizada por uma curva
« : [a,b] — R?. Assuma que QU pode ser parametrizada como & U B com a orientagio positiva e que 9V é
parametrizada por 8> U ! com a orientagio positiva. Observamos que a fronteira de U UV é dada por
Y= B1 U B; com a orientagdo positiva.
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Seja F = (P, Q) entdo

!jf(&xQ—&yP) dA:%)UF.dy:fF.da+j{F_dB1

[[(00~a,p) da= 7{ Fedy— 7§F-da—1 +ij-dﬁ2
0 av
Observamos que

[ (00-a,P) an [[ (2.0~ a,P)ar+ [[(a.0-a,P) aa
\%4

uuv U

j{ F~dy:7{F~d(x+%F~dﬁ1
U
+7§ F~dy:j{F~da_l+7{F-dB2
12A%
j{F-dﬁl—&—j{Fdﬁz:f F.dy.
a(UuV)

Coroldrio 24.2 Seja R uma regiio do plano delimitada por uma curva fechada C. Seja 7 : [a,b] — R? uma
parametrizagdo de C orientada no sentido antihorario. Entdo, se F : R> — R? é o0 campo vetorial definido por
F(x,y) = (—y.x), temos

1
Area(R) = = / F-dy.
2 Jc
Demonstracdo. Do teorema de Green, temos que

/CF dy= /R(axx— 3y (—y) A = 2£j I Area(R).

Coroldrio 24.3 Seja F : R?\{(0,0)} — R? definido por

F(x,y)z( — )

x2+y2’x2+y2

Entao, para todo caminho fechado C simples que circunde a origem (porem, que nao passe por ela) temos
que ¢ F -y =2m.

Demonstracdo. /Como C ndo passa pela origem temos que existe um circulo C, de raio a (para a suficientemente
pequeno) tal que C, NC = 0. Seja D a regido delimitada por C e C,. Entdo, como

X
xZ _|_y2

-

P(x,y) = 212

Q(xay) = = axQ_ayP:()

temos que
[[@.0-a,P)aa=0
D

De onde segue que

ﬁ F-d}/—féaF-dy—O N g(axQ_ayP) dA.
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Como

ﬁaF-dY _ /Ozfr <_sin(9) 7 cos(9)> .(—asin(8),acos(6)) d6 = 2.

a a
De onde segue o resultado. |

m Exemplo 24.2 Vamos ver alguns exemplos de como aplicar os resultados acima.
* Vamos calcular a integral de linha

fF‘dy
c

em que F : R? — R? é o campo vetorial dado por F = (—y,x) ao longo da cireunferéncia C de raio 1
centrada na origem, orientada positivamente no sentido antihorario.
Observamos que:

0 P
=g, D

A area do disco de raio 1 € m, entdo:

f—wu+mwzj]mu@:2mmmn:2m
c D

P=-y, Q=x= =2,

* Vamos calcular a integral de linha

%F-dy
c

em que F : R? — R? dado por F(x,y) = (=y,x) e onde C é a elipse Z—z + Z—i = 1, orientada no sentido
antihordrio.
Observamos que:

== — — =1-(—1) =2= Areada elipse = mab,

f —ydx+xdy = 2mab.
C

* Vamos calcular a integral de.linha

j{F-d}/
C

em que F : R* = R? dado por F(x,y) = (x,y) e C é aborda do quadrado de vértices (0,0),(1,0),(1,1),(0,1),
orientado no sentido antihorario.
Observamos que:

d JdP
P =x, Q:y:>Q—:0—O:O:>y{xdx—|—ydy:0.
dx dy fo

e Vamos calcular a integral de linha

%F-dy
c

em que F : R? — R? dado por F(x,y) = (x* xy) e C é a borda do tridngulo de vértices (0,0), (1,0) e
(0,1).
Observamos que:
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* Vamos calcular a integral de linha

%F-dy
c

em que F : R? — R? dado por F(x,y) = (3y — "™ 7x+/y* + 1) e C é o circulo x*> +y*> = 9.
Observamos que:

Jd0 JP
P=3y—e"W 0 =Tx4/y* +1:>—Q—— 7-3=4

dy
:>7£F-d}/:£f4dA:367r.

Vamos calcular a integral de linha

%F-dy
C

em que F : R? — R? dado por F(x,y) = (y?,3xy) e C é a fronteira da regido semianular D contida no

semiplano superior entre os circulos x2+ y2 =lex?+ y2 =4,

Observamos que:

a0 @
d

P=y 0=3xy= ———=3y—-2y=y
dx y

2 (7 14
:»fF-dyzﬂydAz/ / sin(0).d6 dr = —.
c % 1 Jo 3

* Vamos calcular a integral de'linha

fF-dy
C

em que F : R? — R? dado por F (x,y) = (y*,x?) e C é a borda do quadrado de lado 2 centrado na origem.
Observamos que:

JdQ _dp
ox dy

ch.dYZLj(zx—zy)dxdyz/_11/_11(2x—2y) _

= 2x 2y,

* Vamos calcular a drea da regido delimitada pela curva C dada por x(¢) = cost, y(t) = sint, 0 <r < 27.

Usando o Teorema de Green para drea:

% 1
Area = fjgxdy—ydx.
2Jc
Calculando:
¥(t) = (cos(t),sin(r)) 1 € [0,2m].

com isto,

o ; 1
%F-dy: / (cos?(t) +sin*(r)) dt = 2w = Area(R) = 52” =T.
c 0
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Vamos calcular a integral de linha

fF-dy
C

em que F : R? — R? dado por F(x,y) = (e"z,xi cos(y)) e C é o tridngulo de vértices (0,0),(1,0),(1,1).
Observamos que

P=0,0=x*= aQ:Zx#fF-d}/zjfodxdy.
dx C )

A integral sobre o tridngulo:

1 rx 1 1 )
/ / 2xdydx:/ 2x~xdx:/ 2x%dx==.
0o Jo 0 0 3

Vamos calcular a integral de linha

%F-dy
c

em que F : R? — R? dado por F(x,y) = (xy,x?) e C é a circunferéngia x> +y> = 1.
Observamos que

90 0P
dx dy

1 r2x
fF-dy: ffxdxdy = / / r2cos(8) d0dr = 0.
c 5 0.0

Vamos calcular a integral delinha

%F-dy
c

em que F : R? — R?.dado por F(x,y) = (y,—x) e C é a borda do quadrado de lado 2 centrado na origem.
Observamos que

=2X—Xx=2x,

Area do quadrado =4 = j{ydx—xdy =-2-4=-8.
c

Vamos calcular a integral de linha

%F-dy
c

em que F : R? — R? dado por F(x,y) = (x+y,x—)) e C é 0 quadrado de vértices (0,0), (1,0),(1,1),(0,1).
Observamos que

) P

:1—1: F‘ — V.
5 3 o:ﬁ dy=0
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* Vamos calcular a integral de linha

fF-dy
c

em que F : R? — R? dado por

F(x,y) = (y+ e 24 +yIn(1 +y2)) =  Px,y)=y+e*! O(x,y) =242 +yln(1 +y2),
e C éacurva

y(t) = (t,¢(t —1)) t€]0,1].
O célculo desta integral de linha pode ser muito dificil. No entanto se consideramos-asicurvas

C; parametrizada por ¥ (t) = (1—1¢,0) r€][0,1].

e C como sendo dada pela uni¢ido de CUC;. Com isto temos uma regido fechada R

A
0.4 4
03 + '}/
024
014

‘ . >
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
14!

-0.1 4
-0.2 4
-0.3 4

Com isto, pelo teorema de Green (observar que estamos com a orientacao hordaria), temos que
f F-dy, +7§F-dy: ~ [ (00— ayP) aa
i C f

Calculamos

1
F-dy = /(ez“l,z(t—l)z).(—Lo)dr
Cy 0
1 1 1
= /(—ezt*l)dt:—fe”*l = —sinh(1),
0 2 0

1 px(l—x)

[[o0-aP)aan = / / (4x — 1) dydx

? 0 JO
1

_ / e 1)1l — ) e

0

1
= /(—4x3—|—5x2—x)dx
0
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Com isto, temos que

jiF-dy: —fRf(axQ—ayP) dA—jilF-dyl :sinh(l)—é.

o
S

*o&

N

>

&
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O Teorema de Stokes é uma das mais belas generalizacdes d Fundamental do Célculo para dimensoes
superiores. Ele relaciona a circulagdo de um campo vetorial ag a borda de uma superficie com o rotacional
do campo sobre a superficie em si. Intuitivarn
integral do rotacional sobre a superficie".

Esse resultado é extremamente Util na fisi
dodindmica, onde descreve, por exemplo, a rel entre corrente e campo magnético (como nas equagdes de
Maxwell).

0 N e George Stokes, sua formulacdo ja era conhecida e usada
d Kelvin) e Carl Friedrich Gauss. Stokes o popularizou ao
ridge em 1854, o que acabou eternizando seu nome.

r uma unificacfio entre integrais de linha e integrais de superficie, além
gerais do célculo sobre variedades.

S={(x»2) €R’, ¥ +y' +27 =R, z>0}.

Uma parametrizagcdo suave é:

W(6,0) = (Rsin(¢) cos(6), Rsin(9)sin(6), Reos(9)), 6 € [0,27], ¢ € [0, Z].
Neste caso escolhemos a orientagao

n(x,5,2) = (x,,2).
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A borda dS é o circulo no plano z = 0 de raio R descrito pela equacdo
X+ y2 =R%

A orientagdo positiva da curva € no sentido anti-horario quando vista de cima, e o vetor normal aponta para cima
(regra da mao direita). Portanto, a curva que descreve esta orientacao é

y:[0,27] = R?,  y(t) = (cos(t), —sin(z)).

— Teorema de Stokes para superficies parametrizadas. Seja S uma superficie orientada,
parametrizada, regular por partes, com borda 9, orientada positivamente conforme a orientagdo de S. Assuma
que ¥ : [a,b] — R3 é a curva diferencidvel por partes que descreve esta orientagdo. Seja F : U — R? um campo
vetorial de classe C' definido em uma vizinhanca U de S. Entio,

ngF‘dy: jSJ'rot(F) -dA.

Demonstracdo. (Esboco da demostragao)
Comecamos particionando a superficie S em pequenos retalhos S; que podem ser vistos como superficies
parametrizadas.

T 7
[l

Logo, se provamos o teorema de:Stokes em cada retalho, temos que, como as integrais de linha sobre bordas
internas se cancelam (orientagdes opostas), nos reta apenas a integral sobre 9.

Vamos entdo provar o teorema considerando somente o caso em que S € uma superficie parametrizada.
Assuma que ¢ : U CR? — R3S = ¢(U), para

‘P(uvv) = (x(u7v)vy(uav)7z(uav))a
eseja F+V € R’ —R?, onde S C V, um campo vetorial dado pela expressio

F(x,y,z) — (P(X,y,z),Q(%)@Z)aR(xa)’aZ))-

Como trabalharesmos com muitas derivadas parciais, para evitar que a notacdo fique muito carregada denotare-
mos, por exemplo,

dux(u,v) =x,  dhx(u,v) = x,,

P(x,y,2) =P, P(x,y,z2) =P, 9.P(x,y,z) =P..
Neste caso S = ¢(U) e a orienta¢do de S assumimos que seja a dada por

(au¢ X av¢) - (yuzv — Yluy XvZu — Xuly, XuYv _xvyu)
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Neste caso temos que

rot(F)(x,y,z) = (Ry — Q:, P. — Ry, Ox — P (x,3,2),
de onde segue que
[[rot(F)-dA = [[I(Ry—Q:) (vt —yu2u) + (P = Re) (12w — %uzs) + (@ — Py) (v — 31yu)] dA.
S U
Por outro lado, se consideramos que a fronteira de dS é dada por ¢(dU) temos que existe uma curva
¥(t) = (u(t),v(t)) € U tal que
() = ¢ (u(t),v(r))

é a curva que faz a fronteira de S. Novamente, para nao sobrecarregar a notagao estaremos identificando, por
exemplo,

Desta forma

jF-d}/ = /aP(xu-u’+xv~v’)+Q(yu-u’+yv-v’)+R(zu-u’+zv~v’)dt
U
S

— /J\U(P'xu+Q'yu+R'Zu+)'u/+(P'xv+Q'yv+R'Zv)‘V,

= [[1Px+0 3+ R ), — (Poxu+0-yu+R 2),] dA
U
= ff[(Ry — ) (N — vzl + I R, ) (%2, — xu2y) + (Ox — Py)(xu)’v —Xyyu)] dA

= jf rot(F)-dA
|

Coroldrio 25.1 Sejam S;, S, uma superficie orientdveis e suavemente parametrizadas, com 0 mesmo
conjunto como borda dS = dS| = 9§, de forma tal que a orientacdo induzida foi orientada positivamente
conforme a orientacio de S1, S,. Assuma que ¥ : [a,b] — R? é a curva diferencidvel por partes que descreve
esta orientacdo. Seja F : U C R? — R3 um campo vetorial de classe C' definido em uma vizinhanga de U de
S1US,. Entao,

{[ rot(F)-da = ?{F-d}/: {[ rot(F)-aa.
S L4 S

= Exemplo 25.2 * Seja F : R? — R? o campo vetorial dado por
F(x,y,z) - (_y7x7 _1>
e considere o cone de equacdo
S={(xn2) €R* £ =2"+y", 0<z<4}

orientado de forma tal que o vetor normal aponta para z < 0. Vamos mostrar o teorema de Stokes neste
caso.
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— Primeiramente observamos que S pode ser parametrizada por
O (r,u) = (rcos(u),rsin(u),r) (r,u) €[0,4] x [0,27].
de onde tiramos que
O ¢(r,u) = (cos(u),sin(u), 1) Jru) = (—rsin(u),rcos(u),0)
portanto
(0,9 x 9,)(r,u) = (—cos(u),—sin(u),r)
Para respeitar a orientacdo de S consideramos
(040 x 9,)(r,u) = (cos(u),sin(u),—r)
Por outro lado

e1 ey e3
rot(F)=|d, d, J;|=(0,0,2)
-y x -1

De onde segue que
4 r2rm
[[ rot(r)-aa = / / (L9p).afar 2327
0 Jo
S

— Por outro lado, a fronteira de S ¢ dada pela curva
C={(x,5,2) € R}, %t y* 216,47 =4}
que pode ser parametrizada, respeitando a orientagcdo de S, por
y(t) = (4cos(t)y=4sin(z),1) = ¥ (t) = (—4sin(t),—4cos(t),0)
entao
FH() = (sin(0),cos(1),1) = F(y(1))-7(t) =16

De onde segue que

21
fF-dy:/ (~16) di = —327.
C 0

Como queriamos mostrar
* Seja F : R? — R3 o campo vetorial dado por

F(x,5,2) = (,2,%)
e considere a superficie de equacao
S={(x,3,2) ER}, 2+x*+y*=1,y>0}

orientado de forma tal que o vetor normal aponta para z < 0. Vamos mostrar o teorema de Stokes neste
caso.
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— Primeiramente observamos que S pode ser parametrizada por

o(r,u) = (rcos(u),v/1—r%rsin(u)) (r,u) €10,1] x [0,27].

de onde tiramos que

9,9 (r,u) = (cos(u),—r/\/1—r?sin(u)) 9ru) = (—rsin(u),o0,rcos(u))

portanto

2 2
(9,9 x dy)(r,u) = <— cos(u),r,— sin(u))

1—r2 1—72

que respeita a orientacdo de S. Por outro lado

el e e3
rot(F)=|dx dy d;|=(—1,—-1,—-1)
y z —x

De onde segue que

jsjmt(F) LA = /O ) /0 ” (lrirz(cos(u)—i—sin(u)) —r) d9dr — .

— Por outro lado, a fronteira de S é dada pela curva
C={(x,y2) eR3 ¥+ =1, y=20}
que pode ser parametrizada, respeitando a orientacdo de S, por
y(t) = (cos(1),0,—sin(t)) = ¥ (t) = (—sin(t),0,—cos(t))
entao
F(y(t) = (0, s, cos(r)) = F(y(1))-7(t) = —cos (1)

De onde segue que

féF-dy: /02”(—cos2(t)) dt = —7.

Como queriamos mostrar
* Seja F : R* — R? 0 campo vetorial dado por

F(x,y,2) = (-, x,2%).

e considere a curva ¥ que ¢ definida pela interseco do plano y+z = 2 com o cilindro x> +y? = 1 orientada
no sentido anti-hordrio quando vista por cima. Queremos calcular

fF-d}/
14

Vamos fazer esta conta observando primeiramente que a curva y pode ser vista como fronteira de uma
superficie S que € dada pela regido do plano dentro do cilindro. Esta regido pode ser parametrizada por

O(x,y) = (,y,2—y), (xy)eD={(xy) eR* P +y* <1}
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Como

ax¢(x7y) = (17070) € ay¢(x7y) - (Oala_l)

que tem por vetor normal (fazendo sentido com a orientacdo da curva)
n= (07 I — 1)

Nesse contexto, vamos utilizar o teorema de Stokes. Calculamos

i i Kk
rot(F)=|d, d, J=1(0,0,1+2y)
2 x 2
Com isto,
fF-d}/ = ffrot(F)-dS
4 S
= [[a+2y)aa
D

1 r2zm
_ // (1+2rsin(6)) rd6 dr
0 JO

1
= 27[/ rdr=m.
0

Seja F : R3 — R? o campo vetorial dado por

F(x,y,z) = (xz,y2,xy).

e considere a superficie S como sendo a parte da esfera x> 4 y? + 7> = 4 que est4 dentro do cilindro
x*>+y? = 1 e acima do plano 7 =0. Assumimos que S tem a orientacdo da esfera com o vetor normal
apontando para fora da esfera. Queremos calcular

jf rot(F)-ds.

Vamos fazer esta conta observando primeiramente que a superficie S tem como fronteira a curva y que
satisfaz

{ eyr =

2 2
p— :1.
X2+y2+22 _ 4 =Z \/g e X +y

Por isto, e seguindo a orientagdo induzida por S, tem a paremtrizagao
7:[0,2n] = R> () = (cos(t),—sin(t),v3) = ¥ (t) = (—sin(t),—cos(t),0)

F(y(1)) -7 (t) = (V/3cos(r), —V/3sin(z), —sin() cos(t)) - (— sin(z), — cos(¢),0) = 0
Nesse contexto, vamos utilizar o teorema de Stokes. Com isto,
{[ rot(F)-as = f F-dy
S Y

27
= 0dt=0.
0

* Seja F : R3 — R? o campo vetorial dado por

F(x,y,z) = (—y,x,0).
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e considere a curva y que é definida pela intersecdo do circulo x> 4 y? = 1 com o plano z = 0 orientada no
sentido anti-horario quando vista por cima. Queremos calcular

fF-dy
Y

Vamos fazer esta conta observando primeiramente que a curva y pode ser vista como fronteira de uma
superficie S que € dada pela regido do plano dentro do cilindro. Esta regido pode ser parametrizada por

o(x,y) = (x,5,0), (x,y)eD={(x,y) eR* ¥ +y* <1}

Como

8x¢(x,y):(1,0,0) € ay¢(x7y):(071’0)

que tem por vetor normal (fazendo sentido com a orientacao da curva)

n =(0,0,1)

Nesse contexto, vamos utilizar o teorema de Stokes. Calculamos

i j Kk
rot(F)=|d, dy d;|=(0,0,2)
-y x 0

Com isto,

fyF-dy - fsfrot(F).dS

:fsz

D
1 /M2
= // rdedr
0 JO

1
= 47r/ rdr=2m.
0

Vamos verificar o teorema de Stokes para F = (z,x,y) sobre o paraboloide z = 1 — x> —y%, 7 > 0.
Seja F : R?* — R o campo vetorial dado por

F (xgz). = (2,%39)-

¢ considere a superficie S como sendo a parte do paraboloide z = 1 —x? — y? que estd acima do plano
z=0. Assumimos que S tem a orienta¢do do paraboloide com o vetor normal apontando para fora do
paraboloide. Queremos calcular

ff rot(F)-dsS.
S

Vamos fazer esta conta observando primeiramente que a superficie S tem como fronteira a curva dS que
satisfaz

Z — 0 2 2

= — 0 X = 1
{z+(x2+y2) = |l < T

Por isto, e seguindo a orientacdo induzida por S, tem a paremtrizacao

y:[0,27] = R®  ¥(r) = (cos(t),sin(r),0) = ¢(t) = (—sin(r),cos(t),0)

F(y(1)) -7 (1) = (0,cos(t),—sin(t)) - (—sin(z), cos(t),0) = cos(r)?
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Nesse contexto, vamos utilizar o teorema de Stokes. Com isto,

fsfrot(F).dS - %de}/
21

/ 7 cos(t2dt = 1i— Lanen| ==
= Ccos = —t——sin =T.
Por outro lado, podemos parametrizar a superficie por

¢ (u,v) = (ucos(v),usin(v),1 —u®) ¢ :D— R>

onde D= {(x,y) €ER?, 0<u<1,0<v<2r}.
Calculamos

9 X 9,0 = (2u® cos(v), 2u® sin(v), u)

que aponta na mesma direcdo que o normal. Calculamos

i j ok
rot(F)=|dx dy, d;|=(1,1,1)
zZ Xy

Com isto
F(o(u,v))- (0,0 x 3,0) = (1,1,1) - (2u? cos(v),2u? sin(v), u) = 2u* cos(v) + 2u? sin(v) + u

Entao

1 2@
ffF-dA = / / (2u? cos(v) +-2u” sin(v) + u) dvdu = .
0 Jo
S



Em muitos contextos fisicos, especialmente em fluidos e ¢
quanto de uma certa "quantidade"(como massa, carga ou.e
O Teorema da Divergéncia, também conhecido
fluxo de um campo vetorial através da superficie
regiao.

Formalmente, ele afirma que o fluxo tota
um volume € igual a integral da di
"comportamento expansivo'do campo

Além de seu valor tedrico, o
de massa em dinamica de fluido @ eis fun
elétrico.

auss, fornece uma ponte elegante entre o
uma regido e a divergéncia do campo dentro da

mente utilizado na fisica e engenharia — desde a conservacio
entais do eletromagnetismo, como a Lei de Gauss para o campo

Teorema 26.1 — da divergéncia. Seja U C R3 um conjunto fechado e limitado, tal que sua fronteira é
uma superficie S que é regular por partes e orientada para fora. Considere um aberto V tal que U C V. Seja
F : V — R? um campo vetorial de classe C'. Entdo

ijF -dA = gf div(F) dV.

um campo vetorial. Faremos a demostracdo do o teorema para uma regidao da forma
U={(x,y2) R xela,b], y€c,d] u(x,y) <z<uy(x,y)}

Os outros casos se mostram de forma similar. Logo, como toda regido pode ser decomposta como unidao de
regides desta forma e como nas superficies de contato entre as regides as integrais de superficie se cancelam
mutuamente, temos a demostracio do teorema geral.

Calculamos

d b rua(x)y)
ff PdV = / / / OxP(x,y,z) dzdxdy.
U ¢ Ja Jui(xy)
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Fixando y € [c,d] observamos que, temos uma regido da forma

us(x, y)
a b %
u1(x, )

Parametrizando a curva que faz a fronteira temos que Entdo, pelo teorema de Green aplicado a um campo
vetorial sobre esta regido G (x,z) = (0, P(x,y,z) temos que

ua(a.y) b
[ e s = - [* )P(a ) dr+ [ PGy () DGy
y

+/ P(b,y,t) dt — / P(x,y,ur (X39)) deun (x,y) dx

Inserindo isto na integral acima temos

d uz(a,y)
ff hPdV = —/ / P(a,y,t dt+/ / P(byy,1)
v ¢ Jui(a,y)

4 [ [ Py e )
N / ¢ / ’ Py, ua (x, ) st (x, y) dxdy

- ﬂF dA+ﬂF dA

+// (9, 0 (x,)) Aot (x,y) dx
. / / P(x,y,u2(x,)) dutiz(x,) dxdy.

para S1,.5> as faces orientadas do sélido que estdo sobre os planos x = a e x = b e que sdo parametrizadas pelas
cartas

V1 (y.z) = (a,y,z) comdominio {(y,z),y € [c,d], ui(a,y) <z<uz(a,y)},

WZ(yuz) = (b,y,z) com dominio {(y,z), ye [Cvd]u Ml(bvy) <z< MZ(bvy)}

respectivamente. De modo andlogo, se mostra que
fﬂ Q0 dV = HF “dA + HF “dA
U S; Sy
b rd
+/ / Q(xayaul(xay))ayul(x?y) dy
b rd
~ [ [ 0wy )dua(y) dya.

Onde S3 e S4 sdo as faces do s6lido que estdo sobre os planos y = ¢ e y = d respectivamente.
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Por dltimo, temos que

fgj d;R dV / / / = R(x,y,z) dxdydz

- /a/C[R(x,y,uz(x,y))—R(x,y,ul(x,y))]dxdy

b pd b pd
= //R(X7Y7M2(X7Y))dXdy_/ / R(xayyul(xny)) dXdy

Agora, sejam S5 S¢ as faces inferior e superior da regido. Por exemplo S5 pode ser parametrizada por

¢1 (X,y) = (x,y,ul(x,y) — (ax¢1 X ay¢l)(X7Y) = (_axu]?_ayl'tl?l)(x?y)

considerando a orientacdo temos que

b rd
JJFan= [ [ PGy (x.9))0h (e3) + Qe () (5:9) — REE S e 3t
Ss

Andlogamente para Sg, podemos parametrizar por

¢2<X,y) — (xay7u2(x7y) — (ax(p] X ay¢1)(x7y) - (_axub_ay”% 1)()6,)/)

considerando a orientacdo temos que
j F-dA= / / P(x,y.u2(x,)) stz (x,) — Qxfy, un (. W) ytz (x,y) + R(x, 3,2 (x,y))] dyelx
Portanto, juntando todas as partes, vemos que

ﬂdw dv = jjfap+aQ+aR Z_"IIF dA = HF dA.

Como queriamos mostrar. |

Historicamente, esse resultado estd associado a Carl Friedrich Gauss, que o utilizou no contexto da
eletrostatica no século XIX; embora formas similares da ideia ja estivessem presentes em estudos de fluidos
anteriormente. Ele é uma das formas do Teorema de Stokes em dimensdes maiores.

Coroldrio 26.1 Considere uma regido U que estd entre duas superficies Si, S, fechadas, parametrizadas e
regulares por partes de modo tal que S; C S,. Assuma as duas estdo orientadas com o normal apontando para
fora. Seja F : V C R* — R3 um campo vetorial (U C V). Entio

[[f div(F)av = [[F-dA~ [[F-aA.
U $> 5
Em particular, se div(F)|y = 0 entdo

gF-dA_!lfF-dA.

Demonstracdo. Seja V) o sélido delimitado por S; e V; o solido delimitado por S;. Utilizando o teorema da

divergéncia temos
Hf div(F) dV Hf div(F) dV — ﬂj div(F
U
— ﬂF .dA — ﬂF-dA.
S Si
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= Exemplo 26.1 * Vamos mostrar o teorema da divergéncia para o campo vetorial F : R®> — R3 dado por
F(x,,2) = (x,52)
e queremos determinar o fluxo de F' através da esfera
S={(x,y,2) eR?} ¥ +y*+2=1}.

Assumimos que a orientacdo de S € com o vetor normal apontando para fora de S.
Vamos a fazer esta conta de duas formas diferentes.
— por defini¢do: parametrizamos a esfera por

¢ (u,v) = (cos()sin(v),sin(u)cos(v),cos(v)) (u,v) € [0,27] x [0,7] =
9,9 % 3,0)(u,v) = sin(v)(cos() sin(v), sin(u) cos(v),cos(v)).

Logo,
F((u,0))- (39 X 96) = sin(v).

De onde

2r 7w
IIF -dA = / / sin(v) dvdu = 4.
s 0o Jo

— pelo teorema da divergencia: Neste caso observamos que S € a fronteira da esfera E de raio 1.
Calculamos

div(F) =3
Entao

[ F-aa= [{[ divE) av = 3.Vol(E) = 4.
E

S

Como queriamos mosttar.
* Vamos verificar o teoremada divergéncia para F : R® — R? definido por

F(x,y,2) =(x*,yx,2)

e o sélido U-delimitado pelas superficies z = 4 — x> — y*> e z = 0. Assumimos que o vetor normal de U
aponta para fora.
— Observamos primeiramente que

div(F)(x,y,z) =3x+1.
e que U pode ser descrito como

U={(x,y2 R} 0<x>+y*<4,0<z<4—x>—y?}.
ou, em coordenadas cilindricas, por

U=1{(r0,2) R re0,2], 0[0,27].0<z<1—r*}

Entao,

H div(F)dv = /0 : /0 o /0 2ﬂ(3rcos(6)+1) rd0dzdr 26.1)
U

2
= 27:/ r(4—r?) dr=8n. (26.2)
0
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— Por outro lado, observamos que dU = S} UdS,. em que
Si={(x02) €ER’, 0< 2 +)* <4, z=4-x"—y’} e S={(x,»0) R’ P +)*<4}.

% S
Parametrizamos esta superficie por

o(x,y) = (x,y4—2"=y*) D={(xy) €R? X’ +y* <4}.
Com isto, temos que

(0x¢ x 0y0)(x,y) = (2x,2y,1)
que aponta na direcdo do vetor normal de U. Entdo

F(9(x,y)) (9:0 x 9y9)(x,y) = (x%,3x,4 —x* —y?) - (2x,2y, 1) = 2x° + 2y%x+-4 — x> <) = (1) (x> +y%) +4

[[F-an = /D(Zx—l)(x2+y2)+4dA
S

2 2w
- // ((2rcos(8) —1)7* +4f) 6 ar
0 JO

2
= 27r/ (4r — 1) dr = 87.
0

* So
Parametrizamos esta superficie.por

9(x,y) = (x,,0) D={(xER’ ¥ +)*<4}.

Com isto, temos que
(0:9 % 9y9) (x,3) = (0,0,1)

que aponta na dire¢do contrdria ao vetor normal de U. Entao consideramos
—(0x¢ x'649)(x,y) = (0,0,—1)
E(¢(x,y)) (—0:9 x 0,9)(x,y) = (x*,3x,0)-(0,0,~1) =0.
[[Feaa = o

So
Comisto, temos que

ﬂF-dA:ﬂFdA+ﬂF-dA: 87+ 0 = 87.
S Si S

* Vamos a calcular o fluxo de F : R? — R3 dado por
F(x,y,2) = (F+y,y’ +2,2+2),

na esfera E de raio 2 cuja orientacdo tem o vetor normal apontando para fora da esfera.
Para isto, utilizamos o teorema da divergéncia. Calculamos primeiramente

div(F)(x,y,2) = 3(* +y* +2)
Parametrizamos a esfera utilizando coordenadas esfpericas e temos que

T T 2
f! div(F)dvV = /02/0 /02 (3r%) r*sin(¢)dOdpdr = grs 0(277:)(—cos((1))\6t = lz—zﬂ:.
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» Considere o campo vetorial F : R* — R* dado por

F(x,3,2) = (5,5’ /3 + tan(z), ¥z + %),
Queremos calcular o fluxo de F através da casca da esfera
S={(xyz) €R P +y*+7°1,7>0},

cuja orientagdo € para dentro da esfera.
Utilizamos o teorema da divergéncia. Para isto tampamos a casca da esfera com a superficie

S, ={(x,5,0) e R’, ¥* +y* < 1}

e denotamos o sélido demilimitado por estas superficies como C. Seja S; a superficie § com orientagao
apontando para fora.
Parametrizamos esta superficie S> por

o(x,y) = (%300 D={(xy) eR*xF+y’ <1}
e damos a orientagdo com o vetor normal apontando para z < 0,.dsto €
— (09 x dy9) = (0,0,-1)

Com isto,

F(¢(x7y)) : (Oa07_1> - _y2’

1 21 T
[[F-aa= / / —(2sin?(0) rdOdr = —= .
e 0 Jo 4

Temos entdao que
([ F-aa+ ([ Fun= [[{ div(F)av
$2 S c

De onde segue.que

HF dA = — HF -dA (26.3)
S

S
=" ([ F-aa~ [[] div(F)av (26.4)
S C
= 2~ [ vy av (26.5)
C

Como

div(F) = 22 +y* +x°

temos que
2 ,m/2 rl 2
[[[ aiv(e) dV:/ / / P sin(9) drdgdo = .
0o Jo 0 5
C
Portanto
—1 2 13
f F-dA—Tn—gn——%ﬂ.

S
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Vamos calcular o fluxo do campo F(x,y,z) = (x,y,z) através da superficie da esfera x> +y? +z> = 1
usando o Teorema da Divergéncia.
Calculamos primeiramente,

div(F)=1+1+1=3

Logo, pelo teorema da divergéncia
AT
H (div(F))dV = Hfsdv_3 Vol(B(0,1)) =3- = = 4

Seja F(x,y,z) = (¥%,¥%,z%). Vamos calcular o fluxo através da superficie do cubo delimitado por 0 <
x, 9,2 < 1.
Como

div(F) =2x+2y+2z

Pelo teorema da divergéncia

[{{}[(Zx—l—Zy—i-Zz)dV =2({[[xav+ ([ yav + [[[ zav) :2(3_%) _

Vamos calcular o fluxo de F(x,y,z) = (y,z,x) através da.superficie da esfera de raio 2 centrada na origem.
Como

div(F) =0 = Hf div(F)dV =0

Pelo teorema da divergéncia, o fluxo € 0O:
Vamos mostrar que o fluxo de campo F (x,%,z) = (yz,xz,xy) através da superficie do cubo 0 < x,y,z < I.
Entao

NP ) . B —
dlv(F)—&x(yz)~l—a~y(xz)+a—z(xy)—O+0+0—0:IJIV Fav=0

Pelo teorema da divergéneia, o fluxo é 0.
Seja F(x,y,z) = (xy,yz,zx). Caleule o fluxo através da superficie do cubo 0 < x,y,z < 2.
Para isto, calculameos

div(F)=y+z+x
Com isto,temos que
Hf X+y+z)dV =3 ﬂfxdv_a‘ < 2. 2) —3.8=24
[0,2]3

Pelo teorema da divergéncia o fluxo € 24.
Use o Teorema da Divergéncia para calcular o fluxo de F(x,y,z) =
Para isto, calculamos

(x3,y?,2%) através do cubo [—1,1]3.

div(F) = 3x* 4 3y* +37°
Com isto,temos que
2
= 2 2— - — . =
[jljlj (@t +2)av =33 [[[2av =9 2ax)-r=9-3.4=2

Pelo teorema da divergéncia o fluxo é 24.
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« Calcule o fluxo de F (x,y,z) = (x,y, —2z) através da superficie do cilindro x> +y> =1,0 <z < 1.

Para isto, calculamos
div(F) =1+ 1—2 = 0= pelo teorema da divergéncia o fluxo = 0.

Dado F(x,y,z) = (z,y,x), calcule o fluxo pela superficie do paralelepipedo com vértices (0,0,0) e (1,2,3).
Calculamos

div(F)=1+1+1=3
Com isto,temos que
3dV=3-1-2-3=18
[0,1]x[0,2]x[0,3]

Pelo teorema da divergéncia o fluxo € 18.

* Vamos utilizar o teorema da Divergéncia para calcular o fluxo de F(x,y,z)= (xz,yz,z%)} através da

superficie da regido limitada por x> +y* +z> < 4.
Calculamos

div(F) =z+z+2z =4z,
como

H 4zdV =0
B(0.2)

Pelo teorema da divergéncia o fluxo € 0.
Seja F(x,y,z) = (y*,7%,x). Calcule o fluxo pelasuperficie daesfera x> +y? +z> < 9.
Calulamos

div(F) =2y+2z+2x=2(x+y+z),

como

= jvﬂz(x+y+z)dv =0

Pelo teorema da divergéncia o fluxo € 0.
Seja F(x,y,z) = (x2y,yz2,x22). Calcule o fluxo através da superficie do cubo 0 < x,y,z < 1. Calculamos
div(F) = 2xy + 2% + 2xz,

Como
1 1 1 1 7
3

2 = /2. — — —_ = — =
g{}[(hy—i-z +20)dV =2 5+ 2 +2 5 =1+5+1

Pelo teorema da divergéncia o fluxo é %

* Mostre que para F (x,y,z) = Vo (x,y,z) com ¢ (x,,z) = x> +y*> 422, o fluxo através da superficie da esfera

deraioR centrada na origem é igual a 47R” - 2R = 87R>.
Calculamos

F=V¢=(2x,2y,27), div(F)=6

Com isto

{)IR) 6dV =6- 4”3R3 — 87R3

Pelo teorema da divergéncia o fluxo é 87R>.
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27.1

Como dizemos anteriormente, o cdlculo vetorial € uma das|ferramentas matematicas mais poderosas e ampla-
dade em um ponto), mas também campos
vetoriais — por exemplo, o campo de velocidades d , ou 0 campo elétrico e magnético em uma regido
do espaco.

O célculo vetorial fornece u
como o Teorema de Green, o Teo
ferramentas formais: eles expressam pr
ou conservagdo da massa.

Tentaremos mostrar aqui al s aplic

2

Aplicacdo 1: Método do gradiente descendente

O problema que
hipétesis em f

No entanto, se ¥ for muito grande, podemos acabar indo num ponto x; tal que f(x;) > f(xo)

= Exemplo 27.1 Considere f(x) = 1+x%: R — R e suponha que estamos no ponto xo = —1/2. Neste caso
temos que

Vix)=2x = x :—%+y.

Se y = 3, por exemplo, entdo x; = L e f(x;) =2 > f(xo). n
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Portanto, se consideramos xy = a e definimos
x1 = x0 — YV f(x0)

Temos que determinar um valor de ¥ > 0 para que f(x;) < f(xp). Tudo indica que f(x;) < f(xo) pois estamos
avaliando f em um ponto na dire¢do contraria do gradiente, vejamos entdo como determinar o valor de y
adequado: Aplicamos Taylor em f(xo +#(x; —xp))

fle) = F)+ V() (1 —x0) +5 Y A1 =10+ 1x0) (1 —o)es —o);

ij=1
= f(XO)—YIIVf(XO)IIZJr% Y 9:9;f((1 —1)xo+ 1) (x1 —x0)i(x1 —x0)
ij=1
A matriz
A = (90, f((1=1)x0 +1x1))i

¢ simétrica, e portanto, pode ser diagonalizada. Assuma que, para cada ¢ € [0, 1] podemos escolher um L;, o
maior dos autovalores. Entdo

Y 00, (1 —t)xo+tx1) (x1 — x0)i(x1 —X0) j < Le||x1 —xo||* =Ly || V£ (o).

ij=1

Seja L = sup;¢[g 1) Ly, temos entdo que
1
fl) < fo) = NIVFo)l* + S LV IV f (xo)I?
L
= o) —r(1-2) MvrGol

Portanto, se y < % temos que

fx) < f(xo)-

Anédlogamente, se repetimos o procedimento para x; obteremos um novo Y e um x = x; — YV.f(x;) tal que

f(X2) <f(x1)7

E assim continuando, teremos que

Xip1 =X — %V f () WVi=0,1,23,...
entao

fGig1) <Fl) <--- < f(a) < f(x).

Temos.assim ummeétodo para nos aproximar de um minimo local. Este método é conhecido como método do
gradiente ou método do maximo declive.

Portltimo, o algoritmo que vimos acima vai funcionar se, por exemplo, assumimos que U é uma regido tal
que para quaisquer dois pontos x,yi € U temos que

tx+(1—t)yeU Vte|0,1]
isto é, U € Convexo,. Pedimos isto para poder aplicar Taylor. Também temos que pedir que
n
Y. 90 (1 —1)x0+1x1) (x1 — %0)i(x1 —x0); < Ll[x1 —xol| = L¥I| V. (x0)[|*-

i,j=1

2

para um L < oo fixo. Isto dltimo, pelo teorema do valor médio, acontece por exemplo, se Vf : U — R" &
Lipschitz, isto é Vf : U — R é tal que

d(Vf(x),Vf(y)) <Ld(x,y) YxyeU.
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m Exemplo 27.2 Seja A uma matriz simétrica, definida positiva e de tamanho »n X n e b uma matriz de tamanho
n x 1, ambas com entradas reais. Considere f : R” — R definida por

1 ap - A X1 b
f(xl...,xn)zi(xl x,,) S o, 0 : —(x1 Xn)
Qnl Ann Xn bn
Calculamos
a -+ A X1 by
Vf(-xl 7xn) — -
anl [ Xn bn

e observamos que

8,~8kf(x1 ...,xn) = djk Vi,k: 1...n.

Pelo que vimos de mdximos e minimos, o ponto minimo € no ponto (x},- <, X)) em que
ain -+ Qi x] by
anl o Opn X:; bn

Sabemos onde queremos chegar, vamos entao aplicar o método.de gradiente para ver como funciona. Denotamos
por

apl - Qpp by
Entao
f(x)=xAx" —xb e Vf@x)=Ax" <b

Do método do gradiente temos que se xp € um ponto qualquer, entdo a sequéncia que tende ao ponto minimo x*
serd

Xiy1 = X; £ YV (x;).

para um ¥ = y(A) constante.
]

Antes de continuar com as aplicacdes, mostramos o seguinte resultado que serd util para os calculos
posteriores

Seja U C R? um conjunto fechado e limitado e seja f : (a,b) x U — R uma fungio diferencia-
vel que denotamos por f(z,x,y,z), e tal que d,f : (a,b) x U — R é continua. Se

F() = [{[ r. ) av
U

entdo F : (a,b) — R é continua e, mais ainda,

CF@)= ij&,f(t, )av
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Demonstracdo. Primeiramente observamos que

rern) =)= [[ftsn ) soyav=[[ ([ s ar) av = [ ( ([[as6 )dv) "
U U

Como 0, f é continua temos que a continuidade segue diretamente da integral.
Agora provamos a diferenciabilidade. Como, pelo teorema do valor médio. temos

Re+h-FQ) _1 (ﬂ af dv)ds_ﬂ af(on)

para algum s;, € [t,¢ + h], aplicando limj,_,( nos dois lados da igualdade temos

= ﬂ a.f(t,)av
U

Um resultado similar vale para o caso em que f : R x U — R, neste caso

Rt ffjf il enocti )
8,»1...& l‘1, fff&,l ,n tl,...7tk,)dV.

Aplicacdao 2: Teoria de probabilidade

Uma variavel aleatéria é uma fung@o que associa a cada resultado de um experimento aleatério um nimero real.
Formalmente, seja Q o espaco amostral de um experimento aleatério. Uma varidvel aleatdria € uma fung¢do

X: QR

que satisfaz certas propriedades de "mensurabilidade"(ndo entraremos em detalhes aqui, s6 diremos que o
comceito ¢ para garantir que seja possivel calcular probabilidades associadas a intervalos de valores de X'). Vamos
éstudar aqui o caso particular X : Q — R2.

Seja X : Q — R? uma varidvel aleatéria continua. Sua distribuicio de probabilidade é descrita por uma
funcio densidade de probabilidade, denotada por p(x,y), tal que:

» p(x,y) >0 paratodo (x,y) € R?

* Jfg-pdA=1

» Para qualquer conjunto fechado U C IR?, a probabilidade de X pertencer a esse intervalo é dada por:

P{oeQ, X(w) eU}) jfpdA

A fungdo densidade de probabilidade rho(x,y) ndo fornece diretamente a probabilidade de X assumir um
valor especifico (isso seria zero), mas sim a densidade de probabilidade em torno desse valor. A probabilidade é
interpretada como a volume definido baixo a superficie definida pela densidade.

Observamos que, naturalmente, temos

. P[Q] =
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* 0 < P[W] < 1 para todo conjunto W para o qual pode ser calculada a érea.
* Se temos uma familia de eventos {E;}* , (E; C Q "mensuréveis") entdo

I iﬂm[m.

A esperanga matemadtica da varidvel aleatéria X é definida como: o vetor u = (uy,...,H,) em que

u; = E[X;] 2/ xip dA
RZ

de modo geral, se f : R — R, continua ou diferencidvel, temos que foX : Q — R é também uma variavel
aleatoria. Neste caso definimos

El/(x))= [ fpda

Da mesma forma, a variancia escalar de uma varidvel X € R € dada por:

Var(X) = E[||X — E[X]||?]

e a matriz de covariancia € uma matriz simétrica ¥ cujas entradas séo

% = E[(X,; - E[X;])(Xi —E[X)])] = </Rz(xl-—ui)> : (/R2(Xj—uj)>

Esta matriz representa a dispersdo dos dados ao redor.da média e € fundamental em estatistica multivariada.
A funcdo geradora de momentos (M.G.E) de:.uma variavel aleatéria X € R” € definida como:

Mx(t) = B[] = [ et0p () dud

Derivando Mx(t) em relagdo at e avaliando em t = 0, obtemos os momentos da distribuigdo:

IMx

9*Mx
ati - E[Xi]7

t=0 8t,~8tj

= Cov (X,',Xj)
t=0

m Exemplo 27.3 A distribuiciio normal é a distribuicéo de uma varidvel aleatéria X = (X;,X>) cuja densidade
deprobabilidade é da forma

)C2 2
oo Do (E22),

20?2

para o >0. Vejamos que a fun¢do acima, de fato, € uma densidade de probabilidade:
* Claramente p(x,y) > 0.
* Definimos

x=orcos(0) y=orsin(0) = dxdy=c’rdrd®
Entao
2

R
fjpdA = lim// —e 2" r drd®
2 R—+=Jo Jo 27
2

= li l—e 2)=1.
i (L=¢ )
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Em particular, notamos o seguinte: temos mostrado que

que, podemos €screver como

(/_‘: . 127[6—5(2)2 dx) . (/_"; : 127[8_%(2)2 dy) ,

ou, equivalentemente

0 1 x\2 2 1 ° x )2
(/ e_%( ) dx) =1 = / e_%(5> dx=1
—0 OV 2T V270 J—o

Com isto, calculamos a func¢do geradora de momentos

Ql=

1 x)2 D) 2 )
E[ESXI—HXZ] = ff 27176267%(3) +SX*%(E) H) dXdy
R2
0 _(r—o2s)2 0 _(y—o)?
_ eécz(szﬂz)( \}7/ e (202) dx) ( 12 / e (yza2) dy)
oV2m J—e OV 7~
_ e%oz(sz-‘rtz)

Com isto podemos calcular

EX|] = 2 Ele™ %] = @
ot t,s=0
E[Xz] _ i E[esX1+sX2]:0
ds t,5s=0
82
E[Xlz] = — E[ele-i-st]:GZ
ot t,s=0
2 82 X1 +sX: 2
E[X} = A= ElFtR|=¢
: ds? t,s=0
32
E[Xle] m E[65X1+SX2] =0
t,s=0

Entéo temos que a esperancga é dada pelo vetor 1 = (0,0), a varinaga é
Var(X )= E[(X; —0)> + (X, — 0)?] = 20>

e a matriz de covariancia estd dada por

10
_ 2
x=0 (0 1)'

Aplicacdo 3: Fluxo de um campo através de uma superficie

Vamos a estudar o caso em que temos uma rede e queremos calcular a quantidade de material que podemos
capturar com ela.
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as

Para isto, suponha que a superficie S seja o corpo a rede e que V seja a parte aberta da rede e orientamos a S
com o vetor normal apontando para fora.

Suponha que o material a ser capturado estd dado em func¢do de um campo vetorial F 'que indica a direcao
com a qual o material entra na rede. Desta forma, a quantidade de material capturado estd‘dado pelo fluxo do
campo vetorial a travez da rede.

ISIFJA

Assumimos que a superficie pode ser parametrizada por ¢ :U € R?~4 R* e que denotamos por ¢ (1, v) mas que
ndo sabemos bem como ela €. Rdpidamente observamos que, dependendo do formato da rede, este cdlculo pode
ser muito dificil.

Para tratar deste computo, assumimos que podemos-tampar a rede com V e temos assim um sélido U
delimitado por SUD. Orientamos/entao V' também com o vetor normal apontando para fora de modo a ter, em
U, uma orienta¢do. Sabemos, pelo teorema da divergéncia, que

fJ div(F) deivafF.dA:foF.dAJrI/fF_dA.

Podemos ter o caso em que o materialyde alguma forma some no interior da rede, o que é muito raro. Este seria
0 caso em que estd passando material pela boca da rede mas nem todo ele é capturado na rede, por exemplo de
um liquido compressivel (div(F) # 0). No entanto, vamos assumir que este ndo é o caso e que estamos no caso
incompressivel, /isto é div(F) = 0. Esta hipdtese permite uma grande simplifica¢do, visto que

f F-dA:—f F -dA.
S v

Se F ¢ incompresivel (div(F) = 0) entdo vimos que existe um campo vetorial H tal que
F =rot(H).

Com isto temos, pelo teorema de Stokes, que se : [a,b] — R é a parametrizagdo de 9 que respeita a orientagio

deV.
ﬂF-dA —HF.dA
S \%4
= = F-dy

as
S / rot(H) - dy
S

= — [ H-dy.
PN
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Entdo, para saber a quantidade de material que a rede ird capturar basta determinar H e fazer o calculo na borda
da rede.

m Exemplo 27.4 Imagine uma rede que e um paraboloide da forma
S={(xy2) €R’, z=4—(*+)?), 2 <0}

e temos um campo vetorial Da forma F : R3 — R? dado por F(x,y,z) = (x,y, —2z). Observamos que
div(F) =0.

Parametrizamos a rede por
o(x,y) = (x,y,4—x*—y") D={(xy) R x*+y’ <4}.

Entdo, devemos esccolher a orientacdo em que o normal aponta para fora, isto €,

_(axd) X a}‘¢)(x7yvz) = (—2)6,—2)),—1)

Assim
jF.dA - H(x,y,—8+2x2+2y2)-(—2x,—2y,—1)dxdy @7.1)
S D
- ﬂs—4 (o2 +y%) dxdy 27.2)
2
= // (8— 457 )r dOdr. (27.3)
= (4r —7r )\0— (27.4)

Por outro lado, observamos que
H(x,y,z) = (yz,—xz,0) = “rot(H)=F.

e, como ¥(t) = (2cos(t), —2sin(t);0) é a curva que parametriza a fronteira da rede com a orientagéo induzida,
temos que

H(y(t)) 7Y (t) = (2cos(t),=2sin(t),0) - (—2sin(z),—2cos(),0) = 0

portanto

H-dy=0.
aS d

Aplicacdo 4: Lei de Gauss de campo elétrico.

O campo elétrico € uma grandeza vetorial que descreve a forga por unidade de carga exercida sobre uma carga
elétrica colocada em um ponto do espaco. Ele é gerado por outras cargas elétricas e pode ser representado como
um campo vetorial continuo no espaco. O campo elétrico estético € conservativo, o que significa que ele € um
campo gradiente: existe uma func@o escalar y(x,y,z) chamada de potencial elétrico, tal que

E(x,y,Z) = 7Vlll(x7yvz)

Como vimos no teorema fundamental das integrais de linha, essa propriedade implica que o trabalho realizado
pelo campo elétrico em mover uma carga entre dois pontos independe do caminho percorrido, isto €, como o
campo é conservativo, para uma curva qualquer ¥ : [a,b] — R3, que no passa pela origem, temos

fc E-dy = y(y(b)) — y(y(a)).
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De modo geral, o potencial y é dado por uma funcio y : R3\{(0,0,0)} — R dada por
K

V(x,3,2) = —————
( ) Va2 +y? 472

onde K € uma constante que depende da carga g e da permissividade do vacuo &. No caso geral

_ 4
4rey

Ento o campo vetorial Vy : R*\{(0,0,0)} — R é dado por

E =V = K
(x,y,z) — l//(x,y,z) _ (\/m)a, (X,y,Z)

Este tipo de expressao € muito similar tambpem para o campo gravitdcional cujo tratamento matematico € muito
similar.

Uma das equagdes fundamentais do campo elétrico é a chamada Lei.de:Gauss: Esta lei estabelece uma
relagdo entre o fluxo do campo elétrico através de uma superficie fechada'e a carga elétricatotal contida dentro
dessa superficie. Ela afirma que o fluxo elétrico é proporcional a cargatotal interna, sendo uma das equagdes
fundamentais do eletromagnetismo. Essa lei permite calcular campos elétricos em situacdes com alta simetria e
é expressa de forma elegante com integrais de superficie, conectando conceitos centrais do cdlculo vetorial a
fisica.

Considere a esfera de raio r dada por

Sa = {(xvyvz)a x2+y2+z3 - aZ}

e considere a orientacdo dada pelo vetor normalapontando para fora.
Paramterizamos esta superficie/por

¢ (u,v) = (acos(u)sin(v),asin(u)sin(v),cos(v)) (u,v) € (0,27) x (0,7)
Entdo
9,0 x 3, (u,v) = (a®sin(v))(cos(u) sin(v), sin(u) sin(v), cos(v)).

Calculamos

n K
f E-dA = / / —3a(a2 sin(v)) dudv
s, 0 0 a

2 @
7 K/ / sin(v) dudv = 47K.
o Jo

Observamos que o resultado ndo depende do raio da esfera a.
Por outro lado, observamos que

div(E)(x,y,2) =0 V (x,y,2) # (0,0,0).

De fato, como

X 1 x?
%(5) = 5%
yy 1Ly
5(5) = 5%

Z 1 z
%(5) = 5%
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temos que

1 X2

2 1 2
div(E)(x,y,z) = 3 3 Y <

1
— -3+ 35 =0
it

r r r

Portanto, por um resultado que vimos anteriormente, para qualquer superficie fechada S que delimita uma regifo

U que contém (0,0,0) mas de forma tal que (0,0,0) ¢ S existe uma bola de raio € > 0 centrada na origem tal
que B(¢g,(0,0,0)) C U e Se = dB(¢g,(0,0,0))

ﬂE.dA — HE-dA — 4kr.
S Se

No entanto, observamos que o teorema da divergéncia nao pode ser aplicado ao interiorde B(&,(050,0)) pois
div(F') ndo estd definido em (0,0,0). Para definir o divergente neste caso temos querecorrer ao caso de fungdes
generalizadas e, com isto, o divergente pode ser definido a partir de uma delta de Dirac, 0, ¢ (x,y,2), que é
uma "fungdo"tal que

jjj 8(a,b,c) fdV = f(a’bvc) vV, (Cl,b,C) eV
14
para toda funcdo continua f : R® — R. Com isto, podemos_escréver o teorema da divergéncia na sua forma
diferencial como
diV(E) = 47'CK6(0,070),
ou, equivalentemente,

Al]/ = diV(Vl]/) = 47'CK6(0,070).

Aplicacdo 5: Identidades de Green.

Sejam f, g : U C R? — R duas funcdes de classe C2. Entdo, por um célculo direto temos que

div(fVg) =Vf-Vf+ fAg

Seja U C R? um-conjunto fechado e limitado, tal que sua fronteira é uma superficie S que é regular por partes,
orientada comyvetor normal apontando para fora, temos a Primeira identidade de Green

[[fivr- Ve rag av = [[{ div(rve) av = [ fVg-dA
U U §

Coroldrio 27.1 Seja U C R? um conjunto fechado e limitado, tal que sua fronteira é uma superficie S que é
regular por partes, orientada com vetor normal apontando para fora. Assuma que u : [0, 4o0) x U — R é uma
funcao que satisfaz

ohu = Au, u(()? (xvy‘/z)) =0 e M(l, (X,y,z)) =0 para todo (X,y,z) €S.
Entdou =0

Demonstragdo. Definimos primeiramente

g0)= [{[ lu? av
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observamos que g(¢) > 0 e que

agt) = [[[2ua(wav
_ zUﬂjuA(u) dv
_ _zuﬂ {1vul av+2 [[{ div(uVu)
- _zﬁﬂvuﬁ dv+2ﬁuvu.dA
- _zf}f|Vu|2dV§0S
%

Como g(t) >0, g(0) =0e g'(r) <0 temos que g(¢) = 0. Portanto, u = 0.
[ |

m Exemplo 27.5 Vejamos uma aplicagdo desta identidade para a Transferéncia de Calor

Considere um corpo tridimensional ocupando uma regidio limitada com fronteira suave Q C R3. Seja
u(x,y,z,t) a temperatura no ponto (x,y,z) no instante f. Suponha que o material possui calor especifico c e
densidade p, ambos constantes. A densidade de energia térmica interna é dada por:

e(x,,2,1) = cpu(x,y,z,1).
A energia térmica total contida no corpo em um instante 7 €:

E(t) = fjf cpu(x,y,z,t)dV.
Q

Admitindo que a conducdo de calor no interior do corpo € descrita pela equacdo do calor (sem fontes
internas):

u
— = KAu
ot ’
onde Kk = £ ¢ a difusividade térmica e k a condutividade térmica.

C

Multiplicando ambes os lados da equagao por cp, temos:

u - de

cp KAu :CPE o

Assim;a taxa dewariagdo da energia térmica interna do corpo é:
dE de
= ﬂf 5 dv= cpr AudV.
Q Q
Aplicando a identidade de Green (ou o Teorema da Divergéncia) em R>, temos:

ff awav = [ vu-aa - ajg{gzm,

onde % ¢ a derivada direcional de u na dire¢@o do vetor normal externo 7 a superficie dQ.

Substituindo:

% = cpicfngdS.
Q.
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Por outro lado, pela lei de Fourier, o vetor densidade de fluxo de calor é dado por:
4= —kVu,

e o fluxo total de calor saindo do corpo é:

du
D(t) = —k ——dS.
=k 5
Portanto, obtemos a seguinte relagdo:

dt k ;

Esse resultado mostra que a taxa de variacdo da energia térmica interna do corpo € detérminada unicamente
pelo fluxo de calor através da sua superficie. A identidade de Green permite, assim, conectar uma quantidade
volumétrica (a energia interna) a uma quantidade superficial (fluxo de calor pela fronteira), expressando de forma
clara a conservagao da energia em sistemas térmicos.

|

Trocando o lugar de f e g na primeira identidade de Green e comparando ambas expressdes, obtemos a
Segunda identidade de Green

jff[ng—gAf] av = ff(fvg—gi) -dA
o s

Portanto, seja

Jff 2000

JJJ div(v(r-g)av
U
=[] (V(fg)-dA

S

_ jngf-dAJrfijg-dA
S S

Por outro lado, temos que
[[facr-g)av = [[[leaf+f-ag+Vs-Velav.
jsngf-dA+ jsijg-dA = fJf[gAerf-AngVf-Vg] av
Em particular; no caso em que g = 1 temos que
foVf-dA - fJfAf dv.

m Exemplo 27.6 Vejamos um exemplo de aplicacdo da Segunda Identidade de Green na Eletrostatica.
Na eletrostdtica, vimos que o potencial elétrico V (x,y,z) gerado por uma densidade de carga p(x,y,z) satisfaz
a equagdo de Poisson:

div(E)(x,y,z) = div(Vy)(x,y,2) = AV (x,,2) = —p(x,,2).

Escolhemos como fun¢fo auxiliar a fun¢do de Green para o espago tridimensional:
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1
Am/(x=&)2+ (v~ &)* + (2 - &)?

Sabemos, pelo que vimos na aplicagdo 2, que

w(x,y,z) = G((x7yvz)7 (61762753)) =

AG((an7 Z)> (61 ) éz’ 53)) = _6(51,&@3) (xayv Z)

Aplicando a segunda identidade de Green com essas escolhas:

[[J waG-Gaw)av = [[ (wWG-GVy)-dA
U 2Q

Substituindo Ay = —p e AG = —§¢, ¢, ¢,):

/Q (—Wdiz, £,z +Gp) dx = aji (WG —GVy)-dA

O termo com a fung¢do delta d4:

1
—y(&1,6,83) +/ pdV. = termo de contorno
vany/(x— &)+ (- &) + (c—6)?
Se assumirmos que estamos no espaco todo'R> e que as fungdes decaem suficientemente rapido no infinito,
o termo de contorno desaparece. Assim, obtemos:

1
W& 6 8) = [
R 47/ (x A& + V- 6) il — &)
Este resultado mostra que o potencial elétrico ¥ em um ponto (&;,&,, ;) € uma média ponderada das cargas
p(x,y,z), com o peso dado peloinverso da distancia. E a solucdo fundamental da equacgdo de Poisson em R?,
deduzida via a segunda identidade/de Green:

=P (x,y,2)dV

Aplicacdo 6: Lei de conservacdo de massa e de momento

A lei de conservacao de massa afirma que, em um sistema isolado, a massa total permanece constante ao longo
do tempo —/elando pode-ser criada nem destruida, apenas redistribuida. J4 a lei de conserva¢do do momento
linear diz,que, na auséncia de forcas externas, a quantidade de movimento (produto da massa pela velocidade)
de um sistema permanece constante. Ambas as leis sdo fundamentais na fisica e aparecem naturalmente em
problemas de fluxo, dindmica de fluidos e mecanica, onde o cdlculo vetorial permite expressa-las por meio de
equacoesdifefenciais e integrais. Vejamos como derivar essas equacdes no caso de um fluido.

Seja X : R x R* — R? uma funcio diferencidvel tal que, para cada ¢ € R temos que X (¢, ) : R? — R3 ¢
um campo vetorial. Nesta caso, dizemos que X € um campo vetorial ndo auténomo. Considere uma fung¢do
¢ : R x R?® = R3 tal que

at(pt(x’yvz) :X(t’¢f(x’yvz)) ¢0(X,y,Z) - (x,y,z)

onde denotamos ¢;( ) = ¢ (¢, ), € dito fluxo do campo vetorial X.
Observamos que, para cada (a,b,c) temos que ¥(f) = ¢ (a,b,c) € uma curva que passa no ponto (a,b,c)
quando ¢ = 0 e, mais ainda,

V(1) =di¢(a,b,c) =X (¢(a,b,c)) =X(¥(r)),

As curvas que satisfazem a relacdo acima recebem o nome de curva integral de X.
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= Exemplo 27.7 * Seja X : R x R? — R3 o campo vetorial dado por
X(t,(x,y,2)) =2At(x,y,2)

entao

(Pt(a?b’ C) = eltz (x,y,z)

satisfaz
¢o(a,b,c) = (a,b,c)
dhdi(a.b,c) = 241 (x,3,2)

= X(t,¢(a,b,c)).
* Seja X : R x R3 — R3 o campo vetorial dado por

X(t7 (x,y,z)) = (—y,x,O)
entdo
¢ (a,b,c) = (acos(t) — bsin(t),asin(t) + bcos(t),c)

satisfaz
¢o(a,b,c) = (a,b,c)
0,¢;(a,b,c) = (—(asin(t)+becos(t))sacos(t)—bsin(t),0)
- X(t7¢t(a?b7c)>'

Considere o fluxo ¢ : Rx R? 5 R3/do campo vetorial X, isto é, a fungio ¢ tal que

0 (x,y,2) =X (t,0:(x,5,2))  do(%y.2) =(x,y,2)

Entao, se
ax ¢zl ay ¢t1 az ¢t1 -V ¢1 =
J o = o ‘Pzz ay ¢t2 az (Ptz =|— V¢ -
ax ¢t3 ay ¢t3 az ¢t3 = V¢3 -

paracada t temos que

d
700 = div(X) (o) Jg,-

Demonstragdo. Denotamos
¢t (X,}GZ) = (¢t1 (x,y,z), ¢t2(x’yvz)7 (PZS (xvya Z)) X(X,y,Z) = (Xl (xvya Z)aXZ(xay7Z)7X3 (X,y,Z)),
para todo (x,y,z) € R3. e observamos que, pelo teorema de Clairaut, temos

%9:9/(x,y,2) = A (x,3,2) = 0:Xi(¢(x,,2))
= 81Xi(¢t(x,y,z))ax¢,l(x,y,z)—l—ain(dh(x,y,z))axq),z(x,y,z)—l—83Xl~(¢;(x,y,z))3x¢,3(x,y,z)

parai=1,2,3. Com isto, temos que,

atV(])ti = (alXi)V¢tl + (aZXi)V¢t2 + (a3Xi)V¢t37
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e lembrando que determinante de matriz que possui duas linhas em que uma € mdltipla da outra € zero, calculamos

a 4 ax q)tl at ay ¢t1 at 82 q)tl ax ¢zl ay q)tl az ¢zl ax q)tl ay ¢t1 az q)tl

ol (P o ¢t2 8y ‘Pzz az (Ptz + |00k ‘Ptz o ay (Pzz o 8z ¢t2 +| o ¢t2 ay (Ptz 8z ¢12
ax ¢t3 ay ¢z3 az ¢t3 ax ¢z3 ay ¢t3 az ¢13 9, ax ¢t3 a t ay ¢t3 al az ¢t3
ax ¢t1 ay ¢z1 az (bzl ax ¢t1 ay ¢zl az ¢t1 ax ¢zl ay (bzl az ¢t1
= o 1Xi ax ‘Ptz ay (Ptz 8z ¢t2 + (92X2 ax (Ptz ay ‘Pzz 81 (Ptz + 83X3 8x (Pzz ay (P[Z az (Ptz
ax ¢t3 ay ¢t3 aZ ¢t3 ax ¢t3 ay ()DZS aZ ¢t3 ax ¢t3 ay ¢t3 aZ ¢t3

ax ¢f ! ay q)t ! az ¢t1
= (X|+hXa+ AX3) 007 007 .97
o0 o’ 0.

= diV(X)Jq)[.
|
= Exemplo 27.8 * Seja X : R x R? — R3 0 campo vetorial dado por
X(t,(x,y,2)) =2At(x,y,z) = div(X)=06Ar.
Entao
9i(a,b,c) = ™" (x,y,2)
Calculamos )
At
d 4 € 02 0
o = |0 M0
0 0 &
_d yp
- @t
= 61 M =6ALT,
* Seja X : R x R? — R? 0 ¢ampo vetorial dado por
X(ta(x7yaz)) = (_y7x’0) i diV(X) =0
Entao
¢u(a,b,c) = (acos(t) — bsin(t),asin(t) +bcos(t),c)
Caleculamos
d cos(t) —sin(¢) 0
—Js, = —-|sin(t) cos(t) O
dt dt 0 0 1
d
= —1
dt
= 0=0Jy,.
]

Assuma que numa regido U C IR? estd cheia de um fluido e para cada ponto (x,y,z) € U temos uma particula
que se movimenta no fluido no tempo 7. Denotamos por X (¢, (x,y,z)) a velocidade da particula no tempo ¢.

Assumimos também que, para cada tempo ¢, o fluido tem uma certa densidade de massa p : R x R® — R,
P:(x,y,z) de modo tal que a massa do fluido em U no tempo ¢ é

mw,0) = [{[ pi av.
w
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Assumimos que a massa ndo é criada nem destruida.
O principio de conservacdo de massa diz que a massa total em U do fluido no tempo ¢ é a mesma que havia
no instante ¢ = 0. Matematicamente, isto €

m(@(U),)=m(U,0) = |[[fpav=|[fpoav,
ACH o

onde

¢I<U) = {(b,(x,y,z), (x,y,z) € U}‘

y(8) = ¢s(p)

Vejamos o que significa isto. Observamos primeiramente.que, pela formula de mudanga de varidveis
{[[poav={[[[pav=[[[pogtsav
v ¢:(U) U

Como isto deve valer para qualquer regido U, temos que
Po = Pro @ Jg

Derivando a identidade acima respeito do tempo, decorre a chamada Equacao de continuidade:
0,0 +Xp: +div(X)p;] (¢)Jy, =0 = Ip;+div(pX)=0

No vaso de/um fluido incompressivel, isto € a densidade p; = cte a equagdo de continuidade pode ser
reduzida a

div(X) =0

Isto querdizer; a grosso modo, que o campo de velocidades X de um fluido incompressivel tem divergente zero;
ele ndo "expande" nem "encolhe"localmente.

= Exemplo 27.9 O campo vetorial F(x,y,z) = (x*y,2x?yz,0) ndo € incompressivel visto que
div(F)(x,y,z) = 3x*y + 24’z #0

No entanto, se inserirmos um termo da forma —(xz)> — 3x?yz na terceira componenete teremos modificado a um
campo F(x,y,z) = (x*y, 2x%yz, —(xz)> — 3x?yz) que é compressivel visto que

div(F)(x,y,2) = 3x%y + 2x%z — 2x°7 — 3x%y =0
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Por outro lado, o momento de um fluido no instante ¢ € definido pelo vetor:

M(W,t) = jﬂ p.X1 dV, ﬂf 0.X, dV, Hj p.Xs dV
4 (W) 4:(W)

¢ (W)

Observar que esta equagdo € uma generalizacio de p = massa x velocidade. Para fluido continuo, as forcas
que atuam sobre uma por¢ao de material sao de dois tipos.
* as forcas de tensao, pelas quais a por¢do do fluido € submetida a forcas exercidas através de sua superficie
pelo ambiente. Na mecanica dos fluidos, assume-se que as forcas de tensao sao determinada por um, vetor
cujas entradas sdo da forma

/a (o()-m)dA,

onde o(x,t) é um matriz quadrada, simétrica (sob hipdteses como ausénciade torques internos), depen-
dente do tempo, chamada de tensor de tensoes de Cauchy e n € o vetor normal unitatio externo. O tensor
de tensdes nos permite calcular a forca por unidade de drea (também chamada de vetor de tragdo) que age
sobre uma superficie com uma dada orientagao n.

O produto o (x,7) -n é chamada de for¢a por unidade de drea e é compreendido da seguinte maneira: se &
tem componentes ¢'/ e n tem componentes 7y, entdo ¢ (x,?) -n'é um vetorde componentes

(0(x,2)-n)' = Giuni + Gpny + Gians.

que representa a forca por unidade de area que age sobre a superficie com normal n.
Observamos que, pelo teorema da divergéncia, temos

ﬂ(o(x,z) ‘n)idA = Hdiv(oi) A%
oW w

onde

Gi — (Gil,Giz, Gi3).

as forcas externas como a gravidade ou um campo magnético, que exercem uma forca por unidade de
volume sobre o continuo. Assumiremos que as forcas externas sdo dadas por uma densidade de forga Y,
isto é por uma funcdo vetorial ¥ : R3 — R3, de forma tal que o total de forcas de corpo atuando sobre W é
um vetor de componentes

/ pY;dV.
Jw

Dizemosientao que.o Balanceamento dos momentos acontece se
d : .
Emw,) = |[[pviav+ [[ dive’) av
& (W) &(W)
Isto € a variacdo de momentos € dado pela forca externa (2da lei de Newton). Como
d ; d
MWt = {[ pxi av
&(W)
d
= jffpt o ¢ X1(¢r) Jp,dV
W
14

= [[[ 100+ Vi -X) + pidXi+ pi (VXi-X) + pidiv(X)X] 0 91 Jo, dV
6:(W)
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Comparando as equagdes temos que a equacao de balanceamento dos momentos é
(0ipr +Vp; - X) + 0 (VX; - X) + prdiv(X)X; = p,Y; +div(c”)
Se o fluido conserva massa, temos que
a,p; +div(p,X) =0
de onde a equagdo acima pode ser reduzida a

1 .
oXi+VXi- X =Y+ ;div(c’) i=1,2,3.
t

que € conhecida como a equacio de movimento do fluido.
No caso de um fluido ideal temos que o tensor de tensoes € da forma

o= —pl
onde p: R x R? — R é a pressio e / é a matriz identidade. Neste caso temos que
o' =—pe; = div(c')=—dp.
de onde a equacdo de movimento pode ser escrita
1 :
0Xi+VX;- X =Y, — fa,'p i=1,2,3.
P:
Ou, no forma vetorial

1
t

Esta equacao recebe o nome de equacao de Euler e descreve o movimento de um fluido ideal.

m Exemplo 27.10 A seguir, apresentamos trés'casos particulares com solucdes analiticas simples.
* 1. Escoamento Unidimensional Incompressivel e Estacionario (Lei de Bernoulli)

Assuma:
— Escoamento unidimensional: X = u(x)i,
— Fluido incompressivel: p = constante,
- Estaciondrio: d/dt= 0,
— Sem forcas externas: ¥ = 0.

A equacdo de Euler se reduz a:

du > _dp
5 (udx - dx
Multiplicando ambos os lados por dx:

pudu= —dp

Integrando ambos os lados:

Lo+ p—C

Esta é a equacao de Bernoulli em sua forma mais simples, valida ao longo de uma linha de corrente.
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e 2. Escoamento Radial Incompressivel Estacionario (Fonte Pontual)
Considere um escoamento radial em 2D ou 3D, onde a velocidade depende apenas da distancia ao centro
r: X(r) = u(r)#, e o fluido é incompressivel e estaciondrio, sem forgas externas.
A equagdo de Euler na direcdo radial é:

du dp
e O

Como no caso anterior, multiplicamos por dr:

1
pudu=—dp = Epu2+p:C

Assim, novamente obtemos a forma de Bernoulli.
Além disso, pelo principio da conservacdo de massa (equacao de continuidade), temos que:

em 3D: V- (pii) = 0= pu(r)r* = constante

A . .. :
Logo, u(r) = —, onde A é uma constante relacionada a intensidade da fonte.
r

* 3. Escoamento Vertical com Gravidade
Assuma um fluido incompressivel em repouso ou em escoamento lento apenas na vertical z, sujeito a
gravidade ¥ = —ges.
A equacdo de Euler se torna:

dp dp
0=——— = A =8
e 8 . P8
Integrando:
p(z) = po—pgz

Esta € a lei de Stevin, que determina a variacéio da pressdo com a profundidade em um fluido incompressi-
vel em equilibrio.
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