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1 Motivacao

Suponha que observacoes sao coletadas de uma variavel continua Y em n valores
da varidvel independente t. Sejam (t¢;,y;), 7 = 1,...,n, tal que o seguinte

modelo de regressao pode ser proposto:

yj:f(tj)-l-ej, j=1,...,n

onde as varidveis aleatorias €; tem média zero, sao nao correlacionadas, tém
varidncia comum o?. Mas ainda, f(t;) sdo valores obtidos de alguma fungao
f, desconhecida, calculada nos pontos t{,...,%,. A funcao f é geralmente
chamada de func¢do de regressao ou curva de regressao.

Para motivar o conceito de suavizacao por splines, vamos assumir que: f €
Wi[a,b] = {f : f' é abs. cont. e [°(f™)2 < co}. Desejamos uma estimativa
de f que se ajuste bem aos dados e que ao mesmo tempo tenha um certo

grau de suavidade. Uma medida de bondade de ajuste aos dados é dada por

1xn

(y; — f(t;))? enquanto que uma medida de suavidade para f € Wi [a, b]

é [°(f™)2. Assim, combinando os dois critérios temos:

Aolf) = (1= 0) 3= F(1) +a [ (1)

=1
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com « € [0, 1]

Note que podemos entao encontrar um estimador étimo minimizando o
funcional A,(f) com f € Wi*[a,b]. Porém, pondo A = /(1 — «), temos
um problema equivalente de otimizacao onde obteremos uma solugao f, que
minimiza

n

A = = FE) 42 [ ()

i=1
para A > 0

A solucao f) é estimador de suavizagao por splines da funcao de regressao.
O parametro A é o parametro de suavizacao, pois é ele quem governa o balanco
entre bondade de ajuste e suavizacao. Quando A é grande maior peso é dado ao
critério de suavizagao, enquanto que para A pequeno, préximo de zero, maior
énfase é dada a bondade de ajuste.

Suavizagao por splines teve sua origem com Whittaker (1923) cujos métodos
motivaram Shoemberg(1964) a obter um estimador de suavizagao por splines e
mais Reinch (1967) obteve uma derivagao com a qual foi criado um algoritmo
baseado em B-splines. Aparentemente, muito do que é conhecido sobre splines
foi devido a analistas nimericos até que um extenso trabalho desenvolvido por
Grace Wahba mostrou as propriedades estatisticas deste procedimento e sua

utilidade nos modelos nao paramétricos de andlise de regressao.

2 “Splines”

Um spline de ordem m com knots em &1, ..., &, é qualquer funcao da forma
m—1 ) k
S(t) = Z Hitz + Z 51(75 — fi):_nil,
i=0 i=1
onde (z);y = max(0,z) e os coeficientes 6y, ...,0, 1, 01,..., sdo nimeros
reais.

Da defini¢ao acima notamos que um spline satisfaz:



1. s é um polinomio por partes de ordem m em qualquer subintervalo

(& &iv1)-
2. s tem m — 2 derivadas continuas.

3. s tem a (m — 1)-ésima derivada e é uma fungao escada com saltos em

&1y &k

Assim, um spline é um polindmio por partes cujos diferentes segmentos sao

unidos nos “knots” &, ..., & no sentido de garantir continuidade.
Seja S™(&1, ..., &) o conjunto formado por todos os splines como definidos
anteriormente. Entao S™(&,...,&) é um espago vetorial cuja dimensdo é

m + k, desde que as func¢es 1,t,...,t™ 1 (t — &) .., (8 — &)T! sejam
linearmente independentes.

De particular importancia temos os splines naturais de ordem m = 2p e
k = n, isto é, um spline natural é um spline de ordem 2p com knots em
a<ty,...,t, <b. O nome spline natural vem do fato das chamadas condigoes
naturais de fronteira, s¥)(a) = s¥)(b) =0, j =m,...,2m — 1. Note que temos
mais uma condi¢do que um spline devem satisfazer: 4. s é um polinomio de

ordem p fora do intervalo [t1,,].

Seja NS? (t1,...,t,) o conjunto de todos os splines naturais de ordem 2p
com knots a < t1,...,t, < b. Entao este conjunto de funcoes forma um
subespago do espaco vetorial S?(¢y,...,t,) obtido por inserir 2p restrigoes

lineares que provém da propriedade 4. Assim, para que um spline seja um
spline natural devemos ter 8, = ...,02, 1 = 0 na definicao de spline, desde
que s seja um polinémio de ordem p para t ¢ [t1,t,]. Pode-se verificar que a

dimensao de NS*(ty,...,t,) é n.



3 Splines e Regressao Polinomial

Considere o modelo de regressao:

y]:f(t])+€]7 j:]-:"':na

onde a < ty,...,<t, < beovetor £ do erros nao correlacionados tém média
zero e varidncia comum o2. Para motivar o conceito de suavizacdo por splines,
suponha que f € Wi*[a,b]. Queremos encontrar um estimador para a curva de
regressao f que ajuste bem os dados e que ao mesmo tempo tenha um certo
grau de suavidade.

Regressao polinomial esta bastante relacionada com o procedimento descrito

acima. Para se ver isto, assuma que o estimador de f dado por f, seja bem

definido. Desde que f € W]*[a,b], segue que existem constantes, 0y, ..., 0n—1
tais que
[0 = S 03t + resto(t).
i=0
com
resto(t) = o /b ™ (z)(t — z)™ .
(m—1)!Ja *

Assim, o modelo y; = f(t;) + €, é equivalente ao modelo

m-1

y; = > 0it" +resto(t) +¢;,5=1,...,n
i=0
Se o resto(t;) é proximo de zero, entdo parece razodvel estimar f usando

um estimador de regressao polinomial de ordem m. Caso contrario, ha dividas
sobre a aplicabilidade deste modelo polinomial. Veremos agora como o critério
acima esta relacionado com o modelo de regressao polinomial. Seja o funcional

Jn(f) = J2(f™)(t))2dt, entdo aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz

no resto(t) temos:

_ 2m—1
resto(t)? < (b-a)

—[2m—=1)(m — 1)!]2Jm(f)'



Note que existe uma constante que depende de m mas nao de f de tal modo
que
SUD;c(qp [Testo(t)| < CJp(f)2. Em particular, [resto(t;)| < CJn(f)Y?, j =
1,...,n. Desta forma, o tamanho de J,,,(f) estd ligado aos termos resto(t1), . . ., resto(ty),
pois, se J,(f) é pequeno, isto é, J,,(f) < p, tal que p > 0, teremos grande
credibilidade no modelo polinomial. Por exemplo, seja m = 2, dai Jo(f) = 0 se
e somente se f é linear. A condigdo Jo(f) < p governa o quao longe f pode se
afastar do modelo linear. Assim se a priori sabe-se que p é pequeno, entao isto
indicard que f é aproximadamente linear. Observe que f representa a taxa de
variacao da inclinagdo da curva de regressao.

Podemos incluir a condi¢ao acima para determinar um procedimento de

estimagao. Por exemplo, encontre f € Wi[a,b] que minimize EQM (f) =

1yn
n j=1

Lagrange, precisamos encontrar f, € Wi"[a,b] tal que EQM (f)+ A(Jn(f) — p)

(y; — f(t;))? com a condigio que J,,(f) < p. Usando multiplicadores de

seja minimo. Note que este critério é em esséncia o mesmo que foi definido
anteriormente.

Pode-se mostrar que se ¢y, . . ., ¢, formam uma base para o espago N S?™(ty,. .., t,),
comn <m, em € IN, entao exite para 0 < A < oo fixo, um 1nico estimador

f sob o critério de minimos quadrados penalizados quando f € Wi"[a, b].

Mais ainda, f) € NS*™(t,...,t,) e consequentemente este estimador pode
ser escrito com uma combinagdo linear de ¢y, ..., ¢,. Isto é, fx =30, ;0 (t)
tal que o vetor 6y; = (01, ..., 0x,)" satisfaz a equagao

(XX +nAQ)0, = X'y,

onde a matriz Q possui entradas Q;; = [ ¢;(t);(t)dt, com i,5 =1,...,n.
A escolha comum para as bases ¢, ..., ¢, é a sequéncia formada pelos bem

conhecidos B-splines (De Boor (1978)).



4 A escolha de um base

Vimos que f, pode ser escrita como uma combinacdo linear de fungdes que
formam um base. Obviamente existem vdrias maneiras de construir uma base
apropriada para obtencao de de f,. Entretanto, vamos dar maior énfase naquela
é mais facil de ser computada e consequentemente a mais utilizada nos progra-
mas de computadores.

A escolha comum para uma base ¢1,..., ¢, é a sequéncia formada pelos

B-splines (de Boor, 1978).
Nim(®) = 3 @i (tim = 2)7 7,
=0

onde (t—z)7 ' = max(0, (t —2)™ ') e os &’s s@o os coeficientes das diferencas
divididas avaliadas nos pontos ¢;. Os N, sao os bem conhecidos B-splines.
Figura 4.1 exibe um exemplo da forma dessas bases.

Seja, Y = (Y1,...,Y,), 0 = (01,...,0,), Xij = Nja(t;) e Qj = [ N;oNj,
para i,7 = 1,...,n. Entao o problema de minimizacao anterior passa a ser de

dimensao finita e é dado por:
2 A 1
Y — X0[]” + 59 Q0,

com solucao tnica

Oy = (X'X + Q)" X'Y.

5 Parametro de Suavizacao

Note que a solucao apresentada na secao anterior 8, depende do parametro de
suavizagdo A. Podemos observar o efeito deste parametro na figura 5.1 e da
necessidade de obtermos bons métodos para estima-lo.

A motivacao basica para validacao cruzada vem em termos de predicao.

Assumindo que os erros tém média zero. A verdadeira curva de regressao tem
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Figure 4.1: B-splines com 3 knots

a propriedade de que, se uma observacdao Y é feita num ponto £, o valor de
f(t) é o melhor preditor de Y em termos do erro médio quadratico. Assim,
uma boa escolha para o estimador f seria aquele que tivesse o menor valor de
(Y — f(t))? para uma nova observacdo Y no ponto t.

Na pratica, quando aplicamos métodos de suavizagao nao existe nova ob-
servacao disponivel. A técnica de validacao cruzada produz a situagao de uma
nova observacao. Para A fixo, considere a observacao Y; no ponto ¢; como sendo
uma nova observacao. por omiti-la do conjunto de dados que vai ser utilizado
na estimacdo de f. Denote f;*(t) a solucio por

S - F)? A [ (D2
J#i
A qualidade de fﬁ_i) como preditor da nova observagdo pode ser julgada

por como o valor de fﬁfi) (t;) prediz Y;. Desde que a escolha de qual observagao



Efeito do parametro de suavizacao,
y=exp(-2x)sin(2x)+N(0,(.3)"2)
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Figure 5.1: relagao peso/altura com idade em meses

vai ser retirada é arbitraria, a eficiéncia do procedimento com A pode ser quan-
tificada pela funcao de validacao cruzada
Iy (=) (1112
CV(N) == (Yi—= £ "(t)
=
e entdo escolhe-se A que minimiza CV ().

Nao se pode garantir que a funcdo C'V()\) tenha um tdnico minimo. Entao
deve-se tomar cuidado com sua minimizacao. Qualquer que seja o método a
ser usado, envolverd o cdlculo de C'V(\) para vérios valores de A e dai um
procedimento para computar C'V é muito importante.

A primeira vista parece que temos que resolver n problemas diferentes de

suavizacdo para obter n curvas f~*. Mas isto ndo é o caso. Note que,

Hh=H\)Y,



onde H()\) = X(X'X + AQ2)~1X'Y. Pode-se mostrar que

= Yi— filt )
; _m()‘)

Validagao Cruzada Generalizada é uma modificacdo do principio de val-

idagdo cruzada (Veja Craven and Wahba (1979)). A idéia basica do GCV é

1
T n

substituir os fatores 1 — h; () por sua médias 1 — % ® 1 hi;. Assim,

1YY= it)?
(1—2Tr(H))? °

GCV(\) =

Se os hy; forem iguais e os t.s forem igualmente espagados num intervalo sujeito

a condigoes de fronteiras periddicas entao, GCV=CV.

6 O ponto de vista Bayesiano para suavizacao

Suponha que as observagoes Y; ~ N(f(t;,0%) sejam independentes 1 = 1,...,n.
Entao o logaritmo da funcao de verossimilhanca é dado por
1) == 5 0= @)
i=
A maximizacao sem restri¢oes de I(f) mostra que a solugdo é a interpolagao.
Intuitivamente, a justificativa Bayesiana para penalizar a verossimilhanca é
colocar uma densidade a priori proporcional a exp(—(a/2) [(f)2) sobre o espaco
de todas as funcoes suaves. Com esta a priori, a log posteriori é,
1 & s Q[

bL(f) = —pg(Yi—f(ti)) =5 JU)

onde a = (A\/d?) e A é o parametro de suavizagao.

Maximizar [,(f) sé equivalente a minimizar A,(f)

6.1 O paradoxo de Wahba

O espago de curvas f que desejamos escolher como a curva de regressao que

melhor se ajusta aos dados é obviamente de dimensao infinita. Mesmo se

9



escolhermos curvas que sio limitadas num intervalo [a, b] e que tenham [°(f)? <
0o. Porém, este tipo de formulagao leva ao paradoxo de Wahba (Wahba, 1983).

Assuma que [a,b] = [0,1] e seja S o espaco de fungbes em [0, 1] tais que
VfeS, [(f)? < oo. Entdo existe uma sequéncia de funces ortonormais {,}
e uma sequencia crescente de autovalores v; com 0 = v, = v, < v; para j > 3
tal que Vf € S, f = Y a;¢;, onde os a; sdo os coeficientes da expansdo. E
que, Vf € S, fol ( f)2 = Za?yj. Assim a densidade a priori é proporcional a
exp((—a/2) [(f)?) pode ser escrita como

exp(—% Z a?uj) = H exp(—%a?yj).
j23 j23

Assumindo, que v; e v, tem aprioris impréprias uniformes (—oc,00) e que
v; para j > 3 tenham distribui¢oes normais independentes com média zero e

variancia (av;)~!, temos
[ =Y ey = 3wV, (ar)-1))?
j=3 j=3

= a' i(N(O, 1))* = 400

com probabilidade 1.

6.2 Dimensao Finita

Um modelo simples de dimensao finita desenvolvido por Silverman(1985) pode
ser descrito como se segue. Denote por simplicidade os B-splines por N;(t) como
uma base para os splines naturais. Defina, matrizes n xn, X com X, ; = N,(t;)
e Qi; = [ N;(t)N;(t)dt. Entdo se assumirmos um modelo Bayesiano no qual
os dados tem distribuicio Gaussiana com média X0 e varancia %] e o vetor
de coeficientes # com distribuicdo multivariada Gaussiana a priori com média

zero e varancia 762, onde 7 = (0%/)). Segue que a média da distribuigio a

10



posteriori de § é E(0]Y) =60 = (X'X + AQ)"1X'Y e a matriz de covaridncia é
cov(0|Y) = (/7 +072X'X)~L. Dada a distribui¢ao a posteriori de 6, podemos
fazer inferéncias sobre todos os aspectos do spline cibico >°7_; N; (t)0;. Em
particular, podemos computar a média e varidncia (a posteriori) de fy, = X6.
A média a posteriori é fy = H(A)Y e a covaridncia posteriori é dada por

H()\)o?.

7 Exemplos

Abaixo mostramos alguns exemplos de modelos obtidos através da metodologia
exposta acima.

Figura 7.1 e 7.2 mostram o ajuste obtido por suavizagao por splines e um in-
tervalo de confianga 95% para o modelo simulado y = (sin(27z?))*3+ N (0, .25).

J4 as figuras 7.3 e 7.4 exibem ajustes feitos com dados reais.

Y=(sin(2*pi*x*3))"3+N(0,.25)

15
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Figure 7.1: linha cheia é o modelo simulado e a linha pontilhada é o modelo

ajustado
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Figure 7.2: Intervalo de Confianga 95% para y = (sin(27z?))33 + N(0, .25)
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Figure 7.3: razdo peso/altura com idade em meses
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Queda Voltagem x Tempo
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Figure 7.4: modelo ajustado para a relacao queda de voltagem vs. tempo
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