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1 Estimacao de Densidades: Método Kernel

1.1 Histograma

Histograma é um dos métodos ndo paramétricos mais usados (talvez o primeiro a
ser usado) em estimacdo de densidades. Empiricamente, a idéia é dividir o inter-
valo de variacao dos dados em intervalos de comprimento h e contar o nimero de
observagoes que caem em cada intervalo. Sem perda de generalidade, considere o
intervalo [—h/2,h/2). Dai a probabilidade de uma observacdo cair em [—h/2,h/2) é

dada por
h/2

P(X € [-h/2,h/2)) = _h/Qf(ﬂc)dx,

onde f é a densidade de X. Naturalmente uma estimativa da densidade f pode
ser pensada como contar o nimero de observagoes que caem em cada intervalo e
dividi-lo pelo nimero total de observagoes. Em outras palavras, dado um conjunto

de observacoes, X, ..., X,, temos:
1
P(X € (/2 h/2)) = #{X: € [~h/2 h/2)}.

Ou seja,
h/2
PIXElh/2h/2) = [ J@)ir=f@h

com & € [—h/2,h/2). Dai uma estimativa para f seria,
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fule) = (X0 € [-h/2,/2)},

para todo z € [—h/2,h/2).

Formalmente, suponha que observamos Xj,..., X, ii.d. f desconhecida. Seja
k o nimero de intervalos de comprimento h e defina C; = [zg + (j — 1)h, 2o + jh),
j=1,...,k. Tome, n; =) I(X; € C)), tal que, SOk

j=1M; =n. Entao,

A

1 k
fnlw) = — > nil(z € Cy),
7j=1

Note que a funcdo I(z € A) é

1 ifze A

0 otherwise

I(:UEA):{

E facil ver que a estimativa fh(x) depende fortemente da escolha de h, chamdo de
parametro de suavizacao.

Exemplo da funcao R para histograma

x<-rnorm(100)
hist(x,nclass=6,prob=T)
hist (x,nclass=30,prob=T)
hist(x,nclass=50,rpb=T)

1.2 Estimacao pelo método Kernel ou funcgoes nicleo

As idéias e motivagoes do Histograma sugerem, naturalmente, uma generalizagao

considerando funcoes do tipo

l .
K@) =4 2 if |z |<1
0, otherwise

Consequentemente, pode-se sugerir uma nova estimativa para f como sendo

fo) = -3 K,
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Claramente, esta nova estimativa generaliza aquela baseada no Histograma. Também
nao ¢é dificil ver que f nao é uma funcao continua e tem derivada zero em todos os
pontos exceto nos pontos de salto X; + h. A figura 1.1 mostra esta caracteristica de

nao suavidade deste estimador “ingénuo”
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Figure 1.1: Estimativa “ingénua” usando os dados old faithful geyser h = 0.1

Para superar o fato de nao suavidade faz-se suposicoes bastantes razoaveis sobre
a funcao kernel K. Por exemplo, podemos assumir que K é uma funcao de densidade
de probabilidade. Em particular quando se faz a escolha de K como sendo uma
Gaussiana, f serd uma curva suave com derivadas de todas as ordens.

Figura 1.2 mostra como as funcoes de nicleo Gaussianas atuam na estimativa

final da densidade.



density(x = weight, bw ="nrd")
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Figure 1.2: Estimativa pelo método de Kernel com algumas fun¢oes Kernel

Figura 1.3 mostra as propriedades (curva suave) de f quando kernel Gaussiano é
usado.

A estimativa é fortemente influenciada pela escolha de h. Quanto menor for o
tamanho de A menos suave sera a estimativa. De maneira oposta, quanto maior for

h mais suave serd a estimativa final.
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Figure 1.3: Estimativa de densidade por Kernel construida usando os dados Old
faithful. Kernel Gaussiano e h = 0.25

1.3 Estimativa pelo Vizinho Mais Préximo

Pode-se observar que previamente obtemos estimativas cuja suavidade depende de h
fixo, nao levando-se a maneira como so dados estao dispersos localmente. Entao para
a estimativa se ajustar a especifica regoes, seriamos forcados a aumentar o diminuir
o valor de h e consequentemente a estimativa final sera afetada.

A idéia por detrdas do método do vizinho mais préximo é adaptar a quantidade
suaviagao a caracteristicas locais dos dados. Basicamenete, o estimador obtido pelo
método do vizinho mais préximo, calcula a distancia de z em f(z) a cada ponto
amostral. Por exemplo, seja d(z;,x) a distancia do ponto amostral z; e para cada

x denote di(x) como sendo a distancia entre o x e 0 k-ésimo vizinho mais préximo



na amostra z1,...,T,. A estimativa pode ser pensada da seguinte forma. Suponha
que a densidade no ponto z é dada por f(z). Entdo, espera-se que cerca de 2rnf(z)
observagoes estarao no intervalo [x—r, z+r| para cada r > 0. Por defini¢do, obteremos
k pontos no intevalo [x — di(z),z + di(x)]. Assim uma estimativa de f no ponto x
pode ser obtida por

k = 2d(z)nf (z).

Ou seja,
- k
J(z) = 2dg(z)n
Um programa para calcular estimativa por K-nn
function(x,k)
x <- sort(x)
n <- length(x)
grid<- seq(min(x) ,max(x),length=n)
d <-rep(0, n)
dens<-rep(0,n)
for(i in 1:n)
d <- abs(grid[i] - x)
xk <- sort(d)
yk <- xk[k + 1]
dens[i] <- k/(2 * n * yk)

result <- matrix(c(grid, demns), n, 2)
result

plot(result,type="1")

Generalizando o estimador K-nn de maneira semelhante ao que foi feito com o

Histograma obtemos

A~ 1 " T _Xz'
@)= @ ;K( A

Observe que a quantidade the suaviazacao é determinada pela escolha de k.



1.4 A escolha do Parametro de Suavizacao

Existem vérias maneiras para se fazer uma boa escolha de h. As que tem sido aceitas

comumente pelos os usudrios sdo: A regra pratica de Silverman (Silverman 1986) e

validagao cruzada por méxima verossimilhanca. (Ver Hérdle (1990))

Para a regra pratica de Silverman:

hopt

A

R

1.06 min(a,

1.06 min(&

(B(3/4) — ©(1/4))

’1.349

)

A

o,

onde ® é a densidade de uma normal padrao.
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Figure 1.4: Comparacao de dois “bandwidth”, ¢ e R (interquartil amostral) para a
mistura 0.7 x N(—2,1) +0.3 x N(1,1).

Validagao Cruzada (leaving-one-out). 1 idéia bésica é retirar uma observagao e

calcular cada estimativa da densidade a observacao retirada. Assim termos varias

estimativas de densidade, especificamente:
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dai,

fX)=m-1)"n") K(M).

Jj#i h
[T = - T[S k().
i=1 i=1 j#i

Ou equivalentemente

CVia(h) = =3 loglfs(X)

_ % NTHD KA : X0 = logl(n — 1)A]

i=1 j#i

De maneira natural escolhemos h por
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Figure 1.5: Comparacao de vérias escolhas de h
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Exemplo de programa para estudo de varias escolhas de h
data(precip)
plot(density(precip, n = 1000))
rug(precip)
2)
lines(density(precip, bw="ucv"), col = 3)

lines(density(precip, bw="nrd"), col

lines(density(precip, bw="bcv"), col = 4)

lines(density(precip, bw="SJ-ste"), col = 5)

6)

legend(55, 0.035, legend = c("nrd0", "nrd", "ucv", "bcv", "SJ-ste", "SJ-dpi"),
col = 1:6, 1ty = 1)

lines(density(precip, bw="SJ-dpi"), col

2 Regressao Nao Paramétrica: Método Kernel

Suponha que temos um conjunto de observagoes {(X;, Y;)}7 , e acredita-se que exista

um relacionamento entre as variaveis X; e Y; dado por

Yi=g(x)+e i=1,...,n,

onde €’s sao varidveis nao correlacionadas com média zero e independentes de Y;.
Considerando o fato de que
g9(z) = E[Y'[X =z].

(Nadaraya (1964) and Watson (1964)) sugeriram o seguinte estimador para a curva
de regressao g(z).

_ Z?:l Kh(.T - X'L)Y;

gn(z) = (2.1)
A funcao que calcula a estimativa de Nadaraya-Watson
ksmooth(x, y, kernel = c("box", "normal"), bandwidth = 0.5, range.x =

range(x), n.points = max(100, length(x)), x.points)



Exemplo

data(cars)
with(cars, plot(speed, dist)
lines(ksmooth(speed, dist, "normal", bandwidth=2), col=2)
lines(ksmooth(speed, dist, "normal", bandwidth=5), col=3) )

Observe que a escolha de h contiuna sendo fundamental para determinar a forma
final do ajuste.
Uma maneira de tornar este procedimento mais adaptativo aos dados é o usar o

principio do vizinho mais préximo.

1 n
== Wki(2)Y;, 2.2
(o) = 1 3 Wic(o) (22)
where,
n/K ifie J,
0 otherwise,

com J, = {i: X; um dos K vizinho mais pro6ximo a z}

Exemplo de um programa R. De fato este programa aparece primeiramente no
livro de Héardle (1990) e pode-se notar ao executar esta rotina que esta contém um
erro de programacao. Vocé seria capaz de consertar este programa? Explique sua
resposta detalhamente.

function(x,y,k) {
missing.flag<-is.na(x)+is.na(y)
x<-x[!missing.flag]
y<-y[!missing.flag]
#selection of missings
n<-length(x)
order.x<-order (x)
y<-ylorder.x]
x<-x[order.x]

#sorting x and y

10



start<-1+floor(k/2)

mk<-rep(NA,n)

#£i1l1l the vector of estimates with missings

mk [start]<-sum(y[1:k])/k

#at x[start] the first k observations are the k nearest neighbors.
difference<-diff (y,k)

#computes differences of y to the lag k

mk [ (start+1) : (n-start)]<-cumsum(c(mk[start] ,difference))
#compute cumulative sum over differences

#result<-list (m=mk,x=x,y=y)

list (m=mk,x=%,y=y)
xx<-seq(min(x) ,max(x) ,length=length(mk))

plot(x,y)

lines (xx,mk)

}

Um procedimento bastante usado por analistas de dados é o procedimento con-
hecido como LOWESS. Cleveland (1979) prop6s o algoritmo LOWESS (locally weighted
scatter plot smoothing). A idéia é comegar o procedimento por ajustar por minimos
quadrados um polinémio local e entao robustificar o procedimento para obter o ajuste
final. Especificamente, pode-se ajustar um polinémio local numa vizinhanca de x re-

solvendo o seguinte problema de minimos quadrados

n p
n~! Zsz‘ (Z‘/z’ - Zﬁjmj)Za (2.4)
i=1 §=0

onde Wy, denota os pesos de k-NN . Compute os residuos ¢; e o parametro de
escala 6 = median(é;). Defina os pesos robustificados ¢; = K(¢;/66), onde K(u) =
(15/16)(1 — u)?, if |u| < 1 and K (u) = 0, caso contrario. Dai, ajuste uma regressao
polinomial como em (2.4) mas com os pesos (6;Wi(x)). Cleveland sugere que p = 1da
um bom balanco entre o custo computacional e a necessidade de ajuste flexivel apra
reproduzir a estrutura dos dados. O parametro de suavizagao pode ser determinado
por validacao cruzada.

A funcao R que executa LOWESS é

lowess(x, y = NULL, f = 2/3, iter=3, delta = 0.01 * diff (range(xy$x[o])))
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Exemplo:

data(cars) plot(cars, main = "lowess(cars)")

lines(lowess(cars), col = 2)

lines(lowess(cars, f=.2), col = 3)

legend(5, 120, c(paste("f =", c("2/3", ".2"))), 1ty = 1, col = 2:3)
Observe que f funciona como parametro de suavizacao. A relacao entre f e K

(viz. mais prox.) ¢ dada por

K=[nxfl, fe(0,1),

e n é o tamanho da amostra.

lowess(cars)
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Figure 2.6: Comparacao de vdrias escolhas de h

3 Estimacao de Densidades por Splines

Um dos métodos de estimagao mais eficiente e mais rapido sob o ponto de vista

computacional é conhecido como Logspline e pode ser calculado como
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X

-1

(8) = log( / exp(Y 0,B;(2)dz))

7j=1

(a:0) = exp{ Y 0,B,(z) ~ c(0)),

onde B; sao os conhecidos B-splines.
O método Logspline pode ser usado em R da seguinte maneira;

library(logspline)
y <- rnorm(100)
fit <- logspline(y)
plot (fit)
# as (4 == length(-2, -1, 0, 1, 2) -1), this forces these initial knots,
and does no knot selection
fit <- logspline(y, knots = c(-2, -1, 0, 1, 2), maxknots = 4, penalty =
0)

3.1 Regressao nao parametrica por Smoothing Splines

Considere o modelo de regressao dado por

Yzzg(xz)-l—ez i=1,...,n,

onde ¢€’s sdo varidveis nao correlacionadas com média zero e independentes de Y;.
O método de regressao que resolve o problema de minimos quadrados penalizados
¢ denominado Smoothing Splines. Ou seja, a estimativa é a solu¢ao do problema de

otimizacao dado por:

La(@) = Ily — gll? + A / (&), (3.1)

ondey = (y1,...,y.)T e g = (g(x1),...,9(z,))T.

Smoothing splines é obtido atraves da funcao
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smooth.spline(x, y = NULL, w = NULL, df, spar = NULL, cv = FALSE, all.knots
= FALSE, nknots = NULL, df.offset = O, penalty = 1, control.spar = list())

data(cars) & smoothing splines

120
1
o

100
1

— cv
df 8

80

dist
60
L

40

20
1

T T T T
10 15 20 25

speed

Figure 3.7: Comparagao de varias escolhas do parametro de suavizagao

Figura (3.7) mostra estimativas usando o método de smoothing splines com duas

opcoes de escolha do parametro de suavizagao.
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