ESTIMACAO PARAMETRICA PONTUAL

March 13, 2003

1 Introducao

Assuma que alguma caracteristica dos elementos de uma populagdo amostrada possa ser repre-
sentada por uma v.a. X cuja densidade (ou fungdo de probabilidade) é f(-,8), onde a forma da
densidade é assumida ser conhecida, exceto por um parametro desconhecido 8. Nesta situacio de-
cidimos tomar uma amostra de tamanho n de X (X1,...,X, ii.d. com densidade f(-,6)) e, com
base nos valores observados z1, . . ., 2, deseja-se um bom ” chute” do valor 6 ou de uma fung¢io 7(6).

Exemplo 1.1: E razodvel supor que o niimero de clientes que véio ao Banespa no horario das 12 As
14h é uma v.a. Poisson com média (desconhecida) A. A fim de dimensionar o nimero de pessoas
(caixas), que devem trabalhar nesse hordrio, observamos o movimento do banco durante 10 dias e
com base nessas observagoes desejamos estimar A.

Exemplo 1.2: Na producgdo de esponjas Scotch-Brite, a fim de fazer o controle de qualidade,
a cada 3 horas, 100 esponjas sdo selecionadas e o nimero de defeituosas sdo verificadas para se
controlar o valor do parametro p = proporc¢io de defeituosas. Sabe-se que

X; ~ b(100, p).
A estimacao do parametro 6 pode ser feita de dois modos:
(i) Estimacao Pontual: Tomamos o valor de alguma estatistica t(Xi,..., X, ) para representar,
ou estimar, 7(6). Tal estimativa é chamada estimador pontual;
(ii) Estimacao por intervalo: Definimos duas estatisticas t1(X1,...,,) € t2(X1,--.,X,) onde
tl(Xla s 7n) < t2(X17 .. 7X’n)

de modo que [t1 (X1, ..,n),t2(X1,...,Xp)] constitui um intervalo aleatério para o qual é possivel
se calcular a probabilidade que este intervalo contenha 7(6). Este intervalo é chamado de intervalo
de confianca.

Exemplo 1.3: Se queremos pesar um objeto qualquer e ter uma idéia da ” confianga”nas medidas

fazemos n medi¢Ges com este objeto; chame os resultados de Xy, ..., X,. E razodvel supor que
X; ~ N(u,0?) e § = (u,0?) é o parametro desconhecido, 7(8) = u e

é um estimador pontual para p e



é um intervalo de confianca para p.

Problemas: (i) Como encontrar um "bom” estimador?
(ii) Como selecionar o ”melhor” estimador?

1.1 Meétodos para se encontrar estimadores

Assuma que Xj,..., X, é uma amostra aleatéria de uma distribuicdo f(-,8) (densidade ou fungéo
de probabilidade) e § = (61, ...,0;) é um vetor de nimeros reais (podemos ter k = 1).

Definigao 1.1: Espago Paramétrico : O conjunto de valores possiveis que 8 pode assumir é
chamado de espaco paramétrico, e geralmente denotado por ©.

Objetivo: Queremos, a partir das informacoes da amostra estimar alguma funcio de 6, isto é,
queremos estimar 7(0). Isto é feito através de fungdes da amostra, que ndo dependem de valores
desconhecidos, e estas fungoes foram definidas anteriormente como Estatistica. Logo,

Defini¢dao 1.2: Estimador: Qualquer estatistica cujos valores sdo usados para estimar 7(0) é
dita ser um estimador de 7(6).

Exemplo 1.4: Suponha que os pesos dos frangos de um certo galpdo possam ser considera-
dos como tendo distribuicdo aproximadamente normal. Podemos estar interessados em estimar
o peso médio dos frangos, a varidncia ou a propor¢do de frangos acima de um peso Fy. Caso
n frangos sejam escolhidos aleatoriamente, chamando de X; o peso do i-ésimo frango, podemos
considerar X1,..., X, i.i.d. N(u,0?). Temos como pardmetro § = (u,02) e o espago paramétrico
0 = {(n,0%); 4 > 0,02 > 0}. Neste caso as fungdes 7() seriam iguais a u, o2 e P[N(u,0?) > P).
Como estimadores podemos utilizar X para estimar u, S? para estimar o2 e P[N(X,S?) > R
para estimar a propor¢ao.

1.2 Método dos momentos

Este método é o mais antigo, proposto por Karl Pearson em 1894. Este é um método simples que
produz resultados "razodveis” na maioria dos casos.

Seja X uma v.a. com distribui¢do f(-,61,...,0). Definimos
Hr = E[Xr]
o r-ésimo momento de X. Em geral, y, é funcio de 64,...,0;. Seja Xi,...,X, uma amostra

aleatéria de f(-,6) e denote
1 n
M, =~ Z X7
=1
o r-ésimo momento amostral. Sabemos que
E[MT] = Kr,
dafi é intuitivo se utilizar de valores de

M, = Nr(éla---aek)



para estimar os parametros.

Existem vrias formas de definir estes estimadores; comearemos pelos mais simples, que so uti-
lizados nos textos mais introdutrios.

Definicao 1.3.a: O estimador pelo método dos momentos (RMM) de 8 é dada pela solucdo do
sistema de equagoes:
mi:l‘bi(ela"'aak)a i:]-a"'aka

isto é, iguala-se os k primeiros momentos amostrais aos k primeiros momentos populacionais.

Esta definicdo tem a vantagem de levar, quase sempre, a uma solu¢do unica. No entanto, nem
sempre leva a uma solugdo. Por exemplo, tome uma amostra aleatéria de uma populacdo normal
com média conhecida, ou entdo a distribuicdo exponencial dupla. Para evitar o problema de nao
levar a nenhum estimador pode-se generalizar a definicdo escolhendo-se de forma adequada k mo-
mentos amostrais e populacionais para serem igualados. A definigéo fica

Definig¢ao 1.3.b: Um estimador pelo método dos momentos é qualquer solugdo de um sistema de
equagoes dado por
mi = pi(61,---,0k), P€L, I={in, - i}

para uma escolha adequada de forma que se tenha uma solucio tnica.

Em geral procura-se utilizar os momentos de mais baixa ordem. Isto se deve ao fato dos mo-
mentos amostrais com menor ordem terem menor variabilidade e serem menos afetados por valores
aberrantes. Dada a liberdade de escolha dos momentos utilizados esta definicdo ndo produz um
estimador dnico.

Exemplo 1.5: Seja Xi,...,X, uma a.a. de uma distribuicdo N(u,c?). Neste caso,

=g, 0% = — .

Dali,
My =ji, My =6%+ i
e —
p=M =X
e
= X; —X)?
6=vVMy,—X2= M
n
Exemplo 1.6: Seja Xi,...,X, uma a.a. de uma Poisson(\). Queremos estimar A pelo método

de momentos. Como temos somente um pardmetro, temos somente uma equagio

_ ~

My =X=M\

Exemplo 1.7: Seja X;,...,X, uma a.a. de uma exp(f). Lembre-se que u; = 1/6. Queremos
estimar 6 pelo método de momentos. Como temos somente um parametro, uma nica equagao pode
ser suficiente. Tomando-se 0 primeiro momento temos:

i, L1
M=X=1/ —b=.

Verifique a soluo caso fosse escolhido o segundo momento.



Exemplo 1.8: Sejam X;,..., X, iid. Ula,b], o pardmetro de interesse é (61,602) = (a,b). Neste
caso,

_a+b _a®+ab+ b
H1 = 5 M2 3 .
Dai,
. a+b a* + ab + b2
Ml = /Jfl = s M2 =
2 3
Exemplo 1.9: Sejam X7,..., X, ii.d. U[0,6], o pardmetro de interesse é §. Neste caso,
6 . _

Suponha que 1 = 4,22 = 6,23 = 50 e assim Z = 20. Assim,
g = 40.

Este é um resultado absurdo pois sabemos que § > 50 = z(,); ou seja, o0 método dos mo-
mentos pode produzir péssimas estimativas. Um estimador melhor seria, por exemplo, T'(X) =
max(X(n) ; 2X)

Definicao 1.3.c: Suponha que queremos estimar v = v(6) e que ela possa ser expressa como uma
funcdo continua dos r primeiros momentos populacionais, isto é, que

Y(0) = g(pa (), - -, pr(6))-
Neste caso dizemos que um estimador de v pelo método dos momentos é dado por

Exemplo 1.10: Considere uma amostra aleatéria de tamanho n de uma Poisson com média A.
Dé alguns estimadores pelo método dos momentos.

Sabemos que m1 = A, mz = A+ A2. Logo, alguns dos estimadores pelo método dos momento sdo
dados por

>
I

my
T 2
A = mog—mj
A= m2/m1—1

Note que ndo é especificado que r deve ser 0 minimo valor para a qyual existe uma funcio g.
Caso isto fosse especificado no exemplo anterior teriamos um tunico estimador pelo método dos
momentos. No entanto, a unicidade nem sempre ocorreria mesmo tendo esta restrigao.

Exemplo 1.11: Considere uma amostra aleatéria de tamanho n de uma uma distribuicao logistica,
isto é, da densidade:

e_(y_o)

f(z;0) = {1—}—67(?/79)}2

Como a esperancga existe ele é igual ao ponto de simetria, isto é, 8. Logo um estimador pelo método
dos momentos é dado pela média amostral. Este é um caso tipico onde a estimativa pelo método
dos momentos é facilmente encontrado, mas ndo o de maxima, verossimilhanca, que ndo tem solucio
analitica. Neste caso, a estimativa pelo método dos momentos pode ser utilizada como ponto inicial



em uma rotina de maximizacao para encontrar a estimativa de maxima verossimilhancga.

Definigao 1.3.d - Método dos Momentos Generalizados: Vamos considerar agora que temos
uma amostra X, com f.d.p. f*(z|f). A amostra pode ser aleatéria ou ndo. Considere adicional-
mente que temos fungdes g;(X,0) com média igual a zero. Desta forma, dada uma amostra
gostarfamos que g;(z, ) fosse o mais préximo possivel de zero. Se considerarmos mais fungdes g do
que a dimesndo de 8 ndo conseguiremos fazer esta distancia igual a zero. O método dos momentos
generalizados diz que qualquer valor de 6 que minimiza a distincia:

9(z,0)'S(z,y) " 'g(,0)

onde g(z,0) = (g1(x,0),- -, gr(z,0)), é um estimador pelo método dos momentos. S(z,y) de ser
tal que convirja em probabilidade para um valor ndo aleatério Sy quando o tamanho da amostra
vai para infinito. Em geral escolhe-se S(x,y) uma matriz simétrica positiva definida.

Observe ques se tomarmos g;(X,0) = m; — p;(8), i =1,---, k e a matriz S igual a identidade
temos a Definicdo 1.3.a de estimador do método dos momentos. Em nenhuma das defini¢bes o
método dos momentos é invariante em relagdo a transformacdes ndo lineares. Por exemplo con-
sidere uma amostra aleatéria de uma U (0, 8). Neste caso vimos que um estimador pelo método dos
momentos é 2X. Procure agora o estimador pelo método dos momentos se vocé tivesse observado
o quadrado das observagdes e trabalhasse com a distribui¢do do quadrado da U(0,8).

Exercicio 1.1: Nos exemplos anteriores procure outros estimadores pelo método dos momentos.

1.3 Meétodo de maxima verossimilhanga

O método de maxima verossimilhanga para gerar estimadores de um parametro desconhecido foi
introduzido por Sir R.A. Fisher.

Este método geralmente produz muito "bons” estimadores. Veremos mais tarde as boas pro-
priedades dos estimadores de maxima verossimilhanca e alguns exemplos onde o método produz
péssimos estimadores.

Considere o seguinte problema: temos duas moedas, uma é honesta e a outra é viciada (tem

probabilidade de cara igual a 0.70). O problema é que misturamos as duas moedas e ndo sabemos
diferencid-las. Para decidir isto, tomamos uma das moedas e jogamos n vezes. Seja:

X = numero de caras nas n repetigoes;

Dai, X ~ b(n,p), isto é:

Pex=n =} )=t = sm)

Aqui, p=0.5 ou p=0.7, isto é, ©® = {.5;.7}. Se n = 3, temos

Valores Possiveis k 0 1 2 3
f(k;0.5) 0.125 | 0.375 | 0.375 | 0.125
f(k;0.7) 0.027 | 0.189 | 0.441 | 0.343

Note que se tiramos 3 caras em 3 lancamentos da moeda n3o acreditamos muito que p = 0.5, é
mais ”acreditavel” (verossimil) que p = 0.7. Por outro lado, se tirdssemos 0 caras em 3 langamentos



p = 0.5 seria mais verossimil, embora a probabilidade de sair este resultado ainda seja baixa. O
que importa, portanto, so os valores relativos.

Neste caso,
Se tiramos 0 ou 1 cara dizemos que p = 0.5;
Se tiramos 2 ou 3 caras dizemos que p = 0.7
Isto é, escolhemos p que faz com que f(k,p) seja maximo:

. L
2 argr;leagf( ,D)

Da forma geral para um tamanho de amostra n e © = [0, 1] temos

fsp =Px =i =} ) -prt

Queremos p = argmax,co f(k;p), para tanto derivamos f(k; p), igualamos a derivada a zero e
procuramos os pontos criticos no intervalo paramtrico.

n

dipf(k;p) = ( A )kp’“(l —-p)" - ( Z )p’“(n— k)(1—p)™ !

( i ) P A=) R - ) — (= K]

(% )pa-p -

Igualando a zero e resolvendo a equagio temos como raizes os pontos 0, 1 e k/n. Se 0 < k < n,
analisando a segunda derivada nestes pontos temos que 0 e 1 sdo pontos de minimo. Analise a
funo de verossimilhana quando k igual a zero ou n. Voc verificar que em todos os casos a soluo de
ponto de mximo pode ser escrita como p = k/n. Portanto, o estimador de méxima verossimilhanga
é:

. K
p=—
n
Defini¢do 1.4: Fungao de Verossimilhanga:
(1) Seja Xi,...,X, uma amostra aleatéria de uma varidvel aleatéria discreta X com funcgéo de
probabilidade f(-,8) dependendo de um pardmetro desconhecido 6. Se z1,...,z, sdo os valores

observados, a funcao de verossimilhanca da amostra é

L(6;x1,...,2,) = f(21,0) ... f(zn,0), feO

(2) Seja X1,...,X, uma amostra aleatéria de uma varidvel aleatéria continua X com densidade
f(-,0) dependendo de um pardmetro desconhecido 6. Se xy, ..., T, sdo os valores observados, a
funcgao de verossimilhanga da amostra é funo de 6 e numericamente dada por:

LO;xz1,...,zn) = f(21,0) ... f(z4,0), 0 €0.

Defini¢do 1.5: Estimador de Maxima Verossimilhanga: Seja L(0) = L(6;z1,...,2,) a

funcéo de verossimilhanca para as v.a.’s X1,..., X,,. Se 6 = (z1,...,2,) é uma funcio das ob-
servagoes e é o valor de 6 no espago paramétrico ® que maximiza L(6), entdo § = arg maxgeco L(6)
é a estimativa de maxima verossimilhanga de § e © = §(X4,...,X,) é o estimador de

maxima verossimilhanca de 6.
Antes de olhar alguns exemplos, vamos relembrar um teorema de cdlculo que é muito util para



encontrar maximos de fungdes. Geralmente, como L(#) é um produto de funcdes de probabilidade
ou densidades, é sempre positiva. Assim, [(0) = log(L(#)) sempre pode ser definida e o valor de 0
que maximiza L(f) também maximiza 1(8).

Exemplo 1.12: Suponha que retiramos uma amostra aleatéria de tamanho n de uma distribuicao
de Bernoulli

flz,p) =p"(1—p) " "Ion(z), 0<p<1
Os valores amostrais 1, . .., T, serdo uma sequéncia de 0’s e 1’s e a funcio de verossimilhanca

n

L(p) = [[ ™ (1 = p)' =" Loy (ws) = p2a (1 = p)"~ 2%

i=1
Podemos definir,

I(p) =Y wilog(p) + (n — Y =:)log(1 — p)

Como [ é uma funcdo continua de p, se existir um valor (p) tal que

d . . . a .
d_pl(p) =0, d—pzl(P) <0

entdo este valor maximiza a funcdo I:

d,_ Yn_n-Yu

p =
dp (7) P 1-p
Assim,
Yo _n-Ya _,
P 1-p

Para ) z; diferentes de zero e n temos,

2T

n

p=

Como,
iz_in _n—zmi <0
dp? p 1-p
para todos os valores de p temos que p corresponde a um ponto de maximo. Portanto, o estimador
de maxima verossimilhanca de 6 é:
p2Xi
n

Discuta, de forma anloga a realizada no Exemplo da binomial quando temos ) z; igual a zero
ou n. Note que, s eo espao paramtrico fosse (0,1) o estimador de mxima, verossimilhana no existiria
para Y x; igual a zero ou n.

Exemplo 1.13: Suponha que retiramos uma amostra aleatéria de tamanho n de uma distribui¢do
normal com média p e variancia 1. Se X1, ..., X, é a amostra aleatoria, a funcio de verossimilhanca
da amostra é:

n

L(p) = Hf(.’l:i,,u):H\/%_ﬂe—(wi—uy/Z

= @m) P exp[- ) (2 — 1)*/2]



cujo logaritmo é:

e
d
@l(ﬂ) = Z(-Ti —p) = Ziﬂz —nu
d2
Assim,

1 Z _
ll’ = — {L'i =T
n
é a estimativa de méaxima verossimilhanca de 6 e o estimador de maxima verossimilhanca é:

D IP. C-
= = = X
o n
Se a funcio de verossimilhanca contém k parametros, isto é, se:

n

L(6,...,0) :Hf(xz’;el:---;ek)

i=1
entao os estimadores de maxima verossimilhanca sao as estatisticas
0(X1,...,Xn),..,0k(X1,...,X,)ondeby,...,0 sdo os valores em © que maximizam L(6y,...,0;).
Se certas condigoes de regularidade sdo satisfeitas, o ponto onde a fun¢do de verossimilhanca é
méxima é a solucdo das k equagdes:

0 0

—L ... =0,...,—0L ... =
601 (01; aok) 07 ,6019 (917 aek) 0
ou equivalentemente,
0 0
6_01l(0]_,...,0k)—07...,6—0,6l(01,...70k)—0

Exemplo 1.14: Uma amostra aleatéria de tamanho n da distribui¢ao normal de média u e desvio
padrdo o tem densidade:

n
| R o
flxy,...,zn, 1,0°) :H o3 (@i—n)?

pai V2mo

L(1,0%) = (210°) ™ exp{—5 3 3 (s — )’}

seu logaritmo sendo:

n n 1
I, 0%) = —§log(27r) -3 log o” — 292 Z(xi —p)?

onde O = {(p,0?); —00 < p < 00,02 > 0}. Portanto,
o, 1
@l(ﬂaa )= o) Z(xi D)

0 oy n 1 1 9
WZ(ILU)——§§+FZ(%—M)



Dai,

1 . R YT
52 (mz_ﬂ):0:>2($z_ﬂ)= = p= nz
n 1 1 2 2 - (IL‘,'—STI)2
Tyt Lo =020 =) o
e os estimadores de maxima verossimilhanca sao:
D IP. ¢ e (X - X)?
b=y ¢ _Z n

Exemplo 1.15: Seja uma varidvel aleatéria tendo densidade uniforme dada por:

f(z,0) = Ig_o.5,6+0.5/(2)

onde © = (—o00,00). A funcdo de verossimilhanga para uma amostra aleatéria de tamanho n é
dada por:

L) = H I[ofo.s;a+o.5] (3)
i=1

I[w(n)fo-s;w(1)+0.5] (0)

onde z(;y = min{xy,...,T,} € Z(p) = max{xy,...,T,} e temos a tltima igualdade pois
de (1) i (n) t iltima igualdad i

H Ig_o50+05)(xi) =1 & x;€[0—0.5;60+0.5], paratodoi=1,...,n
i=1
=4 9—0.55:6(1)694-0.5233(”)
=4 05m<1)+0.5e02x(n)—0.5
Dai,
L) = 1, sexp —05<60<mq)+05
0, caso contrario

Assim, qualquer estatistica com valor 6 satisfazendo Xn)—05< 6 <X ) + 0.5 é estimador
de méxima verossimilhanca de 6. Por exemplo, X,y — 0.5, X(1) + 0.5 ou (X(1) + X(n))/2, etc...;
ou seja, o estimador de maxima verossimilhanca neste caso ndo é tnico.

Exemplo 1.16: Seja X uma varidvel aleatéria com densidade uniforme no intervalo [0,6]. En-
contre o EMV de 6.

f(z,0) = %I[o;a] ()

onde © = (0,00). A funcdo de verossimilhanca para uma amostra aleatéria de tamanho n é dada
por:

n

L) = _Hf(a:i,o)

|
= Hgf[o;a](mi)
=1

= 0 " Iio0/(®(n))
= 0_"I[w(n);oo] ()



onde z(,) = max{1,...,Z,}. Dai,

07", semy) <40

0, caso contrario ’

L(6) = {

ou seja, L(#) = 0 para 6 < z(,); igual a m(nr)” (valor positivo) no ponto z(,) e depois decresce a

partir deste ponto. Assim, o valor de § que maximiza L(8) é 6 = T(n) € portanto o EMV de 6 é X,,).

Teorema 1.1: Propriedade de Invaridncia dos Estimadores de Maxima Verossimil-

hanga: Seja § = 6(X1,...,X,) o estimador de méxima verossimilhanca de 6. Se 7(f) =
(11(0),...,7-(0)), 1 <r <k, é uma transformagio no espago paramétrico 0, entio o estimador de
maxima verossimilhanca de 7(6) é: 7(8) = (11.(0),...,7-(6)).

Exemplo 17: Na densidade normal, seja 6 = (u,0?). Suponha 7(8) = p + z,0 onde z, é tal que
®(2,) = ¢, portanto 7(6) é o g-ésimo quartil. Portanto, o estimador de méxima verossimilhanca
de 7(8) é:

_ 1 _

X+ 2/ D (X - X)?
Exemplo 18: Considere uma amostra de tamanho 1 de uma populacdo que tem densidade massa
discreta igual a e=*/2? no ponto zero e uma parte continua em (0, 00) com densidade dada por:

o0

Jalh) = 3o 4072 2 k,W "

A verossimilhanca é dada por

L(t;\) = { @), set>0

e M2 get=0 "'

Se o valor da observacio for igual a zero entdo a verossimilhanca ¢ igual a e=*/2 que é maxi-
mizado quando A = 0. Caso a observagio seja um valor ¢ > 0 entdo o EMV é dado pela solugdo
Unica da equagio:

dfA = ,\/2 )k 1(t/2) A
1-2|=0
=2 Gk Dk - 1)

vemos que para para qualquer valor de t > 0 a derivada serd negativa para A < 2 pois todos
os termos serdo negativos. Logo a solucdo de maxima verossimilhanca é maior do que 2. Este
estimador tem umas caracteristicas estranhas. Embora A possa adotar qualquer valor positivo o
estimador nunca assume valores no intervalo (0,2). Além disso

lim A(¢) >2, mas X(0)=0,

t—0+

ou seja, existe um ponto de descontinuidade no ponto zero.

Exercicio 1.2: Suponha que X seja uma varidvel normal com média 10 e varidncia o2 descon-
hecida. Qual o EMV do primeiro quartil baseado em uma amostra aleatéria de n observacoes de X7

Exercicio 1.3: Suponha X ~ P()). Dada uma amostra aleatéria de tamanho n de X, qual o
EMV de P[X > 0]?

10



Exercicio 1.4: Se X ~ Geom(p) qual o EMV de Var(X) baseado em uma amostra de tamanho n?

Exercicio 1.5: Se X ~ Exp(A) qual 0o EMV de P[X > ;] baseado em uma amostra aleatéria de
n observacdes?

Exercicio 1.6: Considere uma populacdo com trés tipos de elementos denominados 1, 2 e 3 que
ocorrem com a proporcao de Hardy-Weinberg; i.e

p(]-ao) = 027 p(270) = 20(1 - 6), p(3a0) = (1 - 0)2

onde 0 < 8 < 1 e p(1,0) é a probabilidade de um elemento ser do tipo i. Dada uma amostra
aleatéria de tamanho n onde se verifica qual o tipo do elemento selecionado encontre o EMV de 6.

1.4 Outros métodos

Existem outros métodos para se encontrar estimadores. Entre eles podemos citar o Método
Bayesiano, o Método dos Minimos Quadrados, o Método de Minimo Qui-Quadrado, e o Método
da Distancia Minima. Nesta subsecao discutiremos rapidamente os dois tltimos métodos. Existe
também uma classe de estimadores, os Estimadores Nao Viciados de Minima Variancia, para o
qual existe toda uma metodologia para encontra-los e que serd objeto de estudo da Sec¢do 3.

Definicao 1.6: Estimador pelo Método do Minimo Qui-Quadrado ): Seja X1, ..., X, uma
amostra aleatéria de uma densidade dada por fx (z;6), e seja Py, ..., X} uma parti¢do do conjunto
de variabilidade de X. A probabilidade de que uma observagdo caia na cela P;, i = 1,...,k
denotada por p;(#) pode ser encontrada. Por exemplo, se fx (z;6) é uma funcio densidade de uma
varidvel aleatéria continua, entdo p;(8) = P[X caia na cela P;] = |, p, fo(x;0)dz. Seja N; o nimero
de X ’s que caem na cela P;, j =1,...,k; entdon = Z?Zl N; é o tamanho amostral. A estimativa

de minimo qui-quadrado de 6 é o valor § que minimiza a seguinte soma:

2 ["j — npj (‘9)]2
=2 np; (6)

Jj=1

O estimador de minimo qui-quadrado é o valor de 6 que faz com que o valor esperado de ob-
servagoes na cela P; seja o "mais préximo” possivel do valor observado. A medida de proximidade
é dada pela férmula acima. Mais tarde veremos o motivo do nome qui-quadrado. O estimador
depende da particdo utilizada. Muitas vezes fica dificil encontrar o estimador e a causa desta
dificuldade estd no denominador, daf ter se proposto na literatura uma modificagdo onde no de-
nominador aparece o valor n; , isto é, o valor esperado é substituido pelo valor observado.

Definicao 1.7: Estimador Pelo Método da Distidncia Minima : Seja Xi,...,X, uma
amostra aleatdria de uma distribuicio dada pela fungéo distribui¢do acumulada Fix (z;0) = F(x;6),
e seja d(F,G) uma medida da distancia entre duas funcdes distribuices acumuladas F' e G. Um
exemplo de medida de distancia é d(F, G) = sup|F(z)—G(x)|, que é a maior distancia vertical entre
F e G. A estimativa de minima distancia de 6 é o valor de 8, pertencente ao espaco paramétrico
para o qual d(F(z;6), F,(z)) é minimizada, onde F,,(z) é a fung¢io distribui¢io acumulada empirica.
Embora este estimador tenha um apelo intuitivo bastante forte ja que F,(x) converge para Fx (),
ele ndo é pratico porque é muito dificil de ser encontrado.
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2 Propriedades de estimadores pontuais

Ja vimos varios métodos de construcido de estimadores pontuais para parametros desconhecidos.
Em muitos casos os dois métodos obtém o mesmo estimador, mas em muitos outros casos impor-
tantes ndo. Também ha outros métodos ainda nfo estudados para a obtencdo de estimadores. As
questOes que nos vém a mente agora sao: ”Qual estimador devo utilizar?”, ”Como selecionar o
melhor estimador?”, Quais as propriedades que um bom estimador deve ter?”. Se pudéssemos en-
contrar uma escala de "bondade” de estimadores, sempre poderiamos escolher o melhor estimador
para cada caso. Entretanto, ndo hd uma escala universal de "bondade”.

O estimador (I') de um parametro desconhecido (7) é uma estatistica e como tal uma v.a. que
tem uma lei de probabilidade; portanto, é sujeita a variabilidade e ndo é razodvel de se esperar que
a estimativa 4 seja igual ao valor verdadeiro do pardmetro v para todas as amostras retiradas. Se
consideramos dois estimadores I e T para o mesmo parametro -y, podemos derivar as leis de prob-
abilidade dos estimadores e compara-las de algum modo. Por exemplo, se T' ~ U(y — 0.5;y + 0.5)
el ~U (v — 0.01;y + 0.01), certamente prefeririamos I' como estimador de . Infelizmente as
comparagcoes ndo sdo tao diretas e faceis como nesse caso.

Intuitivamente, queremos um estimador que seja ”préximo” do verdadeiro valor do pardmetro.
H4 véarias maneiras de se definir ”préximo”. Seja I = f‘(X 1,---,Xp) uma v.a. e portanto com uma
distribuicéio de probabilidade. A distribuicéio de I" nos diz como os valores observados (estimativas)
4 estdo distribuidos, e gostariamos de ter valores de I' distribuidos préximos de . Sabemos que
a média e a varidncia de uma distribuicdo sdo medidas de locagao e dispersao, daf o sentido de T’
ser ”préximo” de v poderia ser:

e E(I) "préxima” de v;

e Var(I") ”préxima” de 0.

Uma propriedade desejavel para um estimador é que sua média seja o valor verdadeiro do
parametro.

Definigao 2.1: Estimador Nao Viciado: Um estimador I' de um parametro -y é nao viciado
se E(I') =+, paratodo v € I'. Alguns autores utilizam os nomes Estimador Nao Tendencioso
e Nao Viesado.

Exemplo 2.1: Se Xj, ..., X, forma uma amostra aleatéria de uma distribuigo tal que E(X;) = p
entdo sabemos que E(X) = u. Portanto, X é um estimador ndo viciado de p se X; ~ N(u,0?),
de p se X; ~ b(1,p), de X se X; ~ Poisson(\).

A propriedade de ser ndo viciado, embora desejavel para um estimador, ndo deve ser o Unico
critério utilizado para se comparar estimadores; também devemos ter estimadores mais ”concen-

trados” em torno do verdadeiro valor do parametro. Para isto eles dever ter variancia pequena.

Definicao 2.2: Estimador Mais Eficiente: Se I' e T sdo dois estimadores ndo viciados de v,
dizemos que I' é mais eficiente que I' se

Var(I') < Var(T).

Exemplo 2.2: Suponha que Xi,...,X,, é uma amostra aleatéria de uma distribui¢do Poisson(A).
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Portanto, A = X e A = (X; 4+ X,)/2 sio ambos estimadores nfio viciados de \, entretanto,

Var(A) = %, Var(A) = %

Assim, se n > 2, A é mais eficiente que A.

Exemplo 2.3: Considere X uma amostra de tamanho 1 de uma Poisson com média A > 0. Mostre
que a estatistica T'(X) = (—2)% é um estimador ndo viciado de 7(\) = e~3*.

x ar:ef/\ e T
E(T) = Z(—z)”m! :e**z( 2
=0 =0

“Ag—2X — o—3A

= €

Este estimador é ridiculo porque assume valores negativos quando o valor observado é impar. Por
exemplo, se o valor observado for 10 temos uma estimativa igual a 1024 enquanto se o valor obser-
vado for 11 a estimativa é igual a —2048, o que é ridiculo. O pior é que, como veremos mais tarde
no Ezemplo 3.19, ele é o tnico estimador ndo viciado de e 3.

Exemplo 2.4: Considere X3, ..., X, func¢des indicadoras de n ensaios de Bernoulli independentes
com probabilidade de sucesso 6. J4 vimos que este modelo pode ser utilizado em vérias situacoes.
A funcdo 7(8) = 6/(1 — 0) é chamada de risco relativo e bastante utilizado em bioestatistica e
epidemiologia. Mostre que nao existe um estimador nfo viciado para o risco relativo.

Os possiveis resultados do experimento sdo as 2™ distintas combinacoes de zeros e uns. Qualquer
estatistica T" define um valor real ¢; para cada um dos pontos do espago amostral, onde j = 1,...,2"
enumera os resultados possiveis. Para esta estatistica geral a esperanca é dada por:

.
B(T) = t;p" (1 - p)m,
j=1

onde n; é o nimero de sucessos obtidos no j-ésimo ponto do espago amostral. Para que T seja ndo
viciado precisamos ter a seguinte condigao:

on
thp"f(l —-p)n—mn; = 10%0 para todo 8 € (0,1)

=1

Esta igualdade nos diz que um polinémio em 6 de ordem 2" deve ser igual a /(1 — 8) para todo
# em um intervalo. Claramente isto ndo pode ocorrer e, portanto, ndo podemos ter um estimador
ndo viciado para o risco relativo.

Os dois exemplos anteriores mostram que nem sempre podemos, ou é desejavel, nos restringir-
mos aos estimadores ndo viciados.

2.1 Erro Quadratico Médio

Nem sempre um estimador viciado é ruim As vezes, o que perdemos por ter um vicio pequeno pode
ser compensado pela concentragdo em torno do valor verdadeiro. De alguma forma temos que com-

binar os dois fatores mencionados anteriormente: E(I') ”préxima” de + e Var(I') ”préxima” de 0.
Isto pode ser obtido através de uma medida muito util de proximidade chamada erro quadrdtico
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médio (EQM).

Definigao 2.3: Erro Quadratico Médio: Seja ' = ['(Xy,...,X,) um estimador de 7 baseado
em uma amostra aleatéria Xi,..., X,,. O erro quadratico médio (EQM) de I é:

EQM(T, ) = E,[(T — )%

Obs.: Para v.a.’s continuas com densidade f(-,7),

E,[(f - )7 = / / (Gers- s 2n) = W21 @07 - f @y y)dry - iy,

Como EQM(T,7) = Var,I' + [y — E,I? entdo se ' é ndo viciado, EQM(T',v) = Var,(I') e
EQM(T, v) pode ser pensado como uma medida de espalhamento de I’ em torno de 7.

Se formos comparar estimadores baseados em seus EQM, naturalmente iremos preferir aquele

com menor EQM. Geralmente, EQM depende de v (pardmetro desconhecido) e ndo temos um
estimador com EQM uniformemente menor. A situagdo a seguir em geral é a mais comum:

Se v € [a, b] dizemos que I'; é melhor que T'y;
Se «v ¢ [a, b] dizemos que T'y é melhor que T';.

N3o temos base para escolher um estimador em detrimento do outro.

Exemplo 2.5: Sejam X7, Xs,..., X, i.i.d. exp(83) e tome

Ty = () Xi)/n
i=1
€ n
T2 = Z ain'
=1

onde Y7 ; a; = 1. Portanto, T} e T séo estimadores de 7(3) = 1/6.
Calcule EQM(T4, 8) e EQM(T>», 8) e verifique se preferimos 77 ou T> com base neste critério.
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Como T7 e T sdo néo viciados temos que

EQM(Ty,B8) = Var(%ZXi)

EQM(T3,8) = Var(d_ a;X;)
i=1
= ia?Var(Xi)
i=1

1 n
T > a
i=1

Dai, EQM(T}, 8) < EQM(T»,8) se (1/n) < 3%, a?. Mas miny_ -, a? sujeito a Y. a; =1
ocorre quando a; = 1/n para todo i = 1,...,n. Portanto, Ty é sempre melhor que T5.

Exemplo 2.6: Sejam X, X»,..., X, i.i.d. Poisson()). Sejam T3 = 1 e T, = X dois estimadores
de A. Dai,
EQM(Ti,\) =Ex(1 - 2)?=(1-))?

EQM(T3,\) = Ex(X — )2 = Var(X) = A\/n

Vamos supor que n = 2, assim,

e temos que se:

e Se X € [1/2;2] temos Ty preferivel a Ty;

e Se \ ¢ [1/2;2] temos T» preferivel a Tj.
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e Mas, em A =1, EQM(71,1) = 0 < EQM(T, 1) para qualquer estimador 7" # 1 de A. Assim,
quando A =1 o estimador T; = 1 serd preferivel a qualquer estimador. Assim vemos que
nao existe um estimador I' de v que possa ser o melhor de todos considerando-se o critério
de EQM.

Multiplicadores de Lagrange: Pode-se mostrar que o minimo da fun¢éo g(x) sujeito a h(x) = K
é encontrado achando-se o minimo da funcdo g(x) — Ah(x). Nao vamos provar isto aqui, mas é
possivel se provar que se y satisfaz hy = K e minimiza g(x) — Ah(x) para algum )\, entdo para
qualquer outro x tal que h(x) = K,

9(x) — Ah(x) 2 g(y) — Ah(y),

ou, como h(x) = h(y),
9(x) > g(y)-
Assim, y é o ponto de minimo. No caso que queremos minimizar Y a? sujeito & . a;, mini-
mizamos a fungao f(a) = > a? —A> a; = 1. A derivada desta fungao com respeito a cada a; deve

ser zero:
2&,'—)\:0, j:l,...,n

Portanto, os valores de a; que minimizam f(a) sdo todos iguais e como eles devem somar 1
devem ser todos iguais a 1/n. Portanto, a média amostral é o estimador linear ndo viciado mais
eficiente (de minima varidncia).

O problema de se encontrar um estimador que tenha uniformemente o menor EQM nao
tem solugdo (uniformemente significa para qualquer valor do pardmetro pertencente ao espago
paramétrico). J4 vimos que o "pior” estimador possivel, tem um EQM de zero para um valor
particular do parametro. Isto ocorre porque estamos procurando estimadores numa classe muito
ampla. Algumas vezes pode-se encontrar estimadores com minima varidncia na classe dos esti-
madores ndo viciados (veja ENVUMYV); mas exceto pelo fato de que nesta classe o problema de
minimalidade de EQM tem solucdo, a restri¢cdo a estimadores nio viciados algumas vezes excluem
estimadores que sdo bons.

Exemplo 2.7: J4 vimos que se temos uma amostra aleatéria de uma distribuicdo N(u,0?), o
estimador de maxima verossimilhanga de 02 é 6% = (1/n) > (X; — X)% e

E[6?] = 02(1 — %)

portanto, 62 tem um pequeno vicio. Seu erro quadritico médio é:

EQM (6% p,0?) Var(6?) + (E(6?) — 02)?
20%(n — 1) o?

= T
2n -1 4

Um estimador nao viciado de 02 é S2 = (n — 1)1 > (X; — X)? (a varidncia amostral) e seu
EQM é:

BEQM(S* p,0%) = Var(S?)
— 1 4
20" -1,
- n-—1 nz °
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Portanto, neste caso, o estimador ndo viciado tem um EQM maior que um estimador ”um
pouco” viciado.

Apesar de sua dependéncia nos pardmetros desconhecidos o EQM ¢é 1til quando estamos estu-
dando a ”performance”dos estimadores para grandes amostras. Neste caso, estamos procurando
estimadores cujos EQM’s sejam préoximos a zero quando o tamanho cresce.

2.2 Consisténcia

Um estimador, em geral, depende do tamanho da amostra. Por exemplo, os momentos amostrais
dependem de n e séo definidos para todos os tamanhos amostrais, e.g., X, = (1/n) Y| X;. Assim
temos uma sequéncia de estimadores Iy que dependem do tamanho da amostra. E intuitivo dese-
jar que quanto maior a amostra melhor seja o nosso estimador; assim um bom estimador I, tem
EQM que decresce a 0 quanto mais elementos contiver a amostra, daf a definicdo de consisténcia
em média quadratica.

Definigao 2.4: Estimador Consistente em Média Quadratica: Uma sequéncia de esti-
madores {I',,} é dita ser consistente em média quadrdtica se a seguinte condi¢io ocorre:

lim EQM (L, ) = lim E[,—~)%=0.

n—oo

Note que a condigdo é verdadeira se, e somente se, o vicio do estimador e a varidncia do esti-
mador tende a 0 quando n — co. Uma outra condi¢do um pouco mais fraca é dada pela defini¢do
seguinte.

Teorema 2.1: Se uma sequéncia de estimadores é Consistente em média quadratica entdo ela é
consistente (convergéncia em probabilidade), mas o inverso ndo é necessariamente verdadeiro.

Prova: Seja {I',} uma sequéncia de estimadores de .
P[|T,, —7]? < €]

_ EW[(fn - 7)2]

P[|l, — 7| < ¢

pela desigualdade de Chebyshev > 1

Como {I',,} é consistente em média quadratica temos que EW[(fn — 7)?] vai para zero quando
n tende ao infinito. Logo

lim P(|f‘n —7v|>¢€) =0, paratodoe>0

n—oo

Para mostrar que o contririo ndo é necessariamente verdadeiro basta dar um contra-exemplo.
Veja o exemplo 5.15 do livro de Romano e Siegel (Counterexamples in Probability and Statistics).

Exemplo 2.8: Os momentos amostrais M, » = (1/n) Y., XF sdo consistentes em média quadratica
dos correspondentes momentos populacionais py pois sdo ndo viciados e a varidncia tende a zero.

B(M) = B Y XP)

1 n
= —ZE(X;C) = Mk
=
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portanto, o vicio é zero. Mais ainda,
1 n
k
Var(Mp ) = Va,r(E E 1 X7
P

1 n
= = > Var(X})
=1

1
= EVa,r(Xf) -0

quando n — 0. Em particular, X é um estimador consistente de pu e 62 é estimador consistente de
o?. A varidncia amostral também é um estimador consistente de o2 (por qué?).

2.3 Normalidade Assintotica

Novamente vamos considerar uma sequéncia de estimadores I';, do parametro desconhecido ~.

Definicao 2.5: Melhor Sequéncia Assintoticamente Normal: Uma sequéncia de esti-
madores I';, de v é definida como sendo a melhor sequéncia assintéticamente normal (best
asymptotically normal, BAN) se, e somente se, as 3 condi¢bes abaixo sdo satisfeitas:

~

o (i) vn(l'n —7) = N(0,0%(7)), quando n — oo;

e (ii) Para todo € >0 .
lim P,[I', —7v| >€ =0
n—oo

para todo 7. (I, é fracamente consistente).

e (iii) Seja S, uma outra sequéncia de estimadores fracamente consistentes de « tal que
\/ﬁ(sn - ’Y) R N(Oa 62 (’Y))
quando n — oo, Entdo o%(y) < 6%(v), para todo 7.

A utilidade desta defini¢do se deriva parcialmente dos teoremas que garantem a existéncia de
estimadores BAN e do fato que estimadores razodveis e comuns sdo assintoticamente normalmente
distribuidos.

Exemplo: 2.9 X,, = L >"  X; é BAN para p. De fato,

_ X 2
Pl X, —u|>€) < w = 0—2 — 0,quando n — oo
€ ne
Vn(X, — p) = N(0,6?%), quando n — oo

e nenhum outro estimador com essas propriedades possui varidncia assintética menor que o2. Mas
h4 muitos outros estimadores S,, que também sdo BAN, e.g.

1 n
Sn n+1i221 !

também é BAN para u.
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3 ENVUMYV - Estimadores Nao Viciados Uniformemente
de Minima Variancia

Se nos restringimos a estudar os estimadores ndo viciados, podemos colocar como critério de opti-
malidade aminimalizacdo do EQM, que neste caso, é igual a variancia.

Portanto, gostariamos de poder ter um método de construir estimadores néo viciados uniforme-
mente de minima variancia (ENVUMYV). Para isto precisamos introduzir os conceitos de suficiéncia,
minimalidade, completude e familias exponenciais. Embora estes conceitos sejam utilizados aqui
basicamente para encontrar ENVUMYV sua importéincia é mais abrangente em estatistica e por isto
em muitos livros textos eles merecem capitulos préprios.

3.1 Suficiéncia

Quando realizamos um experimento e nos deparamos com uma, amostra, em geral, temos um con-
junto de dados os quais ndo estdo suficientemente organizados para que possamos tirar qualquer
informacdo. Neste ponto, fazemos uma andlise exploratéria de dados e reduzimos os dados de
tal forma que possamos entender o fenémeno de interesse. Por exemplo, calculamos as medidas
de tendéncia central e de dispersdo, fazemos ramo e folhas, histogramas, etc. Sabemos hd uma
perda de informacdo, mas a pergunta a ser feita é se podemos reduzir os dados em uma cole¢do
de estatisticas sem perda de informagcdo sobre o pardmetro. Isto é, antes de continuarmos nossa
busca do melhor estimador, temos que introduzir o conceito de estatisticas suficientes. Nos prob-
lemas de estimagao temos um conjunto de dados observados z1,...,x, e queremos condensar esta
informacgdo em alguns ndmeros sem perder informagdo sobre o parametro de interesse. Isto é,
queremos ser capazes de encontrar uma fun¢do da amostra que nos diga tudo sobre o pardmetro
0 como se olhdssemos a amostra como um todo. Tal fungfo seria suficiente para propdsitos de
inferéncia e é chamada estatistica suficiente.

Seja Xi,..., X, uma amostra aleatdria de alguma distribuicdo, com densidade ou func¢ado de
probabilidade f(-,6).

Uma estatistica é uma funcdo da amostra: T = #(X1,...,X,,) e é também uma v.a. unidimen-
sional, ela condensa as n v.a.’s Xj,...,X,, em uma tnica v.a. T. Tal condensamento é desejavel
pois é muito mais facil trabalhar com ndmeros do que com vetores.

Estamos interessados em que ndo haja perda de informagao sobre o parametro de interesse em
tal condensamento. A tnica informaco sobre o pardmetro § na densidade (funcdo de probabili-
dade) f(-,0) da qual amostramos estd contida na amostra Xi,..., X,, assim quando dizemos que
a estatistica suficiente ndo perde informagao, queremos dizer que ela contém toda informagao sobre
0 que estd contida na amostra. Enfatizamos que o tipo de informacdo que estamos falando é o tipo
de informagao sobre # dado que conhecemos a forma da distribuicdo (e.g., normal, exponencial,
Poisson, etc).

Definigao 3.1 Estatistica Suficiente: Seja Xi,...,X,, uma amostra aleatéria da distribuic¢do
f(-,8), onde 8 pode ser um vetor. Uma estatistica S = s(Xy,...,X,) é dita ser uma estatistica
suficiente para 6 se, e somente se, a distribuicdo condicional de X;,..., X, dado que S = s ndo
depende de 6 qualquer que seja o valor de s.

Note que a idéia é que se soubermos o valor da estatistica suficiente, entdo os valores amostrais
por si mesmos ndo sao mais necessarios e nao nos da nenhuma informagcao adicional a respeito de
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0. Nao podemos esperar aprender nada sobre § amostrando uma distribuicdo que ndo depende de 6.

Exemplo 3.1: Seja X, X5, X3 uma amostra de tamanho 3 de uma distribui¢do de Bernoulli, isto
é:

fX1,X2,X3 (tla ta, t3) = pt1+t2+t3(1 - p)3_t1_t2_t3
parat; =0oul,¢=1,2,3.
Considere as estatisticas:
S=X1+X>+ X3
T=X;X5+ X3
Vamos mostrar que S é suficiente mas T néo é.
X1,X0,X3) | S| T | fxy,x2,%515 | [x0,X0,X5|T
(0,0,0) 00 1 L
(0,0,1) 1)1 1/3 e
(0,1,0) 110 1/3 ﬁ
(1,0,0) 110 1/3 ﬁ
(0,1,1) 2|1 1/3 ﬁ
(1,0,1) 2|1 1/3 ﬁ
(1,1,0) 2|1 1/3 ﬁ
(1,1,1) 312 1 1
A densidade condicional dada por:
Ix1,%2,%515=1(0,1,0) = P(X; =0,X,=1,X3=0[S=1)
. PX;1=02=1,X3=0,5=1)
B P(S=1)
_ P(X1:0,X2=1,X3=0)
B P(S=1)

(1-pp(l—p) 1

3p(1—-p? 3

e
le,XQ,X3|T:1(1>0; 1) = P(Xl :].,XQ :0,X3:1|T:1)
_ P(X1=1,X=0,X3=1,T=1)
B P(T =1)
O P(X1=1,X,=0,X3=1)
- P(T =1)
_ p’(—p)
p(1—p)? +3p*(1—p)
p P

1-p+3p 1+2p
Pois,
PT=1 = P(X1=0,X2=0,X3=1)+P(X; =0,Xs=1,X3 =1)
FP(X;=1,X=1,X3=0)+P(X; =1, X, = 0, X3 = 1)
= p(l-p)?+p°(A-p)+p’(1-p)+p*(1 - p)
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A distribuicdo condicional de (X7, X2, X3) dado os valores de S é independente de p, assim S
é estatistica suficiente.

A distribui¢do condicional de (X7, X5, X3) dado os valores de T néo independe de p, portanto,
T n3o é estatistica suficiente.

A distribui¢do condicional sé é trabalhdvel em poucos casos. Primeiro, nds temos que ” chutar”
uma estatistica a ser tratada e depois calcular a distribuicdo condicional que ndo é muito fécil,
principalmente no caso continuo.

Temos assim que achar alguns critérios que nos ajudem a encontrar estatisticas suficientes.
Antes, note que se tivermos mais de um pardmetro, é improviavel que uma unica estatistica possa
ser suficiente para (61,...,0y). entretanto, sempre existird um conjunto de estatisticas que serdo
conjuntamente suficientes.

Definigao 3.2 Estatisticas Conjuntamente Suficientes: Seja X1, ..., X)) uma amostra aleatéria
da distribuigdo f(-,0). As estatisticas Si,...,S, sdo ditas serem conjuntamente suficientes se, e
somente se, a distribuicdo condicional de X, ..., X, dado S; = s1,...,5, = s, ndo depende de 6.

Generalizando o resultado do exercicio anterior seja X1, ..., X,, uma amostra aleatéria de uma

Bernouille; por exemplo, para testar a proporcao de pegas defeituosas. Seja 6 a proporcio real que
queremos descobrir. Neste caso o nimero de pecas defeituosas concentra toda a informagao? Isto,
no entanto, somente é correto se partirmos do principio que o modelo é adequado. Se quisermos
verificar se o modelo estd correto, isto é, independéncia e probabilidade constante precisariamos
ter cada uma das respostas. No entanto, se o modelo for considerado correto nao perderemos
nenhuma informagao.
Observe que o conjunto de variagdo de X = (Xi,...,X, é a colegdo de todos os vetores n-
dimensionais com os componentes iguais a 0 ou 1. A Estatistica define uma particdo de X. (Uma
particio de X é um conjunto de subconjuntos disjuntos cuja unido é X). Desta forma, para n =
3, o subconjunto relativo ao valor da estatistica igual a 1 é dado por {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)};
ou seja, se a Estatistica T é suficiente e ¢ = 1, a informacdo de qual dos trés possiveis pontos
ocorreu nio traz nenhuma informagcio adicional sobre o parametro. Como cada estatistica induz
uma particdo podemos também falar em particdo suficiente. Observe que uma estatistica induz
apenas uma parti¢cdo, mas que uma mesma particdo pode ser induzida por diferentes estatisticas.
Por exemplo qualquer estatistica 7' = g(T') tal que g(-) seja uma func¢do 1 — 1 no conjunto de
variacao das estatisticas induz a mesma particdo. Um resultado equivalente é dado pelo teorema
seguinte.

Teorema 3.3: Se Si,...,S, sdo conjuntamente suficientes para 8 e h : R - R? é uma funcio
bijetora entdo (T4,...,T.) = h(S1,--.,S;) também sdo conjuntamente suficientes.

Por exemplo, se S1 = Y7 | X; e Sy = > i, X7 sdo conjuntamente suficientes para (61,6-)
entdo X e S? também sdo conjuntamente suficientes para (61,62). Mesmo que p possa ser estimado
somente pela estatistica S; (mais tarde veremos que S; é o ENVUMYV de p) ndo podemos dizer
que S; seja suficiente para p. O conceito de suficiéncia estd relacionado com todos os parametros
do modelo. seja
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3.2 Critério da Fatorizacao

A definicdo de estatistica suficiente e conjuntamente suficientes sdo dadas por defini¢des ndo muito
faceis de serem verificadas, portanto precisamos de um critério mais facil.

Teorema 3.2: Seja X1, ..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n de uma distribuicdo f(-,0),
onde 8 pode ser um vetor. Um conjunto de estatisticas S; = s1(X1,...,Xn),---,Sr = 8.(X1, ..., Xp)
sd0 conjuntamente suficientes para 6 se, e somente se, a distribui¢do conjunta de X3, ..., X, pode
ser fatorada como:

@1, 20,0) =g(s1(®1, -3 %n), ooy Sp(X1y oy 20 ); O B(T1, ..., Tp)

onde h(x1,-..,2,) é uma fungio ndo negativa e ndo envolve o pardmetro 6 e a fungéo g(t1,...,t.,0)
é ndo negativa e depende de z1, ..., T, somente através das funcdes s1, ..., ..

Obs.: Se r = 1 temos uma estatistica suficiente unidimensional.

Note que ha muitos conjuntos possiveis de estatisticas suficientes. O teorema acima nos d4 um
método relativamente ficil de verificar se uma certa estatistica é suficiente ou se um conjunto de
estatisticas é conjuntamente suficiente. Entretanto, o método ndo nos diz quando uma estatistica
nao é suficiente pois isso pode se dever ao fato de que ndo termos conseguido fatorar a distribui¢do
conjunta e ndo pelo fato de néo existir tal fatoracao.

O teorema acima é util para se descobrir estatisticas suficientes.

Exercicio 3.1: Qual a estatistica suficiente para o parametro 6 nos casos a seguir?
1) Xq,..., X, i1d. b(1,0);
2) X1,...,X, iid. N(g,1), 0 =p;
Xi,..., Xy iid. N(u,0?), 8 = (u,0?);
Xi1,..., X 11d. U(64,02), 6 = (01,0-.

Teorema 3.3: Se o estimador de méxima verossimilhanga é tdnico ele s6 depende da amostra
através das estatisticas suficientes.

Prova: Se S; = s1(X1,...,Xn),---,Sr = 8.(X1,...,X,) sdo conjuntamente suficientes para 6
entdo a funcdo de verossimilhanca pode ser escrita como

L(0;$1,...,CL'") = g(sl(xla"';xn))"';ST(wla"':wn);e)h(xla"':xn)

e max L(6) serd atingido no mesmo ponto que max g(s1(z1,...,%n),- .-, 8+(Z1,...,25);6). Caso o
estimador seja unico ele depende de z1,...,x, somente através das fun¢oes s1,...,S,.

O tltimo teorema estd anunciado incorretamente no livro; estd faltando a condi¢do de unicidade.
Como contra-exemplo considere uma uniforme U(6 — 1/2,6 + 1/2). E facil verificar que (X;, X,,)
é suficiente para 6, e que qualquer valor no intervalo (X, — 0,5,X; + 0,5) é um estimador de
mdxima verossimilhan¢a. Em particular, a estatistica {(X, — 0.5) +[cos(X2)]*(X1 — X, +1)} é um
estimador de maxima verossimilhanga porque seus valores estao no intervalo (X, —0,5,X; +0,5)
, mas ele depende de X5.

A necessidade da unicidade vem do fato de que no caso de termos mais de um ponto de maximo
a escolha do ponto de méximo pode ndo ser uma funcio das estatisticas suficientes. Este é o caso
no exemplo.

Note que os estimadores pelo método dos momentos podem ndo ser funcdo somente de es-
tatisticas suficientes.
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3.3 Estatisticas Suficientes Minimais

Quando introduzimos o conceito de suficiéncia, nosso objetivo era condensar a informacao contida
na amostra sem perder informacdo sobre o pardmetro. Ja vimos que hd mais de um conjunto
de estatisticas suficientes. Por exemplo, no caso da normal, temos que as estatisticas de ordem
(X(1);---,X(n)) s@0 conjuntamente suficientes para p e 02, mas também X e S? também o sdo.
Mas estas ultimas condensam mais a informacdo. Pergunta: Serd que podemos condensar os dados
mais ainda? Resposta: Nao. Estas sdo estatisticas suficientes minimais.

Definicao 3.3: Estatistica suficiente minimal: Um conjunto de estatisticas conjuntamente
suficientes é dito ser minimal se, e somente se, é uma funcio de todo outro conjunto de estatisticas
suficientes.

Note que a definicdo acima é inutil para se realmente encontrar as estatisticas suficientes min-
imais. Uma definicdo equivalente pode ser conseguida através de particdo mais ”grossa”. Este
conceito estd por trds de um dos teoremas que auxiliam a procurar estatisticas suficientes min-
imais. Mais tarde estudaremos uma classe de distribuicdes, a familia exponencial, onde o fato
da densidade ser propriamente fatorada, nos dd um conjunto de estatisticas suficientes minimais.
Inicialmente veremos o teorema

Teorema 3.4: Teorema: Seja (Xi,...,X,) uma amostra aleatéria de tamanho n de uma den-
sidade f(-;0). Suponha que exista uma fungdo T(Xy,...,X,) tal que para dois pontos x =
{z1,...,zn} ey = {y1,.--,yn} a razdo f.(z;0) = f.(y;0) é constante como funcio de 6 se e
somente se T(x) = T(y). Entdo T(X) é uma estatistica suficiente minimal. f.(-;6) é a funcéo
densidade conjunta.

Exemplo 3.2: Seja (X71,...,X,) uma amostra aleatéria de uma N (u, o), onde os dois pardmetros
sao desconhecidos. Sejam x e y dois pontos amostrais e (X, s2) e (¥,s3) as médias e variéncias
amostrais dos pontos x e y, respectivamente. Entdo a razao das duas densidades conjuntas é dada
por

fe(ysp,0?) — (2mo?)~"/2 exp{~[(ng — p)* + (n — 1)s3]/ (20

fe(xip,0%) _ (210%)"? exp{~[(nZ — p)* + (n — 1)s3]/(20%)}
)}

A razdo serd constante como uma funcdo de p e o se e somente se T = § e s> = s2 . Entdo pelo
teorema anterior (X,S?) é um conjunto de estatisticas suficiente minimal para (u, o).

2
T

3.4 Familias Exponenciais

Muitas das distribuicdes que estamos interessados em estudar tém caracteristicas e propriedades co-
muns e sdo agrupadas em uma classe de distribui¢des chamada familia exponencial. (ndo confundir
com a distribuigdo exponencial que serd um caso particular desta classe). Para uma distribui¢do na
classe da familia exponencial serd muito facil encontrar a estatistica suficiente minimal completa
(que veremos a seguir) e pa partir delas encontrar ENVUMYV’s. Estes modelos também sdo im-
portantes pois eles tém muita coisa em comum quando queremos fazer inferéncias a respeito deles.
Reconhecé-los como casos especiais de modelos mais gerais torna possivel derivar os resultados em
comum que teriam que ser obtidos caso a caso.

Definigao 3.4: Familia Exponencial de Distribuigoes Uniparamétrica: Uma familia de
distribui¢des uniparamétrica que pode ser escrita (através de uma escolha adequada de fun¢des)
como:

f(z;0) = B(0)h(x) exp[Q(0)T (2)]
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é dita pertencer a familia exponencial de distribuicdes uniparamétrica.
A maijoria das distribuicées que encontramos até o presente momento pertencem a esta familia.
Exemplo 3.3:

(1) Bernoulli: f(z;p) = p®(1 —p)l==.
p_.
1-p’

" ) p*(1—p)"".

B(p) =1-p; Q(p) =log

(2) Binomial: f(z;p) = ( -

B) = (1-p)" Q) =l L Tw)=a hiw)=( " ).

(3) Geométrica: f(x;p) = p(1 — p)®.
B(p) =p; Qp) =log(l —p); T(z)=x; h(z)=1.

r+x—1 . .
)p 1-p)= "

(4) Binomial Negativa: f(z;p) = ( -

Bp)=p'(1-p)% Q@) =log —p); T(x)=uz; h(x):<r+w—1 )

x
(5) Poisson: f(z;)\) = e_’\’;—m!.
BN =e? Q) =logk; T(z)==xz; h(z)=—.
(6) Exponencial: f(z;)) = de™?*.
BN =X Q) =-X\; T(z)=1z; h(z)=1.
(7) Normal (N(0,60)): f(z;6) = (276) /2 exp[—22/24)].
B(9) = (2n6)"/% Q(6) = —(20)7}; T(2) = 2% h(z) =1.
(8) Normal (N(8,1)) : f(z;6) = (2m)"'/2 exp[—4(z — 6)?].
B(6) = (2m) ™ exp[- L6 Q6) = 6; T(x) = h(x) = expl- 3]

—Az

(9) Gama: f(z;)) = Angn 1

A" . — . — - — n—1
B(X) = my QA) =-X T(z) ==z h(z)=2"".
(10) Raleigh: f(z;6) = 7 exp[—2?/26°].
1 _
B(6) = gz; Q)= —-(26°)7Y T(z) =2* h(z) ==
Defini¢ao 3.5: Familia Exponencial de Distribuigoes: Uma familia de distribui¢oes index-
ada por um parametro 8 = (01, ...,60;) que pode ser escrita (através de uma escolha adequada de

funcgoes) como:

f(@;0) = B(0)h(x) exp[(Q1(0)T1(x) + - - - + Qi (0) Tk (2))]
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é dita pertencer a familia exponencial de distribuigoes.
Na definicdo X pode ser uma varidvel aleatéria multivariada.

Exemplo 3.4: Considere a distribui¢io normal N (u,0?) indexada pelo pardmetro 6 = (i, 0?):

N2
f(z; 1, 02) = W exp(—%)
1 2 IE2

_ _M B
= s exp( 2Uz)exp[ 202+m0_2].

A qual pertence a familia exponencial com a seguinte identificacéo:

2y _ AR 1.
B(p,0%) = o exp( —202), h(z) = 1;
. 1
Q1(p,0%) = — Ri(z) = 2*;

202’
2y _ M. —
QQ(ﬂao- ) - ?7 TQ(m) -

Exercicio 3.2: Verifique que a distribuicdo Beta com densidade:

NGO

1-2)"1 0 1
T(r+s) ( )", 0<z <

flzir,s) =
pertence & familia exponencial.

Note que nem todas as distribui¢es pertencem a familia exponencial. Alguns exemplos sio a
distribui¢do de Cauchy e a distribuicdo uniforme. Na verdade, qualquer famiia de densidades na
qual o conjunto de valores, para os quais a densidade ndo é negativa depende de 6, ndo pertence
a classe exponencial.

Teorema 3.5: Seja Xi,...,X, uma amostra aleatéria de uma de uma densidade exponencial
dada por

f(x;0) = B(0)h(x) exp[(Q1 (0)T1(x) + - - - + Qi (0)Tk(x))]-

entao
(Sla---u ZTl xz ZTk Z'z

é conjuntamente suficiente para 6.
Prova: A densidade conjunta de n observacoes independentes a densidade conjunta é dada por:

n

f@iowaif) = []BOhE) ex(@OT @)+ + QuO) k()]

= B(Q)"Hh(xz exp[(Q1(0 ZTI x;) '+Qk(9)ZTk(xz‘))]

i=1
e também pertence & familia exponencial e mais ainda, se

n

h(z1,...,2,) = H h(z;)

i=1
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9(81,--.,51;0) = B(0)" exp[(Q1(8)s1 + - - - + Qr()sr)]
temos que
f@e, o 2n;0) =g(s1,...,86;0)h(x1,...,2p)

e portanto
(St,--, k) = O Ta(@i),- -, Y Ti(w:))
i=1 i=1

é conjuntamente suficiente para 6.
Pode-se mostrar também que é conjuntamente suficiente completa (defini¢do dada a seguir) e mini-
mal caso a regido de variagdo de (Q1(6, - . . , Qr (8) contenhauminteriornaovazio. Pode— setambémmostrarqueseuma

Exemplo 3.5: No caso da normal vimos que o vetor (z,z?) é conjuntamente suficiente para (u, o2).
Dada uma amostra aleatéria, pela propriedade anterior, (3 z;, > #?) é um vetor conjuntamente
suficiente minimal para (u,0?). Temos que este vetor é uma transformacio 1-1 do vetor (X, S?)
e portanto ndo existe contradicdo com o Exemplo onde deduzimos que este vetor era suficiente
minimal. Observe que embora X seja utilizado para estimar y e S? para estimar 2 nfo podemos
dizer que X seja suficeinte para p e S? seja suficente para o2. Verifique se poderiamos fazer estas
afirmacoes se um dos estimadores é conhecido.

Existem varias formas de se escrever uma densidade pertencente a familia exponencial. Por
exemplo, fazendo-se uma reparametrizacio, n = n(#, a densidade de uma distribuicdo da familia
exponencial pode ser escrita da forma:

k
f(@;m) = A(n)b(x) exp[y _ midi(2)],
i=1
esta reparametrizacio é chamada de parametrizagao natural da familia exponencial.

Outra forma de representar uma densidade de uma familia exponencial uniparamétrica
na forma natural é dada por

f(x;m) = {exp[nT () + d(n) + S(z)} a(x)

Neste caso temos que, se 7 é um ponto interior, a funcdo geratriz de momentos de T(X) existe e
é dada por
¥(s) = expld(n) — d(s + n)]

para s em alguma vizinhanca de 0. Uma aplicacado imediata é que

ET(X)]=-d'(n) e V[T(X)]=—d"(h).

Exemplo 3.6: Seja Xi,...,X, uma amostra aleatéria de uma distribuigdo de Rayleigh (utilizada
para modelar tempo de falha de certos equipamentos)

f(z;0) = (2/6%)exp(—2/260*) ,2>0, >0
= exp{—(26%} 'a® — log(6) +log z}1(g,00)(7)

na forma anterior temos n = —1/(26? , ou seja §> = —1/2n, d(n) = nlog(—2n). Portanto,
E(X?)=-1/n=26 e V(X) = 1/n* = 46*.
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3.5 Estatisticas Ancilares

Ao introduzir o conceito de estatistica suficiente comentamos que certas estatisticas dao informacao
sobre o parametro porque sua distribui¢do depende do pardmetro 8. Devemos tomar cuidado, no
entanto, para olhar para toda a informagao. Considere os seguintes exemplos:

Exemplo 3.7: Considere a distribui¢io uniforme U (6,64 1). Neste caso temos que (X, — X1, X+
X1) é uma estatistica suficiente minimal. No entanto é ficil verificar que a distribui¢do da diferenca
entre as estatisticas de ordem extremais independe de 6, mas que condicionado em toda a in-
formacgao na amostra ela depende de 6. Estas estatisticas cuja distribui¢ao independe do parametro
sdo chamadas de estatisticas ancilares, e desempenham um papel importante em certas areas de
inferéncia estatistica.

Exemplo 3.8 : Suponha que uma varidvel aleatéria X tem a mesma probabilidade de vir de uma
normal N (p,0?) ou da N(u,03 ). Considere a varidvel aleatéria C' que ird decidir de onde viré a
varidvel aleatéria. Se ela for igual a 1 a amostra vird da primeira normal e se C for igual a 2 vird
da segunda. Temos P[C = 1] = P[C = 2] = 1/2. A verossimilhanca no caso é dada por

exp [—@2;%) ]
fox(c,z) = W

Pelo teorema da fatoracdo temos que (C,X) é suficiente para p quando as varidncias sdo
conhecidas. Embora a distribuicdo de C seja fixa e conhecida temos que X ndo é suficiente.
Observe que a razio f(c,x)(1,7)/fc,x)(2,z) deveria ser idependente de p para qualquer = se X
fosse suficiente. Calcule a razdo para X igual a zero e vefifique se esta condi¢do é satisfeita. A
razdo deveria ser constante porque deverfamos estar no mesmo subconjunto da particdo gerada
pela estatistica suficiente X.

3.6 Cota Inferior Para Variancia

Como ja vimos estimadores que tenham uniformemente minimo EQM nio existem e se queremos
usar este critério devemos restringir a classe de estimadores sob estudo. Vamos nos restringir a
classe de estimadores nao viciados.

Definicdo 3.6: Estimador Nao Viciado Uniformemente de Minima Varidncia (EN-
VUMYV): Seja X;,..., X, uma amostra aleatéria de uma distribui¢do f(z;6). Um estimador
'* = ~+*(Xy,...,X,) de 7(0) é definido como sendo um estimador nao viciado uniformemente de
minima varidncia (ENVUMYV) se, e somente se:

(i) Eg(T™) = 7(0), isto é, I'* é ndo viciado;

(i) Varg[I™] < Vary[S] para qualquer outro estimador S n#o viciado de 7(6).

O problema agora é como encontrar um ENVUMYV. Um bom inicio seria termos uma idéia da
minima varidncia que poderia ser atingido pelos estimadores ndo viciados. Se tivermos este limite e
encontrarmos um estimador ndo viciado que atinge este limite teremos encontrado um ENVUMV.
Este limite existe, mas como veremos mais tarde ele é mais importante em outras aplicagdes e ndo
para encontrar o ENVUMYV.

Seja X1, ..., X, uma amostra aleatéria de uma distribui¢do f(x;8), onde § € ©. Assuma que
0 é univariado. Seja T' = t(X4,...,X,), um estimador ndo viciado de 7(#). Suponha primeira-
mente que f(z;0) é uma densidade de probabilidade (vocé deveria tentar fazer o desenvolvimento
andlogo se f(z;60) é fungdo de probabilidade). Sempre assumiremos que as seguintes condi¢cdes de
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reqularidade sdo satisfeitas:
(1) %f(x; 0) existe para todo z e 6;
(i)

P n
- cee f( l;e)d ..-d n
9 n
= [ 2T f@s:0)des ... dzs,
m/ /%Lgx 21 ... da
(iii)

i=1

:/---/t(m’l,...,.’L’n)%l—[f(l'i;o)dl'l---dxn
i=1

(iv) 0 < E[[Z 1og f(X;6)]?] < oo, para todo § € ©.
Teorema 3.6: Desigualdade de Cramér- Rao. sob as condigdes de regularidade acima temos
que:

[7'(6)]
Vary[T] > nE] 3% log f(X;60)]?]

onde t = (X1, ...,X,) é um estimador ndo viciado de 7(9).

A equacdo acima é chamada de desigualdade de Cramér-Rao e a expressdo & direita é
chamada cota inferior de Cramér-Rao para a varidncia de estimadores ndo viciados de 7(6).

O teorema pode ser utilizado de duas formas:

(1) O teorema nos d4 uma cota inferior para a varidncia de estimadores ndo viciados e portanto
se temos um estimador ndo viciado cuja varidncia atinge a cota inferior de Cramér-Rao, sabemos
que temos 0 ENVUMYV. Infelizmente este nem sempre é o caso.

(2) Por outro lado, se ndo conseguimos achar o ENVUMV, mas temos um estimador ndo viciado
cuja variancia esteja perto da cota inferior de Cramér-Rao sabemos que temos um ”"bom” esti-
mador. (3) O fato de um estimador ter uma variancia muito longe da cota inferior de Cramér-Rao
nao significa que ele seja ruim porque a variancia do ENVUMYV também pode estar longe da quota
inferior. Este comentario vale para pequenas amostras porque como veremos mais tarde, dentro de
certas condicoes de regularidade, para grandes amostras os estimadores de méxima verossimilhanca,
tem vicio pequeno e sua varidncia é préxima & quota inferior.

Exemplo 3.9: Seja Xi,...,X, uma amostra aleatéria de uma distribuicdo exponencial com
parametro 6, suponha que desejamos estimar . Pode-se mostrar facilmente que as condigdes de
regularidade sdo satisfeitas (tente!). Neste caso, 7/(f) =1 e

1
nE[[5; log f(X;6)]2]

Note que, % log f(z;6) = %(loge —6z) =1/6 — z, e portanto,

Vary [T] >

B[] o log f(X; )] = B(5 — X)?) = Var(X) = 5

2
a6 0
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Assim, a cota inferior de Cramér-Rao para a variancia de estimadores ndo viciados de 6 é dada
)
por:

Varg[T] > —~ = &

ar = .

oel= n(l62) n

Teorema 3.7: Se a estimativa de méxima verossimilhanca de 0, digamos, 6 = 0(z1,...,z,) é

dada pela solucdo da equacio
0 0 -
-~ L(#6; e n) = = 1 iy 0) =
90 log ( 3 L1, » L ) 90 ngl;ll f(.’L' ) 0

e se I'* é um estimador ndo viciado de 7(f) que atinge a cota inferior de Cramér-Rao, entdo

~

I = r(B(X1,. .., Xn)).

Exercicio 3.3: Ache a cota inferior de Cramér-Rao para a varidncia de estimadores néo viciados
de 5 e verifique que X é ENVUMYV para 7.

Nem sempre a cota inferior de Cramér-Rao pode ser atingida, portanto precisamos de outros
métodos para encontrar ENVUMV’s. Para isto precisamos do conceito de estatistica suficiente e
completa.

3.7 Suficiéncia e Completitude

Uma ilustracdo para o tipo de problemas que podemos resolver com os resultados desta segéo.
Suponha que X1, ..., X, seja uma amostra aleatéria de uma distribuigdo N (i, 0?) onde 6 = (u, ).
Em 1920, uma aposta surgiu entre o fisico A. Eddington e um dos fundadores da estatistica, Sir
R.A. Fisher, sobre qual o melhor estimador para ¢. Fisher argumentava que um multiplo do desvio
padrao amostral

Os multiplos naturais a serem considerados sdo aqueles que ddo um estimador néo viciado para
o. Sejam, 67, = ad e 61 = ¢6. Vamos mostrar que 6; € ENVUMYV. Portanto, 6; é sempre melhor
que &; e a aposta foi ganha por Fisher.

Na préxima subsecdo iremos mostrar que, ao procurarmos estimadores ndo viciados, devemos
nos ater aqueles que sejam funcdes somente da estatisticas suficientes. Caso o estimador encon-
trado seja funcdo somente de estatisticas suficiente, que tenham a propriedade de completude,
propriedade esta que serd definida a seguir, teremos encontrado um ENVUMYV.

Definicao 3.7: Completitude: Seja Xi,...,X,, uma amostra aleatéria de uma distribui¢ao

f(-,0) com espago paramétrico O, e seja T = t(Xy,...,X,) uma estatistica. A familia de dis-
tribuicdo de T é dita ser completa se, e somente se, a Unica fungdo g que satisfaz

Ey[g(T)] = 0, para todo 6,
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é a fungdo g(T) = 0.

Um outro modo de dizer que T' é completa é dizer o seguinte: T' é completa se, e somente se, o
unico estimador ndo viciado de 0 que é uma funcao de T é a estatistica que é identicamente zero.

Exemplo 3.10: Seja X;,..., X,, uma amostra aleatéria de uma densidade Bernoulli. A estatistica
T = X;—X5 ndo é completa porque Eg[X;1—X2] = 0 e X;—X> ndo é igual a zero com probabilidade
1. Considere agora a estatistica T = Z?:l X;. Seja g(T) qualquer estatistica que é funcdo de T'
e para a qual Ey[g(T)] = 0 para todo 6 € O, isto é, para 0 < § < 1. Para mostrar através da
definicdo que T é completa precisamos mostrar que g(t) = 0 para um conjunto de valores de T
com probabilidade igual a 1, isto é, parat =0,1,...,n. Mas

n

Blom] = Yo} )ea-or

i=0
_ (1—0)”29(” ( : ) (IO%O)t

como Ey[g(T)] = 0 para todo 0 < 0 < 1 isto implica que

z.X;g(t) ( j > (&)tzo isto ¢ gg(t) ( " )atE

para todo a, onde a = §/(1 — #). Para que o polinémio em « seja identicamente zero cada coe-

ficiente de o tem que ser zero, isto é, g(t) " ) = 0 para t = 0,...,n; mas como ( ? ) 70

t
temos que g(¢t) =0 parat =0,...,n.

Exemplo 3.11: Suponha que Xi,..., X, seja uma amostra aleatdria de uma distribui¢do Poisson ().
Sabemos que T = Y7, X; é suficiente para A e também que soma de v.a.’s independentes
Poisson(A) é Poisson(nA). Vamos verificar que T é completa. Suponha que g seja uma funcéo
tal que E5[T] = 0 para todo A > 0. Entéo:

- ,i g(k)lg?/\)’“ —o

para todo A > 0. Sabemos dos teoremas de cdlculo que uma série de poténcia que é identi-
camente zero deve ter todos os seus coeficientes iguais a zero. Portanto, g(k) = 0, para todo
k=0,1,...cqd.

Exemplo 3.12: Seja Xi,...,X, uma amostra aleatéria de uma distribui¢do U[0,6] onde © =
(0,00). Mostre que a estatistica X,y = max{X;,..., X} é completa.

Seja g uma funcdo tal que Eg¢[X(,)] = 0 para todo § > 0. Sabemos a densidade de X, e
portanto,

0
Eg[X(m)] = / 9(y)o~"ny" " 'dy
0
e temos Ey[X(,)] = 0 para todo § > 0 se, e somente se,

n

9
G_n/ g(y)y™ 'dy = 0, para todo 6 > 0,
0
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ou equivalentemente,
0
/ g(y)y™ *dy = 0, para todo 6 > 0.
0

Quando derivamos ambos os lados desta igualdade com respeito & 6 temos que g(6)8"~! =0
para todo 6 > 0 o que implica que g(#) = 0 para todo 6§ > 0.

Como podemos ver descobrir se uma estatistica é completa ndo é tarefa muito facil, entretanto,
para familias exponenciais vimos no Teorema 3.5 como encontrar a estatistica suficiente completa
minimal.

Exercicio 3.4: Utilize o Teorema 3.5 para verificar se as estatisticas encontradas nos Exemplos
3.3 e 3.4 sdo completas e minimais.

3.8 Meétodos Para Encontrar ENVUMYV

Nesta subsecdo serdo dados alguns métodos para encontrar ENVUMYV. O primeiro teorema mostra
como a partir de qualquer estimador nao viciado, que néo seja funcdo da estatistica suficiente é
possivel encontrar outro estimador nao viciado, fun¢d somente da estatistica suficiente é e que
tenha menor variancia que o estimador inicial. O segundo teorema mostra que se a estatistica
suficiente utilizada for completa o estimador encontrado é um ENVUMV.

Teorema 3.8 Rao-Blackwell Seja X;,Xs,...,X,, uma amostra aleatéria de uma distribui¢ao
f(,0) e sejam Sy = s1(X1,.--,Xn),---, 5 = sp(X1,...,X,) conjuntamente suficientes para 6.
Seja a estatistica T' = t(X1, . .., X,,) um estimador néo viciado de 7(#). Defina um outro estimador

T* por T* = E[T|Sy, ..., Sk]. Entdo,

(i) T* é uma estatistica e é uma funcdo das estatisticas suficientes Si,. .., Sg. Portanto, pode-
mos escrever T* = t*(S1,...,S).

(ii) Eg[T*] = 7(0); isto é, T* é um estimador ndo viciado de 7(6).

(ifi) Varg[T*] < Varg[T] para todo 6, e Varg[T*] < Varg[T] para algum 6 a menos que
P[T*=T]=1.

Prova: (i) Si,...,Sk sdo estatisticas suficientes; portanto a distribuicdo condicional conjunta da
amostra , e consequentemente a distribui¢ao condicional de T', dado Sy, ..., Sk é independente de
0. Portanto, T™ é independente de § e como é uma funcgéo de Si,..., Sk é uma estatistica.

(i) Pela defini¢do de T* e propriedades de esperanga condicional temos:

Eo[T*] = E[E[T|S1,- .., Sk]] = Eo[T] = 7(0)
(iii) Pelas propriedades de variincia e esperanca condicional temos que:

Vary[T] = E[T —Eg[T])’] = E[(T — E4[T*))?]
= E[(T-T"+T*-Ey[T"))?
= E[(T —T*)?]+2E[(T — T*)(T* — Eg[T*])] + E[(T* — Eo[T*])*]
= E[(T —T*)?] +2E[(T — T*)(T* — E¢[T*])] + Var[T*]

Entretanto,

E[(T =T*)(T" — Eo[T*])] = E¢[E[(T — T*)(T" — Ep[T"])[S1,- .-, Sk]l = 0
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e portanto,
Varg[T] = E[(T — T*)?] + Var[T*] > Var[T*]

Geralmente, temos um ou dois parametros desconhecidos e a distribuicdo condicional é possivel
de ser encontrada. Pode ou nao ser ficil de ser encontrada.

Exemplo 3.13: Considere uma amostra de tamanho n de uma Bernoulli com parametro 6. No
teorema anterior podemos tomar T' = X; porque sabemos que X7 é um estimador ndo viciado de 6.
J& vimos que S = )" ;| X; é uma estatistica suficiente para a Bernoulli. Para aplicar o teorema de
Rao-Blackwell precisamos calcular T* = E(X;| Y., X; = s) Como X; ¢ uma funcéo indicadora
temos que T* = P(X; = 1]} ;| X; = s). Dado a independéncia sabemos que os ”sucessos” estdo
uniformemente distribuidos, e como existem s ”sucessos” em 7 ensaios temos que T* = s/n. E
facil verificar que este estimador é nédo viciado, tem varidncia menor do que o estimador inicial e
é funcio somente da estatistica completa. Pode-se verificar que atinge o LICR e portanto temos
um ENVUMYV. Resultados posteriores permitem dizer que ele é o tinico ENVUMYV.

Verifique no livro do Mood it et al. na pagina 322-3 como se chega a este resultado calculando a
distribuicdo de probabilidade de X; condicionada & estatistica suficiente.

Obs.:
(1) Se um estimador T' ndo viciado de 7(f) ja é uma funcdo das estatisticas suficientes entdo
T* =E[T|S1,...,Sk] é igual a T e ndo podemos esperar uma diminui¢ido da variancia.

(2) Para aplicar o teorema acima, podemos utilizar qualquer conjunto de estatisticas suficientes,
mas é natural utilizar um conjunto de estatisticas suficientes minimal.

Se aplicdssemos o Teorema de Rao-Blackwell aos nossos estimadores 6; e &1, sabemos que
n . n 2 ~ sois . ~ 7 ~ n . n 2
(> iy Xi, >y X7) sdo as estatisticas suficientes e como 6, é fun¢do de (3°;; X4, >.;—; X7), mas
01 nao é, temos que podemos melhorar 6; mas ndo ;. Mas ainda ndo podemos concluir que &
é ENVUMYV, para isso precisamos do conceito de completitude definido na subsecdo anterior e o
préximo teorema.

Teorema 3.9: Lehmann-Scheffé Seja Xi,...,X,, uma amostra aleatéria de uma distribui¢ao
f(-,0),0 € 0. Se S =s(Xy,...,X,) é uma estatistica suficiente e completa e se T* = t*(S) é um
estimador ndo viciado de 7(6), entdo T* é um ENVUMYV de 7(0).

Prova: Seja T qualquer outro estimador ndo viciado de 7(f) que seja fungdo de S, digamos
T' =1t'(S). Entdo

Ey[T* — T'] = 0, para todo 8 € ©
Mas, T* — T' é uma funcdo de S e como S é completa temos que T = T Assim, hd um tnico
estimador nao viciado de 7(8) que é fungdo de S. Sabemos que se T' é qualquer outro estimador
nao viciado de 7(8) entdo E[T|S] = T™ e dai, pelo teorema de Rao-Blackwell temos que

Varg[T™] < Varg[T]
para todo 8 € © e portanto um ENVUMYV para 7(6).

Resultados anélogos (que ndo serdo enunciados aqui) valem para familias multiparamétricas.
Pode-se mostrar que existe um tnico ENVUMYV caso a varidncia do estimador seja finito para todo

0 espago paramétrico.

Métodos para encontrar ENVUMYV: A interpretagao dos teoremas de Rao-Blackwell e Lehmann-
Scheffé nos dé os seguintes métodos para encontrar estimadores NVUMYV:
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Método 1: Aplicacdo direta do teorema de Lehmann-Scheffé. Se temos um estimador nfo viciado
funcio somente da estatistica suficiente e completa, entdo ele é um ENVUMV.

Método 2: Se T é um estimador ndo viciado S é uma estatistica suficiente e completa entdo
T* = E[T|S] pelos 2 teoremas é um ENVUMV. Este método é bastante utilizado quando quere-
mos encontrar um ENVUMYV de P[X € A]. Neste caso sabemos que a fung¢io indicadora I4(X) é
um estimador nao viciado da probabilidade procurada.

Método 3: Dado um estimador funcao somente da estatistica suficiente e completa podemos en-
contrar a sua esperanca. Se o estimador for ndo viciado ja temos um ENVUMYV. Caso o estimador
tenha um vicio que pode ser corrigido continuando um estimador fun¢do somente da estatistica
suficiente e completa temos um ENVUMYV.

Método 4: As vezes queremos encontrar o ENVUMYV de 7(f) e temos um estimador T funcéo
somente da estatistica suficiente e completa. Neste caso podemos verificar se o estimador 7(T).
Claramente este estimador é fun¢do somente da estatistica suficiente e completa e podemos tentar
aplicar o método anterior.

Método 5: Este método ndo é aplicacdo dos 2 teoremas, mas aplicacdo do limite inferior de
Cramér-Rao. Caso um estimador ndo viciado atinja o LICR ele é o ENVUMYV.

Nota: Observe que sempre colocamos um ENVUMYV. No entanto, se a varidncia for finita para
todo o espago paramétrico temos o ENVUMYV.

Exemplo 3.14: Seja Xi,...,X,, uma amostra aleatéria de uma distribuigao N (u,o?). Como ja
vimos no Ezercicio 3.4 que a distribuicdo f(-; u,0?) pertence 3 familia exponencial biparamétrica
e que T(X) = (X1, Xi, Y iy X?) é uma estatistica suficiente, completa e minimal.

X é uma funcio de T e estimador ndo viciado de p. Portanto, X é o ENVUMV de pu. Sempre
procuraremos adotamos o artigo definido quando a variancia do estimador for finito para todo o
espaco paramétrico.

52 = L5 (Xi — X)? é uma funcdo de T e estimador ndo viciado de o?; portanto S? é um
ENVUMYV de ¢2. Aplicamos aqui o Método 1. Ele é o tinico ENVUMYV porque sabemos que a
varidncia de uma qui-quadrada é finita.

Exemplo 3.15: No problema anterior encontre um ENVUMYV do desvio padrao.

Sabemos que S? é um estimador de o2 funcio somente da estatistica completa. Sabemos que S é
um estimador viciado de o, mas se pudermos corrigir o vicio conforme sugerido antes teremos um
ENVUMYV de o. Estamos aqui tentando aplicar o Método 4. Temos que

B(S) = — /D)
r(es) 25
logo,
res)y
I'(n/2)

é um ENVUMYV de ¢ como sugeria Fisher.
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Exemplo 3.16 Estimando o probabilidade de falha precoce. Algumas vezes é razodvel se pensar
que o tempo de vida (tempo para o primeiro conserto) de um equipamento é uma varidvel aleatéria
exponencialmente distribuida com pardmetro A o qual é desconhecido.

Suponha que n equipamentos idénticos sao selecionados e seus tempos de falha X, ..., X, sdo

observados. Desejamos estimar a probabilidade de uma falha precoce, isto é, Py[X; < z] = 1—e™?®
para algum valor z pré-fixado.
Observe que estamos tentando estimar a probabilidade de um evento A definido como falha até
o tempo . Como comentado antes podemos tentar o0 Método 2, a partir da fun¢do indicadora
S(X1) = Ix,<a), que é um estimador ndo viciado de 7()), mas nao é fungao da estatistica suficiente.
Ja vimos que a distribuicdo exponencial pertence & familia exponencial e que T = 2?21 X; é
suficiente e completa para A\. Um ENVUMYV pode ser encontrando calculando

T* = Eg[S(X1)[T]

E[S|T] = Ellix,<qT =t = P(Xy <2|T = t)
= /Ow foxu ) (y[t)dy
mas,
foamlt) = 7]0()(;;;2 t()y Y
foan@.t) = fxi @) frix)(ty)
Como

$nsom o] < [nee]

i=1

e a soma de (n — 1) exp(#) é uma Gama(n — 1,6) temos que

g n—2 _ —0(t—z
frix)(tlz) = m[e(t—x)] 2e D [g,00) (t — )
fx(®) = 067" I o) ()
on -
frxytz) = T(n—l)(t 2)" 26" iy o0 (£) Ij0,00) (%)
_ 0 n—1_-60t
Portanto,
n—1 n—2
foam @) === (1-2)" "oy
Como -
PO <alT = 1) = [ foxr(altdu
0
e obtemos

i=1

T*:{ 1—(1—%)"71, se Z?:1Xi2-"7

1, caso contrario
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Esta estimativa difere muito da obtida pelo método de médxima verossimilhanca onde o esti-
mador de T'(\) é 1 —e~*? onde A = (1/X). O EMV também é fungio da estatistica suficiente e
como ndo é igual ao ENVUMYV T, isto significa que o EMV é viciado.

Exemplo 3.17: No exemplo anterior encontre 0o ENVUMYV da taxa de falha, isto é, de 6.

Utilizando o Método 4 vamos ”chutar” que o estimador é da forma ZCX‘-

Como T tem distribuicio Gama(n, §) temos que

e 1
ET™"] = / t 0"t e at
= T
1 oo
- = entn—Ze—tht
L'(n) Jo
utilizando a trasformacdo u = 6t temos du = 6dt e
E[T™ = b /00 u" e du
I'(n) Jo
0 0
= —TIn-1)=——.
V=09

logo Z":_;Q é¢ 0o ENVUMYV de 6.

Exemplo 3.18: Seja X;,...,X,, uma amostra aleatéria de uma U(0,6). Encontre o ENVUMV
de 6.

Vimos no exemplo que o méximo amostral, X (), que é o estimador de méxima verossimilhanga
de 6 é uma estatistica suficiente e completa. Vamos calcular E[X,] para ver se é possivel aplicar
o Método 3.

/]
EXm] = /Oy(?’"ny"’ldy

]
n n
= 0_"/0ydy

nb
n+1

ou seja, X() é um estimador viciado. Porém o seu vicio pode ser corrigido e aplicado o método 3.
Note que
_n+1

n

T* Xn)
fungdo somente da estatistica suficiente e completa é ndo viciado e portanto o ENVUMYV. Ele é
unico porque qualquer que seja # sua variancia é limitada.

Exercicio 3.5: Mostre que o estimador ”ridiculo” encontrado no Exemplo 2.3 é o ENVUMV de
-3
e M

Exercicio 3.6: No Exemplo 18 encontramos 0 ENVUMYV de 6 na U(0,6). Encontre o estimador
T = aX(y) que minimiza o erro quadréatico médio. Compare o valor encontrado com os erros
quadriticos médios do ENVUMYV e do estimador de méxima verrossimilhanca e mostre que os dois
dltimos estimadores sdo inadmissiveis.
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Exercicio 3.7: Assuma que lampadas & vicuo tém tempos de vida que sdo exponencialmente
distribuidas com pardmetro A, isto é, tempo médio de vida 1/X. Se nds tomamos uma amostra
aleatéria de n desses tubos denotando X; = tempo de vida do i-ésimo tubo, i = 1,2,...,n, (a)
Se nosso interesse é estimar a mediana do tempo de vida, isto é, quero o valor de ¢ tal que
P(X >¢) = P(X <¢) =0.5. Encontre 0o EMV e 0 ENVUMYV de c.

Exercicio 3.8: O raio de um circulo é medido com um erro aleatério o qual tem distribuicdo
N(0,0?), o desconhecido. Dadas n medidas independentes do raio (Ry,...,R,), ache um esti-
mador nao viciado para a area do circulo. Esse estimador é o ENVUMV?

Exercicio 3.9: Para uma amostra aleatéria de tamanho n de uma populacio com distribuicio de
Poisson com parametro ), encontre um estimador nio viciado de 7(A) = (1 + A)e~*. Encontre o
EMYV de 7(\). Encontre 0 ENVUMYV de 7(A).

Exercicio 3.10: Deseja-se estimar a proporcdo de moradores de Campinas que sdo a favor do
programa de reciclagem de lixo. Para isso entrevista-se 500 pessoas e para cada pessoa anota-se
se ela é contra ou a favor do programa. Com base nesta amostra aleatéria:

(a) Qual seria 0 ENVUMYV para a propor¢do de pessoas a favor? Chame este estimador de T .
(b) Qual 0 ENVUMYV para a varidncia do estimador 77 obtido em (a)? Chame o estimador da
variancia de T5.

(¢) Qual a cota inferior de Cramér-Rao para estimadores da varidncia de 71?7 Esta cota é atingida
por T»?

Exercicio 3.11 Seja X, ..., X,, uma amostra aleatéria de uma distribui¢do N (6, 6).

(a) Qual o espago paramétrico?

(b) Ache a estatistica suficiente e completa.

(c) Argumente que X nio é ENVUMYV para, 6.

(d) Como voce acharia 0 ENVUMV para 6. Se voce ndo conseguir achar explicitamente, pelo
menos indique como este poderia ser encontrado.

Exercicio 3.12: Seja X;,..., X, uma amostra aleatéria de uma distribuicdo com densidade

f(2,8) = ey oy (@)

para —oo < 0 < oo.

(a) Ache uma estatistica suficiente para 6.
(b) A estatistica obtida em (a) é completa?
(c) Ache o ENVUMYV de 6 se tal existir.

Exercicio 3.13: Encontre o LICR dos estimadores ndo viciados da média populacional da Poisson,
Binomial, Normal com variancia conhecida. Mostre que em todos os casos as médias amostrais
atingem o LICR. Como estes estimadores sdo néo viciados eles sio ENVUMYV. Neste caso estamos
adotando o Método 5 para encontrar o ENVUMYV.

4 Propriedades Otimas dos Estimadores de Maxima Veros-
similhanca
Apesar da apresentacdo de varios métodos o estimador mais utilizado, na prética, é o de maxima

verossimilhanca. Esta énfase serd parcialmente justificada nesta secdo ao considerarmos algumas
propriedades 6timas dos estimadores de méxima verossimilhanca.
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Embora nio seja necessario termos uma amostra aleatdria para aplicarmos o método, apenas por
simplicidade, vamos considerar que temos uma amostra aleatéria de uma densidade f(+;6), onde 6 é
um ndmero real. Também por simplicidade vamos considerar que estamos interessados em estimar
o proprio parametro e denote o estimador de maxima verossimilhanca por 6= 0(X1,...,X5).
Algumas das propriedades dos estimadores definidos anteriormente como ndo tendenciosidade e
uniformemente de minima variancia sdo validas para qualquer tamanho de amostra finita, e sdo
chamadas de propriedades de pequenas amostras. Este nome pode trazer confusdo ji que as pro-
priedades sao validas para qualquer tamanho de amostra fixa, pequena ou ndo. Este nome, na
verdade, vem em contrapartida a algumas propriedades assintdticas como consisténcia e 6timo entre
os assintoticamente normais, propriedades estas chamadas de propriedades para grandes amostras
ou de propriedades assintéticas. Observe, no entanto, que estas mesmas propriedades podem ser
validas, ou aproximadamente validas, mesmo para pequenas amostras. Porém ao contririo das
propriedades para pequenas amostras, que sdo validas para qualquer tamanho da amostra, as pro-
priedades assintéticas podem ndo ser, nem aproximadamente, validas para pequenas amostras.

Ja vimos que os estimadores de méixima verossimilhanca podem ser viciadas ou ndo, e que as
nao viciadas podem ser ou ndo ENVUMYV. O teorema a seguir d4 as propriedades assintéticas dos
estimadores de maxima verossimilhanga quando f(-;0) satisfaz certas condigoes de regularidade.

Teorema 4.1:. Se a densidade f(-; §) satisfaz certas condicdes de regularidade e se © = (X7, ..., X,,)
é o estimador de méxima verossimilhanca de § para uma amostra aleatéria de tamanho n de f(z;6),
entao:

(1) O tem distribuicdo assintdtica normal com média 6 e varidncia igual ao LICR, isto é,

{nBn{l 108 f(X;O)]2}}1

(ii) A sequéncia de estimadores de maxima verossimilhanga {©,} é o "melhor” entre os assintoti-
camente normais (BAN).

Nota: O teorema garante que:

1. A grosso modo, para grandes amostras, ndo existe estimador melhor do que o estimador de
maxima verossimilhanca, se utilizarmos o critério de vicio e variancia porque ele é assintotica-
mente ndo viciado e atinge o limite inferior de Cramér-Rao.

2. A distribuicdo assintética depende apenas da densidade da populacdo, isto é, ndo é necessério
encontrar a forma analitica do estimador de méxima verossimilhanca para saber sua distribuicao.
Esta é uma das grandes vantagens do EMV sobre o ENVUMYV. Enquanto este ultimo em muitos
casos ndo é encontrado no caso do EMV para encontrar a estimativa de maxima verossimilhanca
basta utilizar um algoritmo numérico confidvel que encontre o maximo de uma funcdo. Tome
cuidado porque o maximo pode na existir. Nestes algoritmos normalmente é necessério utilizar um
valor inicial. Muitas vezes a estimativa pelo método dos momentos é utilizado como valor inicial.

3. Uma das dificuldades poderia ser encontrar o LICR. No entanto, neste caso pode-se aproxi-
mar a esperanca da segunda derivada pela valor da derivada no ponto da estimativa de maxima
verossimilhanga (a justificativa para se utilizar a segunda derivada dada pelo Teorema 4.3).

Exemplo 4.1: Em muitos casos o estimador de maxima verossimilhanca da média populacional,
como visto para o caso da Poisson, normal, exponencial, binomial , etc é a média amostral. Nestes
casos ja é possivel verificar que a aplicagdo do teorema central do limite garante a distribuicdo
assintética normal e para qualquer tamanho amostral o EMV nio é viciado e suas varidncias
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atingem o LICR. Portanto, para estes, e em muitos outros casos é ficil verificar que o Teorema 4.1
se aplica.

Os resultados valem também para o caso de termos pardmetros n-dimensionais. Neste caso
basta utilizar as derivadas em relac¢do ao vetor 6 = (64,...,6,).

Teorema 4.2: Sob certas condi¢oes de regularidade que englobam a existéncia de segundas
derivadas da f.d.p. e a validade de se trocar as ordens de certas derivadas e integrais temos:

2

Ep{[ 1 Tog f(X:0)1°} = Byl o log f(X;0)]

Teorema 4.3: Vimos anteriormente que o estimador de méxima verossimilhanca de 7(6) é dada

por 7(©). Se 7(-) for diferencidvel entdo temos que 7(0) tem assintoticamente uma distribuicdo
normal com média 7(6) e varidncia

[~ @)
nEy{[3 log f(X;0)]*}

que é o LICR.

Exemplo 4.2: Considere a estimativa da taxa de falha da distribui¢cdo exponencial que foi tratada
no Ezxemplo 3.17. Caso vocé tenha feito os exercicios anteriores ja saberia que o estimador de
méxima verossimilhanga da taxa de falha é dada pela estatistica T'=n/X. Uma aplica¢do imedi-
ata dos resultados do Ezemplo 3.17 nos mostra que E(T) = [n/(n — 1)]6 que tem vicio assintético
igual a zero. Vamos calcular para tamanho da amostra igual a 20 e § = 0,5 a probabilidade de
que o erro da estimativa seja menor do que 0,05.

No Ezemplo 3.9 ja haviamos calculado através do teorema inicial que o denominador do LICR
é igual a 2. Vamos agora calculd-lo utilizando o Teorema 4.2.
Do Ezxzemplo 3.9 temos

d
%logf(:c,ﬂ) =1/0—z

ou seja,
2

0 1
~ 902 log f(z;60) = 92’

que é andlogo ao resultado anterior.
Pelo Teorema 4.1 temos que T' tem distribuicdo assintética com média igual a 0,5 e variancia igual
a 0,52/20 = 0,0125, e

P[T -6 <0,05] ~ P[N(0,5;0,0125)—0,5| < 0,05] =
P[|Z| < 0,447) = 0,345

Q

Exercicio 4.1 No caso anterior estime a probabilidade exata utilizando simulagdo e compare com
o resultado encontrado.

Exercicio 4.2 No caso da distribui¢do exponencial dé a distribuicdo aproximada do estimador de
maéxima verossimilhanca de falha precoce quando os tempos sdo exponenciais independentes.

Exercicio 4.3 Encontre a distribuicdo aproximada do estimador de maxima verossimilhanca de
e~3* no caso da distribuicio de Poisson.
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