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Resumen

En este trabajo introducimos la noción de cohomoloǵıa intermedia de álgebras de Lie nilpotentes,

estudiamos sus propiedades y determinamos aplicaciones.

Los grupos de cohomoloǵıa intermedia de un álgebra de Lie nilpotente n se construyen a partir

de una filtración del complejo de Chevalley-Eilenberg del álgebra de Lie nilpotente n; precisamente

construida con los anuladores de los ideales en la serie central descendente del álgebra n. Esta filtración

induce una sucesión espectral de cohomoloǵıa que converge a la cohomoloǵıa con coeficientes reales de

n.

Estudiamos propiedades de esta nueva cohomoloǵıa con respecto a la estructura de n como álgebra

de Lie nilpotente. También calculamos expĺıcitamente la cohomoloǵıa intermedia de las álgebras de

Lie nilpotentes de dimensión ≤ 6 basándonos en la clasificación de esas álgebras dada por Magnin en

[48].

Obtenemos una obstrucción para la existencia de estructuras simplécticas en álgebras de Lie nil-

potentes descripta en términos de esta cohomoloǵıa. Estudiamos la cohomoloǵıa intermedia de los

nilradicales de las subálgebras de Borel de las álgebras de Lie simples complejas y de las álgebras de

tipo Heisenberg. Aplicamos la obstrucción mencionada para determinar la no existencia de estructuras

simplécticas en ambas familias.

Finalmente, realizamos un estudio sobre estructuras simplécticas en álgebras de Lie nilpotentes

independientemente de la cohomoloǵıa intermedia. Probamos que las álgebras de Lie nilpotentes libres

no admiten dichas estructuras e incluimos el método de doble extensión con el cual construimos

álgebras de Lie nilpotentes simplécticas.
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Introducción

Una nilvariedad M es una variedad diferenciable compacta de la forma Γ\N , donde N es un grupo

de Lie nilpotente simplemente conexo y Γ es un subgrupo discreto cocompacto. Las nilvariedades

son los primeros casos a considerar en algunos problemas de topoloǵıa y geometŕıa. Esto es pues por

un lado al ser no abelianas introducen una complejidad no encontrada en el toro y por otro lado su

homoloǵıa es aún manejable. Además, han brindando respuestas a varias preguntas en esos campos por

lo que su estudio sigue en desarrollo. Un ejemplo clásico es la variedad de Kodaira-Thurston, primer

ejemplo de variedad compacta que admite formas simplécticas pero ninguna métrica de Kähler, puede

ser descripta como una nilvariedad ([65, 59]).

Las estructuras geométricas en un grupo de Lie nilpotenteN invariantes por traslaciones a izquierda

se inducen en la nilvariedad M = Γ\N . El estudio de algunas estructuras geométricas invariantes en

M como por ejemplo las métricas Riemannianas, formas simplécticas, estructuras complejas, entre

otras, se reduce al estudio de estructuras en el álgebra de Lie n del grupo de Lie N .

Una caracteŕıstica importante de las nilvariedades es el hecho que su cohomoloǵıa de de Rham

coincide con la cohomoloǵıa del álgebra de Lie n de N . Más precisamente, H i(n) ∼= H i(M,R) para

todo 0 ≤ i ≤ 2n, resultado probado por Nomizu [58].

La existencia de estructuras geométricas invariantes en M tiene implicancias en la cohomoloǵıa del

álgebra de Lie n. En este sentido, siguiendo con la variedad de Kodaira-Thurston, en 1988 se generaliza

el resultado probando que las nilvariedades no admiten estructuras Kähler (salvo el toro). Esta prueba

se basa en el teorema de Nomizu y propiedades cohomológicas caracteŕısticas de las álgebras de Lie

nilpotentes ([4],[59]).

Es por esto que la cohomoloǵıa de álgebras de Lie nilpotentes, y la descripción de su estructura bajo

grupos de isomorfismos, es un problema de gran importancia. Sin embargo, no se conocen propiedades

generales, válidas en cualquier álgebra de Lie nilpotente. Se conocen resultados de casos particulares

y, en general, su estudio se realiza separadamente por familias ([25], [66], [21], [61] entre otros).

Una conjetura reconocida en relación a la cohomoloǵıa de las álgebras de Lie nilpotentes que sin

duda requiere un estudio profundo de este tema es la Conjetura del Rango Toral debida a S. Halperin

([33]). La misma establece que la cohomoloǵıa total con coeficientes triviales satisface |H∗(n)| ≥ 2|z|

donde z es el centro de n. Esta conjetura fue probada para las álgebras de Lie nilpotentes de dimensión

≤ 14 y en las familias de álgebras de Lie 2-pasos nilpotentes [16], las álgebras de Lie nilpotentes libres

y las split-metabelianas [60] (ver también [8], [66] y sus referencias). Sin embargo es aún una conjetura

abierta en el caso general.

Para profundizar en el estudio de la cohomoloǵıa de álgebras de Lie nilpotentes, Simon Salamon

propone estudiar la sucesión espectral que surge de manera natural a partir de una filtración del

complejo de Chevalley-Eilenberg. Esta sucesión espectral produce una graduación de los grupos de
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cohomoloǵıa usual del álgebra de Lie y da lugar a una nueva definición: la cohomoloǵıa intermedia.

El objetivo principal de este trabajo de Tesis es introducir el concepto nuevo de cohomoloǵıa

intermedia para álgebras de Lie nilpotentes, estudiar sus propiedades y determinar aplicaciones.

Dada un álgebra de Lie real n los grupos de cohomoloǵıa intermedia de grado i son una cantidad

finita de espacios vectoriales reales Ep,q∞ que satisfacen

H i(n) '
⊕
p+q=i

Ep,q∞ ,

donde H i(n) es el i-ésimo grupo de cohomoloǵıa de n a coeficientes triviales. Esta propiedad es la que

le da el nombre de cohomoloǵıa intermedia.

Construimos estos grupos a partir de la filtración natural del complejo de Chevalley-Eilenberg del

álgebra de Lie nilpotente n; precisamente es la filtración que se construye con los anuladores de los

ideales en la serie central descendente del álgebra n. Esta filtración induce una sucesión espectral de

cohomoloǵıa que converge a la cohomoloǵıa con coeficientes reales de n, dando la fórmula anterior.

Damos esta definición y estudiamos propiedades de esta nueva cohomoloǵıa con respecto a la estructura

de n como álgebra de Lie nilpotente en las primeras secciones del Caṕıtulo 2.

En ese mismo caṕıtulo se realiza el cálculo de la cohomoloǵıa intermedia en dimensiones bajas,

contribuyendo con esto al desarrollo de este nuevo concepto. Las álgebras de Lie nilpotentes reales

fueron clasificadas hasta dimensión siete [48], siendo seis la mayor dimensión en la cual no existen

familias infinitas ([43, 62, 55]). Presentamos en la Sección 2.4 el cálculo de la cohomoloǵıa intermedia

de las álgebras de Lie nilpotentes de dimensión ≤ 6.

La aplicación principal de la cohomoloǵıa intermedia se encuentra en el Caṕıtulo 3 y es una

obstrucción a la existencia de estructuras simplécticas en un álgebra de Lie nilpotente descripta en

términos de esta cohomoloǵıa.

Sabemos que en una variedad compacta M de dimensión par la cohomoloǵıa de de Rham provee

una obstrucción a la existencia de estructuras simplécticas en M, a saber, si el segundo grupo de

cohomoloǵıa H2
dR(M) es nulo, entonces M no admite estructuras simplécticas. En el caso particular

que M = Γ\N sea una nilvariedad, esta condición se traduce en la cohomoloǵıa del álgebra de Lie n

del grupo de Lie N , por el teorema de Nomizu. Sin embargo, el hecho que dimH i(n) > 0 para toda

álgebra de Lie nilpotente n ([19, 18]), hace que esta condición sobre el segundo grupo de cohomoloǵıa

no sea restrictiva.

Se hace necesaria entonces la obtención de una condición cohomológica diferente para las álgebras

de Lie nilpotentes. En el Teorema 3.1.3 presentamos una obstrucción en la cohomoloǵıa intermedia

para la existencia de estructuras simplécticas en n, espećıficamente se prueba que si el segundo grupo de

cohomoloǵıa intermedia E0,2
∞ (n) es nulo, entonces el álgebra de Lie n no admite estructuras simplécticas.

Con un ejemplo mostramos que esta condición necesaria no es en general suficiente.

A partir del Teorema 3.1.3 se desprenden aplicaciones secundarias que son incluidas en el mismo

Caṕıtulo 3. Probamos que las álgebras de Lie nilpotentes reales que provienen de nilradicales de
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las subálgebras de Borel de las álgebras de Lie simples complejas clásicas no admiten estructuras

simplécticas.

Para las álgebras de Lie tipo Heisenberg, la existencia de estructuras simplécticas fue resuelta por

I. Dotti y P. Tirao en [21]. Estos resultados pueden ser vistos como una aplicación del Teorema 3.1.3 y

a través de ello conlcuimos que en la familia de álgebras tipo Heisenberg la condición en dicho Teorema

es suficiente además de necesaria para la existencia de estructuras simplécticas.

A partir de estos resultados relacionados con las estructuras simplécticas en las álgebras de Lie

nilpotentes nos surge el interés por su estudio más allá de la cohomoloǵıa intermedia. En el Caṕıtulo

4 presentamos resultados obtenidos en este tema.

La existencia de estructuras en álgebras de Lie nilpotentes es un problema estudiado por diferentes

autores. Algunas condiciones necesarias fueron trabajadas en, por ejemplo, los trabajos de Benson y

Gordon [4], Goze y Bouyakoub [27] y Guan [31]. Sin embargo no hay condiciones suficientes generales

para que un álgebra de Lie nilpotente admita una tal estructura.

En la Sección 4.2 resolvemos la existencia de estructuras simplécticas en la familia de álgebras de

Lie nilpotentes libres. Describimos expĺıcitamente aquellas álgebras en la familia que admiten este tipo

de estructuras.

Los resultados en el Caṕıtulo 3 y aquellos en las álgebras de Lie nilpotentes libres son en general

negativos, es decir, de no existencia de estructuras simplécticas en la familia estudiada. Esto nos lleva

a investigar formas de construcción de nuevos ejemplos de álgebras de Lie simplécticas. Con este

propósito incluimos en la Sección 4.3 el estudio en detalle del procedimiento de doble extensión de

álgebras de Lie simplécticas siguiendo los trabajos de Dardié, Medina y Revoy [13], [52]. A través del

mismo construimos una nueva familia de álgebras de Lie simplécticas y estudiamos sus caracteŕısticas.

Los resultados obtenidos durante el trabajo de tesis han sido y están siendo difundidos en diversos

ámbitos:

La caracterización de las álgebras de Lie nilpotentes libres simplécticas (Sección 4.2) conforma

el trabajo Symplectic Structures on free nilpotent Lie algebras [14] que se encuentra disponible en

arxiv.org y ha sido enviado para su publicación.

La teoŕıa de cohomoloǵıa intermedia que abarca el Caṕıtulo 2 y el resultado en el Teorema 3.1.3

junto con su aplicación a las álgebras tipo Heisenberg de la Sección 3.3 formaron parte de la comunica-

ción Estructuras simplécticas en nilvariedades en la reunión anual de la Unión Matemática Argentina

del 2010 (Tandil). Un resumen de la misma se encuentra disponible en la página institucional de la

UMA (http://www.union-matematica.org.ar).

Actualmente trabajamos conjuntamente con Simon Salamon en la preparación del art́ıculo Cano-

nical decomposition of the cohomology groups of nilpotent Lie algebras que consta de la definición de

la cohomoloǵıa intermedia, sus propiedades y el cálculo en dimensión ≤ 6 (Caṕıtulo 2 fundamental-

mente).
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Caṕıtulo 1

Preliminares

La intención de este caṕıtulo es dar un glosario de definiciones, ejemplos y propiedades de la teoŕıa

de grupos y álgebras de Lie nilpotentes y de las nilvariedades que serán utilizados a lo largo de todo

el trabajo. Aqúı presentamos propiedades básicas de la topoloǵıa de los grupos de Lie nilpotentes y

variedades homogéneas, en particular, las nilvariedades. En cuanto a las álgebras de Lie nilpotentes

recopilamos teoremas clásicos como el de Engel y lo ligamos a las representaciones de estas álgebras

de Lie, introducimos la noción de cohomoloǵıa de álgebras de Lie y vinculamos esta definición a la

cohomoloǵıa de de Rham de las nilvariedades a través del Teorema de Nomizu. En una tercera parte

mostramos una gran familia de álgebras de Lie nilpotentes: los nilradicales de las álgebras de Borel

correspondientes a las álgebras de Lie simples complejas. Las álgebras de Lie que conforman esta

familia serán analizadas con más detalle en la Sección 3.2.

A lo largo de estos preliminares intentaremos mantener el caracter básico de la presentación. La

mayoŕıa de los resultados recopilados pueden encontrarse en referencias clásicas como lo son los libros

de Helgason [34], Varadarajan [67], Lee [47], Humphreys [36], Jacobson [39], San Mart́ın [63] y Knapp

[44].

1.1. Variedades Homogéneas

Una variedad diferenciable M se dice homogénea si existe un grupo de Lie G que actúe de manera

transitiva en M . Estas variedades se describen como cocientes de grupos de Lie por subgrupos cerrados.

Dado un grupo de Lie G y un subgrupo cerrado H, el conjunto H\G de coclases a derecha admite

una única estructura de variedad diferenciable de manera que la proyección canónica π : G −→ H\G
sea diferenciable (ver [47] por ejemplo). La multiplicación a derecha en G induce una acción de G en

H\G: Ha · g = H(ag). Esta acción es transitiva y diferenciable. Denotamos con µg al difeomorfismo

de H\G que define cada g ∈ G. Notemos que la dimensión de H\G es la diferencia dimG− dimH. Si

H además es un subgrupo normal el cociente resulta grupo de Lie.

El objeto de estudio en este trabajo son las variedades homogéneas de la forma Γ\N con
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- N grupo de Lie nilpotente conexo y simplemente conexo y

- Γ subgrupo discreto cocompacto de G.

Estas variedades se denominan nilvariedades. Por lo anterior, la dimensión de una nilvariedad M =

Γ\N coincide con la dimensión del grupo de Lie N por ser Γ discreto. El hecho que el subgrupo Γ sea

cocompacto significa que se elige de manera tal que M resulte compacta.

Recordemos que un grupo de Lie N es nilpotente si su álgebra de Lie n lo es; y un álgebra de Lie

n es nilpotente si existe algún natural k de manera que nk = 0 donde

n0 = n, ni = [n, ni−1] i ≥ 1.

En el desarrollo del trabajo estudiamos en detalle las álgebras de Lie nilpotentes.

Todo grupo de Lie nilpotente conexo y simplemente conexo es difeomorfo a Rn para algún n [67].

De hecho, la aplicación exponencial exp : n −→ N es un difeomorfismo y el grupo de Lie N se identifica

con el espacio vectorial n considerando el producto dado por la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff.

Dado un grupo de Lie nilpotente cualquiera N no es sencillo determinar a priori si éste admite o no

la existencia de subgrupos discretos cocompactos. Sin embargo Malcev ([49]) prueba que N admite un

subgrupo discreto cocompacto siempre y cuando su álgebra de Lie n posea una base cuyos coeficientes

de estructura sean racionales.

Las nilvariedades son siempre no simplemente conexas ya que el grupo fundamental π1(Γ\N)

coincide con Γ ([50]). Más aún dos nilvariedades son difeomorfas si y sólo si sus grupos fundamentales

son isomorfos. Las nilvariedades son paralelizables, esto es, admiten una base global de campos. Esta

base proviene de proyectar una base de campos invariantes a izquierda en N . Como consecuencia de

este hecho, la caracteŕıstica de Euler de las nilvariedades χ(N) es cero ([6]).

Las estructuras invariantes en G y H\G han sido ampliamente estudiadas. Ejemplos de las mismas

son las métricas invariantes, estructuras complejas invariantes, estructras simplécticas, entre otras.

Una métrica Riemanniana 〈 , 〉 en G es invariante a izquierda si las traslaciones a izquierda Lg :

G −→ G, h 7→ gh son isometŕıas. Dar una métrica Riemanniana invariante a izquierda en un grupo

de Lie conexo G equivale a dar un producto interno Qe en g. En efecto, si X, Y son campos en G,

definimos 〈X,Y 〉h = Qe(dLh−1X, dLh−1Y ).

De la misma manera, una forma diferenciable σ ∈ Ω∗(G) es invariante a izquierda si L∗g σ = σ para

todo g ∈ G. En tal caso nuevamente σ queda determinada por su valor en la identidad. Es decir, las

formas invariantes a izquierda se identifican con los elementos en el álgebra exterior Λ∗g∗. Definiciones

y conclusiones análogas se obtienen para estructuras complejas invariantes y otros tensores invariantes.

Cuando la variedad es una nilvariedad, estas estructuras invariantes a izquierda en N se inducen

de manera directa a Γ\N . Sin embargo, las estructuras inducidas no resultan en general invariantes

por la acción del grupo N en Γ\N , es decir, no son invariantes por µg. Remarcamos este hecho para
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evitar, por ejemplo, confundir una estructura Riemanniana en Γ\N con una estructura Riemanniana

homogénea en la misma variedad (comparar con [20]).

En el caso particular de las formas, la forma diferenciable σ̃ inducida en M = Γ\N por la forma

invariante a izquierda σ ∈ Ω∗(N), es la única 1-forma enM tal que π∗σ̃ = σ. En la correspondencia σ 7→
σ̃, las formas cerradas inducen formas cerradas. Este hecho implica una relación entre la cohomoloǵıa de

de Rham de M y la cohomoloǵıa del álgebra de Lie n. Más adelante, en el contexto de las definiciones de

cohomoloǵıa, veremos en detalle esta relación entre las mismas. Precisamente en el marco del Teorema

de Nomizu.

A las métricas o formas en M (o N) que se obtengan por traslación a izquierda de las correspon-

dientes en n las denominaremos métricas o formas inducidas.

En este trabajo, en general tomaremos el estudio de las nilvariedades desde el punto de vista

algebraico en el sentido que trabajaremos mayoritariamente a nivel del álgebra de Lie n. A pesar de

ello, no dejamos de tener en cuenta las implicancias en la geometŕıa de las nilvariedades y los grupos

de Lie nilpotentes que el álgebra de Lie define.

1.2. Álgebras de Lie nilpotentes

Dada un álgebra de Lie g la serie central descendente es la sucesión decreciente de ideales de g

g = g0 ⊇ g1 ⊇ . . . gi ⊇ gi+1 ⊇ . . .

donde

g0 = g, gi = [g, gi−1] i ≥ 1.

Aqúı utilizaremos mayormente la notación g′ para g1. Formalizamos la definición de álgebras de Lie

nilpotentes.

Definición 1.2.1. Un álgebra de Lie g es nilpotente si para algún k ∈ N se verifica gk = 0. Si además

k es tal que gk−1 6= 0 diremos que g es k-pasos nilpotente.

Por ejemplo las álgebras de Lie abelianas son un paso nilpotente. Un álgebra de Lie g es 2-pasos

nilpotente si g2 = [g, g′] = 0 y g′ 6= 0. El ejemplo canónico de álgebras de Lie nilpotentes es el conjunto

de matrices triangulares superiores estrictas.

Ejemplo 1.2.2. Sea t(n,C) el conjunto de matrices cuadradas con coeficientes en C, A = (aij), de

tamaño n× n y triangulares superiores estrictas (i.e. aij = 0 si i ≥ j). Este conjunto con el corchete

de Lie dado por

[x, y] = xy − yx, x, y ∈ t(n,C).

es un álgebra de Lie nilpotente compleja. En efecto el s-ésimo término de la serie central descendente

es

t(n,C)s = {A = (aij) ∈ t(n,C) : aij = 0 si i ≥ j − s}.
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Luego t(n,C)n−1 = 0 y t(n,C) es nilpotente.

De manera análoga se define el álgebra de Lie nilpotente real t(n,R).

La representación adjunta ad : g −→ gl(g) de un álgebra de Lie g le asigna a cada elemento x ∈ g

la función ad(x) : g −→ g donde ad(x)(y) = [x, y] para todo y ∈ g. El conocido Teorema de Engel

caracteriza las álgebras nilpotentes a través de esta representación.

Teorema 1.2.3 (Engel). Un álgebra de Lie g es nilpotente si y sólo si ad(x) es una transformación

nilpotente para todo x ∈ g.

Para dar la prueba del teorema haremos uso del siguiente lema que enunciamos sin demostración.

Lema 1.2.4. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita y g una subálgebra de gl(V ) tal que todo

endomorfismo x de g es nilpotente. Entonces existe un vector v ∈ V no nulo que verifica xv = 0 para

todo x ∈ g.

Prueba del teorema. Supongamos que g es tal que para todo x ∈ g, adx es un endomorfismo nilpotente,

es decir, para cada x existe un m ∈ N tal que xm ≡ 0. Mostraremos que existe una base de g en la

cual, para todo x ∈ g, la matriz de adx es triangular superior estricta.

Dado que ad(g) es subálgebra de gl(g) y adx es nilpotente ∀x ∈ g, por el lema anterior existe

e1 ∈ g tal que adx e1 = 0 ∀x ∈ g; sea E1 el subespacio generado por e1. Como E1 es un subespacio

invariante por toda adx, está bien definida la aplicación

ad : g −→ gl(g/E1), x 7→ adX / adX(Y ) = π([X,Y ]),

con π : g −→ g/E1 la aplicación cociente. Nuevamente cada adx es un endomorfismo nilpotente en

g/E1 y ad(g) es una subálgebra de gl(g/E1). Aplicando el lema, existe e2 ∈ g tal que adxπ(e2) = 0 en

g/E1 para todo x ∈ g. Es decir, e2 /∈ E1 y adx e2 ∈ E1 ∀x ∈ g.

Repitiendo este proceso en forma sucesiva se obtiene una base e1, e2, . . . , en de g de manera que

para todo x ∈ g, adx ei ∈ span{e1, e2, . . . , ei−1} si i ≥ 2 y adx e1 = 0. Esta es la base buscada. En

efecto, la serie central descendente de g verifica

gi ⊆ span{e1, . . . , en−i}, i ≥ 0

y por lo tanto gn = 0 resultando g nilpotente.

Por otro lado si g es k-pasos nilpotente y x ∈ g entonces adkx ≡ 0. En efecto, dados x, y ∈ g resulta

adkx y = [x, [x, · · · , [x, y]] · · ·] ∈ gk = 0. �

El Teorema de Ado asegura que toda álgebra de Lie de dimensión finita admite una representación

inyectiva ρ : g −→ gl(V ). Dicho de otra manera, toda álgebra de Lie g es subálgebra de Lie de gl(V )

para algún espacio vectorial V de dimensión finita.

Además si n es un álgebra de Lie nilpotente, existe una representación inyectiva ρ : n −→ gl(V ) de

manera que ρ(x) es un endomorfismo nilpotente para todo x ∈ n ([39]). Esto permite caracterizar las
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álgebras de Lie nilpotentes como subálgebras del álgebra de matrices triangulares superiores estrictas

del Ejemplo 1.2.2.

Corolario 1.2.5. Un álgebra de Lie g es nilpotente si y sólo si es isomorfa a una subálgebra del

álgebra de matrices triangulares superiores.

Introducimos a continuación una definición equivalente de álgebra nilpotente en término de formas

diferenciales. Ésta será la más utilizada en lo que resta del trabajo.

La diferencial de un álgebra de Lie g es la aplicación dada por

d : g∗ −→ Λ2g∗, x∗ 7→ dx∗/ dx∗(u, v) = −x∗([u, v]) ∀u, v ∈ g. (1.1)

Recordemos que Λpg∗ es el espacio de p-formas alternantes en g.

A través de la misma se definen los siguientes subespacios de g∗.

V0 = {0} Vi = {α ∈ g∗ : dα ∈ Λ2Vi−1} i ≥ 1. (1.2)

Observemos que V1 = ker d y vale V0 ⊆ V1 ⊆ · · · ⊆ Vi ⊆ · · ·.

Proposición 1.2.6 (ver [62]). Para todo i ≥ 0, Vi = {x∗ ∈ g∗ : x∗(u) = 0, ∀u ∈ gi} = (gi)◦.

Prueba. El caso i = 0 es obvio. Dado que dx∗(u, v) = −x∗([u, v]) se demuestra la igualdad para i = 1.

Seguiremos la prueba por inducción. Si la proposición es válida para i se tiene x∗ ∈ Vi+1 ⇔ dx∗ ∈
Λ2(gi)◦ y por lo tanto x∗ ∈ Vi+1 ⇔ dx∗(u, v) = 0 ∀u ∈ g, v ∈ gi. De donde se deduce Vi+1 = (gi+1)◦.

�

De esta proposición surge la definición equivalente de álgebra nilpotente.

Corolario 1.2.7. Un álgebra de Lie g es k-pasos nilpotente si y sólo si Vk = g∗ y Vk−1 6= g∗.

La aplicación diferencial de (1.1) se extiende a los espacios Λpg∗ p = 0, . . . ,m = dim g como

derivación y da lugar al siguiente complejo de cocadenas denominado complejo de Chevalley-Eilenberg

de g

C∗ : 0→ R→ g∗
d→ Λ2g∗ → . . .→ Λmg∗ → 0. (1.3)

La condición de Jacobi de g es válida si y sólo si d2 : g −→ Λ3g∗ es la aplicación nula. En efecto,

para cada f ∈ g∗, u, v, w ∈ g,

(d2f)(u, v, w) = −f([[u, v], w] + [[v, w], u] + [[w, u], v]).

Luego, definir un corchete de Lie [ , ] en un espacio vectorial V da lugar a una función d : V ∗ −→
Λ2V ∗ tal que, al extenderla por derivación, resulte d2 : V ∗ −→ Λ3V ∗ la aplicación nula. Rećıprocamen-

te, si d : V ∗ −→ Λ2V ∗ es una función lineal tal que su extensión por derivación resulta la aplicación

nula, entonces la aplicación [ , ] : V × V −→ V que satisface

x∗([u, v]) = −dx∗(u, v), ∀u, v ∈ V, ∀x∗ ∈ V ∗
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es un corchete de Lie en V .

La cohomoloǵıa del complejo (1.3) se denomina cohomoloǵıa trivial del álgebra de Lie g (ver

definición 1.2.8 a continuación). Para el estudio de la cohomoloǵıa con representaciones no triviales

referimos a los libros de Jacobson [39] y San Maŕın [63]. Ejemplos de aplicaciones de esta teoŕıa son

los conocidos Teoremas de Weyl y Levi de descomposición de álgebras de Lie.

Dados u∗1, u
∗
2, . . . , u

∗
p ∈ g∗ resulta (ver por ejemplo [70])

d(u∗1 ∧ . . . ∧ u∗p)(v1, v2, . . . , vp+1) =
∑
s<t

(−1)s+tu∗1 ∧ . . . ∧ u∗p([vs, vt], v1, . . . , v̌s, . . . , v̌t, . . . , vp+1), (1.4)

para v1, v2, . . . , vp+1 ∈ g.

Definición 1.2.8. El i-ésimo grupo de cohomoloǵıa de un álgebra de Lie g con coeficientes en R es

el grupo

H i(g,R) =
ker
(
d : Λig∗ −→ Λi+1g∗

)
Im (d : Λi−1g∗ −→ Λig∗)

, i ≥ 0.

Aqúı Λ0g∗ = R. Los elementos de Zp = ker
(
d : Λpg∗ −→ Λp+1g∗

)
se llaman p-cociclos y aquellos de

Bp = Im
(
d : Λp−1g∗ −→ Λpg∗

)
se denominan p-cobordes. En adelante notaremos estos grupos como

Hp(g) o simplemente Hp. Observemos que Hp = 0 si p ≥ dim g + 1 o p < 0. Analizamos Hp para

p = 0, . . . ,dim g en algunos casos particulares.

Si g es abeliana, d ≡ 0 y por lo tanto Hp = Λpg para p = 0, . . . ,dim g. En un álgebra nilpotente n,

vale dimH1(n) ≥ 2. En efecto H1(n) ∼= n/[n, n] ya que la codimensión de [n, n] en n es siempre mayor

o igual a dos. Este hecho se debe a que si n = Rx⊕ n′, el conmutador seŕıa

n′ = [n, n] = [Rx⊕ n′,Rx⊕ n′] = [Rx, n′] + [n′, n′] ⊆ n′′

lo cual no es posible pues en álgebras de Lie nilpotentes n′′ ( n′ (ver también [19]).

Chevalley y Eilenberg en [10] notan que del trabajo original de Ado [1] se deduce H2(n) 6= 0 si n

es nilpotente. Finalmente Dixmier prueba:

Teorema 1.2.9 ([18]). Sea n un álgebra de Lie nilpotente de dimensión m. Entonces:

dimHp(n) ≥ 2 si 1 ≤ p ≤ m− 1 y dimHm(n) = 1.

Definición 1.2.10. Un álgebra de Lie g es unimodular si traza(adx) = 0 para todo x ∈ g.

Por el Teorema de Engel todas las álgebras nilpotentes son unimodulares. El siguiente resultado

debido a Koszul es conocido como dualidad de Poincaré.

Teorema 1.2.11 (ver [46]). Si g es unimodular de dimensión m y {e1, . . . , em} una base de g∗,

entonces la clase de e1 ∧ · · · ∧ em, [e1 ∧ · · · ∧ em], es no nula y Hm(g) = span{[e1 ∧ · · · ∧ em]}. Además,

para todo 0 ≤ p ≤ m,

Hp(g) ∼= Hm−p(g).
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El concepto de cohomoloǵıa de un álgebra de Lie g fue definido algebraicamente a través de núcleos

e imágenes de operadores lineales. A pesar de esto, a través de la cohomoloǵıa de g se determinan

propiedades geométricas y topológicas (y algebraicas) de las variedades homogéneas de la forma Γ\G
donde G es un grupo de Lie conexo con álgebra de Lie g y Γ es un subgrupo discreto de G.

En una variedad diferenciable M el m-ésimo grupo de cohomoloǵıa de de Rham Hm
dR(M) es el

espacio cociente de las m formas cerradas módulo las exactas en relación a la diferencial exterior de

la variedad (ver por ejemplo [47] para definición, propiedades y ejemplos). Los números de Betti de la

variedad M son las dimensiones de estos grupos como espacios vectoriales. Expĺıcitamente el m-ésimo

número de Betti de M es

βm = dimHm
dR(M).

Por ejemplo, la cohomoloǵıa de de Rham del grupo de Lie abeliano Rn es: H0
dR(Rn) ' R ya que

es conexo y H i
dR(Rn) = 0 si i ≥ 1. Esto último es en virtud del Lema de Poincaré por el cual toda

forma diferencial cerrada en Rn es exacta. Por otro lado, sabemos que el álgebra de Lie del grupo Rn

es el álgebra de Lie abeliana n-dimensional gn = Rn. Vimos anteriormente que la diferencial definida

en (1.1) es la aplicación nula y por lo tanto dimH i(gn) = dim Λig∗n. Luego

dimH i(gn) =

(
n

i

)

que claramente son no nulos.

Con este ejemplo hacemos evidente el hecho que la cohomoloǵıa de de Rham de un grupo de Lie

G no coincide con la cohomoloǵıa de su álgebra de Lie g. Veremos que en realidad la cohomoloǵıa de

g está relacionada a la cohomoloǵıa de de Rham de las variedades homogéneas Γ\G conformadas a

partir de un grupo de Lie conexo G con álgebra de Lie g y un subgrupo discreto cocompacto Γ. Mas

aún, en el caso que G (o g) sea nilpotente H i(g) coincide con H i
dR(Γ\G).

Sea G un grupo de Lie con álgebra de Lie g, Γ es un subgrupo discreto y ω una forma diferencial en

G invariante por la multiplicación a izquierda. Claramente ω es invariante por elementos del subgrupo

Γ. Por lo tanto define una forma diferencial ω̃ en la variedad homogénea Γ\G. Además, si ω1 y ω2 son

k-formas invariantes en G de manera que ω1 − ω2 = d σ con σ una k− 1-forma invariante a izquierda,

entonces ω̃1 y ω̃2 son cohomólogas en Γ\G. Recordemos que las formas invariantes a izquierda en G

se identifican con elementos en Λ∗g∗. Queda definida entonces una inyección H i(g) 7→ H i
dR(Γ\G). En

virtud del siguiente resultado, si G (o g) es nilpotente esta aplicación es un isomorfismo.

Teorema 1.2.12 ([58]). Sea N un grupo de Lie conexo nilpotente con álgebra de Lie n y Γ un subgrupo

discreto de manera que Γ\N sea compacto. Entonces

Hp
dR(Γ\N) ' Hp(n), p ≥ 0. (1.5)

Este resultado es conocido dentro de la geometŕıa diferencial como el Teorema de Nomizu.
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Las variedades homogéneas Γ\N , con N un grupo de Lie nilpotente conexo y Γ un subgrupo

discreto cocompacto (i.e. Γ\N es compacto), se llaman nilvariedades. Una consecuencia del Teorema

de Nomizu es que todas las nilvariedades obtenidas a partir de un grupo de Lie nilpotente N tienen

igual cohomoloǵıa de de Rham, independientemente del subgrupo Γ.

Además, los números de Betti de la nilvariedad M = Γ\N coinciden con la dimensión de los grupos

de cohomoloǵıa de n, álgebra de Lie de N . Es decir, βp = dimHp(n) para todo p ≥ 0. Haciendo abuso

del lenguaje, diremos que βp es el p-ésimo número de Betti de n.

Otra consecuencia es que toda nilvariedad es orientable. En efecto, si {e1, . . . , em} es una base de

n, la clase de cohomoloǵıa de la m-forma σ = e1 ∧ e2 ∧ . . . ∧ em define una m-forma no nula en Γ\N
(ver Teorema 1.2.11).

El resultado de Nomizu no se extiende a variedades homogéneas generales. Yamada en [73] y

Console, Ovando y Subils en [11] presentan ejemplos de solvariedades, variedades de la forma Γ\G
con G soluble, donde no vale (1.5). En [55], Mostow encuentra una condición suficiente para que dado

un grupo de Lie soluble G y Γ un subgrupo cocompacto, valga Hp(n) ' Hp
dR(Γ\N), ∀p ≥ 0. Otro

tipo de condiciones para grupos solubles fueron trabajadas en art́ıculos recientes como [30], [12] y sus

referencias.

1.3. Nilradicales de las subálgebras de Borel

Las subálgebras de Borel son subálgebras solubles de álgebras de Lie semisimples complejas. Su

nilradical (subálgebra nilpotente maximal) será nuestro objeto de estudio. Para entender la estructura

de esta álgebra de Lie nilpotente, trabajamos con conocidos sistemas de ráıces.

En general, los sistemas de ráıces son una herramienta para descomponer las álgebras de Lie en

subálgebras más pequeñas. Daremos en lo que sigue una breve introducción al estudio de sistemas de

ráıces para álgebras de Lie semisimples complejas del cual se probará que cada una de ellas es suma de

una subálgebra abeliana y dos nilpotentes. Éste permite también clasificar las álgebras de Lie simples

complejas (ver Teorema 3.2.2 a continuación) y en consecuencia las semisimples sobre ese cuerpo.

En el Caṕıtulo 3 haremos uso de estos preliminares para determinar la cohomoloǵıa intermedia de

estas álgebras nilpotentes que son nilradicales de subálgebras de Borel.

En esta sección daremos conceptos relacionados a álgebras de Lie semisimples. Veremos que en

el cuerpo de los complejos, cada álgebra de Lie semisimple puede escribirse de manera única (salvo

isomorfismos) como suma directa de una subálgebra abeliana maximal h llamada subálgebra de Cartan

y dos subálgebras nilpotentes complejas n+ y n− isomorfas entre śı, es decir

g álgebra de Lie semisimple sobre C ⇒ g = n− ⊕ h⊕ n+. (1.6)

El álgebra de Lie compleja n+ admite una base {Xα} de manera que sus coeficientes de estructura

son reales, por lo tanto define un álgebra de Lie real n =
⊕

αRXα donde el corchete de Lie es el
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heredado de n+. En el final de la sección nos abocamos al estudio de propiedades de esta álgebra de

Lie nilpotente real.

En el transcurso de la sección incluiremos resultados sin sus pruebas, salvo aquellos que sean

espećıficos del álgebra nilpotente n. Seguimos mayormente la presentación que se da en los libros de

Helgason, Knapp y Wallach [34, 44, 70] a los cuales referimos al lector para las demostraciones y otras

propiedades.

Definición 1.3.1. Sea g un álgebra de Lie sobre un cuerpo K y B(x, y) = traza(adx ady) la forma de

Killing de g. Diremos que g es semisimple si B es una forma bilineal no degenerada sobre g.

Definición 1.3.2. Un álgebra de Lie sobre K se dice simple si es no abeliana y no posee ideales propios

no triviales.

El radical de Killing de un álgebra de Lie g es el conjunto de elementos del álgebra donde la forma

de Killing es degenerada, es decir

radK = {x ∈ g : B(x, y) = 0 ∀y ∈ g}.

Este conjunto es siempre un ideal de g. Entonces radK = 0 si g es simple, resultando que toda álgebra

de Lie simple es semisimple.

Proposición 1.3.3. Un álgebra de Lie semisimple g es suma directa de ideales simples gi, i = 1, . . . , s,

g = g1 ⊕ · · · ⊕ gs.

Además, cada ideal a de g es suma de ideales gi para algunos i.

Por esto, clasificar las álgebras de Lie simples sobre un cuerpo K conduce a la clasificación de las

semisimples sobre el mismo cuerpo.

Definición 1.3.4. Una subálgebra de Cartan de un álgebra de Lie semisimple g es una subálgebra h

de g abeliana maximal y de manera que adH es semisimple para todo H ∈ h.

Dada un álgebra de Lie semisimple g sobre C siempre existen subálgebras de Cartan en g y son

no triviales. De aqúı en más trabajaremos con álgebras de Lie complejas semisimples, salvo que se

especifique lo contrario.

Dadas dos subálgebras de Cartan h1 y h2 de un álgebra de Lie g, existe un automorfismo de g

tal que σ(h1) = h2. Fijamos una subálgebra de Cartan h de g. Para cada funcional lineal α ∈ h∗ el

conjunto

gα = {X ∈ g : adH X = α(H)X, ∀H ∈ h}

es un subespacio de g. Si gα 6= 0 diremos que α es una ráız de g respecto de h, o simplemente ráız

cuando se sobreentienda en el contexto la subálgebra de Cartan a la que hacemos referencia. En el

caso que gα 6= 0, el espacio gα se llama espacio ráız. Observemos que g0 = h. Denotaremos con 4 al

conjunto de las ráıces no nulas.
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Proposición 1.3.5. [34, Teorem 4.2] Sea g un álgebra de Lie semisimple compleja, h una subálgebra

de Cartan de g y 4 el conjunto de ráıces no nulas. Entonces

1. g = h⊕
⊕

α∈4 gα.

2. dim gα = 1, para cada α ∈ 4.

3. si α, β son ráıces y α+ β es ráız no nula entonces [gα, gβ] = gα+β. Si α+ β no es ráız, entonces

[gα, gβ] = 0.

4. Si α es ráız, también lo es −α.

5. La forma de Killing B es definida positiva en h× h. Además para cada α 6= 0 existe un Hα ∈ h

tal que B(Hα, H) = α(H) para todo H ∈ h. En particular, α(Hα) es un número real positivo.

Como consecuencia del primer y segundo punto, toda álgebra de Lie semisimple tiene una cantidad

finita de ráıces. Entre aquellas no nulas, definimos la noción de positividad. Fijamos una subálgebra

de Cartan h de g y X1, X2, . . . , Xr una base de h. Diremos que una ráız no nula ϕ es positiva y lo

notaremos ϕ > 0 si existe un ı́ndice j de manera que ϕ(Xi) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ j − 1 y ϕ(Xj) > 0.

El conjunto 4 queda particionado en el conjunto de ráıces positivas 4+ y el conjunto de negativas

4−. Claramente si α ∈ 4+ entonces −α ∈ 4−. Además, si α, β son ráıces positivas y α + β es ráız,

se tiene que α + β ∈ 4+. De manera análoga si la suma de dos ráıces negativas es ráız, ésta es una

ráız negativa. Por lo tanto,

n+ =
⊕
α∈4+

gα y n− =
⊕
α∈4−

gα (1.7)

son ideales de g.

Definición 1.3.6. En las notaciones de arriba, una subálgebra de Borel de un álgebra de Lie semi-

simple compleja g es la subálgebra b = h ⊕
⊕

α∈4+ gα que se obtiene una vez fijada la subálgebra de

Cartan h.

El nilradical de un álgebra de Lie g es un ideal nilpotente que contiene a todo otro ideal nilpotente.

Es obvio que los nilradicales de las álgebras de Lie nilpotentes son el álgebra en su totalidad. Probare-

mos que los nilradicales de las subálgebras de Borel de las álgebras de Lie semisimples complejas son

las álgebras n+ definidas en (1.7).

Supongamos que n+ es nilpotente (ver Proposición 1.3.11 a continuación). Entonces el nilradical I

de b contiene a n+. Si I 6= n entonces debe existir un elemento Xh ∈ h ∩ I. Pero Xh actúa de manera

semisimple en n+. Luego debe ser I = n+.

Nos focalizamos en probar que n+ y n− son nilpotentes e isomorfas entre śı. Para ello, haremos

uso de ciertas propiedades de las ráıces que enunciamos a continuación.
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Definición 1.3.7. Diremos que una ráız es simple si es positiva y no puede escribirse como suma de

dos ráıces positivas. Notamos con 40 al conjunto de ráıces simples.

Proposición 1.3.8. [34, Teorema 5.7] Sea 40 = {α1, . . . , αr} el conjunto de ráıces simples. Entonces

r = dim h y cada α ∈ 4+ se escribe de manera única como α =
∑r

i=1 niαi con ni ∈ N0.

Además existe una única ráız positiva β =
∑r

i=1 diαi tal que para toda otra ráız α ∈ 4+ con

α =
∑r

i=1 niαi, se tiene ni ≤ di, ∀i.

Definición 1.3.9. Dada una ráız positiva α =
∑r

i=1 niαi definimos su longitud como `(α) =
∑r

i=1 ni.

Una ráız es simple si y sólo si tiene longitud uno. Si α, β, α + β son ráıces positivas, entonces

`(α + β) = `(α) + `(β). Llamamos ráız máxima a la ráız β de la proposición anterior y la notaremos

αmáx. Es claro que `(α) ≤ `(αmáx) para toda α ∈ 4+.

Proposición 1.3.10. Para cada α ∈ 4 existe un vector Xα ∈ n+ de manera que si α, β ∈ 4 y

[Xα, Xβ] = Nα,βXα+β para Nα,β ∈ C, entonces Nα,β = −N−α,−β.

Proposición 1.3.11. En las definiciones anteriores, las álgebras n+ y n− son álgebras de Lie nilpo-

tentes e isomorfas entre śı.

Prueba. Consideramos las bases {Xα}α∈4+ y {Xα}α∈4− de n+ y n− respectivamente dadas en la

Proposición 1.3.10. La aplicación Ψ : n+ −→ n− que en tales bases vale Ψ(Xα) = −X−α, para todo

α ∈ 4+ es una transformación C-lineal y un isomorfismo de álgebras de Lie. En efecto,

Ψ[Xα, Xβ] = Ψ(Nα,βXα+β) = −Nα,βX−(α+β),

[ΨXα,ΨXβ] = [−X−α,−X−β] = N−α,−βX−(α+β) = −Nα,βX−(α+β).

Probaremos que n+ es nilpotente. Para cada i ≥ 1, Pi =
⊕

`(α)≥ i gα es una subálgebra de n+.

Observemos que P1 = n+ y si k = `(αmáx), entonces la dimensión de Pk es uno y Pi = 0 si i > k.

Además para cada i ≥ 1, el i-ésimo término de la serie central descendente de n+ es

[n+, (n+)i−1] = (n+)i =
⊕
j≥i+1

Pj . (1.8)

En efecto, cada x ∈ (n+)′ se escribe como x = [y, z] con y, z ∈ n+. Descomponemos y =
∑

α∈4+ yα,

z =
∑

α∈4+ zα según la ecuación (1.7). Entonces x = [
∑

α∈4+ yα,
∑

β∈4+ zβ] =
∑

α,β[yα, zβ]. Del

punto 3. de la Proposición 1.3.5 cada corchete [yα, zβ] o es cero o bien 0 6= [yα, zβ] ∈ gα+β. Por lo

tanto, si [yα, zβ] 6= 0 entonces [yα, zβ] ∈ P`(α)+`(β). Luego x ∈
⊕

j≥2 Pj .

Dado x ∈ gα con `(α) ≥ 2, existen β1, β2 ∈ 4+ tal que β1 + β2 = α. Como [gβ1 , gβ2 ] = gα existen

y1, y2 de manera que x = [y1, y2] y por lo tanto x ∈ (n+)′. Luego
⊕

j≥2 Pj =
⊕

`(α)≥2 gα ⊆ (n+)′,

obteniendo la igualdad (1.8) para i = 1.
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De manera inductiva, supongamos que (n+)i =
⊕

j≥i+1 Pj y sea x ∈ (n+)i+1, x = [y, z] con

y ∈ n+, z ∈ (n+)i. Entonces y =
∑

α∈4+ yα, z =
∑

α: `(α)≥ i+1 zα y x =
∑

α,β [yα, zβ]. Resulta cada

corchete [yα, zβ] cero o bien de longitud al menos i+ 2, por lo tanto x ∈
⊕

j≥ i+2 Pj .

Rećıprocamente si x ∈ gα con `(α) ≥ i+2, existen β1, β2 ∈ 4+ tal que α = β1 +β2 y `(β1) ≤ i+1.

Como antes, existe y1 ∈ gβ1 y2 ∈ gβ2 tal que x = [y1, y2]. Por hipótesis inductiva y1 ∈ (n+)i lo cual

implica x ∈ (n+)i+1, quedando probada la porposición. �

Finalizada esta prueba podemos afirmar que n+ es el nilradical de la subálgebra de Borel b.

Las distintas álgebras de Borel que surgen de los distintos sistemas de ráıces de un álgebra de Lie

semisimple g son isomorfas. Por lo tanto sus nilradicales también lo son.

Observación 1.3.12. Si αmáx =
∑r

i=1 diαi es la ráız máxima y k = d1 + · · · + dr, entonces n+ es

k-pasos nilpotente. En efecto, de (1.8), (n+)k−1 = Pk = gαmáx
y (n+)k = 0.

Ejemplo 1.3.13. An = sl(n+ 1,C) el álgebra de Lie de las matrices cuadradas complejas de tamaño

n+ 1 y de traza cero.

Dadas X,Y dos matrices en sl(n+ 1,C), la forma de Killing es ([34])

B(X,Y ) = traza(adX adY ) = 2 (n+ 1)X Y

y por lo tanto no degenerada. Luego, An es semisimple.

Notamos con Ei,j la matriz que tiene un 1 en la posición ij y ceros en el resto. Una base de An es

{Hi := Ei,i − Ei+1,i+1, Ej,k, i = 1, . . . , n, 1 ≤ j 6= k ≤ n+ 1}. Esta base descompone a An como

An = h⊕
⊕
i 6=j

CEi,j , (1.9)

donde h = span{Hi, i = 1, . . . , n}. Observemos que h es una subálgebra de An y es abeliana al estar

conformada por matrices diagonales. Además, si H = diag(a1, a2, . . . , an+1) ∈ h,

[H,Ei,j ] = (ai − aj)Ei,j , para todo i 6= j.

Esto implica, junto con (1.9), que h es subálgebra abeliana maximal cuyos elementos actúan de manera

semisimple. Luego h es una subálgebra de Cartan de An.

Para cada i = 1, . . . , n + 1, definimos los funcionales ei : h −→ C, de manera que para cada

H = diag(a1, a2, . . . , an+1) ∈ h, ei(H) = ai. Estos elementos satisfacen,

[H,Ei,j ] = (ei − ej)(H)Ei,j .

Es decir, los elementos {ei − ej}1≤i 6=j≤n de h∗ son las ráıces de An. Claramente, el espacio ráız de

ei − ej es gei−ej = CEi,j.
Tomando una base de h de manera que para cada H en la base sea ai > aj ≥ 0 si 1 ≤ i < j ≤ n y

an+1 = −
∑n

i=1 ai, se tiene que las ráıces positivas son ei − ej con 1 ≤ i < j ≤ n+ 1
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Luego la subálgebra de Borel asociada a An con este sistema de ráıces es

b = h⊕
⊕

1≤i<j≤n+1

gei−ej

y su nilradical

n+ =
⊕

1≤i<j≤n+1

gei−ej =
⊕

1≤i<j≤n+1

CEi,j

que no es otra cosa que el álgebra de Lie de matrices triangulares superiores estrictas.

Las constantes de estructura Nα,β correspondientes a la base {Xα}α∈4+ de n+ dada en la Proposi-

ción 1.3.10 son en principio números complejos. Sin embargo es posible probar que Nα,β ∈ R, ∀α, β ∈
4+ (ver [69, Teorema 3.5.7]).

En consecuencia, el álgebra de Lie n =
⊕

α∈4+ RXα es un álgebra de Lie real, nilpotente y

con iguales coeficientes de estructura que el álgebra de Lie compleja n+. A este álgebra de Lie real

la notamos con n y la seguiremos llamando nilradical de la subálgebra de Borel b. Estudiamos la

estructura de n como álgebra de Lie.

Todo nilradical de una subálgebra de Borel es un álgebra de Lie N-graduada. Es decir puede

descomponerse como suma directa de subespacios tal que

g =
⊕
i

gi, i ∈ N, [gi, gj ] ⊆ gi+j , ∀i, j,∈ N. (1.10)

Una graduación de n es aquella que para cada i ∈ N, Li =
⊕

α:`(α)=iRXα. Estos subespacios son,

por ejemplo, L1 = spanR{Xα : α ∈ 40} y Lk = spanR{Xαmáx
}. Observemos que, en comparación con

aquellos subespacios {Pj}j≥1 definidos en la Proposición 1.3.11, se tiene Pi =
⊕k

j=i Lj . En particular,

n =
⊕

j≥1 Lj y [Lj , Li] = Li+j .

En lo que resta del caṕıtulo notaremos {γα : α ∈ 4+} la base de n∗, dual a la base {Xα}
proveniente de la Proposición 1.3.10 y L∗i el espacio dual a Li es decir, L∗i = spanR{γα : `(α) = i}.

Corolario 1.3.14. Sea α ∈ 4+ y m = `(α). Entonces dγα ∈
⊕

i+j=m L
∗
i ∧L∗j . En particular dγα = 0

si y sólo si α es una ráız simple (α ∈ 40).

Prueba. Como la diferencial de n es la aplicación dual del corchete de Lie, tenemos que

dγα =
1

2

∑
β,δ

−γα([Xβ, Xδ]) γβ ∧ γδ.

Salvo que β + δ = α, se tiene γα([Xα, Xβ]) = 0 de lo cual se desprende el resultado. �

Para cerrar esta sección, determinamos los subespacios Vj , j = 0, 1, . . . de n∗ definidos en (1.2).

Los mismos se describen a partir de la graduación del álgebra de Lie y, por lo tanto, en término de

longitudes de ráıces. Las Proposiciones 1.3.11 y 1.2.6 implican:
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Corolario 1.3.15. Sea n el álgebra de Lie real asociada a un álgebra de Lie semisimple compleja y

k = `(αmáx). Entonces Vj = span{γβ : `(β) ≤ j} = L∗1 ⊕ · · · ⊕ L∗j para cada j ≥ 1. En particular,

V1 = span{γβ : `(β) = 1} = L∗1, V2 = span{γβ : `(β) ≤ 2} = L∗1 ⊕ L∗2, · · · Vk = n∗ = L∗1 ⊕ · · · ⊕ L∗k.
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Caṕıtulo 2

Introducción a la Cohomoloǵıa

Intermedia

En esta sección introduciremos el concepto de cohomoloǵıa intermedia de un álgebra de Lie nilpo-

tente. Para ello, consideramos una filtración del complejo de Chevalley-Eilenberg que aparece natural-

mente cuando el álgebra de Lie es nilpotente. Precisamente es la filtración que se construye a partir

de los anuladores de los ideales en la serie central descendente del álgebra.

Esta filtración induce una sucesión espectral de cohomoloǵıa que converge a la cohomoloǵıa del

álgebra de Lie con coeficientes triviales. Como consecuencia de esta convergencia, obtenemos una

descomposición en suma directa de cada grupo de cohomoloǵıa del álgebra de Lie. Más precisamente,

los términos ĺımites de esta sucesión espectral refinan la cohomoloǵıa usual de álgebras de Lie.

La organización del caṕıtulo es la siguiente. Comenzamos con una breve introducción a las sucesio-

nes espectrales, focalizándonos en aquellas provenientes de una filtración de un complejo de cocadenas.

Como caso particular, aplicamos tales conceptos al complejo de Chevalley-Eilenberg de las álgebras

de Lie nilpotentes y a través de ello surge la definición de cohomoloǵıa intermedia.

A continuación, estudiamos propiedades de esta cohomoloǵıa y desarrollamos s que ilustran cómo

calcularla a través de la diferencial del álgebra. También mostramos una manera conveniente y resu-

mida de expresar esta cohomoloǵıa presentando las tablas de cohomoloǵıa intermedia.

Cerramos el caṕıtulo dando las tablas de cohomoloǵıa intermedia de las álgebras de Lie nilpotentes

de dimensión menor o igual que seis.

2.1. Sucesión espectral de una filtración

Daremos a continuación las nociones básicas de complejos de cadena, filtraciones de los mismos y

sucesiones espectrales. Introducimos este tema con la generalidad necesaria para este trabajo. Remi-

timos al libro de Weibel [71] para definiciones más generales dadas a través de la teoŕıa de categoŕıas
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y álgebra homológica. Otra referencia que tiene una presentación más informal pero aporta claridad

a los conceptos es el libro de P. Griffiths y J. Harris [29], particularmente para la demostración del

Teorema 2.1.4.

Definición 2.1.1. Un complejo de cocadenas (C∗, d) es una familia C∗ = {Ci}i∈N0 de espacios

vectoriales donde C0 = {0} junto con transformaciones lineales {di : Ci −→ Ci+1}i≥0 de manera que

di+1 ◦ di = 0 para i ≥ 0. Por esta última propiedad, las aplicaciones di se llaman diferenciales. El

i-ésimo grupo de cohomoloǵıa de (C∗, d) se define

H i(C∗) =
ker {di : Ci −→ Ci+1}
Im {di−1 : Ci−1 −→ Ci}

.

Cuando no haya lugar a confusión notaremos el complejo con C∗. Dado un complejo de cocadenas,

se llama i-cociclos a los elementos de Zi = ker {di : Ci −→ Ci+1} e i-cobordes a los de Bi = Im {di−1 :

Ci−1 −→ Ci}. Según la definición anterior, H i(C∗) = Zi/Bi.

Si para cada i, J i es un subespacio de Ci y d(J i) ⊂ J i+1 ∀i ≥ 0, se define diJ : J i −→ J i+1 como

la restricción de di a J i. En ese caso diremos que (J∗, dJ) es un subcomplejo de (C∗, d). Cuando J∗ es

un subcomplejo de C∗ resulta bien definido el complejo cociente

C∗

J∗
:
C0

J0
−→ C1

J1
−→ · · · −→ Ci

J i
−→ · · ·

donde las diferenciales son las inducidas por d al cociente.

Más generalmente, una filtración decreciente de un complejo de cocadenas (C∗, d) es una sucesión

decreciente de subcomplejos de la forma

0 ⊆ F kC∗ ⊂ F k−1C∗ ⊂ . . . ⊂ F pC∗ ⊂ F p−1C∗ ⊂ . . . ⊂ F 1C∗ ⊂ F 0C∗ = C∗. (2.1)

La filtración es acotada si F kC∗ = 0 para algún k. Dada una filtración de un complejo C∗, se obtiene

una familia de complejos cocientes F kC∗, F k−1C∗/F kC∗, . . ., F pC∗/F p+1C∗, . . ., C∗/F 1C∗. En lo que

sigue trabajamos con filtraciones acotadas de un complejo C∗ y veremos que en este caso la cohomoloǵıa

del mismo puede obtenerse a partir de la cohomoloǵıa de los complejos cocientes provenientes de la

filtración, para ello introducimos el concepto de sucesión espectral.

Definición 2.1.2. Una sucesión espectral de cohomoloǵıa es una familia de espacios vectoriales

{Ep,qr }p,q∈Zr≥0 junto con funciones lineales dp,qr : Ep,qr −→ Ep+r,q−r+1
r para cada r ≥ 0, p, q ∈ Z que

verifican

dp+r,q−r+1
r ◦ dp,qr = 0 y Ep,qr+1

∼=
ker dp,qr

Imdp−r,q+r−1
r

∀r ≥ 1, p, q ∈ Z.

Si r > 1, las ĺıneas de pendiente (r − 1)/r del espacio vectorial bigraduado {Ep,qr }p,q∈Z forman

complejos de cocadenas ya que la diferencial preserva esas rectas. El grado total del término Ep,qr es

n := p+ q; los términos de grado total n se encuentran en una recta por el origen de pendiente −1 y
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cada diferencial dp,qr aumenta el grado total en 1. Cuando referencia a un elemento genérico Ep,qr de la

sucesión espectral donde p, q no sea de relevancia, notaremos Er.

Una sucesión espectral se dice acotada si para cada entero n existen sólo una cantidad finita de

términos no nulos de grado total n en E0; es decir, para cada n existen enteros sn y Sn de manera que

Ep,q0 = 0 salvo para sn ≤ p ≤ Sn. Dado que cada Er es un subcociente de E0 resulta que sólo hay una

cantidad finita de términos no nulos de grado total n en Er para todo r ≥ 0 si la sucesión espectral es

acotada.

Para una sucesión espectral acotada y para cada p0, q0 fijos existe un r0 tal que Ep,qr = Ep,qr0

si r ≥ r0. En efecto, sea n = p0 + q0 el grado total de Ep0,q0
r . Tomando r suficientemente grande

será p0 +r > Sn+1 y por lo tanto la función dp0,q0
r : Ep0,q0

r −→ Ep0+r,q0−r+1
r es nula. De la misma forma,

existe un r suficientemente grande que además verifica p0 − r < sn−1 y por lo tanto Epo−r,q0+r−1
r = 0.

Luego dp0+r,q0−r+1
r : Ep0+r,q0−r+1

r −→ Ep0,q0
r también es nula. Dado que Er+1 es la cohomoloǵıa de Er,

tendremos Ep0,q0
r+1 = Ep0,q0

r . Más aún Ep,qr+k = Ep,qr para todo k ∈ N. Notaremos con Ep0,q0
∞ a este valor

estable (o ĺımite) de la sucesión espectral. Este valor ĺımite que aparece en las sucesiones espectrales

acotadas está asociado al concepto de convergencia de la sucesión.

Definición 2.1.3. Sea H∗ = {Hn}n∈Z una familia de espacios vectoriales. La sucesión espectral

{Ep,qr } converge a H∗ si para cada n existe una filtración finita

0 = F tHn ⊆ . . . ⊆ F p+1Hn ⊆ F pHn ⊆ F p−1Hn ⊆ . . . ⊆ F 0Hn = Hn,

e isomorfismos Ep,q∞ ∼= F pHp+q/F p+1Hp+q.

Si la sucesión espectral {Ep,qr } converge a H∗, notaremos

Ep,qr ⇒ Hp+q,

y en ese caso

Hn ∼=
Hn

F 1Hn
⊕ · · · ⊕ F p−1Hn

F pHn
⊕ F pHn

F p+1Hn
⊕ · · · ⊕ F t−1Hn

F tHn
⊕ F tHn ∼=

t⊕
i=0

Ei,n−i∞ .

Supongamos que C∗ es un complejo de cocadenas que posee una filtración como en (2.1). Para

cada p, i ≥ 0 definimos F pBi := Bi ∩ F pCi y F pZi := Zi ∩ F pCi. Observemos que F pBi = d({x ∈
Ci−1 : dx ∈ F pCi}), F pZi = {x ∈ F pCi : dx = 0} y claramente F pBi ⊆ F pZi. Además si denotamos

F pH i = F pZi/F pBi entonces la inclusión canónica de F pH i en F p−1H i está dada por

ι : F pZi/F pBi −→ F p−1Zi/F p−1Bi

x+ F pBi −→ x+ F p−1Bi.
(2.2)

Luego si C∗ es un complejo filtrado por la filtración {F pC∗}p, ésta induce una filtración de los grupos

de cohomoloǵıa

0 = F kH i ⊆ . . . ⊆ F p+1H i ⊆ F pH i ⊆ F p−1H i ⊆ . . . ⊆ F 0H i = H i i = 0, 1, 2, . . . . (2.3)
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En consecuencia, en caso que un complejo C∗ posea una filtración en subcomplejos, la cohomoloǵıa

del complejo original admite una filtración como en (2.3).

El concepto de filtración de un complejo de cocadenas se relaciona con las sucesiones espectrales

mediante el siguiente teorema. Espećıficamente toda filtración de un complejo de cocadenas C∗ define

una sucesión espectral. La misma es siempre acotada y converge a la cohomoloǵıa de C∗. La prueba

a continuación sigue las ideas de la dada en el libro de Weibel [71] para sucesiones espectrales de

homoloǵıa junto con elementos tomados de [29].

Teorema 2.1.4. Dado un complejo de cocadenas (C∗, d) y una filtración del mismo

0 = F kC∗ ⊆ F k−1C∗ ⊆ . . . ⊆ F 2C∗ ⊆ F 1C∗ ⊆ F 0C∗ = C∗, (2.4)

existe una sucesión espectral acotada {Ep,qr }p,q∈Zr≥0 donde:

Ep,q0 =
F pCp+q

F p+1Cp+q
, Ep,q1 = Hp+q(F pC∗/F p+1C∗), Ep,q∞ =

F pHp+q(C∗)

F p+1Hp+q(C∗)
.

Para la demostración del teorema se definen espacios Ep,qr y aplicaciones dp,qr : Ep,qr −→ Ep+r,q−r+1
r

para todo r ≥ 0, p, q ∈ Z. Probaremos que estos espacios y las diferenciales forman una sucesión

espectral, es decir, Er+1 es la cohomoloǵıa de (Er, dr).

Según la última igualdad en el enunciado, tal sucesión espectral converge a la cohomoloǵıa de

C∗. En śımbolos: Ep,qr ⇒ H∗(C∗). Este hecho será probado mediante la filtración de los grupos de

cohomoloǵıa como fue descripto en (2.3) que induce (2.4). De ah́ı se obtendrán los isomorfismos para

la convergencia de la sucesión espectral.

Prueba del teorema. Para aportar a la legibilidad de la prueba, prescindiremos del supeŕındice q a lo

largo de la misma. Notamos ηp : F pC −→ F pC
F p+1C

la proyección canónica y consideramos los subespacios

Apr = {x ∈ F pC : dx ∈ F p+rC}, Zpr = ηp(Apr), Bp
r = ηp(d(Ap−r+1

r−1 )).

Observemos que que Zp0 = F pC
F p+1C

y Bp
0 = 0. Para cada p fijo, tenemos la siguiente cadena de

inclusiones de subespacios

0 = Bp
0 ⊆ B

p
1 ⊆ . . . ⊆ B

p
r ⊆ B

p
r+1 ⊆ . . . . . . ⊆ Z

p
r+1 ⊆ Z

p
r ⊆ . . . ⊆ Z

p
1 ⊆ Z

p
0 ,

en efecto

es fácil ver que

x ∈ Apr+1 ⇒ dx ∈ F p+r+1C ⇒ dx ∈ F p+rC ⇒ x ∈ Apr .

Luego, Zpr+1 = ηp(Apr+1) ⊆ ηp(Apr) = Zpr para todo r ≥ 0 y por lo tanto vale . . . ⊆ Zpr+1 ⊆ Zpr ⊆
. . . ⊆ Zp1 ⊆ Z

p
0 .
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Dado que Ap−r+1
r−1 ⊆ Ap−rr para todo r ≥ 0 se tiene Bp

r = ηp(d(Ap−r+1
r−1 )) ⊂ ηp(d(Ap−rr )) = Bp

r+1.

Luego Bp
0 ⊆ B

p
1 ⊆ . . . ⊆ B

p
r ⊆ Bp

r+1 ⊆ . . .,

Para cada r fijo, Bp
r ⊆ Zps para todo s ≥ 0 pues

x ∈ d(Ap−r+1
r−1 ) ⇒ x = du con u ∈ F p−r+1C ∧ du ∈ F pC

⇒ x = du ∈ F pC ∧ dx = d2u = 0 ∈ F p+sC ∀s ≥ 0

⇒ x ∈ Aps ∀s ≥ 0.

Entonces Bp
r = ηp(d(Ap−r+1

r−1 )) ⊆ ηp(Asr) = Zps ∀s ≥ 0 como queŕıamos demostrar.

Se define para cada r, p ≥ 0 los espacios EPr como Epr = Zp
r

Bp
r
. Haciendo uso de los teoremas de

isomorfismos de espacios vectoriales (enunciados en, por ejemplo, [37]) se prueba que

Epr =
Zpr
Bp
r

∼=
Apr + F p+1C

d(Ap−r+1
r−1 ) + F p+1C

∼=
Apr

d(Ap−r+1
r−1 ) +Ap+1

r−1

. (2.5)

El primer isomorfismo se debe a que ηp(Apr) = Zpr ∼= Apr/A
p
r ∩ F p+1C ∼= Apr + F p+1C/F p+1C y una

igualdad análoga para Bp
r . El segundo de los isomorfismos se obtiene del hecho que para espacios

vectoriales U, V,W con W ⊂ U vale U+V/W +V ∼= U/W +(V ∩U). Denotamos con ϕ al isomorfismo

en (2.5) entre Epr y Apr/d(Ap−r+1
r−1 ) +Ap+1

r−1

El isomorfismo en (2.5) permite definir las funciones diferenciales para cada r, p, q. Consideramos

la aplicación lineal

ψ : Ap
r

d(Ap−r+1
r−1 )+Ap+1

r−1

−→ Ap+r
r

d(Ap+1
r−1)+Ap+r+1

r−1

u+ d(Ap−r+1
r−1 ) +Ap+1

r−1 7→ du+ d(Ap+1
r−1) +Ap+r+1

r−1

(2.6)

La misma está bien definida. En efecto, consideremos u ∈ Apr , entonces du ∈ F p+rC y d(du) =

d2u = 0 ∈ F p+2rC. Entonces du ∈ Ap+rr . Además, si u, v ∈ Apr y u − v ∈ d(Ap−r+1
r−1 ) + Ap+1

r−1 ⇒
u − v = dx + y con x ∈ Ap−r+1

r−1 , y ∈ Ap+1
r−1. Resulta d(u − v) = dy ∈ d(Ap+1

r−1). Es casi trivial que

dp+r,q−r+1
r ◦ dp,qr = 0 dado que ambas son inducidas por d que es un diferencial de un complejo.

Con estos elementos definimos dpr : Epr −→p+r
r como dpr = ϕ−1 ψ ϕ.

Hasta el momento hemos construido los espacios {Epr} y las diferenciales dpr , resta probar que

forman una sucesión espectral.

La función (2.6) tiene núcleo

ker dpr = ϕ−1

(
{u ∈ Apr : dx ∈ d(Ap+1

r−1) +Ap+r+1
r−1 }

d(Ap−r+1
r−1 ) +Ap+1

r−1

)
∼=

Apr+1 +Ap+1
r−1

d(Ap−r+1
r−1 ) +Ap+1

r−1

∼=
Zpr+1

Bp
r

(2.7)

Para seguir con la prueba del teorema haremos uso del siguiente lema.

19



Lema 2.1.5.
Zpr
Zpr+1

∼=
Bp+r
r+1

Bp+r
r

.

Prueba del lema. Continuamos con la notación anterior. Utilizando teoremas de isomorfismo Imηp ∼=
Apr/ker ηp. De la definición Imηp = Zpr . Además el núcleo de ηp es Apr ∩ F p+1C = {x ∈ F pC : dx ∈
F p+rC ∧ x ∈ F p+1C} = Ap+1

r−1. Luego

Zpr
∼=

Apr

Ap+1
r−1

y
Zpr
Zpr+1

∼=
Apr/A

p+1
r−1

Apr+1/A
p+1
r

. (2.8)

Sabemos que (
Ap+1
r−1 +Apr+1

)
/Ap+1

r−1
∼= Apr+1/

(
Ap+1
r−1 ∩A

p
r+1

)
= Apr+1/A

p+1
r . (2.9)

De (2.8) y (2.9)

Zpr
Zpr+1

∼=
Apr/A

p+1
r−1(

Ap+1
r−1 +Apr+1

)
/Ap+1

r−1

∼=
Apr(

Ap+1
r−1 +Apr+1

) . (2.10)

Recordemos que Bp+r
r = ηp+r(d(Ap+1

r−1)) entonces Bp+r
r
∼= d(Ap+1

r−1)/d(Ap+1
r ). De manera análoga se

obtiene
Bp+r
r+1

Bp+r
r

∼=
d(Ap+1

r−1)/d(Ap+1
r )

d(Apr)/d(Apr+1)
∼=

d(Apr)

d
(
Ap+1
r−1 +Apr+1

) . (2.11)

La aplicación d : APr −→ F p+rC induce un isomorfsimo entre los cocientes (2.10) y (2.11). �

Continuamos con la prueba del Teorema 2.1.4. A partir del lema anterior, dpr : Epr −→ Ep+rr puede

verse como la composición

Epr = Zpr /B
p
r ↪→ Zpr /Z

p
r+1

∼=−→ Bp+r
r+1/B

p+r
r ↪→ Zp+rr /Bp+r

r = Ep+rr ,

de donde se ve que Imdpr = Bp+r
r+1/B

p+r
r ⇒ Imdp−rr = Bp

r+1/B
p
r . De esto y de (2.7) se obtiene

ker dpr

Imdp−rr

∼=
Zpr+1/B

p
r

Bp
r+1/B

p
r

∼=
Zpr+1

Bp
r+1

= Epr+1.

Resumiendo, armamos una sucesión espectral {Ep,qr } donde

Ep0 =
Zp0
Bp

0

=
F pC

F p+1C
y

Ep1 =
Zp1
Bp

1

∼=
Ap1 + F p+1C

d(Ap0) + F p+1C
=
{x ∈ F pC : dx ∈ F p+1C}

d(F pC) + F p+1C
= Hp(F pC∗/F p+1C∗).

Resta probar que ésta converge a la cohomoloǵıa del complejo C∗. Introduciendo el ı́ndice q en la

ecuación (2.5) tenemos
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Ep,qr =
{x ∈ F pCp+q : dx ∈ F p+rCp+q+1}

d({x ∈ F p−r+1Cp+q−1 : dx ∈ F pCp+q}) + {x ∈ F p+1Cp+q : dx ∈ F p+rCp+q+1}
. (2.12)

La sucesión es acotada, por lo tanto para cada grado n existe un r suficientemente grande para el

cual

Ep,q∞ =
{x ∈ F pCp+q : dx = 0}

d({x ∈ Cp+q−1 : dx ∈ F pCp+q}) + {x ∈ F p+1Cp+q : dx = 0}
=

F p+qZp+q

F pBp+q + F p+1Zp+q

para todo p, q tal que p+ q = n.

El homomorfismo h : F pHp+q −→ Ep,q∞ definido como x + F pBp+q 7→ x + F pBp+q + F p+1Zp+q

induce un isomorfismo F pHp+q/F p+1Hp+q ∼= Ep,q∞ quedando probado el teorema. �

A cada complejo de cocadenas filtrado le corresponde una sucesión espectral de cohomoloǵıa.

Veamos que esta correspondencia se mantiene salvo isomorfismos.

Supongamos que (C∗, d) y (C̃∗, d̃) son complejos de cocadenas con respectivas filtraciones en sub-

complejos F pC∗ y F pC̃∗, p = 0, . . . , k. Diremos que un morfismo de cocadenas f : C∗ −→ C̃∗ es

compatible con las filtraciones si f(F pCi) ⊂ F pC̃∗ para todo p = 1, . . . , k. Por otro lado, tenemos la

noción de morfismo de sucesiones espectrales.

Definición 2.1.6. Un homomorfismo f : E −→ E′ de sucesiones espectrales es una familia de trans-

formaciones lineales fp,qr : Ep,qr −→ E′r
p,q tal que dp,qr fp−r,q+r−1

r = fp,qr d′r
p,q para todo r ≥ 0, p, q ∈ Z

y de manera que fp,qr+1 es el mapa inducido por fp,qr .

La primera condición de la definición anterior indica que, para cada r fijo, existe un homomorfismo

de cadenas entre el complejo de la ĺınea de pendiente (r − 1)/r de E y el de E′.

Decimos que dos sucesiones espectrales E y E′ son equivalentes si existe un homomorfismo

f : E −→ E′ y un r tal que fp,qs es un isomorfismo para todo s ≥ r, p, q ∈ Z. En el caso que

dos sucesiones espectrales acotadas sean equivalentes, se tiene Ep,q∞ ∼= E′∞
p,q para todo p, q ∈ Z.

Haciendo uso del lema de los cinco se prueba que si f : E −→ E′ es tal que para un r fijo, fp,qr

es un isomorfismo para todo p, q, entonces las sucesiones espectrales son equivalentes. En particular si

Ep,qr ⇒ Hp+q y E′r
p,q ⇒ H ′ p+q entonces Hp+q ∼= H ′ p+q.

Sea f : C −→ C̃ un morfismo de complejos de cocadenas. El mismo induce homomorfismos

f i : H i(C) −→ H i(C̃) entre los grupos de cohomoloǵıa. Supongamos que los complejos C y C̃ poseen

filtraciones F pC y GpC̃, p = 0, . . . , k respectivamente. Se dice que f es compatible con las mismas

cuando f(F pC) ⊆ GpC̃ para todo p = 0, 1, . . . , k. En el caso que exista un isomorfismo f : C −→ C̃

compatible con las filtraciones, diremos que éstas son equivalentes.

Un homomorfismo f : C −→ C̃ compatible con las filtraciones F pC y GpC̃ induce un homomor-

fismo entre las sucesiones espectrales por ellas definidas fp,qr : Ep,qr (C) −→ Ep,qr (C̃) y una aplicación
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f∞ : Ep,q∞ (C) −→ Ep,q∞ (C̃). En particular, si f es un isomorfismo también lo son f i, fp,qr y f∞. Por lo

tanto, dos complejos de cadena con filtraciones equivalentes inducen sucesiones espectrales equivalen-

tes.

2.2. Sucesiones espectrales en álgebras de Lie nilpotentes

En un álgebra de Lie n nilpotente es posible definir una sucesión creciente de subespacios de n∗,

el dual de n. Precisamente los anuladores de la serie central descendente. Esta sucesión se preserva

por la diferencial del complejo de Chevalley-Eilenberg del álgebra de Lie y por lo tanto define una

filtración del mismo. Aplicamos los resultados de la Sección 2.1 a dicho complejo filtrado y obtenemos

una sucesión espectral natural asociada a n. En virtud del Teorema 2.1.4 dicha sucesión espectral

converge y lo hace a la cohomoloǵıa del álgebra de Lie.

A lo largo de la sección trabajaremos con esta sucesión espectral. Desarrollaremos con detalle

ejemplos en dimensiones tres y cuatro. Estudiaremos propiedades de esta cohomoloǵıa que harán más

sencillo su cálculo.

De aqúı en más n denotará un álgebra de Lie nilpotente. Consideraremos los subespacios del dual

de n ya definidos en (1.2)

V0 = 0, Vi = {α ∈ n∗ : dα ∈ Λ2Vi−1} i ≥ 1.

Por el Corolario 1.2.7, si n es k-pasos nilpotente se verifica

0 = V0 ( V1 ( . . . ( Vk−1 ( Vk = n∗. (2.13)

Además, inducen inclusiones en el producto exterior: si m = dim n, para cada q = 1, . . . ,m se tiene

0 = ΛqV0 ( ΛqV1 ( . . . ( ΛqVk−1 ( ΛqVk = Λqn∗ (2.14)

Recordar que Λ0Vi = R para i = 1, . . . ,m y Λ0V0 = 0.

Denotamos C∗ al complejo de Chevalley-Eilenberg definido en (1.3). Para cada i fijo, {ΛqVi}q≥0

constituye un subcomplejo de C∗ como se prueba en la siguiente proposición.

Proposición 2.2.1. Con las definiciones anteriores, se verifica que d(ΛqVi) ⊂ Λq+1Vi para todo

0 ≤ q ≤ m, i ≥ 0.

Prueba. Considere {e1, . . . , es1 , es1+1, . . . , esk−1 , . . . , em} una base de n∗ de manera que {e1, . . . , esi}
es base de Vi. Luego Λq(Vi) = span{ej1 ∧ ej2 ∧ . . . ∧ ejq : j1 < j2 < . . . < jq, jr ∈ {1, . . . , si}, ∀r =

1, . . . , q}.
Utilizando la fórmula de la diferencial dada en (1.4) se tiene

d(ej1 ∧ . . .∧ejq)(er1 , er2 , . . . , erq+1) =
∑
u<v

(−1)u+vej1 ∧ . . .∧ejq([eru , erv ], er1 , . . . , ˇeru , . . . , ěrv , . . . , erq+1).
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Si algún ru /∈ {1, . . . , si}(ru > si)⇒ eru ∈ ni y por lo tanto d(ej1 ∧ . . .∧ejq)(er1 , er2 , . . . , erq+1) = 0.

Luego d(ej1 ∧ . . . ∧ ejq) ∈ Λq+1Vi quedando demostrada la proposición. �

Luego, para cada p = 0, . . . , k

F pC∗ : 0 −→ R −→ Vk−p −→ Λ2Vk−p −→ · · · −→ ΛmVk−p −→ 0 (2.15)

es un subcomplejo de C∗ y estos subcomplejos se ordenan de manera decreciente: 0 ≡ F kC∗ ⊆
F k−1C∗ ⊆ . . . ⊆ F p+1C∗ ⊆ F pC∗ ⊆ . . . ⊆ F 1C∗ ⊆ F 0C∗ = C∗, siendo k el ı́ndice de nilpotencia.

Llamamos filtración canónica o filtración natural de un álgebra de Lie nilpotente n a la filtración

(2.15) del complejo de Chevalley-Eilenberg. Como resultado del Teorema 2.1.4, esta filtración natural

da lugar a una sucesión espectral que tiene como término inicial

Ep,q0 =
F pCp+q

F p+1Cp+q
=

Λp+qVk−p
Λp+qVk−(p+1)

. (2.16)

La ecuación (2.12) se traduce en

Ep,qr
∼=

{x ∈ Λp+qVk−p : dx ∈ Λp+q+1Vk−p−r}
d({x ∈ Λp+q−1Vk−p+r−1 : dx ∈ Λp+qVk−p}) + {x ∈ Λp+qVk−p−1 : dx ∈ Λp+q+1Vk−p−r}

. (2.17)

El término ĺımite es

Ep,q∞
∼=

{x ∈ Λp+qVk−p : dx = 0}
d({x ∈ Λp+q−1n∗ : dx ∈ Λp+qVk−p}) + {x ∈ Λp+qVk−p−1 : dx = 0}

. (2.18)

Notemos que un isomorfismo entre dos álgebras de Lie nilpotentes preserva las filtraciones canónicas

e induce isomorfismos entre las sucesiones espectrales. Esto implica que hay una sucesión espectral

asociada a cada clase de isomorfismo de álgebras de Lie nilpotentes.

Propiedades de las sucesiones espectrales construidas a partir de filtraciones de un complejo aplica-

das a esta filtración natural, permiten obtener relaciones entre los términos de dicha sucesión espectral.

Proposición 2.2.2. Sea n un álgebra de Lie nilpotente y considere la filtración canónica de n. Entonces

la sucesión espectral Ep,qr determinada por (2.16) verifica:

1. Ep,q0 = 0 si p < 0 o p ≥ k,

2. para cada n ∈ {0, . . . ,m}, m = dim n y cada r ≥ 0 los elementos de grado total n son

E0,n
r , E1,n−1

r , . . . , Ek−1,n−k+1
r donde k es el ı́ndice de nilpotencia de n∗,

3. en el caso particular r = 0, los elementos de grado n son precisamente:

E0,n
0 =

Λnn∗

ΛnVk−1
, E1,n−1

0 =
ΛnVk−1

ΛnVk−2
, . . . . . . Ek−1,n−k+1

0 =
ΛnV1

ΛnV0
= ΛnV1,

4. en el ĺımite, el único término no nulo de grado 1 es Ek−1,2−k
∞ que coincide con V1 = Z1. Para

grado total 0, el único término no nulo es Ek−1,1−k
∞ = H0(n) = R,

23



5. los términos E1 de la sucesión espectral se corresponde con la cohomoloǵıa de los complejos

0 −→
Vk−p

Vk−(p+1)
−→

Λ2Vk−p
Λ2Vk−(p+1)

−→ . . . −→
ΛmVk−p

ΛmVk−(p+1)
−→ 0,

6. el valor r0 para el cual la sucesión se estabiliza (Er = E∞, ∀r ≥ r0) depende del ı́ndice de

nilpotencia k de n.

Prueba. El primer punto es consecuencia de F pC∗ = 0 si p < 0 y F pC∗ = 0 si p ≥ k, ver (2.15). El

segundo y tercer punto se desprenden de lo anterior y (2.16).

El punto 4. se debe a que Er ⇒ H∗(n). Por lo tanto Ep,q∞ ∼= FPHp+q

F p+1Hp+q , en particular

Ek−1,2−k
∞

∼=
F k−1H1

F kH1
∼= F k−1H1 =

F k−1Z1

F k−1B1
=
Z1 ∩ V1

B1 ∩ V1
.

Recordemos que, por definición B1 = 0 y V1 = Z1, entonces Ek−1,2−k
∞ = Z1. Además por (2.17),

Ep,−pr = 0 para p = 0, 1, .., k − 2 y Ek−1,1−k
r = R.

Uno de los resultados del Teorema 2.1.4 es que el término E1 es la cohomoloǵıa de los complejos

cociente del enunciado de donde se deduce el punto 5.

Sobre el valor r0 que da la convergencia de la sucesión espectral, notemos que la filtración es finita

y vale la expresión (2.17). Entonces, para cada p = 0, . . . , k − 1, si k − p− r ≤ 0 y k − p+ r − 1 ≥ k

(r ≥ k − p, r ≥ p + 1) se tiene en el numerador Λp+q+1Vk−p−r = V0 = {0} y en el denominador

Λp+q−1Vk−p+r−1 = n∗. Comparando con la ecuación (2.18), si r ≥ r0 := máx{k − p, p + 1} resulta

Er = E∞. �

La sucesión espectral construida a partir de una filtración acotada de un complejo de cocadenas

como en el Teorema 2.1.4 converge a la cohomoloǵıa del complejo original. Este hecho para la filtración

canónica de un álgebra de Lie nilpotente n significa que la sucesión espectral converge a la cohomoloǵıa

del álgebra de Lie dada. Expĺıcitamente, para cada i se tiene la sucesión de subespacios de H i(n)

0 = F kH i(n) ⊆ . . . ⊆ F p+1H i(n) ⊆ F pH i(n) ⊆ F p−1H i(n) ⊆ . . . ⊆ F 0H i(n) = H i(n),

donde F pBi := d(Λi−1n∗) ∩ ΛiVk−p, F
pZi := {x ∈ Λin∗ : dx = 0} ∩ ΛiVk−p y F pH i = F pZi/F pBi.

También Ep,q∞ ∼= F pHp+q(n)/F p+1Hp+q+1(n). Luego

H i(n) ∼=
⊕
p+q=i

Ep,q∞ . (2.19)

Por lo tanto el cálculo del ĺımite de la sucesión espectral inducida por la filtración (2.15) per-

mite escribir a la cohomoloǵıa usual de n como suma directa de subespacios. Vale aclarar que estos

subespacios son, en general no nulos y diferentes del espacio total. Esta propiedad motiva la siguiente

definición.
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Definición 2.2.3. Los grupos de cohomoloǵıa intermedia de grado i de un álgebra Lie nilpotente n

son los espacios vectoriales Ep,q∞ (n) donde p+ q = i.

Para ilustrar la manera de calcular esta cohomoloǵıa y para realizar comparaciones con la coho-

moloǵıa usual de álgebras de Lie, presentamos los cálculos en ejemplos sencillos como las álgebras de

Lie abelianas y las álgebras de Lie nilpotentes de dimensión tres y cuatro.

Cohomoloǵıa intermedia de álgebras abelianas: Si n es abeliana de dimensión m entonces k

es uno y por lo tanto V1 = n∗. En la filtración del complejo resulta F 1C∗ el complejo nulo y

F 0C∗ : 0 −→ R −→ n∗ −→ Λ2n∗ −→ · · · −→ Λmn∗ −→ 0.

Para obtener los términos iniciales de la sucesión espectral se reemplaza la filtración en la ecuación

(2.16), obteniéndose

Ep,q0 =

{
Λp+qn∗ si p = 0

{0} si p 6= 0
.

Luego, la sucesión espectral sólo tiene elementos no nulos en la columna p = 0, los cuales son

E0,q
0 = Λqn∗ si q = 1, . . . ,m. Es decir, en p = 0 se tienen los espacios del complejo de Chevalley-

Eilenberg. En consecuencia las diferenciales dp,q0 : Ep,q0 −→ Ep,q+1
0 son nulas, salvo en p = 0 donde

coinciden con la diferencial del álgebra de Lie. El término E1 de la sucesión espectral es la cohomoloǵıa

de E0, por lo tanto Ep,q1 = {0} si p 6= 0. Para q = 1, . . . ,m, hay sólo un término no nulo de grado

q y es E0,q
1 = Hq(n). La sucesión espectral tiene como ĺımite el valor en E1 ya que dp,qr tienen como

dominio o codominio al espacio {0} si r ≥ 1. Por ello, E∞ = E1.

Es decir

Hp(n,R) = E0,p
∞ (n) ∀p = 0, . . . ,dim n.

Cohomoloǵıa intermedia del álgebra de Heisenberg h1: Consideramos la base {e1, e2, e3}
con corchetes no nulos [e1, e2] = −e3 por lo tanto es dos pasos nilpotente. En la base dual {e1, e2, e3}
de h∗1, la diferencial vale d(e1) = d(e2) = 0 y d(e3) = e1 ∧ e2. Resultan V0 = {0}, V1 =

〈
{e1, e2}

〉
y V2 = h∗1. En la filtración resulta F 2C∗ el complejo nulo, F 0C∗ el complejo de Chevalley-Eilenberg

0 −→ R −→ h∗1 −→ Λ2h∗1 −→ Λ3h∗1 −→ 0 y F 1C∗ el subcomplejo formado por

F 1C∗ : 0 −→ R −→ V1 −→ Λ2V1 −→ 0.

Nuevamente, utilizando la fórmula (2.16) para el término inicial resulta que Ep,q0 = {0} salvo para

p = 0, 1 para los cuales

E0,0
0 = 0, E0,q

0 =
Λqh∗1
ΛqV1

q = 1, 2, 3, E1,−1
0 = R, E1,q

0 = Λq+1V1 q = 0, 1.

Las diferenciales de la sucesión espectral en el paso inicial son verticales, por lo que el término E1

será, en p = 1 la cohomoloǵıa del complejo F 1C∗ y en p = 0 la cohomoloǵıa del complejo cociente. Es
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posible utilizar directamente las fórmulas (2.17) para obtener E1, E2, etc. De esta forma es como se

han realizado los cálculos siguientes.

En el caso de h1 resultan:

E0,0
1 = 0, E0,1

1 =
h∗1
V1

E0,2
1 =

{x ∈ Λ2h∗1 : dx ∈ Λ3V1 = {0}}
d({x ∈ h∗1 : dx ∈ Λ2h∗1}) + {x ∈ Λ2V1 : dx ∈ Λ3V1}

=
Λ2h∗1
Λ2V1

E0,3
1 = Λ3h∗1 E1,−1

1 = R, E1,0
1 = V1 E1,1

1 = Λ2V1.

Es decir, E1 coincide con E0.

El término E2:

E0,0
2 = 0, E0,1

2 =
{x ∈ h∗1 : dx = 0}

d(h∗1) + {x ∈ V1 : dx = 0}
=
V1

V1

∼= {0}

E0,2
2 =

{x ∈ Λ2h∗1 : dx = 0}
d(h∗1) + {x ∈ Λ2V1 : dx = 0}

=
Λ2h∗1
Λ2V1

E0,3
2 = Λ3h∗1 E1,−1

1 = R, E1,0
2 = V1

E1,1
2 =

{x ∈ Λ2V1 : dx = 0}
d({x ∈ h∗1 : dx ∈ Λ2V1})

∼= {0}.

E2 es el término ĺımite de la sucesión espectral y por lo tanto tenemos

H0(h1) = R, H1(h1) ∼= E0,1
2 ⊕E

1,0
2
∼= {0} ⊕ V1, H

2(h1) ∼= E0,2
2 ⊕E

1,1
2
∼=

Λ2h∗1
Λ2V1

⊕ {0}, H3(h1) = Λ3h∗1.

Observación 2.2.4. Observe que en los dos ejemplos anteriores los grupos de cohomoloǵıa intermedia

son cero o bien coinciden con el grupo de cohomoloǵıa usual de n. Es decir, en estos dos casos, la

cohomoloǵıa intermedia no refina la usual. Veremos que este no siempre es el caso con los dos ejemplos

siguientes.

Cohomoloǵıa intermedia de las álgebras nilpotentes de dimensión 4: Existen dos álgebras

de Lie nilpotentes de dimensión cuatro, éstas son:

1. n = 〈{e1, e2, e3, e4}〉 con único corchete no nulo [e2, e3] = −e4. Esta álgebra es isomorfa a

R ⊕ h1, también es dos pasos nilpotente y si tomamos la base dual en n∗ la diferencial resulta

d(e1) = d(e2) = d(e3) = 0, d(e4) = e2 ∧ e3. La sucesión de subespacios de n∗ es

V0 = {0}, V1 =
〈
{e1, e2, e3}

〉
, V2 =

〈
{e1, e2, e3, e4}

〉
.

F 2C∗ es el complejo nulo y F 0C∗ es 0 −→ R −→ n∗ −→ Λ2n∗ −→ Λ3n∗ −→ Λ4n∗ −→ 0. Como

en todo caso dos pasos nilpotente hay sólo un subcomplejo intermedio que es F 1C∗ : 0 −→
R −→ V1 −→ Λ2V1 −→ Λ3V1 −→ 0. La filtración es C∗ = F 0C∗ ⊃ F 1C∗ ⊃ F 2C∗ = 0. En la

columna p = 0 del término E0 se tiene el complejo cociente F 0C∗/F 1C∗ y en p = 1 a F 1C∗.
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Calculando el término inicial se obtiene

E0,0
0 = 0 E0,1

0 =
n∗

V1
E0,2

0 =
Λ2n∗

Λ2V1
E0,3

0 =
Λ3n∗

Λ3V1
E0,4

0 = Λ4n∗

E1,−1
0 = R E1,0

0 = V1 E1,1
0 = Λ2V1 E1,2

0 = Λ3V1.

El término E1 es

E0,0
1 = 0 E0,1

1 =
{x ∈ n∗ : dx ∈ Λ2V1}

d(n∗) + {x ∈ V1 : dx = 0}
=

n∗

V1

E0,2
1 =

{x ∈ Λ2n∗ : dx ∈ Λ3V1}
d(n∗) + {x ∈ Λ2V1 : dx ∈ Λ3V1}

=
Λ2n∗

Λ2V1
E0,3

1 =
Λ3n∗

Λ3V1
E0,4

1 = Λ4n∗

E1,−1
1 = R, E1,0

1 = {x ∈ V1 : dx = 0} = V1,

E1,1
1 =

{x ∈ Λ2V1 : dx = 0}
d(V1)

∼= Λ2V1, E1,2
1 = Λ3V1.

Y por último el término ĺımite E∞ = E2

E0,1
2 =

{x ∈ n∗ : dx = 0}
d(n∗) + {x ∈ V1 : dx = 0}

∼= {0}

E0,2
2 =

{x ∈ Λ2n∗ : dx = 0}
d(n∗) + Λ2V1

=
Λ2V1 +

〈
{e2 ∧ e4, e3 ∧ e4}

〉
Λ2V1

E0,0
2 = 0 E0,3

2 =
{x ∈ Λ3n∗ : dx = 0}
d(Λ2n∗) + Λ3V1

=
Λ3n∗

Λ3V1
E0,4

2 = Λ4n∗

E1,−1
2 = R E1,0

2 =
{x ∈ V1 : dx = 0}

d({x ∈ n∗ : dx ∈ V1})
∼= V1

E1,1
2 =

{x ∈ Λ2V1 : dx = 0}
d({x ∈ n∗ : dx ∈ Λ2V1})

=
Λ2V1

〈{d(e4) = e2 ∧ e3}〉

E1,2
2 =

{x ∈ Λ3V1 : dx = 0}
d({x ∈ Λ2n∗ : dx ∈ Λ3V1})

=
Λ3V1

Λ3V1

∼= {0}.

Muchas de las igualdades anteriores surgen del hecho que la diferencial restringida al complejo

F k−1C∗ es nula, en este caso a F 1C∗. La homoloǵıa usual del n∗ queda descompuesta de la

siguiente manera,

H0(n) = R
H1(n) ∼= E0,1

2 ⊕ E1,0
2
∼= {0} ⊕ V1

H2(n) ∼= E0,2
2 ⊕ E1,1

2
∼= Λ2V1+{〈{e2∧e4,e3∧e4}〉

Λ2V1
⊕ Λ2V1
〈{e2∧e3}〉

H3(n) = Λ3n∗

H4(n) = Λ4n∗.
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Por el Teorema de Nomizu los números de Betti de una nilvariedad Γ\N donde n es el álgebra

de Lie N son

β0 = 1, β1 = 3, β2 = 2 + 2 = 4, β3 = 3, β4 = 1.

2. n = 〈{e1, e2, e3, e4}〉 donde los corchetes no nulos son [e1, e2] = e3 y [e1, e3] = e4. Es tres pasos

nilpotente y la diferencial en la base dual es d(e1) = d(e2) = 0, d(e3) = −e1∧e2 y d(e4) = −e1∧e3.

En este caso se tiene

V0 = {0}, V1 =
〈
{e1, e2}

〉
, V2 =

〈
{e1, e2, e3}

〉
, V3 = n∗1.

Una vez más F 3C∗ es el complejo nulo y F 0C∗ es todo el complejo 0 −→ R −→ n∗ −→ Λ2n∗ −→
Λ3n∗ −→ Λ4n∗ −→ 0. Los subcomplejos intermedios son

F 1C∗ : 0 −→ R −→ V2 −→ Λ2V2 −→ Λ3V2 −→ 0

F 2C∗ : 0 −→ R −→ V1 −→ Λ2V1 −→ 0

Se observa claramente la filtración C∗ = F 0C∗ ⊃ F 1C∗ ⊃ F 2C∗ ⊃ F 3C∗ = 0. Dado que el

grado de nilpotencia es tres, se tienen tres columnas no nulas en el término inicial de la sucesión

espectral: aquellas correspondientes a p = 0, 1, 2. En este caso el término inicial es

E0,0
0 = 0 E0,1

0 =
n∗

V2
E0,2

0 =
Λ2n∗

Λ2V2
E0,3

0 =
Λ3n∗

Λ3V2
E0,4

0 =
Λ4n∗

Λ4V2

E1,−1
0 = 0 E1,0

0 =
V2

V1
E1,1

0 =
Λ2V2

Λ2V1
E1,2

0 = Λ3V2

E2,−2
0 = R E2,−1

0 = V1 E2,0
0 = Λ2V1.

La cohomoloǵıa de E0 es

E0,1
1 =

{x ∈ n∗ : dx ∈ Λ2V2}
{x ∈ V2 : dx ∈ Λ2V2}

=
n∗

V2

E0,3
1 =

{x ∈ Λ3n∗ : dx = 0}
d(Λ2n∗) + {Λ3V2 : dx = 0}

=
Λ3n∗

〈{e1 ∧ e2 ∧ e4}〉+ Λ3V2

E0,2
1 =

{x ∈ Λ2n∗ : dx ∈ Λ3V2}
d(n∗) + {x ∈ Λ2V2 : dx ∈ Λ3V2}

=

〈
{e1 ∧ e4, e2 ∧ e4}

〉
+ Λ2V2

Λ2V2
E0,4

1 = Λ4n∗.

E1,0
1 =

V2

V1
E1,1

1 =
{x ∈ Λ2V2 : dx = 0}

d(V2) + {x ∈ Λ2V1 : dx = 0}
=

Λ2V2

Λ2V1

E1,2
1 =

{x ∈ Λ3V2 : dx = 0}
d(Λ2V2)

= Λ3V2.
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E0,0
1 = 0 E1,−1

1 = 0 E2,−2
1 = R E2,−1

1 = V1 E2,0
1 = Λ2V1.

Observando la ecuación (2.18), se ve que los términos E0,3
1 , E0,4

1 , E0,0
1 , E1,−1

1 y E2,−2
1 son los

valores ĺımites. A pesar que en el numerador de E1,1
1 contiene los elementos cerrados, no es

posible asegurar que sea el valor ĺımite debido a que en el denominador se tiene d(V2) en vez de

d(n∗).

Los restantes términos de E2 son:

E0,1
2 =

{x ∈ n∗ : dx ∈ Λ2V1}
{x ∈ V2 : dx ∈ Λ2V1}

=
V2

V2

∼= {0}, E1,0
2 =

{x ∈ V2 : dx = 0}
{x ∈ V1 : dx = 0}

=
V1

V1

∼= {0},

E0,2
2 =

{x ∈ Λ2n∗ : dx = 0}
d(n∗) + {x ∈ Λ2V2 : dx = 0}

=
Λ2V2 +

〈
{e1 ∧ e4}

〉
Λ2V2

,

E1,1
2 =

x ∈ Λ2V2 : dx = 0}
d({x ∈ n∗ : dx ∈ Λ2V2}) + Λ2V1

=
Λ2V2

〈{e1 ∧ e3}〉+ Λ2V1
,

E1,2
2 =

x ∈ Λ3V2 : dx = 0}
d({x ∈ Λ2n∗ : dx ∈ Λ3V2})

=
Λ3V2

〈{e1 ∧ e2 ∧ e3}〉
∼= {0},

E2,−1
2 = V1 E2,0

2
∼= {0}.

Finalmente, la cohomoloǵıa usual queda escrita como

H0(n) = R
H1(n) ∼= E0,1

2 ⊕ E1,0
2 ⊕ E2,−1

2 = {0} ⊕ {0} ⊕ V1,

H2(n) ∼= E0,2
2 ⊕ E1,1

2 ⊕ E2,0
2 =

Λ2V2+〈{e1∧e4}〉
Λ2V2

⊕ Λ2V2
〈{e1∧e3}〉+Λ2V1

⊕ {0}
H3(n) ∼= E0,3

2 ⊕ E1,2
2 = Λ3n∗

〈{e1∧e2∧e4}〉+Λ3V2
⊕ {0}

H4(n) ∼= E0,4
2 = Λ4n∗;

y los números de Betti de n

β0 = 1, β1 = 2, β2 = 1 + 1 = 2, β3 = 2, β4 = 1.

Observación 2.2.5. El valor r0 para el cual se estabiliza la sucesión espectral depende del grado de

nilpotencia de n como fue probado en la Proposición 2.2.2. Relevando este valor para los ejemplos

recién vistos, tenemos que en el caso abeliano r0 = 1 y en dimensiones tres y cuatro vale r0 = 2.

Más adelante veremos que en dimensión seis se obtendrán distintos valores de r0, aunque siempre

r0 ≤ 3.
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La fórmula de Künneth en el caso de la cohomoloǵıa de álgebras de Lie, permite describir la

cohomoloǵıa de un álgebra de Lie que es suma directa de dos ideales, en función de la cohomoloǵıa de

los factores directos.

Es nuestro interés determinar una fórmula similar para la cohomoloǵıa intermedia de un álgebra

de Lie n en función de la cohomoloǵıa intermedia de sus factores directos, en el caso que los tenga.

Teorema 2.2.6. Sea n un álgebra de Lie k-pasos nilpotente que descompone como suma directa de

ideales n = R⊕ h. Entonces h es k-pasos nilpotente y ∀ r ≥ 0, r =∞ resulta:

1. Ep,qr (n) = Ep,qr (h) = 0 si p < 0, p ≥ k o p+ q < 0.

2. Ep,−pr (n) = 0 para todo p = 0, . . . , k − 2 y Ek−1,1−k
r (n) ∼= R.

3. Ek−1,2−k
r (n) ∼= Ek−1,2−k

r (h)⊕ R,

4. Ep,1−pr (n) ∼= Ep,1−pr (h) si p ≤ k − 2,

5. Ep,qr (n) ∼= Ep,qr (h)⊕ Ep,q−1
r (h) si p+ q ≥ 2.

Prueba. Sólo presentaremos algunas identidades que permitirán llegar a la prueba. Supongamos n =

Rx ⊕ h. Notaremos con x∗ al elemento en n∗ tal que x∗(x) = 1, x∗(h) = 0 e identificamos h∗ ⊆ n∗.

Claramente dx∗ = 0 y h∗ es invariante por d, siendo la restricción de d a h∗ la diferencial correspondiente

a h como álgebra de Lie.

Los subespacios Ṽ0 ⊆ Ṽ1 ⊆ · · · ⊆ Ṽk = h∗ y V0 ⊆ V1 ⊆ · · · ⊆ Vk = n∗ que filtran h∗ y n∗

respectivamente están relacionados por:

Ṽ0 = V0 = 0, Vi = Ṽi ⊕ Rx∗, i = 1, . . . , k.

El término inicial E0 se obtiene por la ecuación (2.16). Para grado total 1 se tiene

Ep,1−p0 (n) =
Vk−p
Vk−p−1

=


(Ṽk−p ⊕ Rx∗)/(Ṽk−p−1 ⊕ Rx∗) ∼= Ṽk−p/Ṽk−p−1 = Ep,1−p0 (h) si p 6= k − 1

V1 = Ṽ ⊕ Rx∗ si p = k − 1

.

Si el grado total es mayor o igual a 2 entonces Λp,qVk−p = Λp,qṼk−p ⊕Rx∗ ∧Λp+q−1Ṽk−p de donde

Ep,q0 (n) =
Λp,qVk−p

Λp,qVk−p−1
=

Λp,qṼk−p ⊕ Rx∗ ∧ Λp+q−1Ṽk−p

Λp,qṼk−p−1 ⊕ Rx∗ ∧ Λp+q−1Ṽk−p−1

∼=
Λp,qṼk−p

Λp,qṼk−p−1

⊕
Λp+q−1Ṽk−p

Λp+q−1Ṽk−p−1

∼= Ep,q0 (h)⊕ Ep,q−1
0 (h).

Para r ≥ 1 trabajamos con la fórmula (2.17) de donde

Ek−1,q
r (n) =

{y ∈ Λk+q−1V1 : dy = 0}
d({y ∈ Λk+q−2Vr : dy ∈ Λk+q−1V1})

. (2.20)
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Si q = 2− k entonces Ek−1,2−k
r (n) = {x ∈ V1 : dy = 0} = V1 = Ṽ1 ⊕ Rx∗ ∼= Ek−1,2−k

r (h)⊕ R.

En el caso q ≥ 3− k (⇔ k + q − 1 ≥ 2) se tiene el isomorfismo canónico

Λk+q−1V1
∼= Λk+q−1Ṽ1 ⊕ Rx∗ ∧ Λk+q−2Ṽ1,

es decir ω ∈ Λk+q−1V1 ⇔ ω = ω1 + x∗ ∧ ω2 con ω1 ∈ Λk+q−1Ṽ1, ω2 ∈ Λk+q−2Ṽ1. Además dω = 0 ⇔
dω1 + x∗ ∧ dω2 = 0⇔ dω1 = dω2 = 0. Luego el numerador en (2.20) se escribe

{y ∈ Λk+q−1V1 : dy = 0} = {x ∈ Λk+q−1Ṽ1 : dy = 0} ⊕ Rx∗ ∧ {x ∈ Λk+q−2Ṽ1 : dy = 0}.

Para describir el denominador debemos separar en el caso que k + q − 2 = 1 (⇔ q = 3− k) o bien

k + q − 2 ≥ 2. En el primer caso

d({y ∈ Λk+q−2Vr : dy ∈ Λk+q−1V1}) = d({y ∈ Vr : dy ∈ Λ2V1}) = d(V2) = d(Ṽ2),

resultando

Ek−1,3−k
r (n) =

{x ∈ Λ2Ṽ1 : dy = 0} ⊕ Rx∗ ∧ {x ∈ Ṽ1 : dy = 0}
d(Ṽ2)

∼= Ek−1,3−k
r (h)⊕ Rx∗ ∧ Ṽ1︸ ︷︷ ︸

∼=Ṽ1

∼= Ek−1,3−k
r (h)⊕ Ek−1,2−k

r (h).

En el caso k + q − 2 ≥ 2 (⇔ q ≥ 4 − k) Λk+q−2Vr = Λk+q−2Ṽr ⊕ (Rx∗ ∧ Λk+q−3Ṽr). Entonces,

cada ω ∈ Λk+q−2Vr puede ser escrita como ω = ω1 + x∗ ∧ ω2 donde ω1 ∈ Λk+q−2Ṽr y ω2 ∈ Λk+q−3Ṽr.

Además Λk+q−1V1 = Λk+q−1Ṽ1 ⊕ Rx∗ ∧ Λk+q−2Ṽ1.

Entonces para ω ∈ Λk+q−2Vr

dω = dω1 + x∗ ∧ dω2 ∈ Λk+q−1V1 si y sólo si dω1 ∈ Λk+q−1Ṽ1 y dω2 ∈ Λk+q−2Ṽ1.

Luego

d({y ∈ Λk+q−2Vr : dy ∈ Λk+q−1V1}) =

= d({y ∈ Λk+q−2Ṽr : dy ∈ Λk+q−1Ṽ1})⊕ Rx∗ ∧ d({y ∈ Λk+q−3Ṽr : dy ∈ Λk+q−2Ṽ1}).

Combinando las fórmulas del numerador y denominador, la ecuación (2.20) resulta

Ek−1,q
r (n) ∼= Ek−1,q

r (h)⊕ Ek−1,q−1
r (h)

Para aquellos p 6= k − 1 la prueba es análoga. �

La primer álgebra de Lie n de dimensión cuatro dada en los ejemplos es suma directa de ideales:

n = Re1⊕h, donde h es el álgebra de Lie nilpotente de dimensión tres (Heisenberg). Pueden compararse

la cohomoloǵıa intermedia de n con la de h y se verá que la relación entre ellas es la dada en el teorema

anterior.

Para las álgebras de Lie nilpotentes que sean suma directa de ideales n = Rs ⊕ h, con s ≥ 1 es

posible aplicar inductivamente el teorema anterior.
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Corolario 2.2.7. Sea n un álgebra de Lie nilpotente de la forma n = Rs ⊕ h con s ≥ 1. Entonces los

términos de la sucesión espectral canónica Ep,qr (n) de n se escribe en función de la correspondiente a

h, Ep,q∞ (h).

2.3. Diagramas de cohomoloǵıa intermedia

Aqúı presentamos una manera conveniente de presentar la cohomoloǵıa intermedia de un álgebra

de Lie k-pasos nilpotente g de dimensión m, en vez de listarla término por término como fue hecho en

la sección anterior. Esto permite una rápida lectura de la misma una vez dispuesta en tablas.

Luego de haber calculado los términos E0, E1, . . . , Er = E∞ de la sucesión espectral, en vez de

describir cada término Er como cociente, sólo daremos la dimensión de los mismos como espacio

vectorial. Esta información es expuesta dentro de r + 1 tablas, cada una de k filas y m+ 1 columnas.

Fijado j ∈ {0, . . . , r =∞}, la tabla correspondiente a Ej muestra en la primera columna los términos de

grado total 0, en la segunda columna aquellos de grado total 1, y aśı sucesivamente. Más precisamente,

la tabla correspondiente a Ej se ve como la siguiente:

dim Ek−1,1−k
r dim Ek−1,2−k

r dim Ek−1,3−k
r · · · dim Ek−1,m+1−k

r

...
...

... · · ·
...

dim E1,−1
r dim E1,0

r dim E1,1
r · · · dim E1,m−1

r

dim E0,0
r dim E0,1

r dim E0,2
r · · · dim E0,m

r

Cuadro 2.1: Ej

Las tablas de los ejemplos trabajados anteriormente son

Álgebras abelianas: Como k = 1 se obtendrán tablas de 1 fila y m+ 1 columnas si la dimensión

del álgebra de Lie es m. El término E0 se conforma con las dimensiones de los espacios Λp+qn∗ y, como

fue visto en la sección anterior, resulta que E1 la cohomoloǵıa usual de n∗. Como el álgebra es abeliana

se tiene E1 = E0. El hecho que la diferencial es nula en todos los grados implica que E∞ = E0 y se

tiene sólo una tabla como resultado.

E0 = E∞

1 m
(
m
2

)
· · ·

(
m
m−1

) (
m
m

)

Álgebra de dimensión 3: Las tablas correspondientes a h1 poseen dos filas por ser dos pasos

nilpotente y cuatro columnas por ser la dimensión de h1 igual a 3.
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E0 E1 E2 = E∞

1 2 1 0

0 1 2 1

1 2 1 0

0 1 2 1

1 2 0 0

0 0 2 1

(2.21)

Álgebras de dimensión 4: Separando los dos casos como antes se tiene

1. d(e1) = d(e2) = d(e3) = 0, d(e4) = e2 ∧ e3. Aqúı serán tablas de dos filas y cinco columnas.

E0 E1 E2 = E∞

1 3 3 1 0

0 1 3 3 1

1 3 3 1 0

0 1 3 3 1

1 3 2 0 0

0 0 2 3 1

(2.22)

Observe que a pesar que E0 = E1 éste valor no es el ĺımite de la sucesión espectral. En el caso

abeliano śı lo es pues además las diferenciales son nulas.

2. d(e1) = d(e2) = 0, d(e3) = −e1 ∧ e2 y d(e4) = −e1 ∧ e3. Se agrega una fila al caso anterior pues

el grado de nilpotencia en este caso es tres.

E0 E1 E2 = E∞

1 2 1 0 0

0 1 3 1 0

0 1 3 3 1

1 2 1 0 0

0 1 2 1 0

0 1 2 2 1

1 2 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 1 2 1

Algunas propiedades de la estructura del álgebra de Lie n y de su cohomoloǵıa intermedia se

evidencian en estas tablas.

Por ejemplo, la tabla correspondiente a E0 de un álgebra de Lie nilpotente queda completamente

determinada por la filtración de su dual. Esto se debe a que para r = 0 los términos de grado n son

los dados en el ı́tem 3 de la Proposición 2.2.2. Entonces, si dos álgebras de Lie nilpotentes poseen

filtraciones Vi con iguales dimensiones, las mismas tendrán igual tabla de E0 independientemente de

la diferencial (los corchetes) que la determinan.

Otras propiedades de los diagramas de cohomoloǵıa intermedia asociados a un álgebra de Lie

nilpotente pueden deducirse de las definiciones y proposiciones antes establecidas.

Corolario 2.3.1. Sea n un álgebra de Lie nilpotente y considere la sucesión espectral canónica asociada

a n. Entonces su diagrama de cohomoloǵıa intermedia correspondiente a E∞ verifica:

1. la primera y segunda columnas están formadas por ceros, salvo en los números superiores

dimEk−1,1−k
∞ y dimEk−1,2−k

∞ que son 1 y la dimensión del núcleo de la diferencial d respec-

tivamente.
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2. la última columna en la tabla correspondiente a E∞ consiste de ceros, salvo por el número inferior

que es uno.

3. la suma por columnas de los números correspondientes a la tabla de E∞ dan como resultado los

números de Betti del álgebra de Lie. Es decir

βn =
∑
p+q=n

dim Ep,q∞ .

4. (dualidad de Poincaré) la suma de los elementos de la columna i-ésima coincide con la suma de

la (m− i)-ésima columna.

5. cada suma por columnas es mayor o igual a 2 (salvo para la primera y última).

Prueba. El primer punto se desprende del ı́tem 4 en la Proposición 2.2.2 tomando r =∞. Por otro lado,

si dim n = m, el grupo de cohomoloǵıa Hm(n) está generado por una clase de la forma e1∧e2∧· · ·∧em

(ver Teorema 1.2.11). Esta m-forma es un elemento no nulo en Λmn∗ que no pertence a ΛmVk−1 y no

es exacto. De (2.18),

E0,m
∞ =

{x ∈ Λmn∗ : dx = 0}
d(Λm−1n∗) + {x ∈ Λm−1Vk−1}

tenemos que e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ em define un elemento no nulo en E0,m
∞ . Luego, de esto y (2.19) resulta que

Ep,m−p∞ = 0 para todo p ≥ 1. Nuevamente, haciendo uso de (2.19) deducimos el tercer punto.

La dualidad de Poincaré mencionada en el Teorema 1.2.11 junto con el hecho que la suma de cada

columna es el i-ésimo número de Betti de n implican el cuarto punto de este corolario. En particular,

sabemos que los números de Betti de un álgebra de Lie nilpotente son siempre mayores o iguales a 2

([18]) excepto β0 = 1 = βm. Observemos que dado que la segunda columna tiene sólo un valor distinto

de cero, éste es siempre es mayor o igual a dos. �

En el caso que un álgebra de Lie n k-pasos nilpotente de dimensión m se escriba como suma directa

de ideales n = R⊕h es posible armar el diagrama de n a partir del de h. Denotemos ep,qr a la dimensión

de Ep,qr (h). Notemos que el tamaño de la tabla de h es de k filas y m columnas. Entonces, partiendo

de la misma, agregamos una columna en el extremo derecho al cual le colocamos ceros en todas las

filas y un uno en la de abajo. Para las primeras m columnas (0, 1, . . . ,m− 1), en virtud del Teorema

2.2.6 se construye la tabla de n de la siguiente manera:

1 ek−1,2−k
r + 1 ek−1,3−k

r + ek−1,2−k
r ek−1,4−k

r + ek−1,3−k
r · · · ek−1,m−k

r + ek−1,m−k−1
r 0

...
...

...
... · · ·

...
...

0 0 e1,1
r + e1,0

r e1,2
r + e1,1

r · · · e1,m−2
r + e1,m−3

r 0

0 0 e0,2
r + e0,1

r e0,3
r + e0,2

r · · · e0,m−1
r + e0,m−2

r 1
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Puede observarse este procedimiento de armado de tablas comparando las correspondientes al

álgebra de Lie de dimension cuatro n con único corchete no nulo [e2, e3] = e4 (2.22) y la del álegebra

de Heisenberg de dimensión tres (2.21). En este caso, n = R⊕ h.

Observación 2.3.2. De acuerdo con el Corolario 2.2.7, si n ∼= Rs ⊕ h con h nilpotente puede usarse

el caso anterior e inducción sobre s para expresar er(n) en función de er(h).

Del punto 1. del Corolario 2.3.1 y del Corolario 2.2.7 se obtiene:

Corolario 2.3.3. Si n = Rs ⊕ h es un álgebra de Lie nilpotente y s ≥ 1 entonces E0,2
∞ (n) = E0,2

∞ (h).

Dada un álgebra de Lie n, un factor abeliano a es un ideal abeliano de n que admite un ideal

complementario h de manera que n descompone como suma directa de ideales n = a⊕ h. A través de

la tabla de cohomoloǵıa intermedia es posible determinar una cota superior de la dimensión del mayor

factor abeliano contenido en n. En efecto,

Corolario 2.3.4. Si n es un álgebra de Lie nilpotente con un factor abeliano de dimensión s entonces

el elemento en la primera fila, segunda columna de la tabla E0 (por lo tanto Er para todo r) es mayor

o igual a s+ 2.

2.4. Cohomoloǵıa intermedia en dimensión ≤ 6

Las álgebras de Lie nilpotentes reales están clasificadas hasta dimensión siete, sin embargo seis

es la máxima dimensión para la cual existe una cantidad finita salvo isomorfismos (ver [55],[48]). Por

esta razón calculamos la cohomoloǵıa intermedia de las álgebras de Lie nilpotentes reales de dimensión

menor o igual a seis.

En dimensión uno y dos las únicas álgebras de Lie nilpotentes son abelianas. Salvo isomorfismos, en

dimensión tres hay una sóla álgebra de Lie y en dimensión cuatro hay dos. La cohomoloǵıa intermedia

en estos casos fue desarrollada en los ejemplos de la sección anterior.

En esta sección presentamos la cohomoloǵıa intermedia de álgebras de dimensión cinco y seis, la

cual será mostrada a través de los diagramas de cohomoloǵıa intermedia. El orden en el cual se listan

dichas tablas es en orden creciente por dimensión. En el caso de dimensión seis, notamos que el orden

es el mismo que en el trabajo de S. Salamon [62].

La notación que utilizamos es la usual. El álgebra de Lie notada como n = (0, 0, 12, 13, 23, 14 + 25)

es un álgebra de dimensión seis con base dual {e1, e2, e3, e4, e5, e6} y donde la diferencial en esta base

resulta:

de1 = 0 de2 = 0 de3 = e1 ∧ e2 de4 = e1 ∧ e3 de5 = e2 ∧ e3 de6 = e1 ∧ e4 + e2 ∧ e5.

Según la fórmula de Maurer-Cartan, en términos de corchetes las igualdades anteriores dicen:

[e1, e2] = −e3, [e1, e3] = −e4, [e2, e3] = −e5 [e1, e4] = −e6 = [e2, e5],
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si {ei : i = 1, . . . , 6} es la base dual de {ei : i = 1, . . . , 6}.

Explicitaremos cuando el álgebra de Lie n listada pueda descomponerse como suma directa de

ideales n = Rs⊕ h para que el lector pueda comparar las tablas de n y h de acuerdo al Corolario 2.2.7.

Para las álgebras de Lie de dimensión seis, transcribimos datos sobre existencia de estructuras

simplécticas y complejas obtenidas del trabajo de S. Salamon [62]. Estos dos tipos de estructuras se

definirán más adelante en el trabajo y nos será útil tener como referencia estos datos en dimenisón

seis.
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Dimensión cinco

(1) • n = (0, 0, 12, 13, 14 + 23):

E0 E1 E2

1 2 1 0 0 0

0 1 2 1 0 0

0 1 3 3 1 0

0 1 4 6 4 1

1 2 1 0 0 0

0 1 2 1 0 0

0 1 2 2 1 0

0 1 2 2 2 1

1 2 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 2 0 0

0 0 2 1 2 1

(2) • n = (0, 0, 12, 13, 14):

E0 E1 E2

1 2 1 0 0 0

0 1 2 1 0 0

0 1 3 3 1 0

0 1 4 6 4 1

1 2 1 0 0 0

0 1 2 1 0 0

0 1 2 2 1 0

0 1 2 2 2 1

1 2 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 2 0 0

0 0 2 1 2 1

(3) • n = (0, 0, 12, 13, 23):

E0 E1 E2

1 2 1 0 0 0

0 1 2 1 0 0

0 2 7 9 5 1

1 2 1 0 0 0

0 1 2 1 0 0

0 1 4 3 2 1

1 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 3 3 2 1

(4) • n = (0, 0, 0, 12, 14 + 23):

E0 E1 E2

1 3 3 1 0 0

0 1 3 3 1 0

0 1 4 6 4 1

1 3 3 1 0 0

0 1 3 3 1 0

0 1 3 4 3 1

1 3 2 0 0 0

0 0 1 1 0 0

0 0 1 3 3 1

(5) • n = (0, 0, 0, 12, 24): n = Re3⊕ h donde h es el álgebra de Lie 3-pasos nilpotente de dimensión

4.

E0 E1 E2

1 3 3 1 0 0

0 1 3 3 1 0

0 1 4 6 4 1

1 3 3 1 0 0

0 1 3 3 1 0

0 1 3 4 3 1

1 3 2 0 0 0

0 0 1 1 0 0

0 0 1 3 3 1

(6) • n = (0, 0, 0, 12, 13):

E0 E1 E2

1 3 3 1 0 0

0 2 7 9 5 1

1 3 3 1 0 0

0 2 6 6 3 1

1 3 1 0 0 0

0 0 5 6 3 1

(7) • n = (0, 0, 0, 0, 12): n = Re3⊕Re4⊕ h donde h es el álgebra de Lie nilpotente de dimensión 3.

E0 E1 E2

1 4 6 4 1 0

0 1 4 6 4 1

1 4 6 4 1 0

0 1 4 6 4 1

1 4 5 2 0 0

0 0 2 5 4 1

(8) • n = (0, 0, 0, 0, 12 + 34):

E0 E1 E2

1 4 6 4 1 0

0 1 4 6 4 1

1 4 6 4 1 0

0 1 4 6 4 1

1 4 5 0 0 0

0 0 0 5 4 1

37



Dimensión seis

(1) • n = (0, 0, 12, 13, 14 + 23, 34 + 52): No admite estructuras complejas ni simplécticas.

E0 E1 E2 E3 = E∞

1 2 1 0 0 0 0

0 1 2 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 1 4 6 4 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 2 1 0 0 0 0

0 1 2 1 0 0 0

0 1 2 2 1 0 0

0 1 2 2 2 1 0

0 1 2 3 3 2 1

1 2 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0

0 0 2 1 2 2 1

1 2 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 1 2 2 1

(2) • n = (0, 0, 12, 13, 14, 34 + 52): No admite estructuras complejas ni simplécticas.

E0 E1 E2 E3 = E∞

1 2 1 0 0 0 0

0 1 2 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 1 4 6 4 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 2 1 0 0 0 0

0 1 2 1 0 0 0

0 1 2 2 1 0 0

0 1 2 2 2 1 0

0 1 2 3 3 5 1

1 2 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0

0 0 2 1 2 2 1

1 2 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 1 2 2 1

(3) • n = (0, 0, 12, 13, 14, 15): No admite estructuras complejas pero śı estructuras simplécticas.

E0 E1 E2 E3 = E∞

1 2 1 0 0 0 0

0 1 2 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 1 4 6 4 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 2 1 0 0 0 0

0 1 2 1 0 0 0

0 1 2 2 1 0 0

0 1 2 2 2 1 0

0 1 2 3 3 2 1

1 2 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0

0 0 1 1 1 0 0

0 0 2 2 2 2 1

1 2 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 1 1 0 0

0 0 1 2 2 2 1

(4) • n = (0, 0, 12, 13, 14+23, 15+24): No admite estructuras complejas pero śı estructuras simplécti-

cas.

E0 E1 E2 E3 = E∞

1 2 1 0 0 0 0

0 1 2 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 1 4 6 4 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 2 1 0 0 0 0

0 1 2 1 0 0 0

0 1 2 2 1 0 0

0 1 2 2 2 1 0

0 1 2 3 2 2 1

1 2 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0

0 0 1 1 1 0 0

0 0 2 2 2 2 1

1 2 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 1 1 0 0

0 0 1 2 2 2 1

(5) • n = (0, 0, 12, 13, 14, 15+23): No admite estructuras complejas pero śı estructuras simplécticas.

E0 E1 E2 E3 = E∞

1 2 1 0 0 0 0

0 1 2 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 1 4 6 4 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 2 1 0 0 0 0

0 1 2 1 0 0 0

0 1 2 2 1 0 0

0 1 2 2 2 1 0

0 1 2 3 3 2 1

1 2 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0

0 0 1 1 1 0 0

0 0 2 2 2 2 1

1 2 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 1 1 0 0

0 0 1 2 2 2 1

(6) • n = (0, 0, 12, 13, 23, 14): No admite estructuras complejas pero śı estructuras simplécticas.
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E0 E1 E2 = E∞

1 2 1 0 0 0 0

0 1 2 1 0 0 0

0 2 7 9 5 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 2 1 0 0 0 0

0 1 2 1 0 0 0

0 2 4 3 2 1 0

0 1 2 3 3 2 1

1 2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 2 3 2 0 0

0 0 2 3 2 2 1

(7) • n = (0, 0, 12, 13, 23, 14−25): No admite estructuras complejas pero śı estructuras simplécticas.

E0 E1 E2 = E∞

1 2 1 0 0 0 0

0 1 2 1 0 0 0

0 2 7 9 5 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 2 1 0 0 0 0

0 1 2 1 0 0 0

0 2 4 3 2 1 0

0 1 2 3 3 2 1

1 2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 2 3 2 0 0

0 0 2 3 2 2 1

(8) • n = (0, 0, 12, 13, 23, 14+25): Admite estructuras complejas nilpotentes y estructuras simplécti-

cas.

E0 E1 E2 = E∞

1 2 1 0 0 0 0

0 1 2 1 0 0 0

0 2 7 9 5 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 2 1 0 0 0 0

0 1 2 1 0 0 0

0 2 4 3 2 1 0

0 1 2 3 3 2 1

1 2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 2 3 2 0 0

0 0 2 3 2 2 1

(9) • n = (0, 0, 0, 12, 14−23, 15+34): No admite estructuras complejas pero śı estructuras simplécti-

cas.

E0 E1 E2 E3 = E∞

1 3 3 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 1 4 6 4 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 3 3 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 1 3 4 3 1 0

0 1 3 4 4 3 1

1 3 2 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 2 1 0 0

0 0 2 2 3 3 1

1 3 2 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 2 1 0 0

0 0 1 2 3 3 1

(10) • n = (0, 0, 0, 12, 14, 15+23): No admite estructuras complejas pero śı estructuras simplécticas.

E0 E1 E2 = E∞

1 3 3 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 1 4 6 4 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 3 3 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 1 3 4 3 1 0

0 1 3 4 4 3 1

1 3 2 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 2 2 0 0

0 0 2 3 3 3 1

(11) • n = (0, 0, 0, 12, 14, 15+23+24): No admite estructuras complejas pero śı estructuras simplécti-

cas.

E0 E1 E2 = E∞

1 3 3 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 1 4 6 4 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 3 3 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 1 3 4 3 1 0

0 1 3 4 4 3 1

1 3 2 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 2 2 0 0

0 0 2 3 3 3 1

(12) • n = (0, 0, 0, 12, 14, 15+24): n = Re3⊕h donde h es el álgebra (1) de dimensión 5. No admite

estructuras complejas pero śı simplécticas.

39



E0 E1 E2 = E∞

1 3 3 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 1 4 6 4 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 3 3 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 1 3 4 3 1 0

0 1 3 4 4 3 1

1 3 2 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 2 2 0 0

0 0 2 3 3 3 1

(13) • n = (0, 0, 0, 12, 14, 15): n = Re3 ⊕ h donde h es el álgebra (2) de dimensión 5. No admite

estructuras complejas pero śı simplécticas.

E0 E1 E23 = E∞

1 3 3 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 1 4 6 4 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 3 3 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 1 3 4 3 1 0

0 1 3 4 4 3 1

1 3 2 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 2 2 0 0

0 0 2 3 3 3 1

(14) • n = (0, 0, 0, 12, 13, 14 + 35): No admite estructuras complejas ni simplécticas.

E0 E1 E2 = E∞

1 3 3 1 0 0 0

0 2 7 9 5 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 3 3 1 0 0 0

0 2 6 6 3 1 0

0 1 3 6 6 3 1

1 3 1 0 0 0 0

0 0 4 3 0 0 0

0 0 0 3 5 3 1

(15) • n = (0, 0, 0, 12, 23, 14 + 35): No admite estructuras complejas ni simplécticas.

E0 E1 E2 = E∞

1 3 3 1 0 0 0

0 2 7 9 5 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 3 3 1 0 0 0

0 2 6 6 3 1 0

0 1 3 6 6 3 1

1 3 1 0 0 0 0

0 0 4 3 0 0 0

0 0 0 3 5 3 1

(16) • n = (0, 0, 0, 12, 23, 14 − 35): Admite estructuras complejas nilpotentes pero no estructuras

simplécticas.

E0 E1 E2 = E∞

1 3 3 1 0 0 0

0 2 7 9 5 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 3 3 1 0 0 0

0 2 6 6 3 1 0

0 1 3 6 6 3 1

1 3 1 0 0 0 0

0 0 4 3 0 0 0

0 0 0 3 5 3 1

(17) • n = (0, 0, 0, 12, 14, 24):n = Re3 ⊕ h donde h es el álgebra (3) de dimensión 5. No admite

estructuras complejas ni simplécticas.

E0 E1 E2 = E∞

1 3 3 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 2 9 16 14 6 1

1 3 3 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 2 6 7 5 3 1

1 3 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 3 6 5 3 1

(18) • n = (0, 0, 0, 12, 13− 24, 14 + 23): Admite estructuras complejas y simplécticas.

E0 E1 E2 = E∞

1 3 3 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 2 9 16 14 6 1

1 3 3 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 2 6 7 5 3 1

1 3 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 3 6 5 3 1
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(19) • n = (0, 0, 0, 12, 14, 13− 24): Admite estructuras complejas y estructuras simplécticas.

E0 E1 E2 = E∞

1 3 3 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 2 9 16 14 6 1

1 3 3 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 2 6 7 5 3 1

1 3 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 3 6 5 3 1

(20) • n = (0, 0, 0, 12, 13 + 14, 24): Admite estructuras complejas y estructuras simplécticas.

E0 E1 E2 = E∞

1 3 3 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 2 9 16 14 6 1

1 3 3 1 0 0 0

0 1 3 3 1 0 0

0 2 6 7 5 3 1

1 3 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 3 6 5 3 1

(21) • n = (0, 0, 0, 12, 13, 14 + 23): Admite estructuras complejas y estructuras simplécticas.

E0 E1 E2 = E∞

1 3 3 1 0 0 0

0 2 7 9 5 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 3 3 1 0 0 0

0 2 6 6 3 1 0

0 1 3 6 6 3 1

1 3 1 0 0 0 0

0 0 4 4 1 0 0

0 0 1 4 5 3 1

(22) • n = (0, 0, 0, 12, 13, 24): Admite estructuras complejas y estructuras simplécticas.

E0 E1 E2 = E∞

1 3 3 1 0 0 0

0 2 7 9 5 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 3 3 1 0 0 0

0 2 6 6 3 1 0

0 1 3 6 6 3 1

1 3 1 0 0 0 0

0 0 4 4 1 0 0

0 0 1 4 5 3 1

(23) • n = (0, 0, 0, 12, 13, 14): Admite estructuras complejas y estructuras simplécticas.

E0 E1 E2 = E∞

1 3 3 1 0 0 0

0 2 7 9 5 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 3 3 1 0 0 0

0 2 6 6 3 1 0

0 1 3 6 6 3 1

1 3 1 0 0 0 0

0 0 4 4 1 0 0

0 0 1 4 5 3 1

(24) • n = (0, 0, 0, 12, 13, 23): Admite estructuras complejas y estructuras simplécticas.

E0 E1 E2 = E∞

1 3 3 1 0 0 0

0 3 12 19 15 6 1

1 3 3 1 0 0 0

0 3 9 12 8 3 1

1 3 0 0 0 0 0

0 0 8 12 8 3 1

(25) • n = (0, 0, 0, 0, 12, 15 + 34): No admite estructuras complejas ni simplécticas.

E0 E1 E2 E3 = E∞

1 4 6 4 1 0 0

0 1 4 6 4 1 0

0 1 4 10 10 4 1

1 4 6 4 1 0 0

0 1 4 6 4 1 0

0 1 4 7 7 4 1

1 4 5 2 0 0 0

0 0 1 2 0 0 0

0 0 1 3 6 4 1

1 4 5 1 0 0 0

0 0 1 2 0 0 0

0 0 0 3 6 4 1

(26) • n = (0, 0, 0, 0, 12, 15): n = Re3 ⊕ Re4 ⊕ h donde h es el álgebra 4, 3 pasos nilpotente. No

admite estructuras complejas pero śı simplécticas.
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E0 E1 E2 = E∞

1 4 6 4 1 0 0

0 1 4 6 4 1 0

0 1 5 10 10 4 1

1 4 6 4 1 0 0

0 1 4 6 4 1 0

0 1 4 7 7 4 1

1 4 5 2 0 0 0

0 0 1 2 1 0 0

0 0 1 4 6 4 1

(27) • n = (0, 0, 0, 0, 12, 14+25): Admite estructuras complejas nilpotentes y estructuras simplécti-

cas.

E0 E1 E2 = E∞

1 4 6 4 1 0 0

0 1 4 6 4 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 4 6 4 1 0 0

0 1 4 6 4 1 0

0 1 4 7 7 4 1

1 4 5 2 0 0 0

0 0 1 2 1 0 0

0 0 1 4 6 4 1

(28) • n = (0, 0, 0, 0, 13 + 42, 14 + 23): Admite estructuras complejas y estructuras simplécticas.

E0 E1 E2 = E∞

1 4 6 4 1 0 0

0 2 9 16 14 6 1

1 4 6 4 1 0 0

0 2 8 11 8 4 1

1 4 4 0 0 0 0

0 0 4 10 8 4 1

(29) • n = (0, 0, 0, 0, 12, 14 + 23): Admite estructuras complejas y estructuras simplécticas.

E0 E1 E2 = E∞

1 4 6 4 1 0 0

0 2 9 16 14 6 1

1 4 6 4 1 0 0

0 2 8 11 8 4 1

1 4 4 0 0 0 0

0 0 4 10 8 4 1

(30) • n = (0, 0, 0, 0, 12, 34): Admite estructuras complejas y estructuras simplécticas.

E0 E1 E2 = E∞

1 4 6 4 1 0 0

0 2 9 16 14 6 1

1 4 6 4 1 0 0

0 2 8 11 8 4 1

1 4 4 0 0 0 0

0 0 4 10 8 4 1

(31) • n = (0, 0, 0, 0, 12, 13): n = Re4 ⊕ h donde h es el álgebra (6) de dimensión 5. Admite

estructuras complejas y simplécticas.

E0 E1 E2 = E∞

1 4 6 4 1 0 0

0 2 9 16 14 6 1

1 4 6 4 1 0 0

0 2 8 12 9 4 1

1 4 4 1 0 0 0

0 0 5 11 9 4 1

(32) • n = (0, 0, 0, 0, 0, 12 + 34): n = Re5 ⊕ h donde h es el álgebra (8) de dimensión 5. Admite

estructuras complejas pero no simplécticas.

E0 E1 E2 = E∞

1 5 10 10 5 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 5 10 10 5 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 5 9 5 0 0 0

0 0 0 5 9 5 1

(33) • n = (0, 0, 0, 0, 0, 12):n = Re3 ⊕Re4 ⊕ h donde h es el álgebra de Lie de dimensión 3. Admite

estructuras complejas y simplécticas.
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E0 E1 E2 = E∞

1 5 10 10 5 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 5 10 10 5 1 0

0 1 5 10 10 5 1

1 5 9 7 2 0 0

0 0 2 7 9 5 1

Por simple inspección de las tablas podemos ver que, por ejemplo, las álgebras de Lie n6 y n7

correspondientes a los números (6) y (7) anteriores tienen iguales diagramas de cohomoloǵıa intermedia

y sin embargo son no isomorfas. En efecto dim z (n6) = 2 6= 1 = dim z (n7).

Proposición 2.4.1. Existen álgebras de Lie no isomorfas con igual cohomoloǵıa intermedia.
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Caṕıtulo 3

Aplicaciones de la Cohomoloǵıa

Intermedia

En el caṕıtulo anterior presentamos la definición de la cohomoloǵıa intermedia de un álgebra de Lie

nilpotente, realizamos cálculos expĺıcitos y establecimos algunas propiedades de esta cohomoloǵıa en

relación a la estructura del álgebra de Lie. En este caṕıtulo introducimos aplicaciones de la cohomoloǵıa

intermedia.

En la primera sección damos un resultado que vincula uno de los términos de la cohomoloǵıa

intermedia con la existencia de estructuras simplécticas. En las secciones siguientes aplicamos este

resultado para probar que los nilradicales de las subálgebras de Borel no admiten tales estructuras

(ver Teorema 3.2.3). También a través del mismo obtenemos una prueba alternativa de un resultado

de Dotti y Tirao [21] sobre las álgebras de tipo Heisenberg que admiten estructuras simplécticas.

3.1. Estructuras simplécticas y cohomoloǵıa intermedia

El Teorema 3.1.3 introduce una obstrucción para la existencia de estructuras simplécticas en álge-

bras de Lie nilpotentes. Esta obstrucción se da en términos de la cohomoloǵıa intermedia.

Aqúı presentamos el concepto de estructura simpléctica en álgebras de Lie y utilizamos algunas

propiedades básicas de las mismas. Más adelante en el Caṕıtulo 4, desarrollaremos el tema de estruc-

turas simplécticas en álgebras de Lie nilpotentes con más profundidad. Referimos a la introducción de

ese caṕıtulo para ejemplos y propiedades conocidos sobre este tema.

Definición 3.1.1. Una estructura simpléctica en un álgebra de Lie g de dimensión par 2s, es una

2-forma σ en g cerrada y tal que σs = σ ∧ σ ∧ · · · ∧ σ︸ ︷︷ ︸
s

6= 0.

Equivalentemente, una estructura simpléctica σ en g es un elemento de Λ2g∗ tal que σ = 0 y que,

como forma bilineal antisimétrica definida en g, es no degenerada. En particular es un elemento de

Z2 = ker (d : Λ2g∗ −→ Λ3g∗) y por lo tanto define una clase de cohomoloǵıa [σ] en H2(g).
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Esta definición está motivada por su correspondiente en variedades. Una forma simpléctica ω en una

variedad diferenciable M de dimensión par es una 2-forma diferenciable cerrada que es no degenerada

en cada punto de la variedad.

Una obstrucción que da la cohomoloǵıa de de Rham para la existencia de estructuras simplécticas

en variedades compactas es la siguiente (ver Sección 4.1)

si M es una variedad compacta simpléctica, entonces H2
dR(M) 6= 0.

Por esta obstrucción se deduce que las esferas de dimensión par S2n, n ≥ 2 no son simplécticas,

en efecto H2
dR(S2n) = 0 si n ≥ 2.

En el caso particular de una nilvariedad M = Γ\N , ésta es una variedad simpléctica si y sólo si el

álgebra de Lie n del grupo de Lie N admite estructuras simplécticas. Este hecho es consecuencia del

teorema de Nomizu [58]. Esta equivalencia entre las estructuras simplécticas en M y las de n permite

reescribir la obstrucción anterior de la siguiente manera

si n es una álgebra de Lie nilpotente simpléctica, entonces H2(n) 6= 0.

Sin embargo, esta condición no es restrictiva para un álgebra de Lie nilpotente n ya que siempre

dimH2(n) ≥ 2 como vimos en la Sección 1.2 (obtenido de [19]).

Por lo tanto, es necesaria la obtención de una obstrucción cohomológica diferente en álgebras de

Lie nilpotentes. Una tal obstrucción es brindada en el Teorema 3.1.3, de alĺı la relevancia del mismo.

Dada un álgebra de Lie n y ω una 2-forma cerrada en n, se contruye el álgebra de Lie ñ, la extensión

central de n por ω, como detallamos a continuación. Consideremos un elemento z /∈ n y definimos en

ñ = n⊕ Rz el corchete [[ , ]] en ñ a partir del corchete [ , ] de n de la siguiente manera:

[[x, z]] = 0 ∀x ∈ ñ

[[x, y]] = [x, y] + ω(x, y) z ∀x, y ∈ n.

Resulta ñ siempre un álgebra de Lie ya que ω es cerrada, y z (ñ) = span{z} si y sólo si ω es no

degenerada. Además, en ese caso, ñ es k+1 pasos nilpotente si n es k-pasos. Esta construcción permite

vincular las estructuas simplécticas con la sucesión espectral asociada al álgebra de Lie.

Lema 3.1.2. Sea n un álgebra de Lie nilpotente y ω una estructura simpléctica. Sea ñ la extensión

central de n por ω. Entonces ñ es nilpotente y se verifica

dim E0,2
∞ (n) = dim E1,1

∞ (ñ) + 1. (3.1)

Prueba. Denotamos con Vi y Ṽi los subespacios asociados a n y ñ respectivamente se tiene:

Ṽi = Vi, i = 0, . . . , k, Ṽk+1 = ñ∗.
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Sea d̃ la diferencial de ñ y ζ ∈ ñ∗ tal que ζ(z) = 1, ζ(n) = 0. Entonces d̃ζ = −ω, en efecto si

{e1, . . . , em} es una base de n∗

d̃ζ =
∑

1≤i<j≤m
−ζ([[ei, ej ]])e

i ∧ ej +
m∑
i=1

ζ([[ei, z]]︸ ︷︷ ︸
=0

)ei ∧ ζ

=
∑

1≤i<j≤m
−ζ([ei, ej ] + ω(ei, ej) z)e

i ∧ ej

=
∑

1≤i<j≤m
−ω(ei, ej)e

i ∧ ej = −ω

Además, la restricción de d̃ a n coincide con la diferencial d de n. Con estos datos podemos calcular

E1,1
∞ (ñ).

E1,1
∞ (ñ) =

{x ∈ Λ2Ṽk : d̃x = 0}
d̃({x ∈ ñ∗ : d̃x ∈ Λ2Vk}) + {x ∈ Λ2Vk−1 : d̃x = 0}

=
{x ∈ Λ2n∗ : dx = 0}

d̃(ñ∗) + {x ∈ Λ2Vk−1 : dx = 0}
=

{x ∈ Λ2n∗ : dx = 0}
Rω + d(n∗) + {x ∈ Λ2Vk−1 : dx = 0}

(3.2)

=
{x ∈ Λ2n∗ : dx = 0}

Rω + {x ∈ Λ2Vk−1 : dx = 0}
.

Recordemos que E0,2
∞ (n) = {x∈Λ2n∗:dx=0}

{x∈Λ2Vk−1:dx=0} . Probaremos que ω /∈ Λ2Vk−1 y, junto con (3.2), obten-

dremos que E1,1
∞ (ñ) tiene una dimensión menos que E0,2

∞ (n), como queŕıamos probar.

Dada σ ∈ Λ2Vk−1, σ(x, ·) = 0, ∀x ∈ nk−1 puesto que Vk−1 = (nk−1)◦. Es decir, toda 2-forma en

Λ2Vk−1 es degenerada en n. Como ω es simpléctica, es no degenerada y por lo tanto ω /∈ Λ2Vk−1. �

Teorema 3.1.3. Sea n un álgebra de Lie nilpotente tal que E0,2
∞ (n) = 0. Entonces el álgebra de Lie

Rs ⊕ n no admite estructuras simplécticas para todo s ≥ 0.

En particular, si n es de dimensión par y E0,2
∞ (n) = 0 entonces n no admite estructuras simplécticas.

Prueba. Si Rs ⊕ n admite una estructura simpléctica entonces dim E0,2
∞ (Rs ⊕ n) ≥ 1 por el lema

anterior. Por otro lado E0,2
∞ (n) = E0,2

∞ (Rs ⊕ n) ≥ 1 en virtud del Corolario 2.3.3, como queŕıamos

probar.

�

El término E0,2
∞ (n) se encuentra en la tabla correspondiente al término ĺımite de la sucesión espectral

de cohomoloǵıa intermedia. Precisamente está ubicado en la última fila tercera columna, de izquierda

a derecha.

Observación 3.1.4. Dentro de la demostración del lema probamos que si Z2 ⊆ Λ2Vk−1 entonces

n no admite estructuras simplécticas. Más aún, es posible mostrar que en un álgebra de Lie vale

E0,2
∞ (n) = 0⇔ Z2 ⊆ Λ2Vk−1. En efecto,

E0,2
∞ (n) =

{x ∈ Λ2n∗ : dx = 0}
d(n∗) + {x ∈ Λ2Vk−1 : dx = 0}

=
Z2

{x ∈ Λ2Vk−1 : dx = 0}
,

pues d(n∗) ⊂ Λ2Vk−1.
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La afirmación rećıproca del teorema anterior no es válida en general. Como ejemplo mostramos una

familia de álgebras de Lie nilpotentes para las cuales el término E0,2
∞ 6= 0 y sin embargo no admiten

estructuras simplécticas. Este ejemplo proviene de las álgebras de Lie nilpotentes libres.

Definición 3.1.5. Denotamos con fm al áglebra de Lie libre en m generadores, con m ≥ 2. El álgebra

de Lie cociente nm,k = fm/(fm)k es el álgebra de Lie k-pasos nilpotente libre en m generadores.

Cada conjunto de generadores de fm desciende a un conjunto generador de nm,k y cada conjunto

ordenado de generadores define una base particular llamada base de Hall ([33]).

A partir de la utilización de las bases de Hall, se demuestra que las álgebras de Lie nilpotentes

libres de dimensión par y las extensiones por un factor abeliano de las de dimensión impar no admiten

estructuras simplécticas, salvo los casos particulares R ⊕ n2,2 y n3,2. Este resultado forma parte de

esta tesis y se incluye como el Teorema 4.2.4 en la Sección 4.2 del próximo caṕıtulo. En esa sección

trabajamos en detalle las bases de Hall e incluimos la prueba del resultado mencionado.

Ejemplo 3.1.6. Sea nm,3 el álgebra de Lie libre 3-pasos nilpotente en m generadores y sea {e1, . . . , em}
un conjunto de generadores de la misma. La base de Hall asociada a este conjunto es

B = {ei, [ej , ek], [[er, es], et], i = 1, . . . ,m, 1 ≤ k < j ≤ m, 1 ≤ s < r ≤ m, t ≥ s}.

Tomando la base dual de B en n∗3,m, la base de 1-formas se escribe como

B∗ = {αi, αjk, αrst i = 1, . . . ,m, 1 ≤ k < j ≤ m, 1 ≤ s < r ≤ m, t ≥ s}.

De los corchetes en nm,3 se tiene que la diferencial en elementos de B∗ es
dαi = 0, i = 1..m,

dαij = −αi ∧ αj , 1 ≤ j < i ≤ m,
dαijk = −αij ∧ αk, 1 ≤ j < i ≤ m, k ≥ j.

Luego los espacios definidos en la ecuación (1.2) son:

V1 = {αi, i = 1..m}, V2 = {αij , 1 ≤ j < i ≤ m} y V3 = n∗m,3.

Para cada 1 ≤ j < i ≤ m, k ≥ j, resulta d(αijk ∧ αk) = −αij ∧ αk ∧ αk = 0. Luego αijk ∧ αk ∈
Z2 ∩ (V1 ∧ (n3)∗) y αijk ∧αk /∈ Λ2V2. Por lo tanto αijk ∧αk define un elemento no nulo en E0,2

∞ (nm,3)

para cada 1 ≤ j < i ≤ m, k ≥ j y E0,2
∞ (nm,3) 6= 0.

Consideramos el álgebra de Lie Rt ⊕ nm,3, siendo t = 0 o t = 1 dependiendo de si dim nm,3 es par

o impar respectivamente. Resulta

E0,2
∞ (Rt ⊕ nm,3) 6= 0

para todo t y m ya que, por el Teorema 2.2.6, E0,2
∞ (Rt ⊕ nm,3) = E0,2

∞ (nm,3).

Sin embargo, Rt ⊕ nm,3 no admite estructuras simplécticas para ningún m, t (ver Teorema 4.2.4).
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En conclusión, la afirmación rećıproca del Teorema 3.1.3 no es válida: dada un álgebra de Lie

nilpotente n, el hecho que E0,2
∞ (n) 6= 0 no garantiza la existencia de estructuras simplécticas en n o

R⊕ n según la paridad de dim n.

Notar que para m = 2, el álgebra n2,3 tiene dimensión cinco. El álgebra R⊕ n3,2 corresponde a la

tabla número 17 dentro de las de dimensión seis, en la Sección 2.4.

3.2. E0,2
∞ de nilradicales de subálgebras de Borel correspondientes a

álgebras de Lie clásicas simples complejas.

El Teorema 3.1.3 brinda una condición necesaria para la existencia de estructuras simplécticas en

las álgebras de Lie nilpotentes reales. Probaremos en esta sección que, dada b una subálgebra de Borel

de un álgebra de Lie simple clásica compleja g y n su nilradical, resulta E0,2
∞ (n) = 0. De esta forma

concluimos que para cada s ≥ 0, Rs ⊕ n no admite estructuras simplécticas.

Recordemos que los nilradicales n de las subálgebras de Borel b son álgebras de Lie N-graduadas;

este hecho fue visto en el Caṕıtulo 1. A través de la graduación de n y una descripción de las formas

simplécticas en álgebras de Lie nilpotentes calculamos E0,2
∞ en las álgebras antes mencionadas.

El siguiente resultado se encuentra en el trabajo de C. Benson y C. Gordon [4] (Lema 2.8) e

incluimos su prueba en la Sección 4.1.

Proposición 3.2.1. En un álgebra de Lie k pasos nilpotente n,

Z2 ⊆ (V1 ⊗ (nk−1)∗)⊕ Λ2Vk−1,

donde los espacios V1 y Vk−1 son los definidos en (1.2) y (nk−1)∗ es el dual del último paso de la serie

central descendente.

Esta proposición inscribe al espacio de 2-formas cerradas dentro de un subespacio propio de Λ2n∗.

En particular si ω ∈ Λ2n∗ es cerrada, entonces ω = σ + ω̃ con σ ∈ (nk−1)∗ ∧ V1 y ω̃ ∈ Λ2Vk−1.

Vimos en el Caṕıtulo 1 que los nilradicales n de las subálgebras de Borel correspondientes a las

álgebras de Lie semisimples complejas son álgebras de Lie N-graduadas. En efecto, considerando los

subespacios Li =
⊕

α:`(α)=iRXα se tiene n =
⊕

j≥1 Lj y [Lj , Li] = Li+j donde Xα es la base en la

Proposición 1.3.10.

Para cada α ∈ 4+ denotamos γα el elemento de la base de n∗ dual a Xα. Resulta L∗i = spanR{γα :

`(α) = i} el espacio dual a Li. La diferencial de estas 1-formas verifican (ver Corolario 1.3.14)

dγα = 0 si y sólo si α es ráız simple y ∀α ∈ 4+ / `(α) = m ≥ 1, dγα ∈
⊕
i+j=m

L∗i ∧ L∗j . (3.3)

Para estas álgebras de Lie nilpotentes n el ı́ndice de nilpotencia k coincide con la longitud de la

ráız máxima `(αmáx). Por el Corolario 1.3.15, los subespacios V1, V2, · · · , Vk quedan determinados por
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la graduación del álgebra n: Vj = span{γβ : `(β) ≤ j} = L∗1 ⊕ · · · ⊕L∗j para cada j ≥ 1. En particular,

V1 = span{γβ : `(β) = 1} = L∗1, Vk−1 = L∗1 ⊕ · · · ⊕ L∗k−1. (3.4)

Consideramos ω una 2-forma cerrada en el nilradical n de una subálgebra de Borel como antes.

Entonces ω = σ + ω̃ con σ ∈ V1 ⊗ (nk−1)∗ y ω̃ ∈ Λ2Vk−1. Es decir,

σ ∈ L∗1 ∧ L∗k y ω̃ ∈
⊕

1≤i<j≤k−1

L∗i ∧ L∗j , (3.5)

dado que nk−1 = Lk y V1 y Vk−1 son como en (3.4).

La dimensión de L∗k es uno y está generado por el elemento γαmáx
. Además, L∗1 está generado

por las 1-formas γαi , i = 1, . . . , n donde 40 = {α1, . . . , αn} es el conjunto de ráıces simples. Luego

σ = γαmáx
∧ η, con η =

∑n
i=1 ri γαi ∈ V1, ri ∈ R y dσ = dγαmáx

∧ η.

De las propiedades de la diferencial en (3.3),

dσ ∈ L∗k−1 ∧ L∗1 ∧ L∗1 ⊕
⊕
i+j=k

1≤i<j≤k−2

L∗i ∧ L∗j ∧ L∗1. (3.6)

De (3.5) es posible escribir ω̃ como suma de dos componentes ω̃ = ω1 + ω̃1 en subespacios comple-

mentarios. Estudiaremos tres descomposiciones diferentes que nos serán de utilidad en lo que resta de

la sección.

Descomposición 1. Escribimos ω̃ = ω1 + ω̃1 con

ω1 ∈ L∗k−1 ∧ L∗2, ω̃1 ∈ L∗k−1 ∧ (
⊕

j≤k−1

j 6=2

L∗j )⊕ Λ2(L∗k−2 ⊕ · · · ⊕ L∗1). (3.7)

Volviendo a utilizar (3.3),

dω1 ∈ L∗k−1 ∧ L∗1 ∧ L∗1 ⊕
⊕

i+j=k−1

L∗i ∧ L∗j ∧ L∗2. (3.8)

Comparamos la componente en L∗k−1 ∧ L∗1 ∧ L∗1 de dσ con la de dω̃. Como ω es cerrada, dω = 0 =

dσ+ dω̃. Entonces dσ = −dω̃ = −dω1 − dω̃1 y las componentes de dσ y −dω− dω̃1 en L∗k−1 ∧L∗1 ∧L∗1
coinciden.

La Fórmula (3.3) indica que la diferencial de un elemento en L∗k−1 ∧ (
⊕

j≤k−1

j 6=2
L∗j ) ⊕ Λ2(L∗k−2 ⊕

· · · ⊕ L∗1) tiene componente nula en L∗k−1 ∧ L∗1 ∧ L∗1. En particular, dω̃1 tiene componente nula en

L∗k−1 ∧ L∗1 ∧ L∗1 en virtud de (3.7). Por lo tanto, la componente de dσ en ese subespacio coincide con

la de −dω̃1.

Descomposición 2. Escribimos ω̃ = ω2 + ω̃2 con

ω2 ∈ L∗k−1 ∧L∗2 ⊕ L∗3 ∧L∗k−2, y ω̃2 ∈ L∗k−1 ∧ (
⊕

j≤k−1

j 6=2

L∗j )⊕L∗k−2 ∧ (
⊕

j≤k−1

j 6=3

L∗j ) ⊕ Λ2(L∗k−3⊕ · · · ⊕L∗1).
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Entonces

dω2 ∈ L∗k−1 ∧ L∗1 ∧ L∗1 ⊕ L∗k−2 ∧ L∗2 ∧ L∗1

y la componente de dω̃2 es nula en ese espacio. Luego las componentes de dσ y de −dω2 en L∗k−1 ∧
L∗1 ∧ L∗1 ⊕ L∗k−2 ∧ L∗2 ∧ L∗1 coinciden.

Descomposición 3. Escribimos ω̃ = ω3 + ω̃3 con

ω3 ∈ L∗2 ∧ L∗k−1 ⊕ L∗3 ∧ L∗k−2 ⊕ L∗4 ∧ Lk−3 y

ω̃3 ∈ L∗k−1 ∧ (
⊕

j≤k−1

j 6=2

L∗j )⊕ L∗k−2 ∧ (
⊕

j≤k−1

j 6=3

L∗j )⊕ L∗k−3 ∧ (
⊕

j≤k−3

j 6=4

L∗k ) ⊕ Λ2(L∗k−4 ⊕ · · · ⊕ L∗1).

Es fácil ver que dω̃3 no tiene componentes en L∗k−1 ∧L∗1 ∧L∗1 ⊕ L∗k−2 ∧L∗2 ∧L∗1 ⊕L∗k−3 ∧L∗3 ∧L∗1.

Por lo tanto la componente en ese espacio de dω̃ es la de dω3.

Concluimos como en los otros casos que si ω es una 2-forma cerrada que se escribe como σ + ω

donde σ ∈ V1 ∧ (nk−1)∗ y ω ∈ Λ2Vk−1, entonces las componentes en L∗k−1 ∧ L∗1 ∧ L∗1 ⊕ L∗k−2 ∧ L∗2 ∧
L∗1 ⊕ L∗k−3 ∧ L∗3 ∧ L∗1 de dσ y de dω3 coinciden.

El objetivo de las comparaciones hechas es describir caracteŕısticas de una 2-forma cerrada ω en n

con respecto a la descomposición como σ + ω̃ antes considerada.

En algunas álgebras de Lie simples complejas se tiene dimLk−1 = 1, mientras que en otras

dimLk−1 = 2. Por estas y otras diferencias necesitaremos trabajar de manera diferente cada fami-

lia de álgebras de Lie simples. Recordemos la clasificación de las álgebras de Lie simples complejas

(ver por ejemplo [34, 44]).

Teorema 3.2.2. Un álgebra de Lie simple compleja es isomorfa a una y sólo una de las siguientes

álgebras de Lie:

An = sl (n+ 1,C), n ≥ 1,

Bn = so (2n+ 1,C), n ≥ 2,

Cn = sp (2n,C), n ≥ 3,

Dn = so (2n,C), n ≥ 4,

e6,

e7

e8,

f4,
g2.

Como mencionamos anteriormente, trabajaremos sólo con las álgebras de Lie clásicas simples, es

decir en las familias A, B, C y D. Probamos el siguiente teorema sobre los términos E0,2
∞ de los

nilradicales de las álgebras de Borel de cada una en la familia.

Teorema 3.2.3. Sea nn el nilradical de la subálgebra de Borel correspondiente al álgebra de Lie clásica

simple gn. Entonces

1. si gn es de tipo A se tiene E0,2
∞ (nn) = 0 para todo n ≥ 2,

2. si gn es de tipo B se tiene E0,2
∞ (nn) = 0 para todo n ≥ 5,

3. si gn es de tipo C se tiene E0,2
∞ (nn) = 0 para todo n ≥ 4,
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4. si gn es de tipo D se tiene E0,2
∞ (nn) = 0 para todo n ≥ 6

Separamos la prueba del teorema por familias. En cada caso, explicitaremos el sistema de ráıces

correspondiente, las ráıces simples, la ráız máxima y el grado de nilpotencia entre otros datos. Para

estos utilizamos la notación dada en el libro de Helgason [34]. El orden que serán expuestos no es

justamente el lexicográfico sino en orden creciente de dificultad: A, C, B, D.

Álgebras de tipo A:

La familia An = sl(n+1,C), n ≥ 1 fue estudiada en el Ejemplo 1.3.13. El álgebra de Lie nilpotente

nn asociada es el álgebra de Lie t(n+ 1,R) de matrices triangulares superiores estrictas a coeficientes

reales de tamaño (n+ 1)× (n+ 1); dim nn = n(n+ 1)/2. Consideramos la determinada subálgebra de

Cartan h para la cual las ráıces positivas son ei ± ej para 1 ≤ i < j ≤ n+ 1. Las n ráıces simples son

40 = {αi = ei − ei+1 : i = 1, . . . , n}.
La ráız máxima escrita como suma de ráıces simples es αmáx =

∑n
i=1 αi y por lo tanto el ı́ndice de

nilpotencia de nn es k = n. Las ráıces de longitud k − 1 son δ1 =
∑n−1

i=1 αi y δ2 =
∑n

i=2 αi, es decir,

dimLk−1 = 2.

Prueba del Teorema 3.2.3, punto 1. Si n = 2, el álgebra de Lie nn es isomorfa al álgebra de Heisenberg

h1 y vimos en el caṕıtulo anterior que E0,2
∞ (h1) = 0. En el caso que n = 3, el álgebra de matrices 4× 4

triangulares superiores estrictas tiene dimensión 6. La cohomoloǵıa intermedia de n3 fue calculada y

se presenta en la Sección 2.4, Caṕıtulo 2, correspondiendo a la tabla número 16. Ah́ı puede verse que

E0,2
∞ (n3) = 0

Suponemos que n ≥ 4. Para estos casos, trabajamos con el análisis de formas cerradas en nn

realizado anteriormente en esta sección. Una forma cerrada en Λ2n∗n se escribe ω = σ+ω̃ con σ ∈ L∗k⊗L∗1
y ω̃ ∈ Λ2Vk−1. Luego σ = γαmáx

∧ η donde η =
∑n

i=1 riγαi con ri ∈ R i = 1, . . . , n.

Observemos que para las ráıces de longitud k − 1 se tiene que δ1 + αn = δ2 + α1 = αmáx, por lo

tanto dγαmáx
= a1 γδ1 ∧ γαn + a2 γδ2 ∧ γα1 + τ con τ ∈ Λ2Vk−2 = Λ2(L∗k−2 ⊕ · · · ⊕ L∗1) y a1, a2 ∈ R

ambos no nulos. Dado que dσ = dγαmáx
∧ η su componente en L∗k−1 ∧ L∗1 ∧ L∗1 es

n∑
i=1

a1ri γδ1 ∧ γαn ∧ γαi +
n∑
i=1

a2ri γδ2 ∧ γα1 ∧ γαi (3.9)

Por otro lado, de acuerdo con la Descomposición 1 detallada arriba, escribimos ω̃ = ω1 + ω̃1

con ω1 ∈ L∗k−1 ∧ L∗2 y ω̃1 ∈ L∗k−1 ∧ (L∗k−1 ⊕ · · · ⊕ L∗3 ⊕ L∗1). Vamos a utilizar los razonamientos de

comparación hechos anteriormente. Como n ≥ 4 resulta L∗k−1 6= L∗2. De acuerdo al sistema de ráıces

de An, las ráıces de longitud 2 son {αi + αi+1 : i = 1, . . . , n− 1}. Por esto, el espacio L∗k−1 ∧ L∗2 tiene

como base {γδ1 ∧ γαi+αi+1 , γδ2 ∧ γαi+αi+1 : i = 1, . . . , n− 1}, entonces

ω1 =

n−1∑
i=1

bi γδ1 ∧ γαi+αi+1 +

n−1∑
i=1

ci γδ2 ∧ γαi+αi+1 , donde bi ci ∈ R, ∀ i.
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Por el Corolario 1.3.14 la diferencial de γαi+αi+1 es ξiγαi ∧ γαi+1 donde ξi 6= 0, para todo i =

1, . . . , n− 1. Luego

−dω1 =
n−1∑
i=1

biξiγδ1 ∧ γαi ∧ γαi+1 +
n−1∑
i=1

ciξiγδ2 ∧ γαi ∧ γαi+1

−
n∑
i=1

bidγδ1 ∧ γαi+αi+1 −
n∑
i=1

cidγδ2 ∧ γαi+αi+1 .

Como γδi ∈ L∗k−1 ⊆ Vk−1, dγδi ∈ Λ2Vk−2 para i = 1, 2. Entonces, la componente de −dω1 en

L∗k−1 ∧ L∗1 ∧ L∗1 es
n−1∑
i=1

biξiγδ1 ∧ γαi ∧ γαi+1 +
n−1∑
i=1

ciξiγδ2 ∧ γαi ∧ γαi+1 . (3.10)

Igualando las componentes de dσ y −dω1 vistas en (3.9) y (3.10) tenemos

n−1∑
i=1

biξiγδ1 ∧ γαi ∧ γαi+1 +
n−1∑
i=1

ciξiγδ2 ∧ γαi ∧ γαi+1 =
n−1∑
i=1

a1riγδ1 ∧ γαn ∧ αi +

n∑
i=2

a2riγδ2 ∧ γα1 ∧ γαi .

Observemos que, por ejemplo, el término γδ1 ∧ γαn ∧ γα1 aparece en el lado derecho de la igualdad

con coeficiente a1r1. Por el contrario, éste término no aparece del lado izquierdo. Esto implica que,

como a1 6= 0, r1 = 0. De la misma manera para los términos γδ1 ∧ γαn ∧ γαi , con i = 1, . . . , n − 2

resulta ri = 0. Con un razonamiento análogo para los elementos γδ2 ∧ γα1 ∧ γαn y γδ2 ∧ γα1 ∧ γαn−1 ,

deducimos rn−1 = 0 = rn y por lo tanto η = 0

Esto implica que, si ω = σ + ω̃ es cerrada, entonces σ = 0. Entonces toda 2-forma cerrada tiene

componente nula en V1 ∧ (nk−1)∗ y por lo tanto está contenida en Λ2Vk−1. Observamos en 3.1.4 que

esto implica E0,2
∞ (nn) = 0. �

Álgebras de tipo C:

Para cada n ≥ 3, Cn = sp(2n,C). Sea la subálgebra de Cartan h asociado al conjunto de ráıces

positivas 4+ = {ei ± ej : 1 ≤ i < j ≤ n, 2ei, i = 1, . . . , n}.
En particular, el subconjunto de ráıces simples es 40 = {αi := ei − ei+1 : i = 1, . . . , n − 1, αn :=

2en}. La ráız máxima escrita como suma de ráıces simples es αmáx =
∑n−1

i=1 2αi + αn y por lo tanto

el ı́ndice de nilpotencia de nn es k = 2n− 1. A diferencia del caso anterior, dimLk−1 = 1 y la ráız de

longitud k − 1 es δ = α1 +
∑n−1

i=2 2αi + αn.

Prueba del Teorema 3.2.3, punto 3. Sea ω ∈ Λ2n∗n cerrada y no degenerada, entonces ω = σ + ω̃ con

σ ∈ L∗k ⊗ L∗1 y ω̃ ∈ Λ2Vk−1, es decir σ = γαmáx
∧ η donde η es combinación lineal de las 1-formas

correspondientes a las ráıces simples, γαi , i = 1, . . . , n.

En este caso, αmáx = δ + α1, donde δ es la ráız de longitud k− 1. Las ráıces de longitud k− 2 son

ρ = α1 + α2 +
∑n−1

i=3 2αi + αn y ρ′ =
∑n−1

i=2 2αi + αn.
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La diferencial de γαmáx
es

dγαmáx
= a1γα1 ∧ γδ + a2γα1+α2 ∧ γρ + τ, a1 6= 0, a2 6= 0, τ ∈ Λ2Vk−3, (3.11)

en efecto, αmáx = δ + α1 y además, la única manera de escribir la ráız máxima como suma de una de

longitud k − 2 y una ráız de longitud 2 es αmáx = ρ + α1 + α2 (notar que α1 + α2 ∈ 4+), dado que

para ρ′ no existe β ∈ 4+ tal que β + ρ′ = αmáx.

De (3.11), dσ = dγαmax ∧ η es

dσ = a1γα1 ∧ γδ ∧ η + a2γα1+α2 ∧ γρ ∧ η + τ ∧ η, siendo τ ∧ η ∈ Λ3Vk−3 y

y su componente en L∗k−1 ∧ L∗1 ∧ L∗1 ⊕ L∗k−2 ∧ L∗2 ∧ L∗1 es

a1γα1 ∧ γδ ∧ η + a2γα1+α2 ∧ γρ ∧ η. (3.12)

Conforme con la Descomposición 2 arriba estudiada, escribimos ω̃ = ω1 + ω̃1 donde ω1 ∈ L∗k−1 ∧
L∗2 ⊕ L∗3 ∧ L∗k−2 y ω̃1 ∈ L∗k−1 ∧

⊕
{L∗i : i 6= 2, i ≤ k − 1} ⊕ L∗k−2 ∧

⊕
{L∗i : i 6= 3, i ≤ k − 1} ⊕Λ2Vk−3.

Las ráıces de longitud dos son αi + αi+1, i = 1, . . . , n − 1, por lo tanto una base de L∗k−1 ∧ L∗2
es {γαi+αi+1 ∧ γδ, i = 1, . . . , n − 1}. Por otro lado, las ráıces de longitud tres son αi + αi+1 + αi+2,

i = 1, . . . , n−2 y 2αn−1 +αn. Dado que n ≥ 4 resulta 3 6= k−2 y por lo tanto L∗3∧L∗k−2 está generado

por {γαi+αi+1+αi+2∧γρ, γαi+αi+1+αi+2∧γρ′ : i = 1, . . . , n−2, γ2αn−1+αn∧γρ, γ2αn−1+αn∧γρ′}. Entonces

ω1 se escribe como

ω1 =
n−1∑
i=1

ciγαi+αi+1 ∧ γδ +
n−2∑
i=1

diγαi+αi+1+αi+2 ∧ γρ + dn−1γ2αn−1+αn ∧ γρ

+
n−2∑
i=1

eiγαi+αi+1+αi+2 ∧ γρ′ + en−1γ2αn−1+αn ∧ γρ′ , ci, di, ei ∈ R.

De (3.3),

dγαi+αi+1 = ξiγαi ∧ γαi+1 ,

dγαi+αi+1+αi+2 = s1
i γαi+αi+1 ∧ γαi+2 + s2

i γαi ∧ γαi+1+αi+2

dγ2αn−1+αn = sn−1γαn−1 ∧ γαn−1+αn ,

con ξi, s
1
i , s

2
i , sn−1 todos no nulos.

Con esto, calculamos la diferencial de ω1:

dω1 =
n−1∑
i=1

ciξiγαi ∧ γαi+1 ∧ γδ −
n−1∑
i=1

ciγαi+αi+1 ∧ dγδ

+
n−2∑
i=1

di(s
1
i γαi+αi+1 ∧ γαi+2 + s2

i γαi ∧ γαi+1+αi+2) ∧ γρ

−
n−2∑
i=1

diγαi+αi+1+αi+2 ∧ dγρ + dn−1sn−1γαn−1 ∧ γαn−1+αn ∧ γρ − dn−1γ2αn−1+αn ∧ dγρ +
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−
n−2∑
i=1

eiγαi+αi+1+αi+2 ∧ dγρ′ +
n−2∑
i=1

ei(s
1
i γαi+αi+1 ∧ γαi+2 + s2

i γαi ∧ γαi+1+αi+2) ∧ γρ′

− en−1sn−1γαn−1 ∧ γαn−1+αn ∧ γρ′ − en−1γ2αn−1+αn ∧ dγρ′ .

Dado que `(ρ) = `(ρ′) = k − 2, dγρ, dγρ′ ∈ Λ2Vk−3. Además, como δ = α2 + ρ = α1 + ρ′,

dγδ = b1γα2 ∧ γρ + b2γα1 ∧ γρ′ + τ ′, b1 6= 0, b2 6= 0, τ ′ ∈ Λ2Vk−3.

Entonces, la componente de dω1 en L∗k−1 ∧ L∗1 ∧ L∗1 ⊕ L∗k−2 ∧ L∗2 ∧ L∗1 es

n−1∑
i=1

ciξiγαi ∧ γαi+1 ∧ γδ −
n−1∑
i=1

ciγαi+αi+1 ∧ (b1γα2 ∧ γρ + b2γα1 ∧ γρ′) + (3.13)

+
n−2∑
i=1

di(s
1
i γαi+αi+1 ∧ γαi+2 + s2

i γαi ∧ γαi+1+αi+2) ∧ γρ + dn−1sn−1γαn−1 ∧ γαn−1+αn ∧ γρ +

+
n−2∑
i=1

ei(s
1
i γαi+αi+1 ∧ γαi+2 + s2

i γαi ∧ γαi+1+αi+2) ∧ γρ′ − en−1sn−1γαn−1 ∧ γαn−1+αn ∧ γρ′ .

Por el análisis sobre formas cerradas hecho en la sección anterior, las componentes de dσ y −dω̃1

expresadas en las ecuaciones (3.12) y (3.13) respectivamente, coinciden. En este sentido, observemos

que el elemento γρ′ presente en (3.13) no aparece en la ecuación (3.12), luego los coeficientes ci, ej son

cero para todo i = 1, . . . , n− 1 y j = 1, . . . , n− 2 ya que S2
i 6= 2 y b2 6= 0.

Esto simplifica (3.13) de la siguiente manera:

n−2∑
i=1

di(s
i
1γαi+αi+1 ∧ γαi+2 + si2γαi ∧ γαi+1+αi+2) ∧ γρ + dn−1sn−1γαn−1 ∧ γαn−1+αn ∧ γρ. (3.14)

Notemos que la 3-forma de la ecuación anterior pertenece al subespacio L∗k−2∧L∗2∧L∗1, sin embargo,

en (3.12) aparece el término a1γα1 ∧γδ∧(
∑n

i=1 riγαi) que se encuentra en el subespacio L∗k−1∧L∗1∧L∗1.

De la igualdad entre las dos ecuaciones, debe ser ri = 0 ∀i = 2, . . . , n. Comparando las formas que

acompañan a γρ, resulta r1 = 0. Luego η = 0.

Es decir, probamos que al escribir una 2-forma cerrada ω como ω = σ + ω̃, con σ ∈ V1 ∧ (nk−1
n )∗ y

ω̃ ∈ Λ2Vk−1, se tiene σ = 0. En otras palabras, toda 2-forma cerrada en nn pertenece a ω ∈ Λ2Vk−1,

lo cual implica E0,2
∞ (nn) = 0 como queŕıamos demostrar. �

Álgebras de tipo B:

Para cada n ≥ 2, Bn = so(2n+ 1,C). Tomamos h la subálgebra de Cartan asociada al sistema de

ráıces positivas 4+ = {ei ± ej : 1 ≤ i < j ≤ n, ei, i = 1, . . . , n}. Luego dim nn = n2.

El subconjunto de ráıces simples es 40 = {αi := ei − ei+1 : i = 1, . . . , n − 1, αn := en}. La ráız

máxima αmáx es e1 + e2 y como combinación de ráıces simples αmáx = α1 + 2
∑n

i=2 αi. Luego el ı́ndice

de nilpotencia de nn es k = 2n− 1. Nuevamente tenemos dimLk−1 = 1 y la ráız de longitud k − 1 es

δ = α1 + α2 +
∑n−1

i=2 2αi.
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Prueba del Teorema 3.2.3, punto 2. Sea ω ∈ Λ2n∗n cerrada y no degenerada. Entonces ω = σ + ω̃ con

σ ∈ L∗k ⊗ L∗1 y ω̃ ∈ Λ2Vk−1, es decir σ = γαmáx
∧ η donde η es combinación lineal de las 1-formas

correspondientes a las ráıces simples, γαi , i = 1, . . . , n.

Hay dos ráıces de longitud k − 2 y son ρ = α1 + α2 + α3 +
∑n

i=4 2αi y ρ′ = α2 +
∑n

i=3 2αi. Las

ráıces de longitud k − 3 son θ = α1 + α2 + α3 + α4 + 2
∑n

i=5 αi, θ
′ = α2 + α3 + 2

∑n
i=4 αi.

Observemos que αmáx = δ+α2, αmáx = ρ+(α2 +α3) = ρ′+(α1 +α2) y αmáx = θ+(α2 +α3 +α4) =

θ′ + (α1 + α2 + α3). Entonces, la diferencial de γαmáx
es

dγαmáx
= a1 γα2 ∧ γδ + a2 γα2+α3 ∧ γρ + a3 γα1+α2 ∧ γρ′

+a4 γα2+α3+α4 ∧ γθ + a5 γα1+α2+α3 ∧ γθ′ + τ, ai 6= 0, ∀i, τ ∈ Λ2Vk−4. (3.15)

Luego, dσ = dγαmax ∧ η es

dσ = a1 γα2 ∧ γδ ∧ η + a2 γα2+α3 ∧ γρ ∧ η + a3 γα1+α2 ∧ γρ′ ∧ η

+a4 γα2+α3+α4 ∧ γθ ∧ η + a5 γα1+α2+α3 ∧ γθ′ ∧ η + τ̃ , τ̃ ∈ Λ2Vk−4.

La componente de dσ en L∗k−1 ∧ L∗1 ∧ L∗1 ⊕ L∗k−2 ∧ L∗2 ∧ L∗1 ⊕ L∗k−3 ∧ L∗3 ∧ L∗1 es

a1 γα2 ∧ γδ ∧ η + a2 γα2+α3 ∧ γρ ∧ η + a3 γα1+α2 ∧ γρ′ ∧ η

+a4 γα2+α3+α4 ∧ γθ ∧ η + a5 γα1+α2+α3 ∧ γθ′ ∧ η. (3.16)

De la misma manera obtenemos las diferenciales de γδ, γρ, γρ′ :

dγδ = b1 γα3 ∧ γρ + b2 γα1 ∧ γρ′ + b3 γθ ∧ γα3+α4 + τ ′,

dγρ = ν1 γα1 ∧ γθ′ + ν2 γα4 ∧ γθ + τ ′′, (3.17)

dγρ′ = µ1 γα3 ∧ γθ′ + τ ′′′, con τ ′, τ ′′, τ ′′ ∈ Λ2Vk−4

La diferencia entre dγρ y dγρ′ se da pues no hay ráız simple β tal que θ+β = ρ′ mientras que ρ = θ+α4.

Observamos que `(θ) = `(θ′) = k − 3, por lo tanto γθ y γθ′ son elementos de Vk−3 y dγθ y dγθ′

pertenecen al subespacio Λ2Vk−4 = Λ2(L∗k−4 ⊕ · · · ⊕ L∗1).

Utilizaremos la Descomposición 3 descripta al comienzo de la sección. Escribimos ω̃ = ω3 + ω̃3 con

ω3 ∈ L∗2 ∧ L∗k−1 ⊕ L∗3 ∧ L∗k−2 ⊕ L∗4 ∧ L∗k−3 y

ω̃3 ∈ L∗k−1 ∧ (
⊕

j≤k−1

j 6=2

L∗j )⊕ L∗k−2 ∧ (
⊕

j≤k−1

j 6=3

L∗j )⊕ L∗k−3 ∧ (
⊕

j≤k−3

j 6=4

L∗k ) ⊕ Λ2(L∗k−4 ⊕ · · · ⊕ L∗1).

Las ráıces de longitud dos son αi + αi+1, i = 1, . . . , n − 1, por lo tanto una base de L∗k−1 ∧ L∗2 es

{γαi+αi+1 ∧ γδ, i = 1, . . . , n − 1}. Por otro lado, las ráıces de longitud tres son αi + αi+1 + αi+2, i =

1, . . . , n−2 y αn−1 +2αn. Por lo tanto, L∗3∧L∗k−2 está generado por {γαi+αi+1+αi+2∧γρ, γαi+αi+1+αi+2∧
γρ′ : i = 1, . . . , n − 2, γαn−1+2αn ∧ γρ, γαn−1+2αn ∧ γρ′}. Finalmente las ráıces de longitud cuatro son
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αi+αi+1+αi+2+αi+3, i = 1, . . . , n−3, y αn−2+αn−1+2αn. Como n ≥ 5, k−3 6= 4 y L∗k−3∧L∗4 tiene una

base de la forma {γαi+αi+1+αi+2+αi+3 ∧ γθ, γαi+αi+1+αi+2+αi+3 ∧ γθ′ , i = 1, . . . , n− 3, γαn−2+αn−1+2αn ∧
γθ, γαn−2+αn−1+2αn ∧ γθ′}.

Para facilitar los cálculos, escribimos ω3 ∈ L∗2∧L∗k−1 ⊕L∗3∧L∗k−2 ⊕L∗4∧Lk−3 como ω3 = ωa3 +ωb3+ωc3

donde, para algunos coeficientes ci, di, eifi, gi ∈ R,

ωa3 =
n−1∑
i=1

ci γαi+αi+1 ∧ γδ ∈ L∗k−1 ∧ L∗2,

ωb3 =

n−2∑
i=1

di γαi+αi+1+αi+2 ∧ γρ + dn−1 γαn−1+2αn ∧ γρ +

+

n−2∑
i=1

ei γαi+αi+1+αi+2 ∧ γρ′ + en−1 γαn−1+2αn ∧ γρ′ ∈ L∗3 ∧ L∗k−2,

ωc3 =
n−3∑
i=1

fi γαi+αi+1+αi+2+αi+3 ∧ γθ + fn−2 γαn−2+αn−1+2αn ∧ γθ +

+
n−3∑
i=1

gi γαi+αi+1+αi+2+αi+3 ∧ γθ′ + gn−2 γαn−2+αn−1+2αn ∧ γθ′ ∈ L∗4 ∧ Lk−3.

Las diferenciales de los elementos de las bases de L∗2, L∗3 y L∗4 son

dγαi+αi+1 = ξi γαi ∧ γαi+1 ,

dγαi+αi+1+αi+2 = s1
i γαi+αi+1 ∧ γαi+2 + s2

i γαi ∧ γαi+1+αi+2 ,

dγαn−1+2αn = sn−1γαn−1+αn ∧ γαn ,

dγαi+αi+1+αi+2+αi+3 = t1i γαi ∧ γαi+1+αi+2+αi+3 + t2i γαi+αi+1 ∧ γαi+2+αi+3 + t3i γαi+αi+1+αi+2 ∧ γαi+3 ,

dγαn−2+αn−1+2αn = t1n−2 γαn−2 ∧ γαn−1+2αn + t2n−2 γαn−2+αn−1+αn ∧ γαn ,

donde los coeficientes ξi, s
j
i , sn−1, t

j
i , son todos no nulos.

Calculamos las diferenciales de ωa3 , ωb3 y ωc3 haciendo uso de (3.17).

dωa3 =

n−1∑
i=1

ci dγαi+αi+1 ∧ γδ −
n−1∑
i=1

ci γαi+αi+1 ∧ dγδ =

n−1∑
i=1

ci ξi γαi ∧ γαi+1 ∧ γδ−

n−1∑
i=1

ci γαi+αi+1 ∧
(
b1 γα3 ∧ γρ + b2 γα1 ∧ γρ′ + b3 γθ ∧ γα3+α4 + τ ′

)
.

Luego la componente en L∗k−1 ∧ L∗1 ∧ L∗1 ⊕ L∗k−2 ∧ L∗2 ∧ L∗1 ⊕ L∗k−3 ∧ L∗3 ∧ L∗1 de dωa3 es

n−1∑
i=1

ci ξi γαi ∧ γαi+1 ∧ γδ −
n−1∑
i=1

b1 ci γαi+αi+1 ∧ γα3 ∧ γρ + b2 ci γαi+αi+1 ∧ γα1 ∧ γρ′ , (3.18)

ya que τ ′ ∈ Λ2Vk−4 = Λ2(L∗k−4 ⊕ · · · ⊕ L∗1) y γαi+αi+1 ∧ γθ ∧ γα3+α4 ∈ L∗2 ∧ L∗2 ∧ L∗k−3.

De la misma manera calculamos las diferenciales de ωb3 y ωc3 para llegar a sus componentes en el

subespacio anterior.
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Componente de dωb3 en L∗k−1 ∧ L∗1 ∧ L∗1 ⊕ L∗k−2 ∧ L∗2 ∧ L∗1 ⊕ L∗k−3 ∧ L∗3 ∧ L∗1:

n−2∑
i=1

(
dis

1
i γαi+αi+1 ∧ γαi+2 ∧ γρ + s2

i di γαi ∧ γαi+1+αi+2 ∧ γρ
)

+ dn−1sn−1 γαn−1+αn ∧ γαn ∧ γρ +

−
n−2∑
i=1

(
diν1 γαi+αi+1+αi+2 ∧ γα1 ∧ γθ′ + diν2 γαi+αi+1+αi+2 ∧ γα4 ∧ γθ

)
− dn−1ν1 γαn−1+2αn ∧ γα1 ∧ γθ′ +

−ν2dn−1γαn−1+2αn ∧ γα4 ∧ γθ +
n−2∑
i=1

dis
1
i γαi+αi+1 ∧ γαi+2 ∧ γρ′ +

n−2∑
i=1

dis
2
i γαi ∧ γαi+1+αi+2 ∧ γρ′ (3.19)

dn−1sn−1 γαn−1+αn ∧ γαn ∧ γρ′ −
n−2∑
i=1

diµ1 γαi+αi+1+αi+2 ∧ γα3 ∧ γθ′ − dn−1µ1 γαn−1+2αn ∧ γα3 ∧ γθ′ .

Notemos que, de hecho, los elementos de (3.19) pertenecen al subespacio L∗k−2∧L∗2∧L∗1⊕L∗k−3∧L∗3∧L∗1.

Componente de dωc3 en L∗k−1 ∧ L∗1 ∧ L∗1 ⊕ L∗k−2 ∧ L∗2 ∧ L∗1 ⊕ L∗k−3 ∧ L∗3 ∧ L∗1:

n−3∑
i=1

fi
(
t1i γαi ∧ γαi+1+αi+2+αi+3 + t3i γαi+αi+1+αi+2 ∧ γαi+3

)
∧ γθ + fn−2(t1n−2γαn−2 ∧ γαn−1+2αn +

+t2n−2γαn−2+αn−1+αn ∧ γαn) ∧ γθ +

n−3∑
i=1

gi
(
t1i γαi ∧ γαi+1+αi+2+αi+3 + t3i γαi+αi+1+αi+2 ∧ γαi+3

)
∧ γθ′

+gn−2(t1n−2γαn−2 ∧ γαn−1+2αn + t2n−2γαn−2+αn−1+αn ∧ γαn) ∧ γθ′ . (3.20)

En este caso, los elementos de (3.20) pertenecen al subespacio L∗k−3 ∧ L∗3 ∧ L∗1.

La componente de −dω3 en L∗k−1 ∧L∗1 ∧L∗1 ⊕ L∗k−2 ∧L∗2 ∧L∗1 ⊕L∗k−3 ∧L∗3 ∧L∗1 se conforma de la

suma de las componentes (3.18), (3.19) y (3.20) y a su vez, ésta coincide con la componente de dσ en

el mismo subespacio, escrita en (3.16).

La parte en L∗k−1 ∧ L∗1 ∧ L∗1 de (3.16) y de −dω3 coinciden, es decir

n∑
i=1

a1 ri γα2 ∧ γδ ∧ γαi =

n−1∑
i=1

ci ξi γαi ∧ γαi+1 ∧ γδ.

Esta ecuación implica que ri = 0 para todo 4 ≤ i ≤ n.

Tomando esta consecuencia, miramos la parte en L∗k−3 ∧ L∗3 ∧ L∗1 de (3.16) y de −dω3 que deben

coincidir y esa igualdad es

3∑
i=1

ηi (a4 γα2+α3+α4 ∧ γθ + a5 γα1+α2+α3 ∧ γθ′) ∧ γαi =

n−3∑
i=1

fi
(
t1i γαi ∧ γαi+1+αi+2+αi+3 + t3i γαi+αi+1+αi+2 ∧ γαi+3

)
∧ γθ + fn−2(t1n−2γαn−2 ∧ γαn−1+2αn +

+t2n−2γαn−2+αn−1+αn ∧ γαn) ∧ γθ +
n−3∑
i=1

gi
(
t1i γαi ∧ γαi+1+αi+2+αi+3 + t3i γαi+αi+1+αi+2 ∧ γαi+3

)
∧ γθ′

+gn−2(t1n−2γαn−2 ∧ γαn−1+2αn + t2n−2γαn−2+αn−1+αn ∧ γαn) ∧ γθ′ (3.21)
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−
n−2∑
i=1

(
diν1 γαi+αi+1+αi+2 ∧ γα1 ∧ γθ′ + diν2 γαi+αi+1+αi+2 ∧ γα4 ∧ γθ

)
− dn−1ν1 γαn−1+2αn ∧ γα1 ∧ γθ′ +

−ν2dn−1γαn−1+2αn ∧ γα4 ∧ γθ +
n−2∑
i=1

diµ1 γαi+αi+1+αi+2 ∧ γα3 ∧ γθ′ − dn−1µ1 γαn−1+2αn ∧ γα3 ∧ γθ′

Mirando con cuidado y comparando componente a componente se deduce que r2 = r3 = 0 y fi = 0

y di = 0 para todo i ≥ 2. Y tomando esos valores y volviendo a comparar, se tiene que r1 = 0 también.

Es decir, probamos que toda 2-forma cerrada ω, al escribirla como ω = σ+ ω̃, con σ ∈ V1∧ (nk−1
n )∗,

se tiene σ = 0. En otras palabras, toda 2-forma cerrada en nn pertenece a ω ∈ Λ2Vk−1, lo cual implica

E0,2
∞ (nn) = 0 como queŕıamos demostrar. �

Álgebras de tipo D:

Para cada n ≥ 4, Dn = so(2n,C). Sea h la subálgebra de Cartan correspondiente al conjunto de

ráıces positivas correspondiente es 4+ = {ei ± ej : 1 ≤ i < j ≤ n}. Luego dim nn = n(n− 1).

El subconjunto de ráıces simples es 40 = {αi := ei − ei+1 : i = 1, . . . , n− 1, αn := en−1 + en}. La

ráız máxima αmáx es e1 +e2 y como combinación de ráıces simples αmáx = α1 +2
∑n−2

i=2 αi+αn−1 +αn.

Luego el ı́ndice de nilpotencia de nn es k = 2n − 3. Como en el caso anterior, dimLk−1 = 1 y la ráız

de longitud k − 1 es δ = α1 + α2 +
∑n−2

i=2 2αi + αn−1 + αn.

Prueba del Teorema 3.2.3, punto 4. Esta prueba es análoga a la hecha para la familia Bn. Veremos

por qué y además la razón por la cual es necesario que n ≥ 6 para repetir la misma prueba.

En el sistema de ráıces correspondiente a Dn podemos ver que nn tiene dos ráıces de longitud k−2

y son ρ = α1 + α2 + α3 + 2
∑n

i=4 αi + αn−1 + αn y ρ′ = α2 +
∑n

i=3 2αi + αn−1 + αn.

Hay dos ráıces de longitud tres si n ≥ 6 y en otro caso sólo hay una; es por esto que tomamos

n ≥ 6 para repetir la prueba hecha en la familia B. En este caso las ráıces de longitud k − 3 son

θ = α1 + α2 + α3 + α4 + 2
∑n−2

i=5 αi + αn−1 + αn, θ′ = α2 + α3 + 2
∑n−2

i=4 αi + αn−1 + αn.

Para estas ráıces, se dan las mismas relaciones que en Bn, como podemos observar:

αmáx = δ + α2, αmáx = ρ+ (α2 + α3) = ρ′ + (α1 + α2)

αmáx = θ + (α2 + α3 + α4) = θ′ + (α1 + α2 + α3).

Entonces valen las mismas ecuaciones (3.15), (3.16) y (3.17). Las ráıces de longitud dos, tres y

cuatro son

` = 2 : αi + αi+1, i = 1, . . . , n− 2 y αn−2 + αn.

` = 3 : αi + αi+1 + αi+2, i = 1, . . . , n− 2 y αn−3 + αn−2 + αn.

` = 4 : αi + αi+1 + αi+2 + αi+3, i = 1, . . . , n− 3 y αn−4 + αn−3 + αn−2 + αn.

Por lo tanto las diferenciales de los elementos de las bases de L∗2, L
∗
3 y L∗4 no coinciden con lo hecho

en Bn. Sin embargo al tienen igual comportamiento que en el caso de B.
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Utilizando la Descomposición 3 y realizando las comparaciones como en el caso anterior llegamos

a que E0,2
∞ (nn) = 0 para todo n ≥ 6. �

Las pruebas en cada familia dan como resultado el Teorema 3.2.3.

Corolario 3.2.4. Sea nn el nilradical de una subálgebra de Borel de una álgebra de Lie simple com-

pleja dentro de las familias clásicas. Entonces si n es como en el Teorema 3.2.3, Rs ⊕ nn no admite

estructuras simplécticas.

3.3. E0,2
∞ de álgebras de Lie métricas 2-pasos nilpotentes

Un álgebra de Lie n se dice métrica cuando se considera un producto interno en n. En estos

casos, las transformaciones adjuntas D del operador de homoloǵıa ∂ definen un complejo de cocadenas

(Λ∗n, D) isomorfo al complejo (Λ∗n∗, d) de formas diferenciales. Este isomorfismo permite calcular la

cohomoloǵıa intermedia de n a través de una filtración del complejo definido por D.

Aplicando esos resultados a las álgebras de Lie 2-pasos nilpotentes métricas obtenemos una des-

cripción del grupo de cohomoloǵıa intermedia E0,2
∞ (n) en términos del Laplaciano 4 (ver Proposición

3.3.4). Esta descripción permite escribir los resultados en [21] sobre existencia de estructuras simplécti-

cas en álgebras de Lie tipo H como aplicación del Teorema 3.1.3. De esta manera probamos que en

la familia de álgebras tipo H la condición en dicho Teorema es suficiente además de necesaria para la

existencia de estructuras simplécticas.

Sea n un álgebra de Lie y 〈 , 〉 un producto interno en n. La homoloǵıa H∗(n) se define a través de

la homoloǵıa del complejo (Λ∗n, ∂) donde ∂p : Λpn −→ Λp−1n está dada por

∂p(x1 ∧ . . . ∧ xp) =
∑
i<j

(−1)i+j+1[xi, xj ] ∧ x1 ∧ . . .∧
∧
xi . . .∧

∧
xj . . . ∧ xp

El producto interno de n se extiende a Λpn para todo p y {ei1 ∧ . . . ∧ eip : ij ∈ 1, . . . ,m, i1 <

i2 · · · < ip} es una base ortonormal de Λpn si {e1, . . . , em} es una tal base de n. Denotamos Dp la

transformación adjunta de ∂p. Éstas verifican Dp−1 : Λp−1n −→ Λpn y Dp ◦Dp−1 = 0 para todo p y

por lo tanto (Λ∗n, D) es un complejo de cocadenas.

Consideramos en n∗ el producto interno que hace de Φ : n −→ n∗, x 7→ 〈x, · 〉 una isometŕıa y

extendemos ese producto y la aplicación Φ a Λpn para todo p ≥ 2. Entonces se tiene una isometŕıa,

que también denotamos Φ entre Λ∗n y Λ∗n∗. Resultan (Λ∗n, D) y (Λ∗n∗, d) complejos isomorfos por

Φ.

Supongamos que n es un álgebra de Lie nilpotente métrica. Notemos que al ser isomorfos los

complejos (Λ∗n, D) y (Λ∗n∗, d) hay una filtración en el primero que se corresponde con la filtración

canónica del segundo. Esta filtración está dada por los subespacios ortogonales de la serie central

descendente.

60



Consideramos los subespacios de n

W0 = {0} Wi = {x ∈ n : D1x ∈ Λ2Wi−1}, i ≥ 1. (3.22)

Proposición 3.3.1. Para cada i ≥ 0, Wi = (ni)⊥.

Prueba. La demostración es similar a lo hecho en la Proposición 1.2.6. De la igualdad 〈D1x, y ∧ z〉 =

〈x, ∂2(y ∧ z)〉 ∀x, y, z ∈ n se prueba el caso i = 1. Si (ni)⊥ = Wi sea x ∈Wi+1, entonces D1x ∈ Λ2Wi.

Dados a ∈ ni, b ∈ n se tiene

〈x, [a, b]〉 = 〈x, ∂2(a ∧ b)〉 = 〈D1x, a ∧ b〉 ,

donde el último producto interno es cero ya que D1x ∈ Λ2(ni)⊥. Luego Wi+1 ⊆ (ni+1)⊥

Por otro lado, si x ∈ (ni+1)⊥ y {e1, e2, . . . , en} es una base ortonormal de n de manera que los

elementos {ek, ek+1, . . . , en} generan ni+1 entonces

D1x =
∑

1≤i<j≤n
〈D1x, ei ∧ ej〉 ei ∧ ej .

Dado que 〈D1x, ei ∧ ej〉 = 〈x, [ei, ej ]〉 = 0 si j = k, . . . , n resulta x ∈Wi+1. �

Una demostración análoga a la Proposición 2.2.1 muestra que D preserva los espacios Wj , es decir

D(ΛiWj) ⊆ Λi+1Wj . Luego cada (Λ∗Wi, D) es un subcomplejo de (Λ∗n, D) y debido a las relaciones

de inclusión entre los subespacios Wj , (Λ∗n, D) es un complejo filtrado. Por el Teorema 2.1.4 hay una

sucesión espectral Ẽp,qr asociada a este complejo filtrado.

Dado que el isomorfismo Φ : Λ∗n −→ Λ∗n∗ se restringe a una aplicación entre los espacios Wj y

Vj para cada j, Φ define un isomorfismo entre las sucesiones espectrales Ẽ y E siendo E la sucesión

espectral de cohomoloǵıa intermedia. Resumimos esto en la siguiente proposición.

Proposición 3.3.2. Sea n un álgebra de Lie nilpotente con un producto interno. La cohomoloǵıa

intermedia de n es isomorfa al ĺımite de la sucesión espectral que determinan el complejo (Λ∗n, D) y

la filtración {0} = W0 ⊆W1 ⊆ · · · ⊆Wk = n.

Sea n un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente con producto interno. Descomponemos n en suma directa

ortogonal

n = v⊕ a⊕ [n, n],

donde z = a ⊕ [n, n] es el centro de n y a un ideal abeliano. La filtración (3.22) es W0 = {0},
W1 = [n, n]⊥ = v ⊕ a y W2 = n por la Proposición 3.3.1. En la sucesión espectral asociada a la

filtración que estos subespacios inducen en (Λ∗n, D) se tiene

E0,2
∞ =

{x ∈ Λ2n : D2x = 0}
D1(n) + {x ∈ Λ2W1 : D2x = 0}

=
Λ2(a⊕ v)⊕ {x ∈ [n, n] ∧ n : D2x = 0}

Λ2(a⊕ v)
. (3.23)

Es claro que si kerD2∩([n, n]∧n) = {0} entonces E0,2
∞ (n) = 0. Estudiaremos en detalle la restricción

de D2 al subespacio [n, n] ∧ n = ([n, n]⊗ a)⊕ ([n, n]⊗ v)⊕ Λ2[n, n].
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Proposición 3.3.3. D2|([n,n]⊗a)⊕Λ2[n,n] es inyectiva.

Prueba. Si a ∈ a entonces D1(a) = 0 pues

〈D1(a), u ∧ v〉 = 〈a, [u, v]〉 = 0, ∀u, v ∈ n.

Dado que D2 es la extensión por derivación de D1, D2(z ∧ a) = D1(z) ∧ a − z ∧ D1(a) = D1(z) ∧ a
para todo z ∈ [n, n]. Sean {z1, . . . , zk}, {a1, . . . , ar} bases ortonormales de [n, n] y a respectivamente.

Escribimos z ∧ a =
∑

s,t αs,tzs ∧ at. Sabemos que D1(n) ⊂ Λ2v y por lo tanto

D2(z∧a) = D1(z)∧a =

∑
i<j

〈D1(z), v1 ∧ vj〉 vi ∧ vj

∧a =
∑
s,t

αs,t
∑
i<j

〈D1(zs), vi ∧ vj〉 vi∧vj∧at = 0

si y sólo si
∑

s αs,t 〈D1(zs), vi ∧ vj〉 = 0 para todos i, j, t fijos. Sin embargo

∑
s

αs,t 〈D1(zs), vi ∧ vj〉 =

〈∑
s

αs,tzs, [vi, vj ]

〉
.

Como ambos son elementos en [n, n] el producto interno es cero para todo i, j si y sólo si
∑

s αs,tzs = 0

lo cual implica αs,t = 0 para todo s, t. Luego z ∧ a = 0 y D2|[n,n]⊗a es inyectiva.

Por otro lado, supongamos que D2(
∑

i<j ai,jzi ∧ zj) = 0. Es decir

0 =
∑
i<j

ai,j (D1(zi) ∧ zj −D1(zj) ∧ zi) =
∑
i

D1(zi) ∧
∑
j 6=i

si,jai,jzj , si,j = ±1. (3.24)

La última igualdad surge de un cambio de ı́ndices. Probaremos que {D1(zi), i = 1 . . . , k} es un conjunto

linealmente independiente Λ2v.

∑
i

βiD1(zi) = 0 ⇔ D1(
∑
i

βizi) = 0⇔

〈
D1(

∑
i

βizi), vs ∧ vt

〉
= 0 ∀s, t

⇔

〈∑
i

βizi, [vs, vt]

〉
= 0⇔

∑
i

βizi ∈ [n, n]⊥ ⇔ βi = 0 ∀i.

Luego {D1(zi), i = 1 . . . , k} es linealmente independiente y junto con la ecuación (3.24) implican

que ai,j = 0 para todo i, j cada vez que D2(
∑

i<j ai,jzi ∧ zj) = 0.

�

Como consecuencia de esta proposición y la ecuación (3.23), E0,2
∞ (n) ∼= ker D2|[n,n]⊗v. Nos será útil

describir este término de la suceción espectral en función del Laplaciano 4 de n asociado al producto

interno. Introducimos este concepto.

A partir del operador adjunto Dp de ∂p, definimos el p-ésimo Laplaciano de n como el endomorfismo

de Λpn dado por 4p = ∂p+1 ◦Dp+Dp−1 ◦∂p. Es bien conocido que la homoloǵıa (y la cohomoloǵıa) de
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las álgebras de Lie nilpotentes métricas queda completamente determinada por el núcleo del operador

Laplaciano. En efecto Kostant prueba en [45]

ker 4p
∼= Hp(n), para cada p. (3.25)

Teniendo en cuenta que E0,2
∞ (n) es isomorfo a un subespacio de H2(n), es natural pensar que el

mismo queda determinado por el núcleo del Laplaciano restringido a algún subespacio de Λ2n. Esto

es lo que probamos en la siguiente proposición.

Proposición 3.3.4. Si n es un álgebra de Lie métrica 2-pasos nilpotente entonces

E0,2
∞
∼= ker42|[n,n]⊗v.

Prueba. El subespacio [n, n] ⊗ v es invariante por 42 y ker42 = kerD2 en este subespacio ya que

∂2|[n,n]⊗v = 0 y ker ∂3 = (ImD2)⊥. �

En el trabajo [21] de I. Dotti y P. Tirao, se estudia el operador 42|[n,n]⊗v y particularmente su

núcleo. Incluimos algunos de estos resultados a continuación.

Para cada z ∈ z definimos Jz : v −→ v como 〈Jzx, y〉 = 〈[x, y], z〉, es decir Jzx = ad∗xz donde

ad∗x es la adjunta de adx : n −→ n según el producto interno de n. Cada Jz es una aplicación lineal y

antisimétrica en v, es decir Jz ∈ so(v). La función J : z −→ so(v), z 7→ Jz es lineal, y ker J = a. Toda la

geometŕıa básica de los grupos de Lie 2-pasos nilpotentes con la métrica invariante a izquierda definida

por la métrica en el álgebras de Lie puede ser descripta en función de estas aplicaciones Jz, z ∈ z (ver

trabajo de P. Eberlein [22]).

Consideramos el producto interno 〈 , 〉 = −1/2 traza en so(v) y denotamos | · | la norma que el

mismo define.

Proposición 3.3.5 (Lema 2.4, [21]). Sean {z1, . . . , zk} y {v1, . . . , vr} bases ortonormales de [n, n] y

v respectivamente. Entonces la matriz de 42|[n,n]⊗v en la base B = {z1 ⊗ v1, z2 ⊗ v1, . . . , zk ⊗ v1, z1 ⊗
v2, . . . , zk ⊗ v2, . . . , zk ⊗ vr} es la matriz por bloques

K(n) := [42]B =


J2
z1 + |Jz1 |2I Jz2Jz1 + 〈Jz2 , Jz1〉 I · · · JzkJz1 + 〈Jzk , Jz1〉 I

Jz1Jz2 + 〈Jz1 , Jz2〉 I J2
z2 + |Jz2 |2I · · · JzkJz2 + 〈Jzk , Jz2〉 I

...
...

...
...

Jz1Jzk + 〈Jz1 , Jzk〉 I Jz2Jzk + 〈Jz2 , Jzk〉 I · · · J2
zk

+ |Jzk |2I

 . (3.26)

En particular, la submatriz ubicada en la posición ij de K(n) es

K(n)ij = JzjJzi +
〈
Jzi , Jzj

〉
I.

Observación 3.3.6. La construcción anterior es independiente del ideal abeliano a de n. Es decir,

notando ñ = v⊕ [n, n] resulta 42|[ñ,ñ]⊗v ≡ 42|[n,n]⊗v pues [ñ, ñ] = [n, n] y esta restricción del Laplaciano

no depende del valor en a. Luego K(n) = K(ñ).
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De las dos proposiciones anteriores concluimos que si n es un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente con

producto interno entonces

E0,2
∞ (n) ∼= kerK(n) = kerK(ñ) = E0,2

∞ (ñ). (3.27)

Y del Teorema 3.1.3 se desprende el siguiente resultado.

Corolario 3.3.7. Sea n un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimensión par. Supongamos que existe

un producto interno en n de manera que 42|[n,n]⊗v es inyectivo, entonces n no admite estructuras

simplécticas. Es decir, si K(n) es inversible entonces E0,2
∞ (n) = 0.

Focalizamos nuestro estudio en las álgebras de Lie tipo Heisenberg (o simplemente tipo H). Éstas

forman una subfamilia de álgebras de Lie 2-pasos nilpotentes con producto interno y fueron introdu-

cidas por A. Kaplan en [41] y el estudio de la geometŕıa de las nilvariedades asociadas a las álgebras

de tipo Heisenberg se encuentra en [42]. Este estudio está hecho a partir de las Jz antes definidas y

motivó el trabajo posterior de Eberlein [22].

Definición 3.3.8. Un álgebra de Lie (n,〈 , 〉) es de tipo H si n = v⊕ z como suma directa ortogonal

y la aplicación J : z −→ so(v) definida como antes verifica J2
z = −|z|2I para todo z ∈ z.

De la definición surge que el centro de un álgebra de tipo H coincide con el conmutador y

JzJz′ + Jz′Jz = −2
〈
z, z′

〉
I. (3.28)

En particular, la filtración por los subespacios W resulta W0 = {0}, W1 = v y W2 = n. La función J

es una homotecia en efecto (−1/2) traza(J2
z ) = r

2 |z| donde r = dim v.

Consideramos {z1, . . . , zk} una base ortonormal de z y calculamos la forma resultante de la matriz

K(n) en base a (3.26). Por (3.28), |Jz|2 = −1
2 traza(−|z|2I) = r

2 donde r = dim v. Dado que (JzJz′)
∗ =

Jz′Jz para todo z, z′ ∈ z, en la base ortonormal Jz1Jz2 es antisimétrica por la primer propiedad y por

lo tanto tiene traza cero. Luego K toma la forma

K(n) =


r−2

2 I Jz2Jz1 · · · JzkJz1

Jz1Jz2
r−2

2 I · · · JzkJz2
...

...
...

...

Jz1Jzk Jz2Jzk · · · r−2
2 I

 . (3.29)

Proposición 3.3.9 (Lema 4.5,[21]). K(n) es singular si y sólo si n ∼= h1, hc o hH donde:

h1 es el álgebra de Heisenberg de dimensión 3.

hc es el álgebra de Lie real que proviene del álgebra de Heisenberg de dimensión compleja 3. Esta

álgebra de Lie tiene dimenisón real 6 y está expuesta en la Sección 2.4 como la número 28.
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hH es el álgebra de Heisenberg cuaterniónica de dimensión siete. La misma tiene una base {ei :

i = 1, . . . , 7} cuyos corchetes no nulos son

[e1, e2] = e5 = −[e3, e4], [e1, e3] = e6 = [e2, e4], [e1, e4] = e7 = −[e2, e3].

Prueba. Veamos primero que K es singular para cada caso. Como dim z(h1) = 1 y r = 2, K(h1) = 0.

En hc, r = 4, z(hc) = span{e5, e6} y

Je5 =


0 0 −1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 −1 0 0

 , Je6 =


0 0 0 −1

0 0 −1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

 .

Armando K(hc) vemos que su determinante es cero. De la misma forma se prueba que K(hH ) no es

inversible. Veamos que en cualquier otro caso detK(n) 6= 0.

Notemos λ = (r−2)/2. La matriz K(n) es escribe como K(n) = λI+D y vale D2 = (k−1)I+(k−
2)D. Si K(n) es singular entonces existe w 6= 0 tal que K(n)w = 0 y K(n)2w = 0, es decir Dw = −λw
y 0 = K(n)2w =

(
D2 + 2λD + λ2I

)
w = (k − 2 + 2λ)Dw + (λ2 + k − 1)w. Si 2λ+ k − 2 6= 0 resulta

Dw = −λ
2 + k − 1

k + 2λ− 2
w.

Igualando ambas ecuaciones resulta λ(k + 2λ − 2) = k + 2λ − 2. Los valores que resuelven la

cuadrática son λ1 = 1 − k, λ2 = 1. En el primer caso es r = 4 − 2k y vale sólo para r = 2 y k = 1.

Éste álgebra es isomorfa a h1. De la clasificación de álgebras de tipo H ([40]), existen tres álgebras

irreducibles con r = 4, éstas son hc, hH y el álgebra de Heisenberg de dimensión 5 para la cual K es

la identidad. �

Teorema 3.3.10. Sea n = Rs⊕ h con h un álgebra de tipo H y s = 0 o s = 1 si dim h es par o impar

respectivamente. Son equivalentes:

i. E0,2
∞ (n) 6= 0,

ii. n admite estructuras simplécticas.

Prueba. Probaremos que la primera afirmación implica la segunda ya que la rećıproca está dada por

el Teorema 3.1.3.

Supongamos que E0,2
∞ (n) 6= 0. Entonces, independientemente de s = 0 o s = 1, E0,2

∞ (h) 6= 0 por el

Teorema 2.2.6. Luego K(n) es singular puesto que kerK(h) = E0,2
∞ (h) 6= 0 (ver (3.27)), lo cual implica

que h es alguna de las tres álgebras en la proposición anterior h1, hc o hH.

Mostramos una estructura simpléctica en R⊕ h1, hc y R⊕ hH. Aqúı utilizamos la misma notación

que en la Sección 2.4.
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- R⊕ h1 = (0, 0, 0, 23), ω1 = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4 es cerrada y ω2
1 6= 0.

- hc = (0, 0, 0, 0,−13 + 24,−14− 23), ω2 = e1 ∧ e5 − e2 ∧ e6 + e3 ∧ e4 es cerrada y ω3
2 6= 0.

- R⊕hH = (0, 0, 0, 0, 0,−23+45,−24−35,−25+34), ω3 = e2∧e8 +e4∧e7 +(e3 +e4)∧e6 +e1∧e5

es cerrada y ω4
3 6= 0.

Con esto queda probado el teorema. �
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Caṕıtulo 4

Estructuras simplécticas en álgebras de

Lie nilpotentes

En este caṕıtulo profundizamos el estudio de las estructuras simplécticas en las álgebras de Lie

nilpotentes. Estas estructuras están en correspondencia con las estructuras simplécticas en nilvarie-

dades y es ésta la principal razón de su estudio.

Presentamos resultados conocidos en la primera sección junto con ejemplos que permiten introdu-

cirnos en el tema. Al final de esa sección mostramos un ejemplo que responde a una pregunta sobre el

grado de solubilidad de un álgebra de Lie nilpotente simpléctica planteada por Guan en [31].

Las secciones siguientes son muy diferentes en su propósito. En la segunda resolvemos el problema

de determinar las álgebras de Lie simplécticas dentro de la familia de las álgebras de Lie nilpotentes

libres: salvo dos en la familia, el resto no admite este tipo de estructuras.

Esta determinación junto con los resultados de no existencia de estructuras simplécticas en el

caṕıtulo anterior nos llevan a preguntarnos formas de construcción de nuevos ejemplos. Con este

propósito estudiamos en detalle el procedimiento de doble extensión de álgebras de Lie simplécticas

siguiendo los trabajos de Dardié, Medina y Revoy [13], [52]. Construimos una nueva familia de álgebras

de Lie simplécticas y estudiamos sus caracteŕısticas.

4.1. Introducción

En esta sección retomamos la definición de estructura simpléctica en álgebras de Lie presentada en

el caṕıtulo anterior. Desarrollamos este concepto en álgebras de Lie nilpotentes incluyendo ejemplos

de subfamilias simplécticas dentro de las álgebras de Lie nilpotentes. Incluimos además condiciones ya

conocidas sobre existencia de tales estructuras.

En esta sección notaremos con n a las álgebras de Lie cuando éstas sean nilpotentes.

Recordemos que una estructura simpléctica en un álgebra de Lie g es una 2-forma cerrada ω y
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no degenerada vista como forma bilineal antisimétrica definida en g. En particular es un elemento de

Z2 = ker (d : Λ2g∗ −→ Λ3g∗) y por lo tanto define una clase de cohomoloǵıa [σ] en H2(g).

Hemos visto que dada una variedad M de dimensión par 2m, una estructura simpléctica ω en

M es una 2-forma diferencial cerrada y no degenerada en cada punto de M . Si M es compacta

y ω una estructura simpléctica en M entonces del Teorema de Stokes se deduce que [ω]m 6= 0. En

particular, [ω] 6= 0. Es decir, las variedades compactasM tales queH2
dR(M) = 0 no admiten estructuras

simplécticas.

Si M = Γ\N es una nilvariedad, entonces M es simpléctica si y sólo si n, el álgebra de Lie del

grupo de Lie N , es simpléctica. Esta equivalencia se desprende del Teorema de Nomizu enunciado como

Teorema 1.2.12. En efecto, a través del isomorfismo ι entre los grupos de cohomoloǵıa, a toda estructura

simpléctica ω con clase de cohomoloǵıa de de Rham [ω] le corresponde una 2-forma cerrada σ ∈ Λ2n∗

tal que ι([ω]) = [σ]. El hecho que el isomorfismo preserve la estructura de anillo de cohomoloǵıa,

implica que ι([ω]m) = [σ]m = [σm] (2m = dim n) y esta clase es no nula por ser M compacta. Dado

que Hm(g) tiene dimensión uno deducimos que σm 6= 0 y σ es una estructura simpléctica en n.

Rećıprocamente, una estructura simpléctica σ ∈ Λ2n∗ define una 2-forma invariante en el grupo

de Lie N que desciende al cociente Γ\N .

Luego toda forma simpléctica en una nilvariedad es cohomóloga a una forma simpléctica invariante

por la acción del grupo de Lie. Este hecho no es válido para variedades homogéneas generales Γ\G si

G no es nilpotente. En el trabajo de S. Console, G. Ovando y M. Subils [11], se muestran ejemplos de

solvariedades simplécticas donde dichas estructuras no son invariantes por la acción del grupo soluble

G.

Comenzamos esta presentación con ejemplos y resultados generales, siempre en álgebras de Lie

nilpotentes.

Ejemplo 4.1.1. El álgebra de Lie abeliana de dimensión 2n, n2n, es simpléctica para todo n ∈ N. En

efecto si n∗2n = span{e1, e2, . . . , e2n−1, e2n}, la 2-forma

ω = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4 + · · ·+ e2n−1 ∧ e2n

define una estructura simpléctica en n∗n.

Proposición 4.1.2 ([27]). Toda álgebra nilpotente de dimensión 4 admite estructuras simplécticas.

Prueba. El álgebra abeliana de dimensión cuatro es simpléctica por el ejemplo anterior y hay, salvo

isomorfismo, dos álgebras de Lie nilpotentes no abelianas de dimensión 4. En una base {e1, e2, e3, e4}
del espacio dual, las diferenciales que definen las diferentes clases de isomorfismos, son

n1 :

{
de1 = de2 = de3 = 0

de4 = e2 ∧ e3
, n2 :


de1 = de2 = 0

de3 = e1 ∧ e2

de4 = e1 ∧ e3

.
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El álgebra de Lie n1 es R ⊕ h1 en el Teorema 3.3.10 donde vimos que la misma es simpléctica. La

2-forma ω2 = e1 ∧ e4 + e2 ∧ e3 en n2 define una estructura simpléctica. �

A partir del álgebra R ⊕ h1, Thurston en [65] construyó el primer ejemplo de variedad compacta

simpléctica que no admite métrica Kähler. Sobre variedades Kähler homogéneas referimos al libro de

Oprea y Tralle [59].

En dimensión seis aparecen las primeras álgebras de Lie nilpotentes que no admiten estructuras

simplécticas.

Ejemplo 4.1.3. El álgebra de dimensión seis n donde n∗ tiene una base de la forma {ei : i = 1, . . . 6}
y cuya aplicación diferencial está definida como de1 = de2 = de3 = 0, de4 = e1 ∧ e2, de5 = e1 ∧
e4, de6 = e2 ∧ e4 no posee estructuras simplécticas. En efecto para toda ω ∈ Z2 resulta ω3 = 0 pues

Z2 = span{e1 ∧ e6 + e2 ∧ e5, e2 ∧ e6, e1 ∧ e5} ⊕ span{e1 ∧ e4, e2 ∧ e4} ⊕ Λ2Z1 con Z1 = ker(d : n −→
Λ2n∗) = span{e1, e2, e3}.

Este álgebra de Lie de dimensión seis aparece como la número 17 en las listas de la Sección 2.4.

Las ágebras de Lie nilpotentes simplécticas de dimensión seis fueron clasificadas por Goze y Bouya-

koub en [27] en base a la clasificación de álgebras de Lie nilpotentes de dicha dimensión hecha por

Morosov ([54]). En ese primer trabajo se muestra una familia a un parámetro de álgebras de Lie

simplécticas nilpotentes en dimensión ocho no isomorfas dos a dos.

Ejemplo 4.1.4. Sea α ∈ R y nα el álgebra con base {e1, . . . , e8} y corchetes no nulos

[e1, ei] = ei−1, 3 ≤ i ≤ 8, [e4, e8] = αe2, [e5, e7] = e2, [e5, e8] = (1 + α)e3 + e2

[e6, e7] = e3, [e6, e8] = (2 + α)e4 + e3, [e7, e8] = (2 + α)e5 + e4.

Si α /∈ {−2,−5/2,−1, 1/2}, nα admite estructura simpléctica.

Hay ejemplos de álgebras de Lie nilpotentes simplécticas en cada dimensión par, como el que

presentamos a continuación.

Ejemplo 4.1.5. Sea Vn el álgebra de Lie con base {e1, . . . , en} y corchetes no nulos

[ei, ej ] =

{
(j − i)ei+j si i+ j ≤ n

0 si i+ j > n
.

Claramente, Vn es filiforme. Si n es par, n = 2k, la 2-forma

ωn = (2k − 1)e1 ∧ e2k + (2k − 3)e2 ∧ e2k−1 + · · ·+ ek ∧ ek+1

define una estructura simpéctica en Vn.
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Esta familia de álgebras de Lie, Vn, es una familia de álgebras filiformes. Un álgebra de Lie de

dimensión n se dice filiforme si es n−1 pasos nilpotente. La misma fue estudiada en primera instancia

por Vergne en [68] en relación a las órbitas abiertas en la variedad de álgebras de Lie y da lugar a

ejemplos importantes dentro del estudio de variedades Kähler.

Una variedad Kähler es una variedad simpléctica (M,ω) con una estructura compleja J de manera

que ω( ·, J ·) defina una métrica riemanniana (ver [9, 59], por ejemplo). En ese caso decimos que

la estructura compleja J es compatible con ω. Como mencionamos anteriormente, Thurston en [65]

presenta el primer ejemplo de variedad simpléctica no Kähler, es decir sin ninguna estructura compleja

compatible. La variedad dada por Thurston puede describirse como una nilvariedad. Benson y Gordon

en [4] generalizan este resultado probando que una nilvariedad Γ\N es Kähler si y sólo si N es abeliano,

resultando toda nilvariedad simpléctica ejemplo de una variedad compacta no Kähler.

Sin embargo, todos estos ejemplos son no simplemente conexos. Mc Duff en [51] da el primer

ejemplo simplemente conexo a través del metodo de blow up simpléctico. Una propiedad importante

de las variedades Kähler es la formalidad probada en [15]. Siguiendo la idea de Mc Duff, Babenko y

Taimanov ([2]) construyen ejemplos de variedades simplécticas simplemente conexas no formales para

cada dimensión ≥ 10. En dimensión 8, el ejemplo está dado por Fernández y Muñoz en [24].

En la bibliograf́ıa se encuentran algunas condiciones necesarias (no suficientes en general) que

permiten determinar en ciertos casos que un álgebra de Lie dada no admite tal tipo de estructura.

A continuación damos algunas de estas condiciones que fueron trabajadas en [4],[27],[31] y [21] entre

otros autores.

Sin embargo, hallar condiciones suficientes generales para que un álgebra de Lie nilpotente admita

estructuras simplécticas es un problema abierto, aśı como dar nuevos ejemplos de álgebras de Lie

nilpotentes simplécticas.

Proposición 4.1.6. Si n es un álgebra de Lie nilpotente de dimensión 2m y ω es una estructura

simpléctica en n entonces su clase de cohomoloǵıa [ω] ∈ H2(n) es no trivial. Mas aún [ωm] 6= 0 en

H2m(n).

Prueba. La demostración se basa en que el centro z de toda álgebra de Lie nilpotente es no trivial. En

efecto si n es k-pasos, el último paso de la serie central descendente nk−1 está contenido en el centro

ya que [n, nk−1] = nk = 0. Si 0 = [ω] ∈ H2(n) entonces ω = dσ para algún σ ∈ n∗. Para cada z ∈ z,

ω(z, ·) = dσ(z, ·) = −σ([z, ·]) = 0 y por lo tanto ω es una 2-forma degenerada en n.

Por otro lado, si ω es no degenerada, existe una base {e1, . . . , e2m} de n de manera que, en la base

dual de n∗, ωm = e1 ∧ · · · ∧ e2m. Del teorema 1.2.11 resulta [ωm] = [ω]m 6= 0. �

En particular las estructuras simplécticas en una álgebra de Lie nilpotente no son exactas. Las

álgebras de Lie que admiten una estructura simpléctica exacta se dicen álgebras de Frobenius. Por

ejemplo, aff(Rn), el álgebra de Lie de transformaciones afines de Rn es un álgebra de Lie de Frobenius.

Sobre álgebras de Lie de Frobenius ver [17, 5, 26] y sus referencias.
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El segundo grupo de cohomoloǵıa de un álgebra de Lie nilpotente simpléctica es distinto de cero.

Si bien podŕıamos pensar que esta condición da una obstrucción cohomológica para la existencia

de estructuras simplécticas, vimos en los preliminares que dimH2(n) > 0 para toda álgebra de Lie

nilpotente n.

En este sentido, presentamos el Teorema 3.1.3 en el caṕıtulo anterior e introdujimos una nueva

obstrucción en términos de la cohomoloǵıa intermedia.

Observación 4.1.7. Ya vimos al comienzo de la sección que si n es el álgebra de un grupo de Lie

N que admite un subgrupo discreto cocompacto, entonces dada σ una estructura simpléctica en n

resulta [σ] 6= 0. Esto se dedujo del Teorema de Stokes para variedades. La proposición anterior es una

prueba algebraica de este hecho y que además es válida para toda álgebra de Lie nilpotente simpléctica.

Recordemos que un grupo de Lie N simplemente conexo admite un subgrupo discreto cocompacto si y

sólo si los coeficientes de estructura de su álgebra de Lie son racionales [49].

Proposición 4.1.8 ([4, 31]). Si ω es una estructura simpléctica en n k-pasos nilpotente, entonces

dim z(n) ≤ dim(n/n′). (4.1)

Prueba. Sea zω = {x ∈ n /ω(x, z) = 0 ∀z ∈ z} el ortogonal del centro respecto de ω. Dado que ω es

no degenerada, resulta dim n = dim z+ dim zω. Por otro lado dim n = dim n′ + dim(n/n′). Probaremos

que dim n′ ≤ dim zω y de la igualdad

dim z + dim zω = dim n′ + dim(n/n′)

resultará la tesis.

Sea y = [y1, y2] un elemento en el conmutador de n, entonces

ω(x, y) = ω(x, [y1, y2]) = ω([x, y2], y1) + ω([x, y1], y2) = 0

pues ω es cerrada y x ∈ z. Luego n′ ⊆ zω y por lo tanto dim n′ ≤ dim zω. �

La condición (4.1) no es suficiente en general pues para el álgebra de Lie del Ejemplo 4.1.3 vale la

igualdad en dicha ecuación. Sin embargo cuando nos restringimos a la familia de álgebras provenientes

de grafos, ésta śı es suficiente (ver [61]).

El estudio de la existencia de estructuras simplécticas está ligado a la comprensión del núcleo de la

aplicación d : Λ2n∗ −→ Λ3n∗. El siguiente resultado da un subespacio estrictamente menor que Λ2n∗

que contiene el conjunto de 2-formas cerradas. El mismo fue utilizado en la Sección 3.2 del caṕıtulo

anterior. Aqúı damos su demostración.

Proposición 4.1.9 (Lemma 2.8.,[4]). En un álgebra de Lie k-pasos nilpotente n,

Z2 ⊆ Λ2Vk−1 ⊕ (V1 ⊗ (nk−1)∗),

donde los espacios V1 y Vk−1 son los definidos en (1.2) y (nk−1)∗ es el dual del último paso de la serie

central descendente.
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Prueba. Sea B = {e1, . . . , et, et+1 . . . , es−1, es, . . . , em} una base de n de manera que V1 = span{e1, . . . , et}
y nk−1 = span{es, . . . , em} y Vk−1 = span{e1, . . . , es−1}. Observemos que n∗ = Vk−1 ⊕ (nk−1)∗ ya que

Vk−1 = (nk−1)◦. Entonces, Λ2n∗ = Λ2Vk−1 ⊕ Vk−1 ⊗ (nk−1)∗ ⊕ Λ2(nk−1)∗.

Sea ω una 2-forma cerrada, entonces

0 = ω(z, [y1, y2]) = ω([z, y2], y1) + ω([x, y1], y2) = 0 para todo z ∈ nk−1, y1, y2 ∈ n (4.2)

pues dω = 0 y nk−1 ⊆ z.

Escribimos

ω = ω1 + ω2 + ω3, con ω1 =

t∑
i=1

m∑
j=s

aije
i ∧ ej , ω2 =

m∑
i=t+1

m∑
j=s

bije
i ∧ ej y ω3 ∈ Λ2Vk−1. (4.3)

Notemos que ω1 ∈ V1 ⊗ (nk−1)∗. Vamos a probar que ω2 = 0.

Dado que ei ∈ nk−1 si i ∈ {s, . . . ,m} y ej ∈ n′ si t+ 1 ≤ j ≤ m, entonces por (4.2) y (4.3) se tiene

0 = ω(ei, ej) = bij , si t+ 1 ≤ i ≤ n y s ≤ j ≤ m,

resultando ω2 = 0. �

Para finalizar esta sección retomamos el ejemplo de la familia Vn (ver Ejemplo 4.1.5) a través de

la cual damos respuesta a una pregunta planteada por Guan en [31] sobre el grado de solubilidad de

un álgebra de Lie nilpotente simpléctica.

La serie derivada de un álgebra de Lie g es la siguiente serie de ideales:

D0 = g, Di = [Di−1,Di−1], i ≥ 1.

Diremos que g es p-pasos soluble si Dp = 0 y Dp−1 6= 0 y en ese caso denominamos grado de

solubilidad al entero p. Toda álgebra nilpotente es soluble pero su grado de solubilidad puede ser muy

menor al de nilpotencia.

En el trabajo de Guan [31], sobre nilvariedades simplécticas, se plantea una pregunta sobre la

existencia de alguna cota en el grado de solubilidad de un álgebra de Lie nilpotente simpléctica. Más

precisamente, él conjetura que un álgebra de Lie nilpotente simpléctica es a lo sumo cuatro pasos

solubles. Damos un contraejemplo a esta conjetura en la siguiente proposición, con lo cual probamos

que la misma no es válida.

Proposición 4.1.10. Para cada s ∈ N fijo existe un álgebra de Lie nilpotente simpléctica de grado de

solubilidad s, a saber, V2s.

Prueba. Sólo resta probar el grado de solubilidad. Haciendo inducción sobre i resulta

DiVn = span
{
ej : j ≥ mı́n{2i+1 − 1, n}

}
.

Se deduce inmediatamente que si n = 2s entonces Ds−1Vn 6= 0 y DsVn = 0. �
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4.2. Álgebras de Lie nilpotentes libres

El problema de existencia de estructuras en álgebras de Lie nilpotentes no es sencillo en general. No

hay condiciones suficientes generales para que un álgebra de Lie nilpotente admita una tal estructura.

En la bilbiograf́ıa se encuentran diferentes maneras de encarar este problema.

Una de las mismas es estudiar caso por caso cuando se tenga una clasificación de las álgebras de

Lie. El trabajo de Goze y Bouyakoub en [27] antes mencionado sigue esta ĺınea pues analizan una por

una las álgebras dadas en la clasificación de Morosov [54].

Por otro lado, el problema puede tratarse en subfamilias de álgebras de Lie nilpotentes a partir de

las propiedades que la determinan. Por ejemplo, en el trabajo de Dotti y Tirao [21] visto en la Sección

3.3, se estudia la existencia de estructuras simplécticas en las álgebas de Lie de tipo Heisenberg.

Dentro de las álgebras de Lie filiformes, la clasificación de las simplécticas está dada en [53]. Entre las

álgebras asociadas a grafos, una descripción completa de aquellas que son simplécticas puede hacerse

en términos del grafo correspondiente ([61]).

Siguiendo esta última ĺınea de trabajo, en esta sección nos restringimos a la familia de álgebras

de Lie nilpotentes libres. Precisamente se presenta una descripción expĺıcita de aquellas álgebras en la

familia que admiten estructuras simplécticas.

Recordemos que el álgebra de Lie k-pasos nilpotente libre en m generadores nm,k es el álgebra de

Lie cociente nm,k = fm/f
k
m donde fm denota el áglebra de Lie libre en m generadores, con m ≥ 2. (Note

que un único elemento genera un álgebra de Lie abeliana).

La imagen de un conjunto generador de fm por el mapa cociente induce un conjunto generador de

nm,k. A cada conjunto ordenado de generadores {e1, . . . , em} se le asocia una base de nm,k, llamada

Base de Hall (ver [32]). Estudiaremos la estructura de las álgebras de Lie nilpotentes libres a través

de estas bases. Su construcción es la siguiente.

Definimos la longitud ` de cada generador como 1. Los corchetes de Lie [ei, ej ] para i > j, satisfacen

por definición `([ei, ej ]) = 2. Ahora los elementos e1, . . . , em, [ei, ej ], i > j pertenecen a la base de

Hall. Considere un orden total en tal conjunto extendiendo el orden del conjunto generador y tal que

E > F si `(E) > `(F ). Éstos permiten la construcción de los elementos de longitud 3 y más.

Recursivamente, cada elemento de la base de Hall de nm,k se define como sigue. Los generadores

e1, . . . , em son elementos de la base de longitud 1. Supongamos tenemos definidos los elementos de la

base de longitud 1, . . . , r − 1 ≤ k − 1, con un orden total que verifica E > F si `(E) > `(F ).

Si `(E) = s y `(F ) = t con r = s+ t ≤ k, entonces [E,F ] es un elemento en la base de longitud r

si las dos condiciones siguientes se satisfacen:

i. E y F son elementos en la base con E > F ,

ii. si `(E) > 1 y E = [G,H] es la única descomposición con G,H en la base, entonces F ≥ H.

73



Una vez fijada una base de Hall de nm,k, denotamos por p(m, s) el espacio generado por aquellos

elementos en la base de longitud s. Estos espacios definen una graduación de nm,k ya que

nm,k = p(m, 1)⊕ p(m, 2)⊕ · · · ⊕ p(m, k) donde [p(m, s), p(m, t)] ⊆ p(m, s+ t).

Los elementos de la base de Hall en p(m, s) se dicen elementos de homogéneos de longitud s.

La serie central descendente de un álgebra de Lie nilpotente libre nm,k se escribe en términos de

la graduación

nrm,k = ⊕ks=r+1p(m, s).

Esta propiedad es consecuencia del hecho que todo corchete de r + 1 elementos de nm,k es una com-

binación lineal de corchetes de r + 1 elementos en la base de Hall ([32], [3]). Es decir Cr(nm,k) ⊆
⊕ks=r+1p(m, s); la otra inclusión es obvia. En particular, p(m, k) = Ck−1(nm,k) ⊆ z(nm,k). De hecho,

esta inclusión es una igualdad ya que si x ∈ z(nm,k) y ei es un generador, entonces [x, ei] = 0. Siendo

nm,k = fm/f
k
m, tomamos representantes, x̃ y ẽi, donde ẽi es un generador de fm. Por lo tanto [x̃, ẽi] ∈ fkm

lo cual implica que x ∈ p(m, k). Luego

p(m, k) = z(nm,k) (4.4)

Denotamos con dm(s) la dimensión de p(m, s). Entonces por [64],

s · dm(s) = ms −
∑

r|s,r<s

r · dm(r), s ≥ 1. (4.5)

o equivalentemente

dm(s) =
1

s

∑
r|s

µ(r) · rs/r, s ≥ 1. (4.6)

donde µ es la función de Möebius.

En particular, dm(1) = m y dm(2) = m(m− 1)/2. Según (4.4), dim z(nm,k) = dm(k). Notemos que

no se devela una fórmula expĺıcita para dm(k) a partir de (4.5).

Ejemplo 4.2.1. Dado un conjunto ordenado de generadores e1, . . . , em del álgebra de Lie 2-pasos

nilpotente libre nm,2, una base de Hall es

B = {ei, [ej , ek] : i = 1, . . . ,m, 1 ≤ k < j ≤ m}.

De acuerdo con (4.5) dim nm,2 = dm(1) + dm(2) = m + m(m − 1)/2 y dado que z(nm,2) = p(m, 2),

resulta dim z(nm,2) = m(m− 1)/2.

Ejemplo 4.2.2. Para el álgebra de Lie 3-pasos nilpotente libre en m generadores nm,3 una base de

Hall correspondiente a un conjunto de generadores ordenado como antes es

B = {ei, [ej , ek], [[er, es], et] : i = 1, . . . ,m, 1 ≤ k < j ≤ m, 1 ≤ s < r ≤ m, t ≥ s}.

Dado que z(nm,3) = p(m, 3), tenemos

dim z(nm,3) = dm(3) = m(m2 − 1)/3.
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Con estos elementos, estamos en condiciones de probar el teorema de clasificación de las álgebras

de Lie nilpotentes libres que admiten estructuras simplécticas.

Desarrollamos de la condición (4.1) de la sección anterior para el caso de álgebras de Lie nilpotentes

libres.

Es claro que dim(nm,k/n
′
m,k) = m para el álgebra de Lie k-pasos nilpotente libre en m generadores

nm,k. A partir de la fórmula (4.1) deducimos el siguiente corolario.

Corolario 4.2.3. Sea nm,k el álgebra de Lie k-pasos nilpotente libre en m generadores y consideremos

el álgebra de Lie g = Rt ⊕ nm,k con t = 0 si dim nm,k es par o t = 1 si dim nm,k es impar. Si g admite

estructuras simplécticas entonces

dim z (nm,k) ≤ m. (4.7)

Prueba. Si dim nm,k es par, entonces g = nm,k y la ecuación (4.7) sigue de la Proposición 4.1.8. Sea g

la suma directa R⊕ nm,k donde nm,k tiene dimensión impar. En este caso, dim z(g) = dim z(nm,k) + 1.

Además, dim(g/g′) = dim(nm,k/n
′
m,k) + 1 ya que g′ =n′m,k. Por lo tanto, la condición (4.1) para g es

equivalente a (4.7). �

Esta condición sobre la dimensión del centro es muy restrictiva en las álgebras de Lie nilpotentes

libres ya que en general esta dimensión es grande en comparación con la cantidad de generadores.

Teorema 4.2.4 ([14]). Sea nm,k el álgebra de Lie k-pasos nilpotente libre en m generadores.

1. Si dim nm,k es par entonces nm,k admite estructuras simplécticas si y sólo si (m, k) = (3, 2).

2. Si dim nm,k es impar, la extensión abeliana unidimensional R⊕nm,k admite estructuras simplécti-

cas si y sólo si (m, k) = (2, 2).

Prueba. Sea nm,k el álgebra de Lie k-pasos nilpotente libre en m generadores. Separamos la prueba

por orden de nilpotencia k de nm,k.

• k = 2. Como vimos en el Ejemplo 4.2.1, la dimensión del centro de nm,2, es m(m− 1)/2. Es fácil

ver que dim z(nm,2) > m salvo para m = 2 y m = 3. De esto y (4.7) en el Corolario 4.2.3, nm,2 o su

extensión central unidimensional son no simplécticas para todo m ≥ 4.

Si m = 2, el álgebra de Lie n2,2 tiene dimensión tres y es precisamente el álgebra de Heisenberg

h1. Vimos que R⊕ h1 es simpléctica en el Teorema 3.3.10.

En el caso m = 3, el álgebra de Lie n3,2 tiene dimensión seis y es la número 24 en la lista de la

Sección 2.4. En la base ah́ı dada, la 2-forma ω = e1 ∧ e4 + e2 ∧ e6 + e3 ∧ e5 define una estructura

simpléctica en n3,2.

• k = 3. Del Ejemplo 4.2.2 dim z(nm,3) = m(m2 − 1)/3. Entonces (4.7) no se satisface si m > 2.

Luego, nm,3 y R⊕ nm,3 son no simplécticas si m > 2.

A pesar que dim z(n2,3) es igual a la cantidad de generadores, el álgebra de Lie g = R⊕ n2,3 tiene

dimensión seis y es la que presentamos en el Ejemplo 4.1.3 la cual vimos que no admite estructuras

simplécticas.
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A continaución probaremos que para todo k ≥ 4 y m ≥ 2 la dimensión de z (nm,k) es siempre

mayor que m. Este hecho junto con el Corolario 4.2.3 implican que ni nm,k ni su extensión central

unidimensional son algebras de Lie simplécticas.

• k = 4. Recordemos que p(m, 4) = z(nm,4) por (4.4), entonces haciendo uso de (4.5):

dim z(nm,4) = dm(4) =
1

4
(m4 − dm(1)− 2dm(2)) =

m2(m2 − 1)

4
.

Notar que m2(m2 − 1)/4 > m siempre que m ≥ 2.

• k ≥ 5. Es posible encontrar una cota inferior de dim z(nm,k) construyendo elementos diferentes

de longitud k en una base de Hall B de nm,k.

Sea {e1, . . . , em} un conjunto generador de nm,k y consideramos el conjunto

U = {[[[ei, ej ], ek], em] : 1 ≤ j < i ≤ m, k ≥ j}.

Un elemento en U pertenece a la base y tiene longitud cuatro. Dado x ∈ U , el corchete

[x, em](s) := [[[x,

s︷ ︸︸ ︷
em], em] · · · , em] s ≥ 1

es un elemento de la base de Hall si `([x, em](s)) ≤ k.

De hecho si s = 1 entonces [x, em](1) = [x, em] y resulta:

i. ambos x = [[[ei, ej ], ek], em] ∈ U y em son elementos en la base de Hall y x > em por su longitud;

ii. además x = [G,H] con G = [[ei, ej ], ek] y H = em y tenemos em ≥ H.

Luego las dos condiciones que definen los elementos de la base de Hall se satisfacen. Tenemos

[x, em](1) ∈ B y también pertencen a n4
m,k.

Inductivamente, supongamos que [x, em](s−1) ∈ B, entonces claramente [[[x, em], em] · · ·], em](s−1) >

em y es posible escribir [x, em](s−1) = [G,H] con H = em. Luego [x, em](s) ∈ B. Notar que [x, em](s) ∈
ns+3
m,k .

Construimos el siguiente conjunto

Ũ := {[x, em](k−4) : x ∈ U} ⊆ nk−1
m,k .

Éste está contenido en el centro de nm,k y es un conjunto linealmente independiente. Por lo tanto

dim z(nm,k) ≥ |Ũ|. (4.8)

Es fácil ver que Ũ y U tienen el mismo cardinal. También, |U| =
∑m

j=1(m− j + 1)(m− j) puesto

que para cada j = 1, . . . ,m fijo, la cantidad de posibilidades de elegir k ≥ j e i > j es (m − j + 1) y

(m− j) respectivamente.

Calculamos el cardinal de Ũ y resulta |Ũ | = 1/3m3 +m2 + 2/3m que junto con (4.8) prueba que

para cada m y k ≥ 5

dim z(nm,k) ≥ 1/3m3 +m2 + 2/3m.

El lado derecho de la ecuación anterior es mayor a m para todo m ≥ 2. �
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4.3. Extensiones dobles de álgebras de Lie simplécticas

En los trabajos de Medina, Revoy y Dardié [52, 13] se introduce una forma de construir un álgebra

de Lie simpléctica de dimensión 2n a partir de una de dimensión 2n− 2 y rećıprocamente, muestran

que toda álgebra simpléctica de dimensión 2n proviene de una dos dimensiones menor. Precisamente,

caracterizan las álgebras de Lie simplécticas como aquellas que pueden obtenerse como una sucesión

de dobles extensiones simplécticas partiendo del álgebra de Lie abeliana de dimensión dos.

En esta sección incluimos el Teorema de Doble Extensión (ver Teorema 4.3.1) que se encuentra

en las referencias antes dadas. En su demostración explicamos este procedimiento de extensión y

reducción de álgebras de Lie nilpotentes simplécticas. Para completitud de la presentación incluimos

resultados sobre álgebras simétricas a izquierda.

Al final de la sección mostramos la construcción de una nueva familia de álgebras de Lie nilpotentes

simplécticas O2m, m ≥ 2. Probamos que las álgebras de Lie de esta familia admiten estructuras

complejas hasta dimensión ocho. Las mismas resultan ejemplos de variedades compactas simplécticas

y con estructuras complejas, pero que no son Kähler ([4]).

Dicha familia, como ejemplo de álgebras de Lie nilpotentes simplécticas, contrastan con los resul-

tados de no existencia de estructuras simplécticas que presentamos en las secciones anteriores.

Teorema 4.3.1.

• Extensión. Sea (n, ω) un álgebra de Lie simpléctica nilpotente, z un elemento cualquiera de n y δ una

derivación nilpotente tal que

ω(z, [a, b]) = −ω((δ2 + 2δ∗δ + (δ∗)2)a, b), ∀ a ∈ n. (4.9)

Aqúı δ∗ es la transformación adjunta de δ via ω. Entonces ñ = Rd⊕ Re⊕ n con un corchete dado por

[d, a]ñ = −δ(a) + ω(z, a) e ∀a ∈ n

[a, b]ñ = (ω(δa, b) + ω(a, δb)) e+ [a, b]n ∀a, b ∈ n (4.10)

[a, e]ñ = [d, e]ñ = 0

es un álgebra de Lie nilpotente. Además, si denotamos d∗ y e∗ los elementos duales a d y e respectivamente en

ñ∗, la 2-forma ω̃ = d∗ ∧ e∗ + ω es una estructura simpléctica en ñ.

• Reducción. Rećıprocamente, dada un álgebra de Lie simpléctica nilpotente (ñ, ω̃) y e ∈ z (ñ), existe un

elemento d ∈ ñ y un álgebra de Lie nilpotente simpléctica (n, ω) de manera que ñ ∼= Rd⊕Re⊕n y ω̃ = d∗∧e∗+ω.

Además, es posible encontrar una derivación nilpotente δ de n verificando (4.9) y un elemento z ∈ n tal que

el corchete en ñ está dado por (4.10).

Probaremos separadamente las partes de extensión y reducción del teorema.

Prueba Extensión. Sea n un algebra de Lie nilpotente, ω una estructura simpléctica y sea δ una

derivación de n. Estos elementos definen una forma bilineal antisimétrica en n, βδ : n× n −→ R, dada
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por

βδ(x, y) = ω(δx, y) + ω(x, δy).

Esta 2-forma βδ ∈ Λ2n∗ es cerrada, en efecto

dβδ(u, v, w) = −βδ([u, v], w) + βδ([u,w], v)− βδ([v, w], u)

= −ω(δ[u, v], w)− ω([u, v], δw) + ω(δ[u,w], v) +

+ω([u,w], δv)− ω(δ[v, w], u)− ω([v, w], δu),

siendo cero el lado derecho de esta igualdad pues dω = 0 y por la condición de Jacobi en n.

La representación nula ρ : n −→ gl(R) junto con la 2-forma βδ definen una extensión central por

un elemento e. Esta extensión central es un álgebra de Lie (ver, por ejemplo, [44]) que, como espacio

vectorial, es la suma directa Re⊕ n y el corchete de Lie está dado por

[x+ λe, x′ + λ′e]Re⊕n = [x, x′]n + βδ(x, x
′) e x, x′ ∈ n, λ, λ′ ∈ R.

Supongamos que existe z ∈ n de manera que

ω((δ2 + 2δ∗δ + (δ∗)2)u, v) = −ω(z, [u, v]), ∀u, v ∈ n. (4.11)

Entonces la aplicación D : Re⊕ n −→ Re⊕ n definida por De = 0 y Du = −δ u+ω(z, u) e es una

derivación de Re⊕ n. En efecto, D[u, e] = 0 = [Du,De] pues e está en el centro de Re⊕ n. Además si

u, v ∈ n,

D[u, v]Re⊕n = D([u, v]n + βδ(u, v) e) = D([u, v]n) = −δ [u, v]n + ω(z, [u, v]n) e,

[Du, v]Re⊕n = [−δ u− ω(z, u) e, v]Re⊕n = −[δu, v]n + βδ(−δu, v) e,

[u,Dv]Re⊕n = [u,−δ v − ω(z, v) e]Re⊕n = −[u, δv]n + βδ(u,−δv) e.

Entonces

[Du, v]Re⊕n + [u,Dv]Re⊕n = −[δu, v]n + βδ(−δu, v) e− [u, δv]n + βδ(u,−δv) e

= −δ[u, v] + (ω(−δ2u, v) + ω(−δu, δv) + ω(δu,−δv) + ω(u,−δ2v)) e

= −δ[u, v]− ω((δ2 + 2δ∗δ + (δ∗)2)u, v) e

= −δ[u, v] + ω(z, [u, v]) e

= D[u, v]Re⊕n,

dado que z satisface (4.11).

En ese caso consideramos el álgebra de Lie ñ como el producto semidirecto de Re ⊕ n por la

derivación D. El álgebra de Lie ñ se decompone como suma directa Rd⊕ Re⊕ n y tal que

- Re⊕ n es la extensión central de n por βδ,
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- la acción de d en Re⊕ n es [d, x]ñ = −δx+ ω(z, x) e, [d, e]ñ = 0.

La 2-forma ω̃ = e∗ ∧ d∗+ω es bilineal, antisimétrica y no degenerada. Más aún, es cerrada en ñ ya

que, dados u, v, w ∈ ñ, resulta

ω̃([u, v]ñ, w) + ω̃([v, w]ñ, u) + ω̃([w, u]ñ, v) = 0. (4.12)

En efecto, si u, v, w ∈ n, entonces por la manera que está definida ω̃,

ω̃([u, v]ñ, w) = ω̃([u, v]n + βδ(u, v) e, w) = ω([u, v]n, w).

Debido a que ω es cerrada en n es válida la ecuación (4.12) también en este caso.

Si u = e y v, w ∈ R d⊕n, como e está en el centro y el conmutador está contenido en n, la ecuación

(4.12) es válida:

ω̃([e, v]ñ, w) + ω̃([v, w]ñ, e) + ω̃([w, e]ñ, v) = ω̃([v, w]ñ, e) = e∗ ∧ d∗([v, w]ñ, e) = −d∗([v, w]ñ) = 0.

Finalmente, si u = d y v, w ∈ n,

ω̃([d, v]ñ, w) + ω̃([v, w]ñ, d) + ω̃([w, d]ñ, v) = ω̃(−δv + ω(z, v)e, w) + βδ(v, w) + ω(δw, v)

= ω̃(−δv, w) + βδ(v, w) + ω(δw, v)

= ω̃(−δv, w) + ω(δv, w) + ω(v, δw) + ω(δw, v)

= 0.

Luego, vale (4.12) también en este caso. El caso que u = d y v, w ∈ n ⊕ Re, es similar. Luego, al

verificarse que la suma ćıclica en (4.12) es cero para todos los casos antes mencionados, vale que

dω̃ = 0 y por lo tanto define una estructura simpléctica en ñ.

Con esto queda probada la parte de extensión del Teorema 4.3.1. Notaremos (n, ω)δ,z al álgebra de

Lie simpléctica (ñ, ω̃) aśı construida.

• Prueba Reducción. En primer lugar introducimos el concepto de álgebras simétricas a izquierda

y estudiamos sus propiedades.

Definición 4.3.2. Un espacio vectorial V munido de un producto bilineal xy que satisface

(xy)z − x(yz) = (yx)z − y(xz), ∀x, y, z ∈ n

se llama un álgebra simétrica a izquierda (o álgebra SI).

Toda álgebra simétrica a izquierda V , es un álgebra de Lie considerando el corchete de Lie como

[x, y] = xy − yx. (4.13)

Si (g, [ , ]) es un álgebra de Lie y además posee un producto que le da estructura de álgebra

simétrica a izquierda de manera que el corchete definido por (4.13) coincide con el original del álgebra

g, entonces diremos que las estructuras de álgebra de Lie y de álgebra SI son compatibles.
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Lema 4.3.3. Sea V un álgebra SI y [x, y] = xy − yx el corchete de Lie definido por (4.13). Si ω es

una 2-forma en V tal que para todos x, y, z en V

1. ω(xy, z) + ω(zy, x) = 0,

2. ω(xy, z) + ω(yz, x) + ω(zx, y) = 0.

entonces resulta ω([z, y], x) = ω(zx, y) ∀x, y, z ∈ V y ω es cerrada V . En particular si ω es no

degenerada, define una estructura simpléctica en V .

Prueba. Por (4.13), ω([z, y], x) = ω(zy− yz, x) = ω(zy, x)−ω(yz, x) que, por 1., resulta ω([z, y], x) =

−ω(xy, z)− ω(yz, x). Haciendo uso de 2. tenemos

ω([z, y], x) = ω(yz, x) + ω(zx, y)− ω(yz, x) = ω(zx, y).

La suma ćıclica ω([x, y], z) + ω([y, z], x) + ω([z, x], y) es cero por la condición 2. y por lo tanto ω

es cerrada. �

Sea (ñ, ω̃) un álgebra de Lie nilpotente simpléctica. Como ω es no degenerada, queda definido un

producto en ñ de la siguiente forma

ω̃(ab, c) = ω̃([a, c], b) para todo a, b, c ∈ ñ. (4.14)

Resulta ñ un álgebra SI dado que ω̃ es cerrada y el corchete de Lie es compatible con esta estrucutra,

es decir, [a, b] = ab− ba.

Lema 4.3.4. Sea (ñ, ω̃) un álgebra de Lie nilpotente simpléctica y consideramos el producto SI definido

por ω̃ en ñ.

1. Un elemento x pertenece al centro de ñ si y sólo si xy = yx = 0 ∀ y ∈ ñ.

2. Sea I = Re con e ∈ z(ñ). Los conjuntos I e I⊥ = {y ∈ ñ : ω̃(e, y) = 0} son ideales biláteros según

el producto SI e ideales del álgebra de Lie.

3. el álgebra de Lie I⊥/I hereda el prodcuto SI (a + I)(b + I) = ab + I que es compatible con la

estructura de álgebra de Lie, es decir [a + I, b + I] = (a + I)(b + I) − (b + I)(a + I). Además,

la 2-forma ω(a + I, b + I) = ω̃(a, b) es no degenerada y verifica 1. y 2. del Lema 4.3.3 y por lo

tanto es una estructura simpléctica en I⊥/I.

Prueba.

1. Dado x ∈ ñ, [x, y] = 0 para todo y si y sólo si ω̃([x, y], z) = 0 para todo z ∈ ñ. Como ω̃ es

cerrada, ω̃([x, y], z) = −ω̃([y, z], x) − ω̃([z, x], y) = −ω̃(yx, z) − ω̃(yx, z) = −ω̃(yx − xy, z) para todo

z ∈ ñ. Luego ω̃([x, y], z) = 0 para todo z ∈ ñ es equivalente a ω̃(yx− xy, z) = 0 para todo z ∈ ñ y esto

a xy − yx = 0 por ser ω̃ no degenerada.
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Resta probar que xy = 0. Por (4.14) se tiene, para todo z ∈ ñ,

ω̃([z, y], x) = ω̃(xy, z) = ω̃(yx, z) = −ω̃([z, x], y)

es cero pues x ∈ z(ñ). Luego ω̃(xy, z) = 0 para todo z ∈ ñ y por lo tanto xy = 0.

2. Claramente I es ideal del álgebra de Lie por estar contenido en el centro. Por el apartado

anterior, también es ideal de álgebra SI ya que ey = 0 ∈ I para todo y ∈ ñ.

Probemos las afirmaciones para I⊥. Sean y ∈ I⊥, z ∈ ñ entonces ω̃([y, z], e) = −ω̃([y, e], z) +

ω̃([e, z], y) = 0 pues e ∈ z(ñ). Luego [y, z] ∈ I⊥, ∀z ∈ ñ, y ∈ I⊥.

Con respecto al producto SI, ω̃(yz, e) = ω̃([e, z], y) = 0 y ω̃(zy, e) = ω̃([e, y], z) = 0 y por lo tanto

yz, zy ∈ I⊥.

3. Como I es ideal central de ñ, I⊥/I es un álgebra de Lie con el corchete [a+ I, b+ I] = [a, b] + I.

El subespacio I es ideal bilátero, por lo tanto el producto (a+ I)(b+ I) = ab+ I está bien definido. y

se verifica [a+ I, b+ I] = (a+ I)(b+ I)− (b+ I)(a+ I).

La 2-forma ω definida como ω(a + I, b + I) := ω̃(a, b) está bien definida en I⊥/I. En efecto, si

a − a′ ∈ I entonces ω̃(a′, b) = ω̃(a + λe, b) = ω̃(a, b) ya que ω̃(e, b) = 0 pues b ∈ I⊥. Esta 2-forma es

no degenerada, pues si ω(a + I, b + I) = 0 para todo b ∈ I⊥ entonces ω(a, b) = 0 para todo b ∈ I⊥

⇒ a ∈ (I⊥)⊥ ∩ I⊥. Pero dim(I⊥)⊥ = 1 e I ⊆ I⊥ y por lo tanto (I⊥)⊥ = I. Luego a ∈ I, y por lo tanto

a+ I ≡ 0.

Finalmente, ω((a+I)(b+I), (c+I)) = ω(ab+I, c+I) = ω̃(ab, c) = ω̃([a, c], b) = ω([a, c]+I, b+I) =

ω([a+ I, c+ I], b+ I). Luego ω es una 2-forma en I⊥/I que es un álgebra SI donde el corchete de Lie

es compatible con esa estructura. Además, ω verifica 1. y 2. del Lema 4.3.3 y es no degenerada, lo cual

implica que ω es simpléctica en I⊥/I. �

Observación 4.3.5. El álgebra de Lie I⊥/I es un álgebra de Lie nilpotente ya que es un cociente de

una subálgebra del álgebra de Lie nilpotente ñ.

Referimos al art́ıculo de Nijenhuis [57] por cohomoloǵıa de álgebras simétricas a izquierda. Aqúı sólo

utilizaremos algunas propiedades básicas.

Definición 4.3.6. Dada un álgebra simétrica a izquierda V , una aplicación bilineal f : V × V −→ R
que verifica la siguiente condición

f(ab− ba, c) = f(a, bc)− f(b, ac),∀a, b, c ∈ V

se llama 2-cociclo de V . Denotamos con Z2
SI(V,R) al conjunto de 2-cociclos en V .

Lema 4.3.7 ([52]). Sea (g, ω) un álgebra de Lie simpléctica y consideremos su estructura de álgebra

SI dada por ω(ab, c) = ω([c, b], a). Entonces, cada 2-cociclo f en Z2
SI(g,R) define una derivación δ de

g bajo la siguiente fórmula

f(a, b) = ω(δa, b) (4.15)
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Comenzamos la prueba de la parte de reducción del teorema. Sea (ñ, ω̃) un álgebra de Lie simplécti-

ca y e un elemento en el centro de ñ. Consideramos el subespacio I = Re y el ideal de codimensión

uno I⊥. Según el Lema 4.3.4, el álgebra de Lie I⊥/I es nilpotente y simpléctica. Denotamos con n al

álgebra de Lie I⊥/I y ω la estructura simpléctica definida por el Lema 4.3.4 La sucesión

0 −→ I −→ I⊥ −→ B −→ 0

es una sucesión exacta de álgebras SI y de álgebras de Lie.

Fijamos una descomposición de I⊥ en suma directa de espacios vectoriales I⊥ = Re⊕n. Para cada

a ∈ n, notamos como (0, a) a los elementos en I⊥ según la descomposición anterior. Esta descompo-

sición define un 2-cociclo f del álgebra SI (n, ω). Dados a, b ∈ n, el producto (0, a)(0, b) en I⊥ define

f(a, b) tal que

(0, a)(0, b) = (f(a, b), ab).

Aqúı denotamos con ab el producto en n dado en el punto 3. del Lema 4.3.4.

Veamos que f ∈ Z2
SI(n,R), es decir, f(ab− ba, c) = f(a, bc)− f(b, ac) para todo a, b, c ∈ n. Por un

lado, (f(ab− ba, c), (ab− ba)c) = (0, ab− ba)(0, c) entonces

(f(ab−ba, c), 0) = (0, ab−ba)(0, c)−(0, (ab−ba)c) = (0, ab)(0, c)−(0, ba)(0, c)−(0, (ab−ba)c). (4.16)

Como n es un álgebra SI, resulta (ab− ba)c = a(bc)− b(ac). Entonces

(f(ab− ba, c), 0) = (0, ab)(0, c)− (0, ba)(0, c)− (0, a(bc)) + (0, b(ac)). (4.17)

Por otro lado,

(f(a, bc), 0) = (0, a)(0, bc)− (0, a(bc))

(f(b, ac), 0) = (0, b)(0, ac)− (0, b(ac))

⇒ (f(a, bc)− f(b, ac), 0) = (0, a)(0, bc)− (0, a(bc))− (0, b)(0, ac) + (0, b(ac)) (4.18)

Comparando (4.17) y (4.18) sólo resta probar que

(0, a)(0, bc)− (0, b)(0, ac) = (0, ab)(0, c)− (0, ba)(0, c). (4.19)

De la definición, reemplazamos cada producto (0, uv) por su respectivo −(f(u, v), 0) + (0, u)(0, v)

teniendo que (4.19) equivale a

−(0, a)(f(b, c), 0) + (0, b)− (f(a, c), 0) = −(f(a, b), 0)(0, c) + (f(b, a), 0)(0, c). (4.20)

Dado que (f(u, v), 0) ∈ R e = I y (0, w) ∈ I⊥ cada producto en la igualdad anterior es cero, resultando

válida la ecuación (4.19). Luego f(ab− ba, c) = f(a, bc)− f(b, ac) lo cual implica f ∈ Z2
SG(n,R) como

queŕıamos probar.
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El algebra de Lie (n, ω) es simpléctica y el producto SI en n se define a través de ω. Luego del Lema

4.3.7 existe una derivación δ de n de manera que f(a, b) = ω(δa, b) para todo a, b ∈ n. Escribiremos el

corchete de Lie de ñ en función del corchete de Lie de n. Probaremos luego que δ es una derivación

nilpotente de n.

Sea d ∈ ñ tal que ω̃((λ, a), d) = λ. Este d es único una vez fijado el espacio n complementario a Re en

I⊥ ya que d ∈ n⊥ y ω̃(e, d) = 1. El álgebra ñ descompone como suma directa ñ = Rd⊕I⊥ = Rd⊕Re⊕n.

Hallaremos fórmulas para d(0, a), (0, a)d con a ∈ n; de aqúı en mas notamos con a y b a los elementos

(0, a) y (0, b) de I⊥ respectivamente siempre que a y b pertenezcan a n.

De la definición de f y por la manera que fue elegido d se tiene para todo a, b ∈ n,

ω̃(ad, b) = ω̃((f(a, b)− f(b, a), ab− ba), d) = f(a, b)− f(b, a) = ω((δ + δ∗)a, b).

También,

ω̃(ad, e) = 0, y ω̃(ad, d) = λ.

Como ω̃ es no degenerada y λ es lineal en a

ad = (δ + δ∗)a+ ϕ(a)e, ϕ ∈ n∗. (4.21)

De la misma forma, como [a, d] ∈ I⊥ y

−ω̃(b, [a, d]) = ω̃([a, d], b) = ω̃(ab, d) = ω̃((f(a, b), (0, a)(0, b)), d) = f(a, b) = ω(δa, b)

resulta

[a, d] = δa+ ψ(a)e, para algún ψ ∈ n∗ (4.22)

De (4.21) y (4.22)

da = ad− [a, d] = δ∗a+ (ϕ− ψ)(a)e

y puesto que ω̃(da, d) = −ω̃(a, [d, d]) = 0 las funcionales lineales ψ y φ coinciden. Para calcular ϕ

observemos que

ω̃(d2, a) = ω̃([d, a], d) = −ω̃([a, d], d) = −ω̃(δa+ ϕ(a)e, d) = −ϕ(a).

Por lo tanto ϕ = −ιd2ω̃. El elemento d2 ∈ n, en efecto, ω̃(d2, d) = 0.

Resumiendo, escribimos a ñ como suma directa ñ = Rd ⊕ n ⊕ Re donde n es un álgebra de Lie

simpléctica nilpotente, dados x+ λe, x′ + λ′e ∈ I⊥ = n⊕ Re, el corchete es

[x+ λe, x′ + λ′]I⊥ = [x+ λe, x′ + λ′]ñ = (x+ λe)(x′ + λ′e)− (x′ + λ′e)(x+ λe)

= xx′ − x′x = (f(x, x′)− f(x′, x), [x, x′]n)

de lo cual se deduce

[x+ λe, x′ + λ′]I⊥ =
(
ω(δx, x′)− ω(δx′, x)

)
e+ [x, x′]n = βδ(x, x

′)e+ [x, x′]n
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siendo βδ(x, x
′) = ω ((δ + δ∗)x, x′). Observemos que dβδ = 0; luego I⊥ es la extensión central de n

por βδ.

Además, I⊥ es un ideal de codimensión uno de ñ y la acción de d en I⊥ está dada por el corchete

de Lie en ñ, que, por (4.21) y ecuaciones subsiguientes es

[d, a]ñ = −δa+ ιd2ω̃(a) e ∀a ∈ n y [d, e] = 0.

La relación entre el corchete de Lie en ñ y el de n, esto es, dados x, x′ ∈ n

[x, x′]ñ =
(
f(x, x′)− f(x′, x)

)
e+ [x, x′]n.

Notamos con add la derivación interior de ñ definida por d. La igualdad

add[a, b]ñ = [add a, b]ñ + [a, add b]ñ

implica que δ verifica la ecuación (4.9).

Afirmamos que en ñ se verifica

adkd a = (−1)k{δka− ω(d2, δk−1a )e} (4.23)

para todo a ∈ n y k ≥ 1.

En efecto, la regla es válida para k = 1 por lo visto anteriormente. Inductivamente, la suponemos

válida para k ≥ 1, entonces

adk+1
d a = [d, adkd a]ñ = [d, (−1)k{δka− ω(d2, δk−1a )e}]ñ

= (−1)k[d, δka]ñ = (−1)k(−δk+1a+ ω̃(d2, δka) e).

De aqúı en mas denotaremos z al elemento d2 de n.

Dado que ñ es nilpotente existe un natural k tal que adkd a ≡ 0 para todo a ∈ n. Luego, por la

ecuación (4.23), δka = 0 ∀a ∈ n y δ resulta una derivación nilpotente. Como n es un subcociente de ñ

es también un álgebra de Lie nilpotente con ı́ndice de nilpotencia menor o igual que k.

En particular, si ñ es k-pasos nilpotente, entonces los ı́ndices de nilpotencia de n y δ son menores

o iguales que k.

Queda aśı finalizada la prueba de la parte de reducción del Teorema de Doble Extensión.

Como consecuencia de este teorema, toda álgebra de Lie nilpotente simpléctica (ñ, ω̃) de dimensión

2m es doble extensión de una álgebra de Lie nilpotente simpléctica (n, ω) de dimensión 2m−2. Es decir,

para toda par (ñ, ω̃) como recién, existe un álgebra de Lie nilpotente n, una estructura simpléctica

ω en n, una derivación nilpotente δ de n satisfaciendo (4.9) y un elemento z ∈ n de manera que

(ñ, ω̃) = (n, ω)δ,z.
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Observación 4.3.8. Supongamos que (ñ, ω̃) = (n, ω)δ,z. Entonces si ñ es abeliana, n también y δ es

la derivación nula.

Por otro lado se desprende de la última parte de la prueba que si ñ es 2-pasos nilpotente, entonces

n y δ son a lo sumo 2-pasos nilpotentes. En este caso, la ecuación (4.23) implica que z ∈ Im δ⊥.

Un camino a la clasificación de las álgebras de Lie 2-pasos nilpotente simplécticas de dimensión

ocho es extender tales álgebras de dimensión seis, variando la elección de la derivación δ y z ∈ n.

Estas ideas de doble extensión no sólo se pueden observar en los trabajos de Medina, Revoy

y Dardié antes mencionados, sino también Guan en [31] presenta ideas de extensión y reducción

de álgebras nilpotentes simplécticas. Comparando ambos, la desarrollada por Guan coincide con la

introducida por Medina y Revoy pero para el caso particular z = 0.

A través de la reducción de las álgebras de Lie Vn del Ejemplo 4.1.5 construimos una nueva familia

de álgebras de Lie simplécticas nilpotentes.

Familia de álgebras de Lie nilpotentes simplécticas.

Para cada k fijo, el álgebra de Lie V2k es filiforme y tiene una base {e1, . . . , e2k} donde los corchetes

no nulos son

[ei, ej ] =

{
(j − i) ei+j si i+ j ≤ 2k

0 si i+ j > 2k
.

Además la 2-forma

ω2k = (2k − 1)e1 ∧ e2k + (2k − 3)e2 ∧ e2k−1 + · · ·+ ek ∧ ek+1 (4.24)

define una estructura simpéctica en V2k ([2]).

Consideramos en V2k el elemento e = −1
2k−1 e2k ∈ z(V2k). Aplicaremos la parte de reducción del

Teorema 4.3.1 con los elementos ñ = V2k, e = −1
2k−1 e2k.

Notamos con I el espacio generado por e, I = R e ⊆ z(V2k). Según (4.24), I⊥ = span{e2, . . . , e2k}.
Descomponemos I⊥ = span{e2, . . . , e2k−1} ⊕ R e2k y consideramos el álgebra de Lie n = I⊥/I.

Para todo x ∈ n y λ ∈ R, ω2k(λ e + x, e1) = −λ
2k−1 ω2k(e2k, e1) = λ. Entonces d = e1. Igualando

ω2k(d
2, y) = ω2k([d, y], d) para todo y ∈ V2k, obtenemos que

d2 =
(2k − 2)(2k − 1)

2k − 3
e2

La derivación de n está dada por δ(·) = − add(·) + 1
2k−1 ιd2ω(·) e2k, expĺıcitamente

δ(ei) =

{
−(i− 1) ei+1 2 ≤ i ≤ 2k − 2

0 i = 2k − 1
.

Notar que δ es 2k− 4 pasos nilpotente. Una base del cociente n = I⊥/I es {e2 + I, . . . , e2k−1 + I}.
Definiendo xi = ei+1 + I, i = 1, . . . , 2k − 2 presentamos esa base como {x1, . . . , x2m} , m = k − 1, y
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los corchetes no nulos son

[xi, xj ] =

{
(j − i)xi+j+1, si i+ j < 2m

0 si i+ j ≥ 2m
(4.25)

Además la estructura simpléctica reducida se escribe en esa base de la siguiente manera:

Ω2m = (2m− 1)x1 ∧ x2m + (2m− 3)x2 ∧ x2m−1 + · · ·+ xm ∧ xm+1. (4.26)

La derivación δ en la misma base es δ(xi) = −i xi+1 si 1 ≤ i ≤ m−1 y δ(x2m) = 0. Denotamos O2m

al álgebra con corchetes como en (4.25). Por el Teorema de Doble Extensión V2(m+1) es la extensión

de O2m por la derivación (4.26) y tomando z = 2m(2m+ 1)x1/(2m− 1).

Observemos que probar de manera directa que Ω2m es cerrada en O2m no es trivial. Sin embargo,

habiendo construido Ω2m como forma simpléctica reducida, el teorema garantiza que es una 2-forma

cerrada.

En la base {xi}2mi=1, el centro es z(O2m) = span{x2m−1, x2m}. En particular, O2m no es filiforme.

Además, O2m
∼= O2m+2/z(O2m+2).

En lo que sigue, veremos que las álgebras de O de dimensión ≤ 8 son álgebras complejas. Comen-

zamos con la definición de este tipo de estructuras en álgebras de Lie.

Una estructura casi compleja en un álgebra de Lie g es un endomorfismo J : g −→ g de manera

que J2 = − idg. La estructura casi compleja en g se dice compleja si

J [x, y] = [Jx, y] + [x, Jy] + J [Jx, Jy], para todos x, y ∈ g. (4.27)

En este caso, el Teorema de Newlander-Nirenberg implica que la nilvariedad Γ\G es una variedad

compleja [56].

Observemos que toda álgebra de Lie g que admite una estructura casi compleja tiene dimensión

par.

Ejemplo 4.3.9. Las álgebras de Lie abelianas admiten estructuras complejas ya que todo endomor-

fismo J : R2n −→ R2n tal que J2 = − idR2n, satisface (4.27).

Proposición 4.3.10. Para cada m ≤ 4, O2m es un álgebra de Lie compleja.

Prueba. Para m = 1, O2 es abeliana de dimensión dos que admite estructuras complejas. Notemos

que O4 ' R⊕ h1 donde h1 es el álgebra de Heisenberg de dimensión tres.

Sea {xi}2mi=1 la base de O2m dada arriba. Para cada m = 2, 3, 4 definimos un endomorfismo J que

claramente verifica J2 = − id:

m = 2 : Jx1 = −x2, Jx3 = x4.

m = 3 : Jx1 = −x2, Jx3 = x4, Jx5 = x6.

m = 4 : Jx1 = −x2, Jx3 = x4, Jx5 = x6 −
1

2
x8, Jx7 =

1

2
x8.
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Cuentas canónicas dan que para cada m, el corchete de Lie de O2m y J satisfacen (4.15). �

Esta familia de álgebras de Lie simplécticas permite llegar a algunas conclusiones sobre el método

de doble extensión. En primer lugar, vemos que la familia de álgebras de Lie filiforme no es cerrada

bajo este procedimiento. En efecto, las álgebras en V son filiformes mientras que las de O no lo son.

Por otro lado, el procedimiento de extensión no preserva estructuras complejas. Vimos que O2m

es compleja si m ≤ 4. Sin embargo sus extensiones V2(m+1) no lo son puesto que las álgebras de Lie

filiformes no admiten estructuras complejas [28].
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Como bien se expresa en el t́ıtulo del trabajo, a lo largo de la Tesis hemos estudiado las nilvariedades

desde su cohomoloǵıa y con ello intentamos comprender mejor el comportamiento de las estructuras

simplécticas en las mismas. Este estudio se encara desde las álgebras de Lie nilpotentes utilizando

fuertemente en todo momento el teorema de Nomizu [58].

La parte cohomológica abarca la definición y estudio de la cohomoloǵıa intermedia de las álgebras

de Lie nilpotentes y es objeto de estudio en los Caṕıtulos 2 y 3.

En el Caṕıtulo 2 establecemos la definición de cohomoloǵıa intermedia a través de herramientas

del álgebra homológica como las sucesiones espectrales que surgen de una filtración. En las álgebras de

Lie nilpotentes tomamos la filtración canónica dada por los anuladores de la serie central descendente

y a partir de ella logramos escribir los grupos de cohomoloǵıa del álgebra de Lie n como suma de los

grupos de cohomoloǵıa intermedia, refinándola.

Realizamos el cálculo expĺıcito de esta nueva cohomoloǵıa en las álgebras de Lie nilpotentes de

dimensión ≤ 6, la cual se encuentra en la Sección 2.4. De la observación de las tablas expuestas se

pueden llegar a diferentes conclusiones. En primer lugar, que hay álgebras de Lie nilpotentes que

tienen igual cohomoloǵıa intermedia sin ser isomorfas, más precisamente teniendo centros de diferente

dimensión. Por otro lado, vemos que las tablas de dimensión seis correspondientes a las álgebras número

(7) y (8) coinciden (página 38) y sin embargo la primera no admite estructuras complejas mientras

que la segunda śı lo hace. Es decir la cohomoloǵıa intermedia no detecta este tipo de estructuras.

Con respecto a propiedades de la cohomoloǵıa intermedia, probamos en el Teorema 2.2.6 cómo se

comporta la misma cuando el álgebra nilpotente n es suma directa de un factor abeliano y un álgebra

de Lie nilpotente h.

La forma en que se define la cohomoloǵıa intermedia a través de una filtración natural de un

complejo de cocadenas, propone el estudio futuro de diferentes filtraciones en complejos conocidos.

Por ejemplo la filtración análoga a la trabajada en álgebras de Lie nilpotentes complejas. Esto brinda

de manera similar una descomposición de la cohomoloǵıa de Dolbeault del álgebra de Lie.

89



Al inicio del Caṕıtulo 3 damos una aplicación de la cohomoloǵıa intermedia en el Teorema 3.1.3.

Este resultado introduce una obstrucción cohomológica para la existencia de estructuras simplécticas,

precisamente si un álgebra de Lie nilpotente n admite alguna estructura de este tipo, entonces el grupo

de cohomoloǵıa intermedia E0,2
∞ (n) es no nulo. Un contraejemplo al resultado rećıproco de este teorema

se encuentra en el Ejemplo 3.1.6 donde mostramos que en las álgebras de Lie 3-pasos nilpotentes libres

en m generadores nm,3 vale E0,2
∞ (nm,3) 6= 0 pero no admiten estructuras simplécticas (resultado incluido

en la Sección 2.4).

En la Sección 3.2 probamos en el Corolario 3.2.4 que las álgebras de Lie nilpotentes reales que son

nilradicales de las subálgebras de Borel de las álgebras de Lie clásicas simples complejas no admiten

estructuras simplécticas. Entre ellas, el álgebra de Lie t(n,R) de matrices triangulares superiores

estrictas. El mismo se deduce del Teorema 3.2.3 en el que se determina la nulidad de E0,2
∞ en los

nilradicales mencionados. Para la prueba del teorema fue necesario un profundo análisis de los sistemas

de ráıces de las álgebras de Lie simples complejas. Los mismos dan una estructura de álgebra graduada

a dichos nilradicales y develan el comportamiento de la diferencial del álgebra de Lie con respecto a

la filtración natural, como se explicita en (3.3). Cada familia de álgebras de Lie simples complejas

A,B,C,D fue tratada de manera diferente en función de la dificultad que impońıan los sistemas de

ráıces que las definen.

El Teorema 3.2.3 puede generalizarse a una familia mayor de álgebras de Lie graduadas. En efecto,

el análisis hecho en la Sección 3.2 y sus preliminares correspondientes (Sección 1.3) sobre el com-

portamiento de la diferencial con respecto a los sistemas de ráıces y la graduación del álgebra de

Lie nilpotente pueden generalizarse a álgebras de Lie graduadas cuyas graduaciones verifiquen reglas

similares a dichos sistemas de ráıces.

En la Sección 3.3 caracterizamos el término E0,2
∞ para las álgebras de Lie métricas 2-pasos nilpo-

tentes en función del Laplaciano que la métrica define. Esta caracterización junto con resultados en

el trabajo de Isabel Dotti y Paulo Tirao [21] nos permite probar el Teorema 3.3.10 que establece la

equivalencia entre la existencia de estructuras simplécticas y la no nulidad del término de cohomo-

loǵıa intermedia E0,2
∞ en la familia de álgebras de Lie de tipo Heisenberg (tipo H). Concluimos que la

rećıproca del Teorema 3.1.3 es válida si nos restringimos a esa familia.

A partir de lo obtenido en este caṕıulo, una continuación posible seŕıa encontrar relaciones entre

términos de cohomoloǵıa itermedia y diferentes formas diferenciales que tengan relevancia geométrica

o algebraica. Por ejemplo, las 3-formas trabajadas por Hitchin [35], las formas que aparecen en en los

grupos de Lie con métricas SKT ([23] y sus referencias), entre otras.

Los resultados sobre estructuras simplécticas nos llevaron a investigar las estructuras simplécticas

en álgebras de Lie nilpotentes independientemente de la cohomoloǵıa intermedia. Este estudio se

encuentra desarrollado en el último caṕıtulo del trabajo.

En la Sección 4.1, concluimos que no hay una cota superior sobre el grado de solubilidad de las
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álgebras de Lie nilpotentes simplécticas. Espećıficamente, para cada p hay un álgebra de Lie nilpotente

simpléctica con grado de solubilidad > p. Esta pregunta tiene relación con la planteada por Guan en

[31]. Estudiando los ejemplos de álgebras de Lie nilpotentes de la bibliograf́ıa mostramos este resultado

con los ejemplos de Vergne [68] en la Proposición 4.1.10.

En la Sección 4.2 estudiamos el problema de existencia de estructuras simplécticas en álgebras de

Lie nilpotentes libres dando una respuesta completa a este problema con el Teorema 4.2.4. Según el

trabajo de Benson y Gordon en [4], un álgebra de Lie nilpotente simpléctica debe tener dimensión del

centro menor o igual que la codimensión del conmutador. Traducimos esta condición para las álgebras

de Lie nilpotentes y sus extensiones centrales en el Corolario 4.2.3. La prueba del teorema se obtiene

con el estudio de la dimensión del centro de las álgebras de Lie nilpotentes mediante las bases de Hall.

Los resultados obtenidos en las familias de nilradicales de subálgebras de Borel, las álgebras tipo

H y las álgebras de Lie nilpotentes libres son de no existencia de estructuras simplécticas salvo en

los elementos de dimensiones bajas. Esto nos lleva a interesarnos en los métodos de construcción de

álgebras de Lie nilpotentes simplécticas.

En la Sección 4.3 estudiamos el método de doble extensión simpléctica que se encuentra trabajado

por Dardié, Revoy y Medina en [13] y [52]. A través del mismo contruimos una nueva familia O de

álgebras de Lie nilpotentes simplécticas. Concluimos que algunas estructuras de las álgebras de Lie

nilpotentes no se preservan por este método.

Por un lado, observamos que la familia de álgebras de Lie filiformes no es cerrada por la doble

extensión: reduciendo la familia V trabajada en el Ejemplo 4.1.5 con grado máximo de nilpotencia,

obtuvimos la familia O cuyas álgebras de Lie tienen centro de dimensión dos y por lo tanto no son

filiformes.

Por otro lado, probamos que las estructuras complejas tampoco son preservadas por esta doble

extensión. En efecto mostramos que las álgebras de Lie O2m son complejas si m ≤ 4 (ver Proposición

4.3.10) mientras que las álgebras de Lie de las que provienen no lo son ya que las álgebras de Lie

filiformes no son complejas por un resultado de Goze [28].

La familia construida O y la doble extensión como herramienta introducen diferentes interrogantes.

En primer lugar interesa estudiar si toda la familia O es compleja. En ese caso esta familia se sumaŕıa

a los ejemplos de álgebras simplécticas que admiten estructuras complejas no compatibles.

En segundo lugar, relacionamos a O con el estudio de la cohomoloǵıa armónica (ver [74, 7] y

sus referencias); espećıficamente con variedades compactas simplécticas flexibles. Hasta el momento

está bien entendido el estudio de esta cohomoloǵıa en dimensión ≤ 6 (ver también [72]) y está dada la

clasificación de las nilvariedades flexibles de dimensión 6 en [38]. En la misma se observa que O6 y V6

son álgebras nilpotentes que dan lugar a nilvariedades flexibles. Una pregunta natural es si todos los

elementos de O y/o V también lo son. De esa forma se contribuye a la comprensión de esta cohomoloǵıa

en dimensiones mayores.

Un problema que surgió al estudiar la doble extensión y queda abierto a futuros trabajos es la
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clasificación de las álgebras de Lie nilpotentes simplécticas de dimension 8 o una subfamilia de ellas.

Siguiendo el Teorema 4.3.1, encarar esta clasificación desde el método de doble extensión implica tomar

un álgebra de Lie nilpotente n que sea simpléctica (clasificadas en [27]) y realizar la extensión variando

los parámetros ω, estructura simpléctica en n, δ derivación nilpotente y z un elemento de n.

Este problema, a pesar de parecer sencillo en lo teórico, es poco manejable desde el punto de vista

de la clasificación pues partiendo de distintas álgebras puede llegarse a la misma. Además la variación

de los parámetros ω, δ, z hace muy grande el problema computacionalmente.
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[2] I. K. Babenko and I. A. Tăımanov. On the existence of nonformal simply connected symplectic

manifolds. Uspekhi Mat. Nauk, 53(5(323)):225–226, 1998.

[3] Y. Bahturin. Identical relations in Lie algebras. VNU Science Press b.v., 1987.

[4] C. Benson and C. Gordon. Kähler and symplectic structures on nilmanifolds. Topology, 27(4):513–

518, 1988.

[5] M. Bordemann, A. Medina, and A. Ouadfel. Le groupe affine comme variété symplectique. Tohoku
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[13] J. Dardié and A. Medina. Double extension symplectique d’un groupe de Lie symplectique. Adv.

Math., 117(2):208–227, 1996.

[14] V. del Barco. Symplectic structures on free nilpotent Lie algebras. math.DG arXiv:1111.3280v1,

2011.

[15] P. Deligne, P. Griffiths, J. Morgan, and D. Sullivan. Real homotopy theory of Kähler manifolds.

Invent. Math., 29(3):245–274, 1975.

[16] Ch. Deninger and W. Singhof. On the cohomology of nilpotent Lie algebras. Bull. Soc. Math.

France, 116(1):3–14, 1988.

[17] A. Diatta. Left invariant contact structures on Lie groups. Differential Geom. Appl., 26(5):544–

552, 2008.
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[20] I. Dotti. Tópicos de Geometŕıa Riemanniana Homogénea. Trabajos de Matemática No3 - FAMAF.
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