Universidad Nacional de Rosario

Facultad de Ciencias Exactas, Ingenieria y Agrimensura

Una aproximacion al estudio de nilvariedades

Cohomologia y aplicaciones.

Tesis para optar al titulo de

Doctora en Matematica

Licenciada Viviana Jorgelina del Barco

Directora: Dra. Isabel G. Dotti

Co-directora: Dra. Gabriela P. Ovando

Marzo 2012.-






Resumen

En este trabajo introducimos la nocién de cohomologia intermedia de dlgebras de Lie nilpotentes,
estudiamos sus propiedades y determinamos aplicaciones.

Los grupos de cohomologia intermedia de un algebra de Lie nilpotente n se construyen a partir
de una filtracion del complejo de Chevalley-Eilenberg del algebra de Lie nilpotente n; precisamente
construida con los anuladores de los ideales en la serie central descendente del algebra n. Esta filtracion
induce una sucesién espectral de cohomologia que converge a la cohomologia con coeficientes reales de
n.

Estudiamos propiedades de esta nueva cohomologia con respecto a la estructura de n como algebra
de Lie nilpotente. También calculamos explicitamente la cohomologia intermedia de las algebras de
Lie nilpotentes de dimension < 6 basandonos en la clasificacién de esas dlgebras dada por Magnin en
[48].

Obtenemos una obstruccién para la existencia de estructuras simplécticas en dlgebras de Lie nil-
potentes descripta en términos de esta cohomologia. Estudiamos la cohomologia intermedia de los
nilradicales de las subdlgebras de Borel de las dlgebras de Lie simples complejas y de las algebras de
tipo Heisenberg. Aplicamos la obstrucciéon mencionada para determinar la no existencia de estructuras
simplécticas en ambas familias.

Finalmente, realizamos un estudio sobre estructuras simplécticas en algebras de Lie nilpotentes
independientemente de la cohomologia intermedia. Probamos que las algebras de Lie nilpotentes libres
no admiten dichas estructuras e incluimos el método de doble extensién con el cual construimos

algebras de Lie nilpotentes simplécticas.
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Introduccion

Una nilvariedad M es una variedad diferenciable compacta de la forma I'\ N, donde N es un grupo
de Lie nilpotente simplemente conexo y I' es un subgrupo discreto cocompacto. Las nilvariedades
son los primeros casos a considerar en algunos problemas de topologia y geometria. Esto es pues por
un lado al ser no abelianas introducen una complejidad no encontrada en el toro y por otro lado su
homologia es aiin manejable. Ademas, han brindando respuestas a varias preguntas en esos campos por
lo que su estudio sigue en desarrollo. Un ejemplo clésico es la variedad de Kodaira-Thurston, primer
ejemplo de variedad compacta que admite formas simplécticas pero ninguna métrica de Kahler, puede
ser descripta como una nilvariedad ([65, 59]).

Las estructuras geométricas en un grupo de Lie nilpotente N invariantes por traslaciones a izquierda
se inducen en la nilvariedad M = '\ V. El estudio de algunas estructuras geométricas invariantes en
M como por ejemplo las métricas Riemannianas, formas simplécticas, estructuras complejas, entre
otras, se reduce al estudio de estructuras en el algebra de Lie n del grupo de Lie V.

Una caracteristica importante de las nilvariedades es el hecho que su cohomologia de de Rham
coincide con la cohomologfa del algebra de Lie n de N. Mds precisamente, H(n) = H'(M,R) para
todo 0 < i < 2n, resultado probado por Nomizu [58].

La existencia de estructuras geométricas invariantes en M tiene implicancias en la cohomologia del
algebra de Lie n. En este sentido, siguiendo con la variedad de Kodaira-Thurston, en 1988 se generaliza
el resultado probando que las nilvariedades no admiten estructuras Kahler (salvo el toro). Esta prueba
se basa en el teorema de Nomizu y propiedades cohomoldgicas caracteristicas de las dlgebras de Lie
nilpotentes ([4],[59]).

Es por esto que la cohomologia de algebras de Lie nilpotentes, y la descripcién de su estructura bajo
grupos de isomorfismos, es un problema de gran importancia. Sin embargo, no se conocen propiedades
generales, validas en cualquier dlgebra de Lie nilpotente. Se conocen resultados de casos particulares
y, en general, su estudio se realiza separadamente por familias ([25], [66], [21], [61] entre otros).

Una conjetura reconocida en relacién a la cohomologia de las dlgebras de Lie nilpotentes que sin
duda requiere un estudio profundo de este tema es la Conjetura del Rango Toral debida a S. Halperin
([33]). La misma establece que la cohomologia total con coeficientes triviales satisface |H*(n)| > 25!
donde 3 es el centro de n. Esta conjetura fue probada para las dlgebras de Lie nilpotentes de dimensién
< 14 y en las familias de algebras de Lie 2-pasos nilpotentes [16], las dlgebras de Lie nilpotentes libres
y las split-metabelianas [60] (ver también [8], [66] y sus referencias). Sin embargo es ain una conjetura
abierta en el caso general.

Para profundizar en el estudio de la cohomologia de dlgebras de Lie nilpotentes, Simon Salamon
propone estudiar la sucesion espectral que surge de manera natural a partir de una filtracion del

complejo de Chevalley-Eilenberg. Esta sucesién espectral produce una graduacion de los grupos de
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cohomologia usual del dlgebra de Lie y da lugar a una nueva definicion: la cohomologia intermedia.

El objetivo principal de este trabajo de Tesis es introducir el concepto nuevo de cohomologia
intermedia para algebras de Lie nilpotentes, estudiar sus propiedades y determinar aplicaciones.

Dada un algebra de Lie real n los grupos de cohomologia intermedia de grado ¢ son una cantidad
finita de espacios vectoriales reales E%! que satisfacen

H'(n)~ @ EZY,
ptq=i
donde H(n) es el i-ésimo grupo de cohomologia de n a coeficientes triviales. Esta propiedad es la que
le da el nombre de cohomologia intermedia.

Construimos estos grupos a partir de la filtracién natural del complejo de Chevalley-Eilenberg del
algebra de Lie nilpotente n; precisamente es la filtracién que se construye con los anuladores de los
ideales en la serie central descendente del dlgebra n. Esta filtracién induce una sucesion espectral de
cohomologia que converge a la cohomologia con coeficientes reales de n, dando la férmula anterior.
Damos esta definicién y estudiamos propiedades de esta nueva cohomologia con respecto a la estructura
de n como &lgebra de Lie nilpotente en las primeras secciones del Capitulo 2.

En ese mismo capitulo se realiza el célculo de la cohomologia intermedia en dimensiones bajas,
contribuyendo con esto al desarrollo de este nuevo concepto. Las algebras de Lie nilpotentes reales
fueron clasificadas hasta dimensién siete [48], siendo seis la mayor dimensién en la cual no existen
familias infinitas ([43, 62, 55]). Presentamos en la Seccién 2.4 el célculo de la cohomologia intermedia
de las algebras de Lie nilpotentes de dimension < 6.

La aplicacién principal de la cohomologia intermedia se encuentra en el Capitulo 3 y es una
obstruccion a la existencia de estructuras simplécticas en un algebra de Lie nilpotente descripta en
términos de esta cohomologia.

Sabemos que en una variedad compacta M de dimensién par la cohomologia de de Rham provee
una obstruccion a la existencia de estructuras simplécticas en M, a saber, si el segundo grupo de
cohomologfa H3,(M) es nulo, entonces M no admite estructuras simplécticas. En el caso particular
que M = T'\ N sea una nilvariedad, esta condicién se traduce en la cohomologia del dlgebra de Lie n
del grupo de Lie N, por el teorema de Nomizu. Sin embargo, el hecho que dim H’(n) > 0 para toda
algebra de Lie nilpotente n ([19, 18]), hace que esta condicién sobre el segundo grupo de cohomologia
no sea restrictiva.

Se hace necesaria entonces la obtencién de una condiciéon cohomoldgica diferente para las adlgebras
de Lie nilpotentes. En el Teorema 3.1.3 presentamos una obstrucciéon en la cohomologia intermedia
para la existencia de estructuras simplécticas en n, especificamente se prueba que si el segundo grupo de
cohomologfa intermedia Eaz’ (n) es nulo, entonces el algebra de Lie n no admite estructuras simplécticas.
Con un ejemplo mostramos que esta condicion necesaria no es en general suficiente.

A partir del Teorema 3.1.3 se desprenden aplicaciones secundarias que son incluidas en el mismo

Capitulo 3. Probamos que las algebras de Lie nilpotentes reales que provienen de nilradicales de
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las subdlgebras de Borel de las algebras de Lie simples complejas clasicas no admiten estructuras
simplécticas.

Para las algebras de Lie tipo Heisenberg, la existencia de estructuras simplécticas fue resuelta por
I. Dotti y P. Tirao en [21]. Estos resultados pueden ser vistos como una aplicacién del Teorema 3.1.3 y
a través de ello conlcuimos que en la familia de dlgebras tipo Heisenberg la condicién en dicho Teorema
es suficiente ademéas de necesaria para la existencia de estructuras simplécticas.

A partir de estos resultados relacionados con las estructuras simplécticas en las dlgebras de Lie
nilpotentes nos surge el interés por su estudio mas alla de la cohomologia intermedia. En el Capitulo
4 presentamos resultados obtenidos en este tema.

La existencia de estructuras en algebras de Lie nilpotentes es un problema estudiado por diferentes
autores. Algunas condiciones necesarias fueron trabajadas en, por ejemplo, los trabajos de Benson y
Gordon [4], Goze y Bouyakoub [27] y Guan [31]. Sin embargo no hay condiciones suficientes generales
para que un algebra de Lie nilpotente admita una tal estructura.

En la Seccion 4.2 resolvemos la existencia de estructuras simplécticas en la familia de algebras de
Lie nilpotentes libres. Describimos explicitamente aquellas algebras en la familia que admiten este tipo
de estructuras.

Los resultados en el Capitulo 3 y aquellos en las algebras de Lie nilpotentes libres son en general
negativos, es decir, de no existencia de estructuras simplécticas en la familia estudiada. Esto nos lleva
a investigar formas de construccién de nuevos ejemplos de dlgebras de Lie simplécticas. Con este
propésito incluimos en la Seccién 4.3 el estudio en detalle del procedimiento de doble extensién de
algebras de Lie simplécticas siguiendo los trabajos de Dardié, Medina y Revoy [13], [52]. A través del

mismo construimos una nueva familia de dlgebras de Lie simplécticas y estudiamos sus caracteristicas.

Los resultados obtenidos durante el trabajo de tesis han sido y estan siendo difundidos en diversos
ambitos:

La caracterizacion de las dlgebras de Lie nilpotentes libres simplécticas (Seccién 4.2) conforma
el trabajo Symplectic Structures on free nilpotent Lie algebras [14] que se encuentra disponible en
arxiv.org y ha sido enviado para su publicacion.

La teoria de cohomologia intermedia que abarca el Capitulo 2 y el resultado en el Teorema 3.1.3
junto con su aplicacion a las algebras tipo Heisenberg de la Seccién 3.3 formaron parte de la comunica-
cién FEstructuras simplécticas en nilvariedades en la reunién anual de la Unién Matematica Argentina
del 2010 (Tandil). Un resumen de la misma se encuentra disponible en la pagina institucional de la
UMA (http://www.union-matematica.org.ar).

Actualmente trabajamos conjuntamente con Simon Salamon en la preparacién del articulo Cano-
nical decomposition of the cohomology groups of nilpotent Lie algebras que consta de la definicién de
la cohomologfa intermedia, sus propiedades y el calculo en dimensién < 6 (Capitulo 2 fundamental-

mente).
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Capitulo 1

Preliminares

La intencidén de este capitulo es dar un glosario de definiciones, ejemplos y propiedades de la teoria
de grupos y algebras de Lie nilpotentes y de las nilvariedades que seran utilizados a lo largo de todo
el trabajo. Aqui presentamos propiedades basicas de la topologia de los grupos de Lie nilpotentes y
variedades homogéneas, en particular, las nilvariedades. En cuanto a las algebras de Lie nilpotentes
recopilamos teoremas clasicos como el de Engel y lo ligamos a las representaciones de estas algebras
de Lie, introducimos la nociéon de cohomologia de algebras de Lie y vinculamos esta definicién a la
cohomologia de de Rham de las nilvariedades a través del Teorema de Nomizu. En una tercera parte
mostramos una gran familia de dlgebras de Lie nilpotentes: los nilradicales de las dlgebras de Borel
correspondientes a las algebras de Lie simples complejas. Las algebras de Lie que conforman esta
familia seran analizadas con mas detalle en la Seccién 3.2.

A lo largo de estos preliminares intentaremos mantener el caracter basico de la presentacién. La
mayoria de los resultados recopilados pueden encontrarse en referencias clasicas como lo son los libros
de Helgason [34], Varadarajan [67], Lee [47], Humphreys [36], Jacobson [39], San Martin [63] y Knapp
[44].

1.1. Variedades Homogéneas

Una variedad diferenciable M se dice homogénea si existe un grupo de Lie G que actie de manera
transitiva en M. Estas variedades se describen como cocientes de grupos de Lie por subgrupos cerrados.

Dado un grupo de Lie G y un subgrupo cerrado H, el conjunto H\G de coclases a derecha admite
una unica estructura de variedad diferenciable de manera que la proyeccién canénica 7 : G — H\G
sea diferenciable (ver [47] por ejemplo). La multiplicacién a derecha en G induce una accién de G en
H\G: Ha - g = H(ag). Esta accion es transitiva y diferenciable. Denotamos con p4 al difeomorfismo
de H\G que define cada g € G. Notemos que la dimensién de H\G es la diferencia dim G — dim H. Si
H ademas es un subgrupo normal el cociente resulta grupo de Lie.

El objeto de estudio en este trabajo son las variedades homogéneas de la forma I'\/V con
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- N grupo de Lie nilpotente conexo y simplemente conexo y
- I’ subgrupo discreto cocompacto de G.

Estas variedades se denominan nilvariedades. Por lo anterior, la dimensiéon de una nilvariedad M =
I'\N coincide con la dimensién del grupo de Lie N por ser I' discreto. El hecho que el subgrupo I sea
cocompacto significa que se elige de manera tal que M resulte compacta.

Recordemos que un grupo de Lie N es nilpotente si su algebra de Lie n lo es; y un algebra de Lie

n es nilpotente si existe algin natural k& de manera que n* = 0 donde

En el desarrollo del trabajo estudiamos en detalle las algebras de Lie nilpotentes.

Todo grupo de Lie nilpotente conexo y simplemente conexo es difeomorfo a R™ para algin n [67].
De hecho, la aplicacién exponencial exp : n — N es un difeomorfismo y el grupo de Lie N se identifica
con el espacio vectorial n considerando el producto dado por la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff.

Dado un grupo de Lie nilpotente cualquiera N no es sencillo determinar a priori si éste admite o no
la existencia de subgrupos discretos cocompactos. Sin embargo Malcev ([49]) prueba que N admite un
subgrupo discreto cocompacto siempre y cuando su algebra de Lie n posea una base cuyos coeficientes
de estructura sean racionales.

Las nilvariedades son siempre no simplemente conexas ya que el grupo fundamental w1 (I'\NV)
coincide con I" ([50]). Méas ain dos nilvariedades son difeomorfas si y sélo si sus grupos fundamentales
son isomorfos. Las nilvariedades son paralelizables, esto es, admiten una base global de campos. Esta
base proviene de proyectar una base de campos invariantes a izquierda en N. Como consecuencia de

este hecho, la caracteristica de Euler de las nilvariedades x (V) es cero ([6]).

Las estructuras invariantes en G y H\G han sido ampliamente estudiadas. Ejemplos de las mismas
son las métricas invariantes, estructuras complejas invariantes, estructras simplécticas, entre otras.

Una métrica Riemanniana (, ) en G es invariante a izquierda si las traslaciones a izquierda Ly :
G — G, h — gh son isometrias. Dar una métrica Riemanniana invariante a izquierda en un grupo
de Lie conexo G equivale a dar un producto interno (). en g. En efecto, si X, Y son campos en G,
definimos (X,Y), = Qc(dLp-1X,dLy-1Y).

De la misma manera, una forma diferenciable o € Q*(G) es invariante a izquierda si L; o = o para
todo g € G. En tal caso nuevamente o queda determinada por su valor en la identidad. Es decir, las
formas invariantes a izquierda se identifican con los elementos en el dlgebra exterior A*g*. Definiciones
y conclusiones andlogas se obtienen para estructuras complejas invariantes y otros tensores invariantes.

Cuando la variedad es una nilvariedad, estas estructuras invariantes a izquierda en N se inducen
de manera directa a I'\ V. Sin embargo, las estructuras inducidas no resultan en general invariantes

por la accién del grupo N en I'\N, es decir, no son invariantes por pi,. Remarcamos este hecho para
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evitar, por ejemplo, confundir una estructura Riemanniana en I'\ /N con una estructura Riemanniana
homogénea en la misma variedad (comparar con [20]).

En el caso particular de las formas, la forma diferenciable ¢ inducida en M = I'\ N por la forma
invariante a izquierda o € Q*(N), es la tinica 1-forma en M tal que 7*6 = o. En la correspondencia o
0, las formas cerradas inducen formas cerradas. Este hecho implica una relacién entre la cohomologia de
de Rham de M y la cohomologia del dlgebra de Lie n. Mas adelante, en el contexto de las definiciones de
cohomologia, veremos en detalle esta relacion entre las mismas. Precisamente en el marco del Teorema
de Nomizu.

A las métricas o formas en M (o N) que se obtengan por traslacién a izquierda de las correspon-
dientes en n las denominaremos métricas o formas inducidas.

En este trabajo, en general tomaremos el estudio de las nilvariedades desde el punto de vista
algebraico en el sentido que trabajaremos mayoritariamente a nivel del dlgebra de Lie n. A pesar de
ello, no dejamos de tener en cuenta las implicancias en la geometria de las nilvariedades y los grupos

de Lie nilpotentes que el dlgebra de Lie define.

1.2. Algebras de Lie nilpotentes

Dada un algebra de Lie g la serie central descendente es la sucesion decreciente de ideales de g

g:gogglg...giggi‘HD...

donde

=9, g=[gg"] i>L

Aqui utilizaremos mayormente la notacién g’ para g'. Formalizamos la definicién de algebras de Lie

nilpotentes.

Definicién 1.2.1. Un dlgebra de Lie g es nilpotente si para algin k € N se verifica g¥ = 0. Si ademds

k es tal que g°=' # 0 diremos que g es k-pasos nilpotente.

Por ejemplo las dlgebras de Lie abelianas son un paso nilpotente. Un algebra de Lie g es 2-pasos
nilpotente si g = [g, '] =0y ¢ # 0. El ejemplo canénico de algebras de Lie nilpotentes es el conjunto

de matrices triangulares superiores estrictas.

Ejemplo 1.2.2. Sea t(n,C) el conjunto de matrices cuadradas con coeficientes en C, A = (a;j), de
tamano n x n y triangulares superiores estrictas (i.e. a;; =0 sii > j). Este conjunto con el corchete
de Lie dado por

[z,y] = zy —yz, x,y € t(n,C).
es un dlgebra de Lie nilpotente compleja. En efecto el s-ésimo término de la serie central descendente

es
t(n,C)* = {4 = (a;j) €t(n,C) 1 a;; =0 sii > j — s}.
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Luego t(n,C)" 1 =0 y t(n,C) es nilpotente.

De manera andloga se define el dlgebra de Lie nilpotente real t(n,R).

La representacién adjunta ad : g — g¢l(g) de un édlgebra de Lie g le asigna a cada elemento x € g
la funcién ad(z) : g — g donde ad(z)(y) = [z,y] para todo y € g. El conocido Teorema de Engel

caracteriza las dlgebras nilpotentes a través de esta representacion.

Teorema 1.2.3 (Engel). Un dlgebra de Lie g es nilpotente si y sdlo si ad(x) es una transformacion

nilpotente para todo x € g.
Para dar la prueba del teorema haremos uso del siguiente lema que enunciamos sin demostracion.

Lema 1.2.4. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y g una subdlgebra de gl(V') tal que todo
endomorfismo x de g es nilpotente. Entonces existe un vector v € V. no nulo que verifica xv =0 para

todo x € g.

Prueba del teorema. Supongamos que g es tal que para todo x € g, ad, es un endomorfismo nilpotente,
es decir, para cada x existe un m € N tal que ™ = 0. Mostraremos que existe una base de g en la
cual, para todo x € g, la matriz de ad, es triangular superior estricta.

Dado que ad(g) es subélgebra de gl(g) y ad, es nilpotente Va € g, por el lema anterior existe
e1 € g tal que ad,e; = 0 Vo € g; sea Ep el subespacio generado por e;. Como F; es un subespacio

invariante por toda ad,, estd bien definida la aplicacion
ad:g — gl(g/Er), 2+ ady /adx (V)= n([X,Y]),

con 7 : g — g/F1 la aplicacién cociente. Nuevamente cada ad, es un endomorfismo nilpotente en
g/E1 y ad(g) es una subélgebra de gl(g/E;). Aplicando el lema, existe es € g tal que ad,m(e3) = 0 en
g/F1 para todo x € g. Es decir, es ¢ Fy y adyeq € E1 Vi € g.

Repitiendo este proceso en forma sucesiva se obtiene una base ej,es, ..., e, de g de manera que
para todo = € g, ad, e; € span{ei,ea,...,e;—1} si 1 > 2y ad,e; = 0. Esta es la base buscada. En

efecto, la serie central descendente de g verifica
g’ C spanfer, ..., en—i}, i >0

y por lo tanto g" = 0 resultando g nilpotente.

Por otro lado si g es k-pasos nilpotente y = € g entonces adg = 0. En efecto, dados =,y € g resulta
adjy = [z,[z,---, [z,9]] -] € gF = 0. u

El Teorema de Ado asegura que toda dlgebra de Lie de dimensién finita admite una representacion
inyectiva p : g — gl(V'). Dicho de otra manera, toda algebra de Lie g es subdlgebra de Lie de gi(V)
para algin espacio vectorial V' de dimensién finita.

Ademas si n es un algebra de Lie nilpotente, existe una representacién inyectiva p : n — gl(V') de

manera que p(z) es un endomorfismo nilpotente para todo = € n ([39]). Esto permite caracterizar las
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algebras de Lie nilpotentes como subdlgebras del dlgebra de matrices triangulares superiores estrictas
del Ejemplo 1.2.2.

Corolario 1.2.5. Un dlgebra de Lie g es nilpotente si y solo si es isomorfa a una subdlgebra del

algebra de matrices triangulares superiores.

Introducimos a continuacién una definicion equivalente de algebra nilpotente en término de formas
diferenciales. Esta serd la més utilizada en lo que resta del trabajo.

La diferencial de un algebra de Lie g es la aplicacién dada por
d:g* — A%g*, 2% — da*/da*(u,v) = —z*([u,v]) Yu,v € g. (1.1)

Recordemos que APg* es el espacio de p-formas alternantes en g.

A través de la misma se definen los siguientes subespacios de g*.

Vo = {0} Vi={acg:dacA*V,_;} i>1. (1.2)
Observemos que Vi, =kerdy vale Vy CV; C---CV; C---.
Proposicién 1.2.6 (ver [62]). Para todoi >0, V; ={z* € g* : 2*(u) =0, Yu € g'} = (g°)°.

Prueba. El caso i = 0 es obvio. Dado que dz*(u,v) = —2*([u, v]) se demuestra la igualdad para i = 1.
Seguiremos la prueba por induccién. Si la proposicion es véalida para i se tiene z* € V11 < da* €

A?(g")° y por lo tanto z* € Vi1 & dz*(u,v) =0 Yu € g, v € g'. De donde se deduce V;41 = (g"1)°.

|
De esta proposicion surge la definicién equivalente de dlgebra nilpotente.
Corolario 1.2.7. Un dlgebra de Lie g es k-pasos nilpotente si y solo si Vi, = g* y Vi1 # g*.
La aplicacién diferencial de (1.1) se extiende a los espacios APg* p = 0,...,m = dimg como

derivacién y da lugar al siguiente complejo de cocadenas denominado complejo de Chevalley-Eilenberg
de g
c*: 0= R—g" 3 A%" - ... A™g" 0. (1.3)
La condicién de Jacobi de g es valida si y sélo si d? : g — A3g* es la aplicacién nula. En efecto,
para cada f € g*, u,v,w € g,

(@ f)(w, v, w) = = f([[u, 0], w] + [[v, 0], u] + [[w, ], v]).

Luego, definir un corchete de Lie [, ] en un espacio vectorial V' da lugar a una funcién d : V* —
A2V* tal que, al extenderla por derivacién, resulte d? : V* — A3V* la aplicacién nula. Reciprocamen-
te, si d: V* — A?V* es una funcién lineal tal que su extensién por derivacién resulta la aplicacién

nula, entonces la aplicacién [, ] : V x V — V que satisface
z*([u,v]) = —dz*(u,v), Yu,veV, Va*eV*
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es un corchete de Lie en V.

La cohomologia del complejo (1.3) se denomina cohomologia trivial del édlgebra de Lie g (ver
definicién 1.2.8 a continuacién). Para el estudio de la cohomologia con representaciones no triviales
referimos a los libros de Jacobson [39] y San Marin [63]. Ejemplos de aplicaciones de esta teoria son
los conocidos Teoremas de Weyl y Levi de descomposicién de dlgebras de Lie.

Dados uj,u3, ..., u, € g* resulta (ver por ejemplo [70])

d(ui Ao Auy)(v1, 02,5 Vpr1) = Z(—l)Sthu’{ A A ([Vs, Ve, 015+ Uy ey Tty Upr1), (14)
s<t

para v1,v2,...,Upt+1 € @.

Definicion 1.2.8. El i-ésimo grupo de cohomologia de un dlgebra de Lie g con coeficientes en R es
el grupo

ker (d : Atg* — Aitlg*
_ ker(d:N'g T) s

H'(g,R) = : :
(8, R) Im (d : Ai=1gx — Aig*)’ -

Aqui A%* = R. Los elementos de Z? = ker (d t APg* — APTL g*) se llaman p-cociclos y aquellos de
BP =Im (d AP gt — Apg*) se denominan p-cobordes. En adelante notaremos estos grupos como
HP(g) o simplemente HP. Observemos que H? = 0 si p > dimg + 1 o p < 0. Analizamos H? para
p=20,...,dimg en algunos casos particulares.

Si g es abeliana, d = 0 y por lo tanto HP? = APg para p =0, ...,dim g. En un &lgebra nilpotente n,
vale dim H'(n) > 2. En efecto H'(n) = n/[n,n] ya que la codimensién de [n,n] en n es siempre mayor

o igual a dos. Este hecho se debe a que si n = Rz @ n’, el conmutador seria
n =[nn=[Rzdn,Rrdn]=[Rz,n]+n,n]Cn”

lo cual no es posible pues en &dlgebras de Lie nilpotentes n” C n’ (ver también [19]).
Chevalley y Eilenberg en [10] notan que del trabajo original de Ado [1] se deduce H?(n) # 0 si n

es nilpotente. Finalmente Dixmier prueba:
Teorema 1.2.9 ([18]). Sea n un dlgebra de Lie nilpotente de dimension m. Entonces:

dimHP(n)>2 sil<p<m-1 y dim H™(n) = 1.

Definicién 1.2.10. Un dlgebra de Lie g es unimodular si traza(ad,) = 0 para todo x € g.

Por el Teorema de Engel todas las algebras nilpotentes son unimodulares. El siguiente resultado

debido a Koszul es conocido como dualidad de Poincaré.

Teorema 1.2.11 (ver [46]). Si g es unimodular de dimension m y {e',...,e™} una base de g*,
entonces la clase de e A---Ne™, [el A---Ae™], es no nula y H™(g) = span{[e! A---ANe™]}. Ademds,
para todo 0 < p < m,

HP(g) = H™ (g).



El concepto de cohomologia de un algebra de Lie g fue definido algebraicamente a través de nicleos
e imagenes de operadores lineales. A pesar de esto, a través de la cohomologia de g se determinan
propiedades geométricas y topoldgicas (y algebraicas) de las variedades homogéneas de la forma I'\G
donde G es un grupo de Lie conexo con algebra de Lie g y I' es un subgrupo discreto de G.

En una variedad diferenciable M el m-ésimo grupo de cohomologia de de Rham HJJ,(M) es el
espacio cociente de las m formas cerradas médulo las exactas en relacién a la diferencial exterior de
la variedad (ver por ejemplo [47] para definicién, propiedades y ejemplos). Los nimeros de Betti de la
variedad M son las dimensiones de estos grupos como espacios vectoriales. Explicitamente el m-ésimo
nimero de Betti de M es

Bm = dim HJp(M).

Por ejemplo, la cohomologia de de Rham del grupo de Lie abeliano R" es: HgR(R”) ~ R ya que
es conexo y HYp(R™) = 0 si i > 1. Esto tltimo es en virtud del Lema de Poincaré por el cual toda
forma diferencial cerrada en R™ es exacta. Por otro lado, sabemos que el algebra de Lie del grupo R™
es el dlgebra de Lie abeliana n-dimensional g, = R™. Vimos anteriormente que la diferencial definida

en (1.1) es la aplicacién nula y por lo tanto dim H'(g,) = dim A’g’. Luego

dim Hi(gy) = < 7; )

Con este ejemplo hacemos evidente el hecho que la cohomologia de de Rham de un grupo de Lie

que claramente son no nulos.

G no coincide con la cohomologia de su algebra de Lie g. Veremos que en realidad la cohomologia de
g estd relacionada a la cohomologia de de Rham de las variedades homogéneas I'\G' conformadas a
partir de un grupo de Lie conexo G con algebra de Lie g y un subgrupo discreto cocompacto I'. Mas
aun, en el caso que G (o g) sea nilpotente H'(g) coincide con HYp(T'\G).

Sea G un grupo de Lie con algebra de Lie g, I" es un subgrupo discreto y w una forma diferencial en
G invariante por la multiplicacion a izquierda. Claramente w es invariante por elementos del subgrupo
I'. Por lo tanto define una forma diferencial @ en la variedad homogénea I'\G. Ademds, si w; y we son
k-formas invariantes en G de manera que w; —we = do con ¢ una k — 1-forma invariante a izquierda,
entonces @ y @y son cohomologas en I'\G. Recordemos que las formas invariantes a izquierda en G
se identifican con elementos en A*g*. Queda definida entonces una inyeccién H'(g) — Hip(I'\G). En

virtud del siguiente resultado, si G (o g) es nilpotente esta aplicacién es un isomorfismo.

Teorema 1.2.12 ([58]). Sea N un grupo de Lie conexo nilpotente con dlgebra de Lie n y T' un subgrupo

discreto de manera que I'\N sea compacto. Entonces
HL(T\N) ~ HP(n), p > 0. (1.5)
Este resultado es conocido dentro de la geometria diferencial como el Teorema de Nomizu.
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Las variedades homogéneas I'\N, con N un grupo de Lie nilpotente conexo y I' un subgrupo
discreto cocompacto (i.e. '\ NV es compacto), se llaman nilvariedades. Una consecuencia del Teorema
de Nomizu es que todas las nilvariedades obtenidas a partir de un grupo de Lie nilpotente IV tienen
igual cohomologia de de Rham, independientemente del subgrupo I'.

Ademas, los niimeros de Betti de la nilvariedad M = I'\ N coinciden con la dimensién de los grupos
de cohomologfa de n, dlgebra de Lie de N. Es decir, /3, = dim H?(n) para todo p > 0. Haciendo abuso
del lenguaje, diremos que (3, es el p-ésimo nimero de Betti de n.

Otra consecuencia es que toda nilvariedad es orientable. En efecto, si {ei,..., e} es una base de
n, la clase de cohomologia de la m-forma o = e! Ae? A... A e™ define una m-forma no nula en I'\ N
(ver Teorema 1.2.11).

El resultado de Nomizu no se extiende a variedades homogéneas generales. Yamada en [73] y
Console, Ovando y Subils en [11] presentan ejemplos de solvariedades, variedades de la forma I'\G
con G soluble, donde no vale (1.5). En [55], Mostow encuentra una condicién suficiente para que dado
un grupo de Lie soluble G y T’ un subgrupo cocompacto, valga HP(n) ~ HY,(I'\N), Vp > 0. Otro
tipo de condiciones para grupos solubles fueron trabajadas en articulos recientes como [30], [12] y sus

referencias.

1.3. Nilradicales de las subalgebras de Borel

Las subdlgebras de Borel son subalgebras solubles de algebras de Lie semisimples complejas. Su
nilradical (subélgebra nilpotente maximal) serd nuestro objeto de estudio. Para entender la estructura
de esta algebra de Lie nilpotente, trabajamos con conocidos sistemas de raices.

En general, los sistemas de raices son una herramienta para descomponer las dlgebras de Lie en
subalgebras mas pequenas. Daremos en lo que sigue una breve introduccién al estudio de sistemas de
raices para algebras de Lie semisimples complejas del cual se probara que cada una de ellas es suma de
una subdlgebra abeliana y dos nilpotentes. Este permite también clasificar las dlgebras de Lie simples
complejas (ver Teorema 3.2.2 a continuacién) y en consecuencia las semisimples sobre ese cuerpo.

En el Capitulo 3 haremos uso de estos preliminares para determinar la cohomologia intermedia de
estas algebras nilpotentes que son nilradicales de subalgebras de Borel.

En esta seccién daremos conceptos relacionados a dlgebras de Lie semisimples. Veremos que en
el cuerpo de los complejos, cada dlgebra de Lie semisimple puede escribirse de manera tnica (salvo
isomorfismos) como suma directa de una subalgebra abeliana maximal h llamada subélgebra de Cartan

y dos subélgebras nilpotentes complejas n™ y n~ isomorfas entre si, es decir
g dlgebra de Lie semisimple sobre C = g=n" @& hdn'. (1.6)

El dlgebra de Lie compleja n* admite una base {X,} de manera que sus coeficientes de estructura

son reales, por lo tanto define un dlgebra de Lie real n = @_,RX, donde el corchete de Lie es el
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heredado de n*. En el final de la seccién nos abocamos al estudio de propiedades de esta algebra de
Lie nilpotente real.

En el transcurso de la seccién incluiremos resultados sin sus pruebas, salvo aquellos que sean
especificos del dlgebra nilpotente n. Seguimos mayormente la presentaciéon que se da en los libros de
Helgason, Knapp y Wallach [34, 44, 70] a los cuales referimos al lector para las demostraciones y otras

propiedades.

Definicién 1.3.1. Sea g un dlgebra de Lie sobre un cuerpo K y B(x,y) = traza(ad, ady) la forma de

Killing de g. Diremos que g es semisimple si B es una forma bilineal no degenerada sobre g.

Definicion 1.3.2. Un dlgebra de Lie sobre K se dice simple si es no abeliana y no posee ideales propios

no triviales.

El radical de Killing de un algebra de Lie g es el conjunto de elementos del dlgebra donde la forma

de Killing es degenerada, es decir
radg = {z € g: B(z,y) =0Vy € g}.

Este conjunto es siempre un ideal de g. Entonces radx = 0 si g es simple, resultando que toda algebra

de Lie simple es semisimple.

Proposicion 1.3.3. Un dlgebra de Lie semisimple g es suma directa de ideales simples g;, 1 =1,...,s,

g=01D - Dgs-
Ademds, cada ideal a de g es suma de ideales g; para algunos 1.

Por esto, clasificar las dlgebras de Lie simples sobre un cuerpo K conduce a la clasificacién de las

semisimples sobre el mismo cuerpo.

Definicion 1.3.4. Una subdlgebra de Cartan de un dlgebra de Lie semisimple g es una subdlgebra b

de g abeliana maximal y de manera que adyg es semisimple para todo H € .

Dada un algebra de Lie semisimple g sobre C siempre existen subédlgebras de Cartan en g y son
no triviales. De aqui en mas trabajaremos con dlgebras de Lie complejas semisimples, salvo que se
especifique lo contrario.

Dadas dos subdlgebras de Cartan h; y ha de un &lgebra de Lie g, existe un automorfismo de g
tal que o(h1) = ho. Fijamos una subdlgebra de Cartan h de g. Para cada funcional lineal o € h* el
conjunto

go={X €g:ady X =a(H)X, VH € b}

es un subespacio de g. Si g, # 0 diremos que « es una raiz de g respecto de h, o simplemente raiz
cuando se sobreentienda en el contexto la subdlgebra de Cartan a la que hacemos referencia. En el
caso que g, # 0, el espacio g, se llama espacio raiz. Observemos que gg = h. Denotaremos con A al

conjunto de las raices no nulas.



Proposicién 1.3.5. [34, Teorem 4.2] Sea g un dlgebra de Lie semisimple compleja, h una subdlgebra

de Cartan de g y A\ el conjunto de raices no nulas. Entonces

1. g= ) @GaaeAga-
2. dimg, = 1, para cada o € A.

3. si o, [ son raices y o+ 5 es raiz no nula entonces [ga, 98] = gats. St @+ [ no es raiz, entonces

[gOm gﬁ] =0.

4. St a es raiz, también lo es —a.

5. La forma de Killing B es definida positiva en h x h. Ademds para cada o # 0 existe un H, € b
tal que B(H,, H) = o(H) para todo H € Y. En particular, a(H,,) es un nimero real positivo.

Como consecuencia del primer y segundo punto, toda dlgebra de Lie semisimple tiene una cantidad
finita de raices. Entre aquellas no nulas, definimos la nocién de positividad. Fijamos una subalgebra
de Cartan h de g y X1, Xo,..., X, una base de h. Diremos que una raiz no nula ¢ es positiva y lo
notaremos ¢ > 0 si existe un indice j de manera que ¢(X;) =0 paratodo 1 <i < j—1y ¢(X;) > 0.

El conjunto A queda particionado en el conjunto de raices positivas AT y el conjunto de negativas
A~. Claramente si « € AT entonces —a € A~. Ademds, si «, 3 son raices positivas y a + 3 es raiz,

se tiene que o + 3 € AT. De manera andloga si la suma de dos raices negativas es raiz, ésta es una

nt = @ gy n = @ Yo (L.7)

aeNTt aeN—

raiz negativa. Por lo tanto,

son ideales de g.

Definicion 1.3.6. En las notaciones de arriba, una subdlgebra de Borel de un dlgebra de Lie semi-
simple compleja g es la subdlgebra b = b © @ ca+ Ga que se obtiene una vez fijada la subdlgebra de
Cartan b.

El nilradical de un algebra de Lie g es un ideal nilpotente que contiene a todo otro ideal nilpotente.
Es obvio que los nilradicales de las dlgebras de Lie nilpotentes son el dlgebra en su totalidad. Probare-
mos que los nilradicales de las subalgebras de Borel de las dlgebras de Lie semisimples complejas son
las &lgebras nt definidas en (1.7).

Supongamos que n" es nilpotente (ver Proposicién 1.3.11 a continuacién). Entonces el nilradical I
de b contiene a n*. Si I # n entonces debe existir un elemento Xy € h N I. Pero Xj actia de manera
semisimple en n". Luego debe ser I =n™.

Nos focalizamos en probar que n™ y n~ son nilpotentes e isomorfas entre si. Para ello, haremos

uso de ciertas propiedades de las raices que enunciamos a continuacién.
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Definicion 1.3.7. Diremos que una raiz es simple si es positiva y no puede escribirse como suma de

dos raices positivas. Notamos con /g al conjunto de raices simples.

Proposicién 1.3.8. [34, Teorema 5.7] Sea Ng = {au, ..., a,} el conjunto de raices simples. Entonces
r=dimb y cada o € A" se escribe de manera tunica como o = Z:zl n;a; con n; € Ny.
Ademds existe una tunica raiz positiva f = Y., dioy tal que para toda otra raiz « € AT con

, ) .
a =y nj, setienen; <d;, Vi.

Definicién 1.8.9. Dada una raiz positiva o =y _;_, n;e; definimos su longitud como £(a) = ;| n;.
Una raiz es simple si y sélo si tiene longitud uno. Si o, 3, + 8 son raices positivas, entonces
U+ B) = L(a) + £(B). Llamamos raiz méaxima a la raiz 8 de la proposicién anterior y la notaremos

Omax- Es claro que £(a) < l(amax) para toda a € AT,

Proposicién 1.3.10. Para cada o € A existe un vector X, € n' de manera que si o, 3 € A y

[Xo, Xg] = NopgXatp para No g € C, entonces Nog = —N_q 3.

Proposicién 1.3.11. En las definiciones anteriores, las dlgebras wt y n™ son dlgebras de Lie nilpo-

tentes e isomorfas entre si.

Prueba. Consideramos las bases { Xy} aen+ ¥ {Xataea- de n™ y n™ respectivamente dadas en la
Proposicién 1.3.10. La aplicaciéon ¥ : n* — n~ que en tales bases vale ¥(X,) = —X_,, para todo

a € AT es una transformacién C-lineal y un isomorfismo de 4lgebras de Lie. En efecto,

V[ X, Xg] = Y(NapsXats) = —NapX_(arp)
[WXo, UXgl = [~Xoa, =X gl = Now X (a18) = —NapX_(arp)-

Probaremos que nt es nilpotente. Para cada i > 1, P; = @g( a)>ifa €5 una subalgebra de n™.
Observemos que Py = nT y si k = {(amay), entonces la dimensién de Py es uno y P; = 0 si i > k.

Ademsés para cada i > 1, el i-ésimo término de la serie central descendente de n*t es

[t () =" = @ P (1.8)
j>i+1
En efecto, cada € (n™)’ se escribe como x = [y, 2] con y, z € n™. Descomponemos §y = Y+ Ya;
Z = ) aent %o segun la ecuacion (1.7). Entonces © = [3° ca+ Yasr D_gen+ 28] = D_q plYa, 28] Del
punto 3. de la Proposicién 1.3.5 cada corchete [yq,25] 0 es cero o bien 0 # [y, 28] € ga+ps. Por lo
tanto, si [ya, 23] # 0 entonces [ya, 23] € Pya)14(p)- Luego z € @5y P
Dado z € gq con {(a) > 2, existen 31,52 € AT tal que 81 + B2 = a. Como [gg,, 93,] = ga existen
y1,y2 de manera que z = [y1,y2] y por lo tanto z € (n™)". Luego @5, Pj = Di(a)>2 90 € (nt),
obteniendo la igualdad (1.8) para i = 1.
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De manera inductiva, supongamos que (nt)’ = Djsip1 I vy seax € (nH)itl 2 = [y, 2] con
y € nt,z € (nh)’ Entonces y = Y cn+ Yas 2 = Dogp(a)zit1Za Y T = 2o g [Yas 2] Resulta cada
corchete [yq, 28] cero o bien de longitud al menos i + 2, por lo tanto z € ®j2i+2 P;.

Reciprocamente si x € g, con (o) > i+ 2, existen (1,2 € AT tal que o = 1+ B2y £(B1) < i+1.
Como antes, existe y1 € g, y2 € gs, tal que z = [y1, yo]. Por hipétesis inductiva y; € (n™)? lo cual
implica z € (n™)"*!, quedando probada la porposicién. [
Finalizada esta prueba podemos afirmar que n™ es el nilradical de la subdlgebra de Borel b.

Las distintas algebras de Borel que surgen de los distintos sistemas de raices de un algebra de Lie

semisimple g son isomorfas. Por lo tanto sus nilradicales también lo son.

Observacién 1.3.12. Si amax = »_iq dicv; es la raiz mdzima y k = dy + -+ + d,, entonces n* es

k-pasos nilpotente. En efecto, de (1.8), (nwH)F 1 = Py = g, vy (nH)¥ =0.

Ejemplo 1.3.13. A, =sl(n+ 1,C) el dlgebra de Lie de las matrices cuadradas complejas de tamano
n+ 1 y de traza cero.
Dadas X,Y dos matrices en sl(n+ 1,C), la forma de Killing es ([34])

B(X,Y) =traza(adxady) =2(n+ 1) XY

y por lo tanto no degenerada. Luego, A, es semisimple.
Notamos con E; j la matriz que tiene un 1 en la posicion ij y ceros en el resto. Una base de A, es

{Hi:=E;; — Eiy1i+1, Ejp,i=1,...,n, 1 < j#k <n+1}. Esta base descompone a A,, como

A, =bo PCEy,, (1.9)
i
donde ) = span{H;,i = 1,...,n}. Observemos que b es una subdlgebra de A, y es abeliana al estar
conformada por matrices diagonales. Ademds, si H = diag(ay,as,...,ant1) € b,

[H,E; ;] = (a; —aj) E;j,  para todo i # j.

Esto implica, junto con (1.9), que b es subdlgebra abeliana mazimal cuyos elementos actian de manera
semisimple. Luego by es una subdlgebra de Cartan de A, .
Para cada @ = 1,...,n + 1, definimos los funcionales e; : h — C, de manera que para cada

H = diag(ay,as9,...,an41) €0, e;(H) = a;. Estos elementos satisfacen,
[H, Eij] = (ei — ¢;)(H) Ei ;.

Es decir, los elementos {e; — ej}1<ixj<n de b* son las raices de A,,. Claramente, el espacio raiz de
€ —€j €S gei_ej = (CEZ'J'.
Tomando una base de b de manera que para cada H en la base sea a; > a; >0 sil1<i<j<ny

Unt1 = — iy G4, se tiene que las raices positivas son e; —e; con 1 <i<j<n+1
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Luego la subdlgebra de Borel asociada a A, con este sistema de raices es

b=b® P 9o

1<i<j<n+1

y su nilradical

nt = @ Ge;—e; = @ (CEi,j

1<i<j<n+1 1<i<j<n+1

que no es otra cosa que el dlgebra de Lie de matrices triangulares superiores estrictas.

Las constantes de estructura N, g correspondientes a la base { X4 }4en+ de n dada en la Proposi-
cién 1.3.10 son en principio nimeros complejos. Sin embargo es posible probar que N, g € R, Va, 8 €
AT (ver [69, Teorema 3.5.7]).

En consecuencia, el dlgebra de Lie n = @, .o+ RX, es un algebra de Lie real, nilpotente y
con iguales coeficientes de estructura que el élgebra de Lie compleja nt. A este dlgebra de Lie real
la notamos con n y la seguiremos llamando nilradical de la subalgebra de Borel b. Estudiamos la

estructura de n como algebra de Lie.

Todo nilradical de una subdlgebra de Borel es un algebra de Lie N-graduada. Es decir puede

descomponerse como suma directa de subespacios tal que
g= @gi, i €N, 9 95] € gitj, Vi, j, €N (1.10)
i

Una graduacién de n es aquella que para cada i € N, L; = . 0(a)=i RX,. Estos subespacios son,

por ejemplo, L1 = spang{Xs : @ € N} y L, = spang{ X, ..} Observemos que, en comparacién con

aquellos subespacios {P;};>1 definidos en la Proposicién 1.3.11, se tiene P; = @5:2 L;. En particular,
n= @jzl Ljy [Lj, Li] = Liy;.
En lo que resta del capitulo notaremos {7, : a € A1} la base de n*, dual a la base {X,}

proveniente de la Proposicién 1.3.10 y L el espacio dual a L; es decir, L} = spang{7q : ¢(a) = i}.

Corolario 1.3.14. Sea o € AT ym = {(a). Entonces dvy, € P

sty solo si a es una raiz simple (o € Ng).

itj=m LY A L;-‘. En particular dyo, =0

Prueba. Como la diferencial de n es la aplicacion dual del corchete de Lie, tenemos que

1
da = 5 > —7al[Xs, Xs]) 75 A s
58,0
Salvo que  + 0 = a, se tiene v, ([Xq, Xg]) = 0 de lo cual se desprende el resultado. [
Para cerrar esta seccién, determinamos los subespacios Vj;, j = 0,1,... de n* definidos en (1.2).

Los mismos se describen a partir de la graduacién del algebra de Lie y, por lo tanto, en término de

longitudes de raices. Las Proposiciones 1.3.11 y 1.2.6 implican:
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Corolario 1.3.15. Sea n el dlgebra de Lie real asociada a un dlgebra de Lie semisimple compleja y

k = l(amax). Entonces V; = span{yg : £(B) < j} = L] ® - ® L} para cada j > 1. En particular,

Vi =span{vyg : L(B) =1} = L7, Va=span{yg:¢(f) <2} =L1® L3, --- Vy=n"=L1& - -&Lj.
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Capitulo 2

Introduccion a la Cohomologia

Intermedia

En esta seccién introduciremos el concepto de cohomologia intermedia de un dlgebra de Lie nilpo-
tente. Para ello, consideramos una filtracién del complejo de Chevalley-Eilenberg que aparece natural-
mente cuando el algebra de Lie es nilpotente. Precisamente es la filtracién que se construye a partir
de los anuladores de los ideales en la serie central descendente del dlgebra.

Esta filtracién induce una sucesién espectral de cohomologia que converge a la cohomologia del
algebra de Lie con coeficientes triviales. Como consecuencia de esta convergencia, obtenemos una
descomposicién en suma directa de cada grupo de cohomologia del algebra de Lie. Mas precisamente,
los términos limites de esta sucesion espectral refinan la cohomologia usual de dlgebras de Lie.

La organizacion del capitulo es la siguiente. Comenzamos con una breve introduccion a las sucesio-
nes espectrales, focalizandonos en aquellas provenientes de una filtracién de un complejo de cocadenas.
Como caso particular, aplicamos tales conceptos al complejo de Chevalley-Eilenberg de las dlgebras
de Lie nilpotentes y a través de ello surge la definicién de cohomologia intermedia.

A continuacidon, estudiamos propiedades de esta cohomologia y desarrollamos s que ilustran cémo
calcularla a través de la diferencial del dlgebra. También mostramos una manera conveniente y resu-
mida de expresar esta cohomologia presentando las tablas de cohomologia intermedia.

Cerramos el capitulo dando las tablas de cohomologia intermedia de las dlgebras de Lie nilpotentes

de dimensién menor o igual que seis.

2.1. Sucesion espectral de una filtracion

Daremos a continuacion las nociones basicas de complejos de cadena, filtraciones de los mismos y
sucesiones espectrales. Introducimos este tema con la generalidad necesaria para este trabajo. Remi-

timos al libro de Weibel [71] para definiciones més generales dadas a través de la teorfa de categorias

15



y algebra homoldgica. Otra referencia que tiene una presentacion mas informal pero aporta claridad
a los conceptos es el libro de P. Griffiths y J. Harris [29], particularmente para la demostracién del

Teorema 2.1.4.

Definicién 2.1.1. Un complejo de cocadenas (C*,d) es una familia C* = {C'};en, de espacios
vectoriales donde C° = {0} junto con transformaciones lineales {d' : C* — C**1};5¢ de manera que
dtlod = 0 para i > 0. Por esta 4ltima propiedad, las aplicaciones d* se llaman diferenciales. El
i-éstimo grupo de cohomologia de (C*,d) se define
Hi(CY) = ker {dj " ,—> Ci+1} ‘
Im{di-1:C—1 — C'}

Cuando no haya lugar a confusiéon notaremos el complejo con C*. Dado un complejo de cocadenas,
se llama i-cociclos a los elementos de Z¢ = ker {d' : C* — C**1} e i-cobordes a los de B! = I'm {d'~! :
C~1 — C%}. Segtn la definicién anterior, H*(C*) = Z'/B".

Si para cada i, J* es un subespacio de C? y d(J*) C J**! Vi > 0, se define df, . Jt — J1 como
la restriccién de d’ a J*. En ese caso diremos que (J*,d;) es un subcomplejo de (C*,d). Cuando J* es
un subcomplejo de C* resulta bien definido el complejo cociente

cr ct C'
= F—)ﬁ—)*)ﬁ—)
donde las diferenciales son las inducidas por d al cociente.
M4s generalmente, una filtracion decreciente de un complejo de cocadenas (C*,d) es una sucesién

decreciente de subcomplejos de la forma
0C FFC* c FF10* ... Cc FPC* C FP71C* C ... Cc F'C* c F'Cc* = C~. (2.1)

La filtracién es acotada si F*C* = 0 para algin k. Dada una filtracién de un complejo C*, se obtiene
una familia de complejos cocientes F*C*, F*=1C* /FkC*, ..., FPC*/FPHLC*, ..., C*/F'C*. En lo que
sigue trabajamos con filtraciones acotadas de un complejo C* y veremos que en este caso la cohomologia
del mismo puede obtenerse a partir de la cohomologia de los complejos cocientes provenientes de la

filtracién, para ello introducimos el concepto de sucesion espectral.

Definicion 2.1.2. Una sucesion espectral de cohomologia es una familia de espacios vectoriales
{Ef’q}fggz junto con funciones lineales di? : EPY — EPTTa= pora cada v > 0,p,q € 7 que
verifican
[ 1 ) J— k] ~Y
dPTTar L o qPl = () y EPl >~ — Vr>1, p,q€Z.
Si r > 1, las lineas de pendiente (r — 1)/r del espacio vectorial bigraduado {E¥?}, ,cz forman
complejos de cocadenas ya que la diferencial preserva esas rectas. El grado total del término EP? es

n := p+ q; los términos de grado total n se encuentran en una recta por el origen de pendiente —1 y
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cada diferencial di"? aumenta el grado total en 1. Cuando referencia a un elemento genérico EX'? de la
sucesion espectral donde p, g no sea de relevancia, notaremos F,..

Una sucesion espectral se dice acotada si para cada entero n existen soélo una cantidad finita de
términos no nulos de grado total n en Ey; es decir, para cada n existen enteros s, y 5, de manera que
EB? =0 salvo para s, < p < S,. Dado que cada E, es un subcociente de Ej resulta que sélo hay una
cantidad finita de términos no nulos de grado total n en E,. para todo r > 0 si la sucesién espectral es
acotada.

Para una sucesién espectral acotada y para cada pog,qo fijos existe un 7o tal que EF? = ER?
si 7 > rg. En efecto, sea n = pg + qo el grado total de EF*%. Tomando r suficientemente grande
serd po+r > Spy1 v por lo tanto la funcién d20% : P90y pPotTao=rHl o6 nyla. De la misma forma,
existe un r suficientemente grande que ademads verifica pg —r < s,_1 y por lo tanto EPemraotr=l _ ¢
Luego dpotrao=r+l . grotrgo=rl . pPo9o ¢ambién es nula. Dado que E,1 es la cohomologia de E,.,
tendremos EX0{" = EX*?. Més atin Effk = EPY para todo k € N. Notaremos con F5'% a este valor
estable (o limite) de la sucesién espectral. Este valor limite que aparece en las sucesiones espectrales

acotadas estd asociado al concepto de convergencia de la sucesién.

Definicién 2.1.3. Sea H* = {H"},cz una familia de espacios vectoriales. La sucesion espectral

{EP?} converge a H* si para cada n existe una filtracidon finita
0=F'H"C...C FPY'H" C FPH" C FP-'H" C ... C F'H" = H",
e isomorfismos ER! = FPHPTe/FpTLHP+a,

Si la sucesion espectral {EX'?} converge a H*, notaremos

Equ = HP-H],
Yy en ese caso
H™ prlHn FPH" thlHn t ) )
no~ T L. e tg" o~ i,n—1
H" = Fl1Hn ® b FpHn b Fpr+1fn ® FtHn SEFH" = @Eoo ’
i=0

Supongamos que C* es un complejo de cocadenas que posee una filtraciéon como en (2.1). Para
cada p,i > 0 definimos FPB' := B'N FPC' y FPZ' .= Z' N FPC!. Observemos que FPB = d({z €
C=1 . dx € FPC?}), FPZ! = {x € FPC" : dv = 0} y claramente FPB’ C FPZ'. Ademés si denotamos

FPH! = FPZ'/FPB® entonces la inclusién canénica de FPH® en FP~1H' est4 dada por

v: FPZIJFPBY — [Pzl prolp

, ‘ 2.2
r+ FPB" —  x+ FPTIB. (22)

Luego si C* es un complejo filtrado por la filtracién { FPC*},,, ésta induce una filtracién de los grupos

de cohomologia
0=FFH'C...CFPH'H' C FPH' C FP'H' C...C F'H' = H' i=0,1,2,.... (2.3)
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En consecuencia, en caso que un complejo C* posea una filtracién en subcomplejos, la cohomologia

del complejo original admite una filtracién como en (2.3).

El concepto de filtracién de un complejo de cocadenas se relaciona con las sucesiones espectrales
mediante el siguiente teorema. Especificamente toda filtracién de un complejo de cocadenas C* define
una sucesion espectral. La misma es siempre acotada y converge a la cohomologia de C*. La prueba
a continuacién sigue las ideas de la dada en el libro de Weibel [71] para sucesiones espectrales de

homologia junto con elementos tomados de [29].
Teorema 2.1.4. Dado un complejo de cocadenas (C*,d) y una filtracion del mismo
0=FFCc*Cc FF-lc* c ... c F?c* c F'Cc* Cc FCc* = ¢, (2.4)
existe una sucesion espectral acotada {Ef’q}fggz donde:

pOP+a
pqg _ I %
0 Fr+iCpte’

FPHP(C)

D4 _ ryp+q( oo vk ) ppt+l ook P,q —
EPT = gPYA(FPC FPTLOY), EOO—FP+1HP+‘1(C*)'

Para la demostracién del teorema se definen espacios EF? y aplicaciones d&? : EP? —y gptra—r+l
para todo r > 0, p,q € Z. Probaremos que estos espacios y las diferenciales forman una sucesion
espectral, es decir, F,11 es la cohomologia de (E,,d,).

Segun la ultima igualdad en el enunciado, tal sucesién espectral converge a la cohomologia de
C*. En simbolos: EF'? = H*(C*). Este hecho serd probado mediante la filtracién de los grupos de
cohomologia como fue descripto en (2.3) que induce (2.4). De ahi se obtendran los isomorfismos para
la convergencia de la sucesion espectral.

Prueba del teorema. Para aportar a la legibilidad de la prueba, prescindiremos del superindice g a lo

FPC
FrH1C

largo de la misma. Notamos n? : FPC' — la proyeccién canoénica y consideramos los subespacios

AL ={z € FPC: dx € FP*'C},  Z0 =nP(AD),  BP =nP(d(AP 7).

rec

Frrig Y Bg = 0. Para cada p fijo, tenemos la siguiente cadena de

P _
Observemos que que Z; =
inclusiones de subespacios
0=BfCB/C...CBrCBP
en efecto

= es facil ver que

ze Al | =dye FPTHC = doe FPT"C =z € AP

Luego, Zr | =P (AP, ) C nP(A?) = Z7 para todo r > 0y por lo tanto vale ... C Z¥ | C ZJ C
LL.CzvCzp.
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= Dado que A?~1"" C AP™" para todo 7 > 0 se tiene BY = nP(d(AP~1)) € nP(d(AV")) = BY,,.

Luego Bl C Bf .CBYCB,C..,

» Para cada r fijo, BY C Z¥ para todo s > 0 pues

red AT = & =duconue FF"C Adu e FPC
= z=du€ FPCANder=d*u=0¢€ FPtC V¥s >0

= ze€ Al Vs> 0.

Entonces BY = nP(d(AP~1T1)) C nP(A%) = ZP Vs > 0 como querfamos demostrar.

. P .
Se define para cada r,p > 0 los espacios Ef como Ef = %. Haciendo uso de los teoremas de
s

isomorfismos de espacios vectoriales (enunciados en, por ejemplo, [37]) se prueba que

ppofia AAITC & (2.5)
r B? - d(Af:'Il“—‘rl) —|—Fp+10 - d(Af:;“—i-l) _|_Ap+1 .

El primer isomorfismo se debe a que nP(AY) = ZF = AL JAD N FPHIC = A + FPHIC/FPTIC y una
igualdad andloga para BF. El segundo de los isomorfismos se obtiene del hecho que para espacios
vectoriales U, V. W con W C U vale U+ V/W +V 2 U/W + (VNU). Denotamos con ¢ al isomorfismo
en (2.5) entre EF y A2/d(AP"TTY) 4 AP

El isomorfismo en (2.5) permite definir las funciones diferenciales para cada r, p, q. Consideramos
la aplicacion lineal

p p+r
P A Ay

d(APZTTh 4 AP d(APT])+APTTHT

(2.6)
u+d(APTTTY AP du 4 d(APT]) AR

La misma estd bien definida. En efecto, consideremos u € AF, entonces du € FPT"C y d(du) =
d*v = 0 € FP*?'C. Entonces du € AT, Ademés, si u,v € A2 y u —v € d(AP~1T) 4 APT)
u—v=dr+yconze AT y e AP Resulta d(u —v) = dy € d(APT]). Es casi trivial que
P o P — ) dado que ambas son inducidas por d que es un diferencial de un complejo.

Con estos elementos definimos d? : EF —P*" como df = ¢~ 1) .
Hasta el momento hemos construido los espacios {EF} y las diferenciales d, resta probar que

forman una sucesién espectral.

La funcién (2.6) tiene nicleo

1

EAp dr e d AP-H Ap-‘rT-I—l AP AP-H 7P
ker df = ({u v EedA, ) + ;i = ot il (2.7)

d(Ap T+1)+AP+1 d(Ai)_;—i-l) _|_Ap+1 BP

Para seguir con la prueba del teorema haremos uso del siguiente lema.

19



Lema 2.1.5. N
.
2 BN

4 p+r”
Zr—l—l Br

Prueba del lema. Continuamos con la notacién anterior. Utilizando teoremas de isomorfismo I'm 7, =
AY /ker np. De la definicién Imn, = ZF. Ademés el niicleo de 7, es AL N FPTIC = {x € FPC : dx €
FPrC Az e FPHICY = AP Luego

e M2 YA (2.8)
Toar Zisi AT /AT
Sabemos que
(Ap+1 + Ar-i-l) JAPH = AP ) ( AT A£+1> = A7, /AP (2.9)
De (2.8) y (2.9)
2 AVJATS N A (2.10)

Al (AP an,) /A (A an,)

Recordemos que BY'" = np“'r(d(Afﬂ)) entonces BET" = d(Afﬂ)/d(AfH). De manera analoga se

obtiene N " "
Bfﬁ ~ (Ap )/d(Ap ) ~ d(AP) (2.11)
BETT T d(AD)/A(AYL) T g (AP“ + AP, )

La aplicacién d : AP — FP*"C induce un isomorfsimo entre los cocientes (2.10) y (2.11). [

ptr

Continuamos con la prueba del Teorema 2.1.4. A partir del lema anterior, dy. : E¥ — EF™" puede

verse como la composicién
EP = ZP[BP < ZP) 28, —> BUT/BUTT < 2047 BT = BT
de donde se ve que Imd} = BET] /B = Imdy™" = B, /BF. De esto y de (2.7) se obtiene

kerd?  Zia/Br _ Zra _ gy

—-r P P r+1-
Imdg " T+1/B Br+1

Resumiendo, armamos una sucesién espectral { EX'?} donde

zh FPC
p_ 20 _
=g =mic Y
zZr Al + FPHIC {x € FPC : dx € FPTIC}
P _ “1 ~ 1 _ — gP( P * p+1 v
By = BY T d(Ab) + FetlCc  d(FeC)+ FrtiC HY(EPO/FPC0).

Resta probar que ésta converge a la cohomologia del complejo C*. Introduciendo el indice ¢ en la

ecuacién (2.5) tenemos
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{w € FPCPTa ; dx € Fp+TCp+q+1}
({a: c Fr—r+10p+a—-1 . dr ¢ Fp(jp—l—q}) + {x c FprtiCr+a . do Fp+GC+q+1}'

EPY = 2.12
Pe = — (2.12)

La sucesion es acotada, por lo tanto para cada grado n existe un r suficientemente grande para el
cual

{x € FPCP* : dz = 0} _ Frtazrta
({x € Crta-1:dy € FPOPT4}) + {x € FPTICPHe 1 do =0}  FPBPHa 4 Fptlzptg

RS = -

para todo p, q tal que p + g = n.
El homomorfismo h : FPHPt? — E? definido como = + FPBPT s g + FPBPT1 4 Fptlzpta

induce un isomorfismo FPHP*9/FP+l gp+a = EBI quedando probado el teorema. [ |

A cada complejo de cocadenas filtrado le corresponde una sucesiéon espectral de cohomologia.
Veamos que esta correspondencia se mantiene salvo isomorfismos.

Supongamos que (C*,d) y (C’*, ci) son complejos de cocadenas con respectivas filtraciones en sub-
complejos FPC* y FPC*, p = 0,...,k. Diremos que un morfismo de cocadenas f:C"— C* es
compatible con las filtraciones si f(FPC?) C F PC* para todo p = 1,..., k. Por otro lado, tenemos la

nocién de morfismo de sucesiones espectrales.

Definicién 2.1.6. Un homomorfismo f: E — E’ de sucesiones espectrales es una familia de trans-
formaciones lineales f*? : EP? — E!/ P4 tal que d{f’qff*?“:ﬁ“l = fP4d! P9 para todo r > 0, p,q € Z

P.q ; ; D.q
y de manera que f.}'; es el mapa inducido por fr™*.

La primera condicién de la definicién anterior indica que, para cada r fijo, existe un homomorfismo
de cadenas entre el complejo de la linea de pendiente (r — 1)/r de E y el de E'.

Decimos que dos sucesiones espectrales E y E’ son equivalentes si existe un homomorfismo
f:E — E' yun r tal que f£? es un isomorfismo para todo s > r, p,q € Z. En el caso que
dos sucesiones espectrales acotadas sean equivalentes, se tiene F5! = E!_ P para todo p,q € Z.

Haciendo uso del lema de los cinco se prueba que si f : E — E’ es tal que para un r fijo, f£?
es un isomorfismo para todo p, g, entonces las sucesiones espectrales son equivalentes. En particular si
EPY = HPT4 y B/ P4 = H'PT4 entonces HPT4 = H'PTa,

Sea f : C — C un morfismo de complejos de cocadenas. El mismo induce homomorfismos
fi: H(C) — H'(C) entre los grupos de cohomologia. Supongamos que los complejos C'y C' poseen
filtraciones FPC y GPC, p = 0,...,k respectivamente. Se dice que f es compatible con las mismas
cuando f(FPC) C GPC para todo p = 0,1,...,k. En el caso que exista un isomorfismo f : C — C
compatible con las filtraciones, diremos que éstas son equivalentes.

Un homomorfismo f : ¢ — C compatible con las filtraciones FPC y GPC induce un homomor-

fismo entre las sucesiones espectrales por ellas definidas f£'? : EP%(C) — EPY(C) y una aplicacién
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foo : BRI(C) — ERY(C). En particular, si f es un isomorfismo también lo son fi, f7? y f.. Por lo
tanto, dos complejos de cadena con filtraciones equivalentes inducen sucesiones espectrales equivalen-

tes.

2.2. Sucesiones espectrales en algebras de Lie nilpotentes

En un algebra de Lie n nilpotente es posible definir una sucesién creciente de subespacios de n*,
el dual de n. Precisamente los anuladores de la serie central descendente. Esta sucesion se preserva
por la diferencial del complejo de Chevalley-Eilenberg del dlgebra de Lie y por lo tanto define una
filtracién del mismo. Aplicamos los resultados de la Seccién 2.1 a dicho complejo filtrado y obtenemos
una sucesiéon espectral natural asociada a n. En virtud del Teorema 2.1.4 dicha sucesién espectral
converge y lo hace a la cohomologia del algebra de Lie.

A lo largo de la seccién trabajaremos con esta sucesion espectral. Desarrollaremos con detalle
ejemplos en dimensiones tres y cuatro. Estudiaremos propiedades de esta cohomologia que haran mas

sencillo su célculo.

De aqui en més n denotard un algebra de Lie nilpotente. Consideraremos los subespacios del dual
de n ya definidos en (1.2)

Vo =0, Vi:{aEn*:daeAQVi,l} 1> 1.

Por el Corolario 1.2.7, si n es k-pasos nilpotente se verifica

0=WcWVc...CVe1 CVp=n" (2.13)
Ademsds, inducen inclusiones en el producto exterior: si m = dimn, para cada ¢ = 1,...,m se tiene
0= AqVO g Aq‘/l g e g AqVk_l g AqVk = An* (2.14)

Recordar que A°V; =R parai=1,...,my A%V = 0.
Denotamos C* al complejo de Chevalley-Eilenberg definido en (1.3). Para cada 4 fijo, {A?V;}4>0

constituye un subcomplejo de C* como se prueba en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.1. Con las definiciones anteriores, se verifica que d(A?V;) C AV, para todo
0<qg<m,i>0.

Prueba. Considere {e!,... et esttl .. eSk=1 ... €™} una base de n* de manera que {e',... e%}
es base de V;. Luego A9(V;) = span{et ANe2 A...NeJa1: 1 < ja<...< Jgo Jr € {1,.. .8}, Vr =

1,...,q}.
Utilizando la férmula de la diferencial dada en (1.4) se tiene

d(e A NP (ery ery, . eryyy) = Z(—l)““’ej1 A NI ([Erys €]y €rpse s €y ey ey Ergy)-
u<v
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Sialgin ry & {1,...,8i}(ry > si) = €, € n' y por lo tanto d(e’* A...Aed1)(ep,, €py, ... 6r,.,) = 0.
Luego d(e/t A ... A el1) € A9V, quedando demostrada la proposicién.

Luego, para cadap=10,...,k
FPC*: 0 — R — Vip — A?Vjpy —> - — A"V} — 0 (2.15)

es un subcomplejo de C* y estos subcomplejos se ordenan de manera decreciente: 0 = FFC* C

Fk-lcxC ... c Fptlo* C FPC* C ... C F'C* C FYC* = C*, siendo k el indice de nilpotencia.
Llamamos filtracion candnica o filtracion natural de un algebra de Lie nilpotente n a la filtracién

(2.15) del complejo de Chevalley-Eilenberg. Como resultado del Teorema 2.1.4, esta filtracién natural

da lugar a una sucesién espectral que tiene como término inicial

Jalelax APtay,
EPY = f =P (2.16)
FriCpte — APHV, (o0
La ecuacién (2.12) se traduce en

P o {x € APTIV}_, s dx € APTITIY,_ ) (2.17)

T d({w € APy s de € APYAV L }) 4+ {x € APV, tdx € APTaHY T T

El término limite es

P o {x € APTIV,_, : dz = 0} (2.18)

*  d({x e Arta—lnt i dp € APtV ) + {z € APV, i dx =0} '

Notemos que un isomorfismo entre dos algebras de Lie nilpotentes preserva las filtraciones canénicas
e induce isomorfismos entre las sucesiones espectrales. Esto implica que hay una sucesién espectral

asociada a cada clase de isomorfismo de algebras de Lie nilpotentes.

Propiedades de las sucesiones espectrales construidas a partir de filtraciones de un complejo aplica-

das a esta filtracién natural, permiten obtener relaciones entre los términos de dicha sucesién espectral.

Proposicion 2.2.2. Sean un dlgebra de Lie nilpotente y considere la filtracion candnica de n. Entonces

la sucesion espectral EF'? determinada por (2.16) verifica:
1. Eff"=0sip<0op>k,

2. para cada n € {0,...,m}, m = dimn y cada r > 0 los elementos de grado total n son

EX" EF L EFIRL Gonde k es el indice de nilpotencia de n*,

3. en el caso particular r = 0, los elementos de grado n son precisamente:

Eg,n B n Eé,n 1AV E(l)c Ln—k+l _ An&;

= = — = A"V
Andfl’ And,27 1,

. . P k—12—k o
4. en el limite, el inico término no nulo de grado 1 es Eg ™ que coincide con Vi = Z'. Para

grado total 0, el unico término no nulo es BRIk H'(n) =R,
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5. los términos E1 de la sucesion espectral se corresponde con la cohomologia de los complejos

Vi—p AV AWy

0—s o Yk
Vi—(p+1) AV (1) A"V (p1)

— 0,

6. el valor vy para el cual la sucesion se estabiliza (E, = Es, Yr > ro) depende del indice de

nilpotencia k de n.

Prueba. FEl primer punto es consecuencia de FPC* =0sip <0y FPC* =0sip > k, ver (2.15). El
segundo y tercer punto se desprenden de lo anterior y (2.16).

El punto 4. se debe a que E, = H*(n). Por lo tanto E5! = %, en particular

Ek—l,Q—k ~ Fk_lHl ~ Fk'—lHl o Fk_lZl o Zl m‘/l
o0 = FkH1 = _Fk—lBl_BlﬁVl'

Recordemos que, por definicién B! = 0 y Vi = Z;, entonces El.“o‘”"“ = Z'. Ademés por (2.17),
EPP=Qparap=0,1,..,.k—2y EFUIE R,

Uno de los resultados del Teorema 2.1.4 es que el término E; es la cohomologia de los complejos
cociente del enunciado de donde se deduce el punto 5.

Sobre el valor g que da la convergencia de la sucesion espectral, notemos que la filtracion es finita
y vale la expresién (2.17). Entonces, para cadap =0,...,k—1,sik—p—r <0y k—p+r—-1>k
(r > k—mp,r>p+1) se tiene en el numerador APV, . = V; = {0} y en el denominador
Ap+q_1Vk_p+r_1 = n*. Comparando con la ecuacién (2.18), si r > ro := max{k — p,p + 1} resulta
E,. = F. |

La sucesién espectral construida a partir de una filtraciéon acotada de un complejo de cocadenas
como en el Teorema 2.1.4 converge a la cohomologia del complejo original. Este hecho para la filtracién
candnica de un algebra de Lie nilpotente n significa que la sucesién espectral converge a la cohomologia

del 4lgebra de Lie dada. Explicitamente, para cada i se tiene la sucesién de subespacios de H'(n)
0=FFH!(n) C...C FPPIH (n) C FPH'(n) C FP71H!(n) C ... C FOH'(n) = H'(n),

donde FPB' := d(A"™'n*) N AV}, FPZ' := {z € A'n* : dz = 0} N A"V}, y FPH' = FPZ'/FPB".
También ERY = FPHPY(n)/FPH HPHI+] (). Luego
H'(n)= @ ER1 (2.19)
pHq=i

Por lo tanto el cdlculo del limite de la sucesién espectral inducida por la filtracién (2.15) per-
mite escribir a la cohomologia usual de n como suma directa de subespacios. Vale aclarar que estos
subespacios son, en general no nulos y diferentes del espacio total. Esta propiedad motiva la siguiente

definicidn.
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Definicion 2.2.3. Los grupos de cohomologia intermedia de grado ¢ de un dlgebra Lie nilpotente n

son los espacios vectoriales EX!(n) donde p + q = i.

Para ilustrar la manera de calcular esta cohomologia y para realizar comparaciones con la coho-
mologia usual de algebras de Lie, presentamos los cédlculos en ejemplos sencillos como las algebras de

Lie abelianas y las dlgebras de Lie nilpotentes de dimensién tres y cuatro.

Cohomologia intermedia de algebras abelianas: Si n es abeliana de dimensién m entonces k

es uno y por lo tanto V; = n*. En la filtracién del complejo resulta F1C* el complejo nulo y
F°C*:0 — R —n* — A%n* — .. — A™n* — 0.

Para obtener los términos iniciales de la sucesion espectral se reemplaza la filtracién en la ecuacion
(2.16), obteniéndose
EpO— { APTan* sz: p=0

{0} sip#0

Luego, la sucesién espectral sélo tiene elementos no nulos en la columna p = 0, los cuales son
Eg’q = An*si ¢ = 1,...,m. Es decir, en p = 0 se tienen los espacios del complejo de Chevalley-
Eilenberg. En consecuencia las diferenciales dg’q : Eg’q — Eg’QH son nulas, salvo en p = 0 donde
coinciden con la diferencial del dlgebra de Lie. El término F4 de la sucesién espectral es la cohomologia
de Ey, por lo tanto E"? = {0} si p # 0. Para ¢ = 1,...,m, hay sélo un término no nulo de grado
qyes E? I = H4(n). La sucesién espectral tiene como limite el valor en E; ya que di? tienen como
dominio o codominio al espacio {0} si r > 1. Por ello, E,, = Ej.

Es decir

HP(n,R) = E%(n)  Vp=0,...,dimn.

Cohomologia intermedia del algebra de Heisenberg h;: Consideramos la base {ej, ez, e3}
con corchetes no nulos [e1, ea] = —e3 por lo tanto es dos pasos nilpotente. En la base dual {e!, e?, e3}
de b}, la diferencial vale d(e!) = d(e?) = 0y d(e®) = e! A e®. Resultan Vy = {0}, Vi = ({e!,€e?})
y Vo = bi. En la filtracién resulta F2C* el complejo nulo, F°C* el complejo de Chevalley-Eilenberg
0 — R — bt — A%h} — A3h} — 0y F'C* el subcomplejo formado por

Flo* . 0—R—V; — A’V; — 0.

Nuevamente, utilizando la férmula (2.16) para el término inicial resulta que Ef'? = {0} salvo para
p = 0,1 para los cuales
g00 _ o goa_ AT L1 _p pla_ petly o —
0o — % 0o - Q*1,2,37 E() 7R7 EO *A V1 Q—O,l
AV
Las diferenciales de la sucesién espectral en el paso inicial son verticales, por lo que el término F;

serd, en p = 1 la cohomologia del complejo F'C* y en p = 0 la cohomologia del complejo cociente. Es
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posible utilizar directamente las férmulas (2.17) para obtener Ej, Fs, etc. De esta forma es como se
han realizado los calculos siguientes.

En el caso de b resultan:
bt
Vi

{x € A%} : dz € A3V; = {0}} _ A%b3
({z € b} :dv e A20)) + {z € A2Vi - dw € A3V} A2V}

EY? =0, E)' = E)? = y

EYP =N EyT'=R B’=vi B =AM

Es decir, F; coincide con Ej.

El término FEs:

€ bhi:dx =0} Vi
E%O o pOl — {z € b SN
2 T ) H{reViide =0} W {03

{x € A%b} : dz = 0} ~ A%p3

0,3 _ A3px 1,-1 1,0
(b)) + {z € A2V; :dz =0} A2 Ey” = Ah Ey =R, By =0

0,2
Ey” = 7

A?Vy @ dx =0}
pit— A ~ {0}.
2 T d({r e by dx € A2V} {0}

Fs es el término limite de la sucesién espectral y por lo tanto tenemos

A2 *
HOh) =R, H'(h) = EQ'@E = (0} & Vi, H(h) = EQ2@E! = 2 DI

= aey, ©10h H?(h1) = A%hj.

Observacion 2.2.4. Observe que en los dos ejemplos anteriores los grupos de cohomologia intermedia
son cero o bien coinciden con el grupo de cohomologia usual de n. Es decir, en estos dos casos, la
cohomologia intermedia no refina la usual. Veremos que este no siempre es el caso con los dos ejemplos

siguientes.

Cohomologia intermedia de las algebras nilpotentes de dimension 4: Existen dos algebras

de Lie nilpotentes de dimensién cuatro, éstas son:

1. n = ({e1,e2,e3,e4}) con tnico corchete no nulo [ea,e3] = —ey. Esta dlgebra es isomorfa a
R @ b1, también es dos pasos nilpotente y si tomamos la base dual en n* la diferencial resulta

d(e') = d(e?) = d(e?) = 0, d(e*) = €% A €>. La sucesién de subespacios de n* es

Vo = {0}, Vi = <{el,62,e3}>, Vo = <{el,62,e3,e4}>.
F2C* es el complejo nulo y FOC* es 0 — R — n* — A%n* — A%n* — A%n* — 0. Como
en todo caso dos pasos nilpotente hay sélo un subcomplejo intermedio que es F'C* : 0 —

R — Vi — A%2V; — A%V, — 0. La filtracién es C* = FO9C* > F'C* D F2C* = 0. En la

columna p = 0 del término FEy se tiene el complejo cociente FOC* /F1C* yenp =1 a F1C*.
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Calculando el término inicial se obtiene
Il* 0,2 A2n* 0,3 ABR*

0,0 0,1 __ %
EO =0 EO - Vl 0 A2V1 0 A3V1

E([)JA — A4n*
Eg7 =R EP=Vi EM'=AWi Ej?=A

El término E; es
{x € n* . dx € A®V1} n*

=0 E)= = —
! D mdm) +{zeVitde =0} W

{x € A%n* : dz € A3V} An* 03 A’n*

E0’2 _ — =
Lodn®) + {x € A2V; 1 dx € A3V} A2 L A3y

E? A = Adp*

Ey ' =R, E’={zeVi:dz=0}=W,

El’l . {x € A2‘/1 sdx = O}
' d(V1)

=A%V, B = AR

Y por tdltimo el término limite Fy, = F»

{r en*:dx =0}

Byt = =~ {0
2 dn*)+{z e Vi :dx =0} {0}
202 _ {z e ANn*:de=0} NVi4+({e2Aee? net})
2 dmr) + A2 A2V,
0,0 03 _ {r €A :dr =0} A’n* 0,4 4_x
’ = E ’ = = E ’ = A
Bym =0 2 d(AZn) + A3V, ARV, 2 "
_ eV :de =0}
gLl _p g0 — {z ~
2 2 d({z e n* : dz € V1 }) !
EL_ {r € A2V :dz =0} AWy
2 d({zentdre A2Vi})  ({d(et) =e2 Aedl)
gl2_ {x € A3V} :dx =0} _A3V1 ~ (0}
2 d({x e A?n*ide € A3VR}) A3V T U

Muchas de las igualdades anteriores surgen del hecho que la diferencial restringida al complejo
Fk=1C* es nula, en este caso a F'C*. La homologfa usual del n* queda descompuesta de la

siguiente manera,

H°n) = R

H'(n) = Ey' B "={0} oW

~ 0,2 1,1 ~ A2ViH{{{e*Aet e3net} A2
H*(n) = Ey" @By = —— <A2V1 ; ({e2/\‘£13}>
H3(n) A3n*
H%*n) = A*n~
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Por el Teorema de Nomizu los nimeros de Betti de una nilvariedad I'\ N donde n es el algebra
de Lie N son

/80:17 51:37 B2:2+2:47 53:37 ﬁ4:1

. n= ({e1,ea,e3,e4}) donde los corchetes no nulos son [e1, ea] = e3 y [e1,e3] = eq. Es tres pasos
nilpotente y la diferencial en la base dual es d(e!) = d(e?) = 0, d(e3) = —e!Ae? y d(e?) = —el Aed.

En este caso se tiene

Vo={0}, WVi=({{e"e}), Va=({",ee’}), Va=ni
Una vez mas F3C* es el complejo nulo y F°C* es todo el complejo 0 — R — n* — A%n* —
A%n* — A*n* — 0. Los subcomplejos intermedios son

FlC*: 0—R — Vo, — A%Vh — A%V — 0
F2C*: 0 —R—1V; — A%V} —0

Se observa claramente la filtracién C* = F°C* > F!C* > F?C* > F3C* = 0. Dado que el
grado de nilpotencia es tres, se tienen tres columnas no nulas en el término inicial de la sucesién

espectral: aquellas correspondientes a p = 0,1, 2. En este caso el término inicial es

0,0 0,1 n* 0,2 A%n* 0,3 An* 0,4 A'n*
Ey" =0 Ey = —VQ Ey” = A5 0 = A, Ey” = ATV
1,-1 0 V2 11 AW, 1,2 3
Ey =0 Ey” = 71 Ey = ATV Ey® =A"V,

Ey?P=R Ey'=wvi E’=AW.

La cohomologia de Fy es
{zentidr e AV} o

EO,l — —
Lz eVorde € A2Va) Wy
503 _ {v € A3n* :dz =0} A3n*
Lo d(A2n) + {A3V, 1 de =0} ({el Ae2 Ael}) + A314
02 _ {x € A?n* : dz € A3V,} C({etnet e nett) + A%V, 04 _ gy
U dmn) + {z € A2V, s do € A3VR} A2V, - '
EL() . E El’l . {x S A2‘/Q sdr = O} . A2‘/é
Ly U T d(Va) + {z € A2V :dz =0} A2W)
E11’2 _ {iL‘ € A3V2 dx = O} _ AS‘/Q

d(A?V3)
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EY=0 E\'=0 EY?=R  EY'=v B =AW

Ny 4o 0,3 04 10,0 pl,—1 2,-2
Observando la ecuacién (2.18), se ve que los términos E;, Ey", Ey”, E;” y E7" 7 son los
. 1,1 .
valores limites. A pesar que en el numerador de F;’" contiene los elementos cerrados, no es
posible asegurar que sea el valor limite debido a que en el denominador se tiene d(V3) en vez de

d(n*).

Los restantes términos de E5 son:

*odr e N2V} W {xeVa:dz=0} W
E0,1:{9L’en 1 _ Y2 g ELO _ oy
2 {z € Vy:dre N2V}, {0}, 2 {xeVi:de =0}y W {0},

502 _ {z € A%n* : dz = 0} _A2V2—|-<{61/\e4}>

2 T dm*) 4 {x € A2V, dax =0} A2V, ’

11 r € A?Vy : dx = 0} A%V,

Eyt =

T d{zenidr e AV} + A2VE ({el Aed}) + A2V;)

plo_ _ TENVeide=0} A
2 T d({x e An*idr e A3VR)) ({elne2aed)) U

H°nh) = R
H'(n) = EY'eBEeEy ' ={0} & {0} Vi,
Hn) = Ey?eEy @By’ = A2V2+A<2{\e/:/\e4}> ® ({61A£32}‘)/2+A2V1 @ {0}
H%(n) = Ey°eEy”= <{61A62ﬁ22;>+A3VQ @ {0}
(n)

= E8’4 = A%n*;
y los nimeros de Betti de n

Bo=1, 1 =2, fa=14+1=2, B3=2, By=1.

Observaciéon 2.2.5. El valor ry para el cual se estabiliza la sucesion espectral depende del grado de

nilpotencia de n como fue probado en la Proposicion 2.2.2. Relevando este wvalor para los ejemplos

recién vistos, tenemos que en el caso abeliano rg = 1 y en dimensiones tres y cuatro vale ro = 2.

Mds adelante veremos que en dimension seis se obtendrdn distintos valores de rg, aunque siempre

7’0§3.
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La férmula de Kiinneth en el caso de la cohomologia de dlgebras de Lie, permite describir la
cohomologia de un algebra de Lie que es suma directa de dos ideales, en funcién de la cohomologia de
los factores directos.

Es nuestro interés determinar una férmula similar para la cohomologia intermedia de un algebra

de Lie n en funcién de la cohomologia intermedia de sus factores directos, en el caso que los tenga.

Teorema 2.2.6. Sea n un dlgebra de Lie k-pasos nilpotente que descompone como suma directa de

tdeales n =R @ hh. Entonces by es k-pasos nilpotente y ¥V r > 0, r = oo resulta:
1. EPin)=EM(H)=0sip<0,p>kop+q<0.
2. EP7P(n) =0 para todo p=0,....k—2 y B "7 Fn) 2R,
3 Effl,%k(n) ~ Effl’%k(f)) OR,
4. EPYP(m) = EPYP(D) sip<k-2,
5 EPn) = EPI(h) @ EPTN)  sip+q> 2.

Prueba. Sélo presentaremos algunas identidades que permitiran llegar a la prueba. Supongamos n =
Rz @ . Notaremos con z* al elemento en n* tal que z*(z) = 1, 2*(h) = 0 e identificamos h* C n*.
Claramente dx* = 0y h* es invariante por d, siendo la restriccién de d a h* la diferencial correspondiente
a b como algebra de Lie.

Los subespacios Vo C V4 C --- C Vo = h* y ¥y C V; C --- C Vj = n* que filtran h* y n*

respectivamente estan relacionados por:
Vo=Vo=0, Vi=ViaRa* i=1,... k.

El término inicial Ej se obtiene por la ecuacién (2.16). Para grado total 1 se tiene

(‘716—17 b Rl’*)/(f/k—p—l ® Ra™) = vk—p/f/k—p—l = Egl_p(b) si. p#Fk—1
Ep,lfp(n) _ Vi—p
0 Vk—p—l

V1:1~/EB]R{96* si p=k—1
Si el grado total es mayor o igual a 2 entonces APV, _, = Ap’qf/k_p o Rz* A Ap+q*11~/k_p de donde
APAV,_, Ap,qf?kip @ Rz* A Ap+q71f/k7p N Ap,qf?kip Ap+q71{7k7p

Eg#](n) — — — — = — =
APV g APV, @ Ra* AAPTEIYV o APV, APHeLV

= Bj() & EpT )

Para r > 1 trabajamos con la férmula (2.17) de donde

{y € A1y 1 dy = 0}
({y c Ak+q72VT . dy c Ak+q*1V1})'

EFLa(n) = y (2.20)
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Si ¢ =2— k entonces Ef ?7F(n) = {reVi:dy=0}=V, =V &Ra* EFL2 R e R.

Enelcaso ¢ >3 —k (& k+qg— 1> 2) se tiene el isomorfismo canénico
Ak+q_1‘/1 o Ak+q_1‘71 ® Rz* /\Ak+q_2‘71,

es decir w € AFT1Y] & w = wy + 2* Aws con wy € ATV, we € ARTI2V, . Ademds dw = 0 <

dwy + 2* N\ dwy = 0 < dw; = dws = 0. Luego el numerador en (2.20) se escribe
{y e AFH 1yt dy = 0} = {z € ¥V 1 dy = 0} @ Ra* A {z € AFH972V; : dy = 0},

Para describir el denominador debemos separar en el caso que k+¢—2 =1 (< g=3—k) o bien

k+4+q—2 > 2. En el primer caso
d({y € AFH2V, dy € ATV = d({y €V, s dy € APViY) = d(V) = d(Va),

resultando

{zeA2Vi :dy=0}®Ra*A{z eV :dy=0}

k—1,3—k —
Er (1‘1) - d(Vg)

> pf 35 (h) @ Re” AT

ng
= B @ BN,

Enel caso k+q—2 > 2 (& ¢ > 4 — k) AM2y, = AMHa-2) @ (Ra* A A¥H4-3V,). Entonces,
cada w € AF+9-2V puede ser escrita como w = w; + =* A wy donde w; € AkTa-2V, y wg € Ak+a=37
Ademés AFa-1Y; = AR @ Ra* A ART9-2Y.

Entonces para w € AFT772V,
dw = dwy + * Ndwy € ATV s y sblo si dwy € Ak+q*1‘~/1 y dwsy € AH‘]*QVL
Luego
d({y € A"V, cdy € AMTITIRY) =
= d({y € AF*2V  dy € ¥V ) @ Ra* A d({y € AFHI3V, s dy € AFTT2)).
Combinando las férmulas del numerador y denominador, la ecuacién (2.20) resulta
Ey~(n) 2= BFH(h) & By H(h)
Para aquellos p # k — 1 la prueba es andloga. |

La primer algebra de Lie n de dimensién cuatro dada en los ejemplos es suma directa de ideales:
n = Re; @b, donde h es el dlgebra de Lie nilpotente de dimension tres (Heisenberg). Pueden compararse
la cohomologia intermedia de n con la de b y se verd que la relacién entre ellas es la dada en el teorema
anterior.

Para las algebras de Lie nilpotentes que sean suma directa de ideales n = R* @ h, con s > 1 es

posible aplicar inductivamente el teorema anterior.
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Corolario 2.2.7. Sea n un dlgebra de Lie nilpotente de la forman=R* @b con s > 1. Entonces los

términos de la sucesion espectral candnica EY?(n) de n se escribe en funcidén de la correspondiente a
b, E&(h).

2.3. Diagramas de cohomologia intermedia

Aqui presentamos una manera conveniente de presentar la cohomologia intermedia de un algebra
de Lie k-pasos nilpotente g de dimensiéon m, en vez de listarla término por término como fue hecho en

la seccién anterior. Esto permite una rapida lectura de la misma una vez dispuesta en tablas.

Luego de haber calculado los términos Fy, F1,...,E, = E, de la sucesiéon espectral, en vez de
describir cada término E, como cociente, sélo daremos la dimensién de los mismos como espacio
vectorial. Esta informacién es expuesta dentro de r + 1 tablas, cada una de k filas y m + 1 columnas.
Fijado j € {0,...,r = oo}, la tabla correspondiente a E; muestra en la primera columna los términos de
grado total 0, en la segunda columna aquellos de grado total 1, y asi sucesivamente. Mas precisamente,

la tabla correspondiente a F; se ve como la siguiente:

dim Ef R dim BN | dim BFTYAR | dim BET DR
dim Eb ! dim EM° dim EM . dim B
dim E>° dim B! dim E%? . dim E®™

Cuadro 2.1: E;

Las tablas de los ejemplos trabajados anteriormente son

Algebras abelianas: Como k£ = 1 se obtendran tablas de 1 fila y m 4+ 1 columnas si la dimension
del 4lgebra de Lie es m. El término Ej se conforma con las dimensiones de los espacios AP In* y, como
fue visto en la seccién anterior, resulta que F; la cohomologia usual de n*. Como el dlgebra es abeliana
se tiene K1 = Fy. El hecho que la diferencial es nula en todos los grados implica que F = Fy y se

tiene solo una tabla como resultado.

Ey = FEu

tm[ )] () [ G)

Algebra de dimensién 3: Las tablas correspondientes a hi poseen dos filas por ser dos pasos

nilpotente y cuatro columnas por ser la dimensién de h; igual a 3.
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112110 112110 11200 (2.21)
011121 01121 0

(a]
[\)

Algebras de dimensién 4: Separando los dos casos como antes se tiene

1. d(e') = d(e?) = d(e3) = 0, d(e*) = e A €3, Aqui serén tablas de dos filas y cinco columnas.

Ey En By =FEy
11313110 113(3(1]0 1131200 (2.22)
01113131 01173311 01012131

Observe que a pesar que Fy = E7 éste valor no es el limite de la sucesién espectral. En el caso

abeliano si lo es pues ademds las diferenciales son nulas.

2. d(e!) = d(e?) =0, d(e3) = —e! Ne? y d(e*) = —e! Aed. Se agrega una fila al caso anterior pues

el grado de nilpotencia en este caso es tres.

Ey Ey Ey = Ex
2111010 11211100 112101010
013|110 0(1(2]|1]0 01011 0
11331 01112211 0 1 1

Algunas propiedades de la estructura del algebra de Lie n y de su cohomologia intermedia se

evidencian en estas tablas.

Por ejemplo, la tabla correspondiente a Ey de un algebra de Lie nilpotente queda completamente

determinada por la filtracién de su dual. Esto se debe a que para r = 0 los términos de grado n son

los dados en el item 3 de la Proposicion 2.2.2. Entonces, si dos algebras de Lie nilpotentes poseen

filtraciones V; con iguales dimensiones, las mismas tendran igual tabla de Ej independientemente de

la diferencial (los corchetes) que la determinan.

Otras propiedades de los diagramas de cohomologia intermedia asociados a un algebra de Lie

nilpotente pueden deducirse de las definiciones y proposiciones antes establecidas.

Corolario 2.3.1. Sean un dlgebra de Lie nilpotente y considere la sucesion espectral canénica asociada

a n. Entonces su diagrama de cohomologia intermedia correspondiente a Foo verifica:

1. la primera y segqunda colummnas estan formadas por ceros, salvo en los niumeros superiores
. k—1,1—k . k—12—k . iy , . .
dim Fs ™ y dim Eg ™ que son 1 y la dimension del nicleo de la diferencial d respec-

tivamente.
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2. la ultima columna en la tabla correspondiente a E~, consiste de ceros, salvo por el numero inferior

que €es uno.

3. la suma por columnas de los nimeros correspondientes a la tabla de Eo dan como resultado los

numeros de Betti del dlgebra de Lie. Es decir

Bn= Y dim ERY.

ptg=n

4. (dualidad de Poincaré) la suma de los elementos de la columna i-ésima coincide con la suma de

la (m —i)-ésima columna.
5. cada suma por columnas es mayor o igual a 2 (salvo para la primera y dltima).

Prueba. El primer punto se desprende del item 4 en la Proposicién 2.2.2 tomando r = oo. Por otro lado,
si dimn = m, el grupo de cohomologia H™(n) est4 generado por una clase de la forma e’ Ae2A---Ae™
(ver Teorema 1.2.11). Esta m-forma es un elemento no nulo en A”n* que no pertence a A"Vj_1 y no

es exacto. De (2.18),
{z e A"n* : dz =0}
d(Am=1n*) + {x € Am~ 1V}

0,m __
ES" =

tenemos que e' Ae2 A---Ae™ define un elemento no nulo en EY™. Luego, de esto y (2.19) resulta que
E%™ P =0 para todo p > 1. Nuevamente, haciendo uso de (2.19) deducimos el tercer punto.

La dualidad de Poincaré mencionada en el Teorema 1.2.11 junto con el hecho que la suma de cada
columna es el i-ésimo niimero de Betti de n implican el cuarto punto de este corolario. En particular,
sabemos que los nimeros de Betti de un algebra de Lie nilpotente son siempre mayores o iguales a 2
([18]) excepto By = 1 = Sy, Observemos que dado que la segunda columna tiene sélo un valor distinto

de cero, éste es siempre es mayor o igual a dos. |

En el caso que un algebra de Lie n k-pasos nilpotente de dimensién m se escriba como suma directa
de ideales n = R@h es posible armar el diagrama de n a partir del de h. Denotemos e a la dimensién
de EP?(h). Notemos que el tamano de la tabla de b es de k filas y m columnas. Entonces, partiendo
de la misma, agregamos una columna en el extremo derecho al cual le colocamos ceros en todas las
filas y un uno en la de abajo. Para las primeras m columnas (0, 1,...,m — 1), en virtud del Teorema

2.2.6 se construye la tabla de n de la siguiente manera:

k—12—k k-13-k , k-12-k | k-14-k , k-13-k k—1,m—k , k-lm—k—1
1]er +1]er +er Er +er | er + er 0
11 1,0 1,2 11 ILm—2 . 1,m-3
0 e +er e’ + ey . er + er 0
0,2 0,1 0,3 0,2 0,m—1 0,m—2
e’ + ep er” + er er + e 1
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Puede observarse este procedimiento de armado de tablas comparando las correspondientes al
algebra de Lie de dimension cuatro n con tdnico corchete no nulo [eg, e3] = e4 (2.22) y la del dlegebra

de Heisenberg de dimensién tres (2.21). En este caso, n = R @ b.

Observacién 2.3.2. De acuerdo con el Corolario 2.2.7, sin 2 R®* @ b con b nilpotente puede usarse

el caso anterior e induccion sobre s para expresar e (n) en funcion de eq(h).
Del punto 1. del Corolario 2.3.1 y del Corolario 2.2.7 se obtiene:
Corolario 2.3.3. Sin=R* & § es un dlgebra de Lie nilpotente y s > 1 entonces EX>(n) = Eo(b).

Dada un algebra de Lie n, un factor abeliano a es un ideal abeliano de n que admite un ideal
complementario b de manera que n descompone como suma directa de ideales n = a @ §. A través de
la tabla de cohomologia intermedia es posible determinar una cota superior de la dimensién del mayor

factor abeliano contenido en n. En efecto,

Corolario 2.3.4. Sin es un dlgebra de Lie nilpotente con un factor abeliano de dimension s entonces
el elemento en la primera fila, sequnda columna de la tabla Ey (por lo tanto E, para todo r) es mayor

o igual a s + 2.

2.4. Cohomologia intermedia en dimensién < 6

Las algebras de Lie nilpotentes reales estdn clasificadas hasta dimension siete, sin embargo seis
es la maxima dimensién para la cual existe una cantidad finita salvo isomorfismos (ver [55],[48]). Por
esta razon calculamos la cohomologia intermedia de las dlgebras de Lie nilpotentes reales de dimensién
menor o igual a seis.

En dimensién uno y dos las tnicas algebras de Lie nilpotentes son abelianas. Salvo isomorfismos, en
dimension tres hay una séla dlgebra de Lie y en dimensién cuatro hay dos. La cohomologia intermedia
en estos casos fue desarrollada en los ejemplos de la seccién anterior.

En esta seccién presentamos la cohomologia intermedia de algebras de dimensién cinco y seis, la
cual serd mostrada a través de los diagramas de cohomologia intermedia. El orden en el cual se listan
dichas tablas es en orden creciente por dimensién. En el caso de dimensién seis, notamos que el orden
es el mismo que en el trabajo de S. Salamon [62].

La notacién que utilizamos es la usual. El dlgebra de Lie notada como n = (0,0, 12, 13,23, 14 4 25)
es un algebra de dimensién seis con base dual {e!,e?,e3 et €5 €%} y donde la diferencial en esta base

resulta:

de! =0 de? =0 ded = el A e? det = el Ned de® = e? AP deb =el Net +e2 Aéd.

Segtun la férmula de Maurer-Cartan, en términos de corchetes las igualdades anteriores dicen:
[e1, ea] = —es, le1, e3] = —ey, [e2, e3] = —e5 [e1,e4] = —eg = [e2, €5],
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si{e;j:i=1,...,6} es la base dual de {e¢' : i =1,...,6}.
Explicitaremos cuando el algebra de Lie n listada pueda descomponerse como suma directa de
ideales n = R* @ h para que el lector pueda comparar las tablas de n y b de acuerdo al Corolario 2.2.7.
Para las algebras de Lie de dimensién seis, transcribimos datos sobre existencia de estructuras
simplécticas y complejas obtenidas del trabajo de S. Salamon [62]. Estos dos tipos de estructuras se
definirdn més adelante en el trabajo y nos serd ttil tener como referencia estos datos en dimenisén

seis.
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Dimension cinco
(1) e n=(0,0,12,13,14 + 23):

Eo Ey Eo
1 2 1 0 0 0 1 2 1 0 0 0 1 2 0 0 0 0
0 1 2 1 0 0 0 1 2 1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 3 3 1 0 0 1 2 2 1 0 0 0 0 2 0 0
0 1 4 6 4 1 0 1 2 2 2 1 0 0 2 1 2 1
(2) e n=(0,0,12,13,14):
Eo Ey Eo
1 2 1 0 0 0 1 2 1 0 0 0 1 2 0 0 0 0
0 1 2 1 0 0 0 1 2 1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 3 3 1 0 0 1 2 2 0 0 0 0 2 0 0
0 1 4 6 4 1 0 1 2 2 2 1 0 0 2 1 2 1
(3) @ n = (0,0,12,13,23):
Eo Ey Es
1 2 1 0 0 0 2 1 0 0 0 1 2 0 0 0 0
0 1 2 1 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 2 7 9 5 1 0 1 4 3 2 1 0 0 3 3 2 1
(4) e n=(0,0,0,12,14 + 23):
Eo By Eo
1 3 3 1 0 0 3 3 1 0 0 3 2 0 0 0
0 3 3 0 0 3 3 0 0 0 1 0 0
0 1 4 6 4 1 0 1 3 4 3 1 0 0 1 3 3 1

(5) e n=(0,0,0,12,24): n = Res @ h donde b es el dlgebra de Lie 3-pasos nilpotente de dimensién

Eo E; B2
1 3 3 1 0 0 1 3 3 1 0 0 1 3 2 0 0 0
0 1 3 3 1 0 0 1 3 3 1 0 0 0 1 1 0 0
0 1 4 6 4 1 0 1 3 4 3 1 0 0 1 3 3 1

(6) @ n=(0,0,0,12,13):

Eo Eq Eq
1 3 3 1 0 0 3 3 0 0 3 1 0 0 0
0 2 7 9 5 1 0 2 6 6 3 1 0 0 5 6 3 1

(7) e n=1(0,0,0,0,12): n = Res & Rey @ h donde § es el dlgebra de Lie nilpotente de dimensién 3.

Eq Eq Eo

1 4 6 4 1 0 1 4 6 4 1 0 1 4 5 2 0 0
0 1 4 6 4 1 0 1 4 6 4 1 0 0 2

(8)  n=(0,0,0,0,12 + 34):

@
IS
—

Eq Eq Eo
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,

imension seis

D

(1) e n=(0,0,12,13,14 + 23,34 + 52): No admite estructuras complejas ni simplécticas.

Eo

E3

E;

Ey

Eq

10

10

10

(2) e n=(0,0,12,13,14,34 + 52): No admite estructuras complejas ni simplécticas.

Exo

E3

E;

Ey

Eo

0

10

10

10

10

(3) e n=(0,0,12,13,14,15): No admite estructuras complejas pero si estructuras simplécticas.

Eco

E3

E;

Ey

Eq

10

10

(4)en = (0,0,12,13,14+23,15+24): No admite estructuras complejas pero si estructuras simplécti-

cas.

E3 = Feo

Es

Ey

Eq

10

10

tructuras simplécticas.

1es

(0,0,12,13,14,15+423): No admite estructuras complejas pero si

(5)en

E3 = Foo

Eq

Eq

Eo

10

10

(6) e n=(0,0,12,13,23,14): No admite estructuras complejas pero si estructuras simplécticas.
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Eo E1p Ey = Eoo

1 2 1 0 0 0 0 1 2 1 0 0 0 0 1 2 0 0 0 0 0
0 1 2 1 0 0 0 0 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 2 7 9 5 1 0 0 2 4 3 2 1 0 0 0 2 3 2 0 0
0 1 5 10 10 5 1 0 1 2 3 3 2 1 0 0 2 3 2 2 1

(7) en = (0,0,12,13,23,14—25): No admite estructuras complejas pero si estructuras simplécticas.

Eo Eq Ey = Eoo

1]2]1]o0 o oo 1l2]1JofJofo]o 1l2]ofloJolo]o
o121 o |ofo o|l1|l2]1]of]o]o o|lolof|o|lo]o]o
o271 o 5 [ 1]o0 o[ 2]af3]z2]1]o0 oflolz2]3]z2]0o]o
o1 |s5]10]10]s5]1 ol1|2|3|3|2]1 olo|lz2|3|2]2]1

(8) en = (0,0,12,13,23,14+25): Admite estructuras complejas nilpotentes y estructuras simplécti-

cas.

Eq Eq Ey = Eoo

1]2]1]o0 o oo 1l2]1JofJofo]o 1]2]JofJoJolo]o
o121 o |ofo o|l1|l2]1]o]o]o o|lolof|o|lo]o]o
o271 o 5 [ 1] o0 o[ 2]af3]z2]1]o0 ololz2]3]2]0o]o
o1 |s5]1w0]10]s5]1 ol1|z2|3|3|2]1 olo|lz2|3|2]2]1

(9) en = (0,0,0,12,14—23,15+34): No admite estructuras complejas pero si estructuras simplécti-

Ccas.
Eo Eq Eo E3 = Eoo
1331 o oo 1[3]3]1]JofJo]o 1[3]2]ofJofoJo 1[3]2]ofJofo]o
o|l1|3] 3 1 |o]o ol1|3|3[1]o]o oflofl1]|1]of]o]fo olo|l1]oflo]o]o
o|l1]4a] s 4 [1]o0 o[ 1[s3]afs]1]o ofloflof[2]1]ofo oloflof[2]1]o]o
o[ 1510|1051 o[ 1[3]ala]s oflolz2]2]3]3]1 o|lol1]2]3]3]1

(10) en = (0,0,0,12, 14, 15+23): No admite estructuras complejas pero si estructuras simplécticas.

Eq Eq Ey = Eoo

1331 o oo 1[3][3]1]ofo]o 1[3]2]of]Jolo]o
o 1]3] 3 1 |ofo o1 |3][3]1]o]o olo|l1]1]o]o]o
o[ 1]a] s 4 [1]o o[ 1]3[als3]1]o o|loflof[2]2]0o]o
o|l1|5|10] 1051 o1 |3]alaf|s3]1 olo|l2]3|3]3]1

(11)en = (0,0,0,12,14,15+234-24): No admite estructuras complejas pero si estructuras simplécti-

cas.

Eq Ey Ey = Eoo

1]3]3] 1 o lofo 1|3[3]1]oflo]o 1[3]2]o]oflo]o
o[ 1]3] 3 oo o[ 1]3[3]1]o]o oflol1][1]lo]o]o
o|l1|l4a]l s 4 | 1]o0 o1 |3]a]l3]1]o oloflo|2]2]0o]o
o[ 1]s5[10]10]5]1 o1 [3[alals3]1 ololz2]3]s3]3]1

(12) en =(0,0,0,12,14,15+24): n = Reg® b donde h es el dlgebra (1) de dimensién 5. No admite

estructuras complejas pero si simplécticas.
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Eq Ey Ey = Foo

1 3 3 1 0 0 0 1 3 3 1 0 0 0 1 3 2 0 0 0 0
0 1 3 3 0 0 0 1 3 3 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 1 4 6 4 1 0 0 1 3 4 3 1 0 0 0 0 2 2 0 0
0 1 5 10 10 5 1 0 1 3 4 4 3 1 0 0 2 3 3 3 1

(13) e n = (0,0,0,12,14,15): n = Res @ h donde b es el dlgebra (2) de dimensién 5. No admite

estructuras complejas pero si simplécticas.

Eq Eq E93 = Eoo
1]|3]3] 1 o |ofo 1[3]3]1]oflo]o 1[3]2]o]oflo]o
o[ 1]3] 3 oo o[ 1[3[3]1]o]o oflol1][1]o]o]o
o[ 1]4a] s 4 0 o1 ]3[als]1]o ofloflof[2]2]0o]o
o[ 1]s5]10]10]s o1 [3[alafs3]1 olol2]3]s3]3]1

(14) e n=(0,0,0,12,13,14 + 35): No admite estructuras complejas ni simplécticas.

Eo jor) Ey = Foo
313 1 o oo 1]3][3]1]ofJo]o 3 olofolo

o271 o9 5 [ 1] o0 ol2]s6]s6]3[1]o0 oo 3oflolo

ol1]5]10]10]5 0 3166 3]1 oo 315 |3

(15) e n = (0,0,0,12,23,14 + 35): No admite estructuras complejas ni simplécticas.

Eq Eq Ey = Eoo
1331 o oo 1[3]3]1]Jolo]o 1[3]1]oJolo]o
o271 o 5 [1]o0 o266 [3]1]o0 o|lola[3]o]ofo
o[ 1|5 [10]10]5]1 o[ 1]3]e]s6]3]1 o|loflo[3]s5]s3

(16) e n = (0,0,0,12,23,14 — 35): Admite estructuras complejas nilpotentes pero no estructuras

simplécticas.
Eo Eq Es = Eeo
3 3 1 0 0 0 1 3 3 1 0 0 0 3 0 0 0 0
0 2 7 9 5 1 0 0 2 6 6 3 1 0 0 0 3 0 0 0
0 1 5 10 10 5 0 1 3 6 6 3 1 0 0 0 3 5 3

(17) e n = (0,0,0,12,14,24):n = Resg @ h donde h es el dlgebra (3) de dimensién 5. No admite

estructuras complejas ni simplécticas.

Eq ol Ey = Eo
3] 3] 1 o oo 1[3][3[1]ofo]o 1[3]2]of]Jofo]o

o[ 1]3] 3 1 oo o1 ]s3[3]1]o]o o|loflofolo]o]o

o|l2|9|16| 1461 o|l2]s6|7|5]3]1 o|lo|3]e6]s5]s3

Eo ol Es = Eoo
3 ]3] 1 o oo 1[3][3]1]ofo]o 3] 2lofJolo]o

o 1]3] 3 oo 0 3| 3 o] o o|lolof|oflo]o]o

o[ 29161461 o266 |75 ]3]1 o|lo|3][e]s5]s3




(19) e n = (0,0,0,12,14, 13 — 24): Admite estructuras complejas y estructuras simplécticas.

Eq Eq By = Ex
3 3 1 0 0 0 1 3 3 1 0 0 0 1 3 2 0 0 0 0
0 1 3 3 1 0 0 0 1 3 3 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 2 9 16 14 6 1 0 2 6 7 5 3 1 0 0 3 6 5 3

(20) e n = (0,0,0,12,13 + 14, 24): Admite estructuras complejas y estructuras simplécticas.

Eq Eq Ey = Eoo
1]3]3] 1 o |ofo 1[3]3]1]oflo]o 1[3]2]o]oflo]o
o[ 1]3] 3 1 [o]o o[ 1[3[3]1]o]o ofloflofolo]ofo
o[ 2|9 16] 1461 o266 7531 o|lo|3][e]s5]s3

(21) e n=(0,0,0,12,13,14 + 23): Admite estructuras complejas y estructuras simplécticas.

Eo jor) Ey = Foo

313 1 o oo 1]3][3]1]ofJo]o sl1]ofofolo
o279 5 [ 1] o0 o|l2]6]6]3s 0 olo[alal1]o]o
ol1]5]10]10]5 1 0 3166 3]1 oo 4153

Eq ol Es = Eoo
3 3] 1 o oo 1[3][3]1]ofo]o 1[3]1]oJolo]o
o271 o 5 0 o[ 2]6]6]3 0 o[ ofa]a o] o

0 1 5 10 10 5 1 0 1 3 6 6 3 1 0 0 1 4 5 3

(23) e n=(0,0,0,12,13,14): Admite estructuras complejas y estructuras simplécticas.

Eq Eq Ey = Eoo
1]|3]3] 1 o lofo 1|3[3]1]oflo]o o|loflo]o
0| 2 9 5 [1]o0 o[ 2]6]6]3 0 0o[ofal]a oo
o[ 1[s5]10]10]5]1 0 36631 o|lo|l1][a]ls]s

Eo E1 Ey = Eoo
3| 3 1 o oo 3[3] 1 Joflo]o 1[3]o]ofJo[o]o
o312 19]15]6]1 o|3[9|12]|8]3 olof[8|12|8]3]1

(25) e n =(0,0,0,0,12,15 4 34): No admite estructuras complejas ni simplécticas.

Eo Eq Eq E3 = Foo
4 6 4 1 0 0 4 6 4 1 0 0 1 4 5 2 0 0 0 4 5 0 0 0
0 4 6 4 1 0 0 1 4 6 4 1 0 0 0 2 0 0 0 0 0 1 2 0 0 0
0 1 4 10 10 4 1 0 1 4 7 7 4 0 0 1 3 6 4 1 0 0 0 3 6 4 1
(26) e n = (0,0,0,0,12,15): n = Reg @ Rey @ h donde b es el dlgebra 4, 3 pasos nilpotente. No

admite estructuras complejas pero si simplécticas.
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Eo E1p Ey = Eoo

1 4 6 0 0 1 4 6 4 0 0 4 5 2 0 0 0
0 1 4 4 0 0 4 6 0 0 0 1 2 0 0
0 1 5 10 10 4 1 0 1 4 7 7 4 1 0 0 1 4 6 4

cas.

Eo Ey E> = Eco
4 6 0 0 1 4 6 4 0 0 4 5 2 0 0 0
0 1 4 4 0 0 4 6 1 0 0 0 1 2 1 0 0
0 1 5 10 10 5 1 0 1 4 7 7 4 1 0 0 1 4 6 4

Eo Eq Eo = Eoo
1 6 | 4 1 oo 1 a6 4 o] o 4 olofJofo
0 9| 16 | 14| 6 o281 ]8]a]1 oo 10|84

Eo Eq Ey = Eoo
1]a]e6] a 1 ]o]o 1|afle6] a|1]o]o 1la]lalofoflo]o
o[ 2916 1a]6]1 o281t ]s]a] o|o|laf10]s8]a

Eq Eq Es = Eoo
1 6 | 4 1 oo 1 a6 4 o] o 4[a]Jofolo]o
o 29 16] 146 o281 ]|s]a]1 o|olaf10]s]a

(31) e n = (0,0,0,0,12,13): n = Rey @ h donde b es el algebra (6) de dimensién 5. Admite

estructuras complejas y simplécticas.

Eg Eq FEo = Eoo
1 6 4 1 0 0 1 4 6 4 0 0 4 4 1 0 0 0
0 9 16 14 6 0 2 8 12 9 4 1 0 0 5 11 9 4

(32) e n = (0,0,0,0,0,12 4+ 34): n = Res @ h donde h es el dlgebra (8) de dimensién 5. Admite

estructuras complejas pero no simplécticas.

Eq Eq Ey = Eoo
1|s5]1w0]1w] 5 [1]o0 1]5]10]10] 5 0 5 9]s5]o|lo]o
ol 1] 5 [10]10]s 0 5 [ 10105 [1 ofloflo[s5]9]s

(33) e n=1(0,0,0,0,0,12):n = Reg ® Rey @ h donde h es el dlgebra de Lie de dimensién 3. Admite

estructuras complejas y simplécticas.
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Eg Eq

Por simple inspecciéon de las tablas podemos ver que, por ejemplo, las dlgebras de Lie ng y ny

correspondientes a los niimeros (6) y (7) anteriores tienen iguales diagramas de cohomologia intermedia

y sin embargo son no isomorfas. En efecto dimj (ng) = 2 # 1 = dim 3 (ny).

Proposicion 2.4.1. Ezxisten dlgebras de Lie no isomorfas con igual cohomologia intermedia.
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Capitulo 3

Aplicaciones de la Cohomologia

Intermedia

En el capitulo anterior presentamos la definiciéon de la cohomologia intermedia de un algebra de Lie
nilpotente, realizamos calculos explicitos y establecimos algunas propiedades de esta cohomologia en
relacion a la estructura del dlgebra de Lie. En este capitulo introducimos aplicaciones de la cohomologia
intermedia.

En la primera seccién damos un resultado que vincula uno de los términos de la cohomologia
intermedia con la existencia de estructuras simplécticas. En las secciones siguientes aplicamos este
resultado para probar que los nilradicales de las subalgebras de Borel no admiten tales estructuras
(ver Teorema 3.2.3). También a través del mismo obtenemos una prueba alternativa de un resultado

de Dotti y Tirao [21] sobre las dlgebras de tipo Heisenberg que admiten estructuras simplécticas.

3.1. Estructuras simplécticas y cohomologia intermedia

El Teorema 3.1.3 introduce una obstruccién para la existencia de estructuras simplécticas en dlge-
bras de Lie nilpotentes. Esta obstruccién se da en términos de la cohomologia intermedia.

Aqui presentamos el concepto de estructura simpléctica en dlgebras de Lie y utilizamos algunas
propiedades bésicas de las mismas. Mas adelante en el Capitulo 4, desarrollaremos el tema de estruc-
turas simplécticas en algebras de Lie nilpotentes con mas profundidad. Referimos a la introduccién de

ese capitulo para ejemplos y propiedades conocidos sobre este tema.

Definicion 3.1.1. Una estructura simpléctica en un dlgebra de Lie g de dimension par 2s, es una

2-forma o en g cerrada y tal que 0° =g Ao A---ANa #0.
~—_—
S

Equivalentemente, una estructura simpléctica o en g es un elemento de A%g* tal que o = 0 y que,
como forma bilineal antisimétrica definida en g, es no degenerada. En particular es un elemento de

7% = ker (d : A’g* — A3g*) y por lo tanto define una clase de cohomologia [o] en H?(g).
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Esta definicion estd motivada por su correspondiente en variedades. Una forma simpléctica w en una
variedad diferenciable M de dimensién par es una 2-forma diferenciable cerrada que es no degenerada
en cada punto de la variedad.

Una obstruccién que da la cohomologia de de Rham para la existencia de estructuras simplécticas

en variedades compactas es la siguiente (ver Seccién 4.1)
si M es una variedad compacta simpléctica, entonces H(?R(M ) # 0.

Por esta obstruccién se deduce que las esferas de dimensién par S?®, n > 2 no son simplécticas,
en efecto H35(S*") = 0sin > 2.

En el caso particular de una nilvariedad M = I"\ N, ésta es una variedad simpléctica si y sélo si el
algebra de Lie n del grupo de Lie N admite estructuras simplécticas. Este hecho es consecuencia del
teorema de Nomizu [58]. Esta equivalencia entre las estructuras simplécticas en M y las de n permite

reescribir la obstruccién anterior de la siguiente manera
si n es una dlgebra de Lie nilpotente simpléctica, entonces H?(n) # 0.

Sin embargo, esta condicién no es restrictiva para un algebra de Lie nilpotente n ya que siempre
dim H?(n) > 2 como vimos en la Seccién 1.2 (obtenido de [19]).
Por lo tanto, es necesaria la obtenciéon de una obstruccion cohomoldgica diferente en algebras de

Lie nilpotentes. Una tal obstruccién es brindada en el Teorema 3.1.3, de alli la relevancia del mismo.

Dada un édlgebra de Lie n y w una 2-forma cerrada en n, se contruye el algebra de Lie n, la extension

central de n por w, como detallamos a continuacién. Consideremos un elemento z ¢ n y definimos en

n =n® Rz el corchete [[, ]] en n a partir del corchete [, | de n de la siguiente manera:
[[z,2]] = 0O Vren
[z,9]] = [zy]+w(@y)z Ve,yen

Resulta n siempre un &lgebra de Lie ya que w es cerrada, y 3(n) = span{z} si y sélo si w es no
degenerada. Ademas, en ese caso, n es k+ 1 pasos nilpotente si n es k-pasos. Esta construccién permite

vincular las estructuas simplécticas con la sucesion espectral asociada al dlgebra de Lie.

Lema 3.1.2. Sea n un dlgebra de Lie nilpotente y w una estructura simpléctica. Sea n la extension

central de n por w. Entonces n es nilpotente y se verifica

dim E%2(n) = dim EL'(R) + 1. (3.1)
Prueba. Denotamos con V; y V; los subespacios asociados a n y n respectivamente se tiene:
Vi=Vi,i=0,....k Vi =0"
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Sea d la diferencial de & y ¢ € * tal que ¢(z) = 1, ¢(n) = 0. Entonces d{ = —w, en efecto si

{e1,...,em} es una base de n*
d¢ = Y —ClleiesDet ned + 3 ¢([lei 2l A ¢
1<i<j<m i=1 ~
= Z _G([eivej] +w(€i,€j> z)ei Nel
1<i<j<m
= Z —w(e;, ej)ei ANel = —w
1<i<j<m

Ademds, la restriccién de d an coincide con la diferencial d de n. Con estos datos podemos calcular

EL (R).
{z € A2V} : dz = 0}
d({z € #* : dz € A2Vi}) + {z € A2V}, : dz = 0}
{x € A*n* : dx =0} B {x € A*n* : dz =0}

d(i*) + {z € A2Vj_; :dz =0} Rw+d(n*) + {z € A2V} : dz = 0}

{x € A*n* : dz =0}
Rw + {z € A2V} : dz =0}

By (w)

(3.2)

0,2 _ {z€eA%n*:dz=0}
Recordemos que Eol"(n) = TweAZV, rda=0}"

1,1/~ . . . 0,2 ,
dremos que E} (n) tiene una dimensién menos que Eo3”(n), como queriamos probar.

Probaremos que w ¢ A?V}_1 y, junto con (3.2), obten-

Dada o € A?V;_y, o(x,-) = 0,Va € n¥~! puesto que Vi_; = (n*~1)°. Es decir, toda 2-forma en

A%V},_1 es degenerada en n. Como w es simpléctica, es no degenerada y por lo tanto w ¢ AV, |

Teorema 3.1.3. Sea n un dlgebra de Lie nilpotente tal que E&Z(n) = 0. Entonces el dlgebra de Lie
R* & n no admite estructuras simplécticas para todo s > 0.

. . ) - 0,2 . . 4 ogs
En particular, sin es de dimension par y Esy” (n) = 0 entonces n no admite estructuras simplécticas.

Prueba. Si R® @ n admite una estructura simpléctica entonces dim E%’(R® @ n) > 1 por el lema

anterior. Por otro lado EX*(n) = ES?(R* @ n) > 1 en virtud del Corolario 2.3.3, como querfamos
probar.

|

El término ng (n) se encuentra en la tabla correspondiente al término limite de la sucesion espectral

de cohomologia intermedia. Precisamente estd ubicado en la dltima fila tercera columna, de izquierda

a derecha.

Observacién 3.1.4. Dentro de la demostracion del lema probamos que si Z> C A?Vj,_; entonces
n no admite estructuras simplécticas. Mds aun, es posible mostrar que en un dlgebra de Lie wvale
E3P(n) =0 < Z2 C A2V,_1. En efecto,

{x € A%n* : dz = 0} Z?

EO’Q(n) e —=
0 dn*) +{z € A2Vj_1 :dx =0} {z € A2V} :dx =0}’

pues d(n*) C A2Vj,_.
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La afirmacion reciproca del teorema anterior no es valida en general. Como ejemplo mostramos una
familia de algebras de Lie nilpotentes para las cuales el término E%? # 0 y sin embargo no admiten

estructuras simplécticas. Este ejemplo proviene de las dlgebras de Lie nilpotentes libres.

Definicion 3.1.5. Denotamos con f, al dglebra de Lie libre en m generadores, con m > 2. El dlgebra

de Lie cociente Wy, j, = fm/ (fm)k es el algebra de Lie k-pasos nilpotente libre en m generadores.

Cada conjunto de generadores de f,, desciende a un conjunto generador de n,, 5 y cada conjunto
ordenado de generadores define una base particular llamada base de Hall ([33]).

A partir de la utilizacion de las bases de Hall, se demuestra que las algebras de Lie nilpotentes
libres de dimensién par y las extensiones por un factor abeliano de las de dimension impar no admiten
estructuras simplécticas, salvo los casos particulares R @ nyo y n32. Este resultado forma parte de
esta tesis y se incluye como el Teorema 4.2.4 en la Seccién 4.2 del préximo capitulo. En esa seccion

trabajamos en detalle las bases de Hall e incluimos la prueba del resultado mencionado.

Ejemplo 3.1.6. Sea n, 3 el dlgebra de Lie libre 3-pasos nilpotente en m generadores y sea {e1,...,em}

un conjunto de generadores de la misma. La base de Hall asociada a este conjunto es
B = e, [ej,ex], [[er.es], e, i=1,...,m 1<k<j<m,1<s<r<m,t>s}
Tomando la base dual de B en n3,,, la base de 1-formas se escribe como
B ={a', a’* a™ti=1,....m 1<k<j<m,1<s<r<m,t>s}
De los corchetes en n,, 3 se tiene que la diferencial en elementos de B* es

da' =0, i = 1..m,
daij:—ai/\aj, 1< <1< m,
daik = il Aok 1< j<i<m, k>j.

Luego los espacios definidos en la ecuacion (1.2) son:
Vi={d,i=1m}, Va={a" 1<j<i<m} y Vz=n};.

Para cada 1 < j < i < m, k > j, resulta d(a* A o) = —a¥ A a¥ A aF = 0. Luego % A oF €
Z20 (Vi A(n3)*) y o % Aok ¢ A2V;. Por lo tanto o% A oF define un elemento no nulo en E&z(nm,g)
para cada 1 < j <i<m, k>jyEs(nms) #0.

Consideramos el dlgebra de Lie Rt ® N3, siendot =0 ot =1 dependiendo de si dim n,, 3 es par
o impar respectivamente. Resulta

E22(R' @1y 3) #0

para todo t y m ya que, por el Teorema 2.2.06, ng(Rt B ny3) = Egg2(nm73).

Sin embargo, R! @ ", 3 no admite estructuras simplécticas para ningin m,t (ver Teorema 4.2.4).
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En conclusion, la afirmacion reciproca del Teorema 3.1.3 no es vdlida: dada un dlgebra de Lie
nilpotente n, el hecho que E&Q(n) # 0 no garantiza la existencia de estructuras simplécticas en n o
R & n segun la paridad de dimn.

Notar que para m = 2, el dlgebra ng 3 tiene dimension cinco. El dlgebra R @ n3 o corresponde a la

tabla numero 17 dentro de las de dimension seis, en la Seccion 2.4.

3.2. E2? de nilradicales de subdlgebras de Borel correspondientes a

algebras de Lie clasicas simples complejas.

El Teorema 3.1.3 brinda una condicién necesaria para la existencia de estructuras simplécticas en
las algebras de Lie nilpotentes reales. Probaremos en esta secciéon que, dada b una subélgebra de Borel
de un &lgebra de Lie simple cldsica compleja g y n su nilradical, resulta E&Q(n) = 0. De esta forma
concluimos que para cada s > 0, R® @ n no admite estructuras simplécticas.

Recordemos que los nilradicales n de las subdlgebras de Borel b son algebras de Lie N-graduadas;
este hecho fue visto en el Capitulo 1. A través de la graduacién de n y una descripcion de las formas

simplécticas en algebras de Lie nilpotentes calculamos E%? en las algebras antes mencionadas.

El siguiente resultado se encuentra en el trabajo de C. Benson y C. Gordon [4] (Lema 2.8) e

incluimos su prueba en la Seccién 4.1.

Proposicion 3.2.1. En un dlgebra de Lie k pasos nilpotente n,
77 C (Vi@ (") @ AV,

donde los espacios Vi y Vi_1 son los definidos en (1.2) y (n*=1)* es el dual del 4iltimo paso de la serie

central descendente.

Esta proposicién inscribe al espacio de 2-formas cerradas dentro de un subespacio propio de A?n*.
En particular si w € A?n* es cerrada, entonces w = o + & con o0 € (M) AVL y & € A%V,

Vimos en el Capitulo 1 que los nilradicales n de las subalgebras de Borel correspondientes a las
algebras de Lie semisimples complejas son dlgebras de Lie N-graduadas. En efecto, considerando los
subespacios L; = @,.p(q)=i RXa se tiene n = @5 Lj v [Lj, Li] = Liy; donde X, es la base en la
Proposicion 1.3.10.

Para cada o € A" denotamos 7, el elemento de la base de n* dual a X,,. Resulta L} = spang{7q :

¢(a)) = i} el espacio dual a L;. La diferencial de estas 1-formas verifican (ver Corolario 1.3.14)

dye = 0 siy sélo si a es rafz simple 'y Vae€ AT /l(a)=m>1, dy, € @ LinL;  (3.3)
i+j=m
Para estas algebras de Lie nilpotentes n el indice de nilpotencia k coincide con la longitud de la

raiz maxima ¢(apgsyx). Por el Corolario 1.3.15, los subespacios Vi, Va, - -, V. quedan determinados por
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la graduacién del dlgebra n: V; = span{~s : £(8) < j} = L] & - & L] para cada j > 1. En particular,
Vi=span{ys : {(B) =1} =L}, Ve =L1®---®Lj_,. (3.4)

Consideramos w una 2-forma cerrada en el nilradical n de una subalgebra de Borel como antes.

Entonces w = o + & con o € V; ® (n*~1)* y & € A%Vj_;. Es decir,

ceLinLy vy we P LiAL; (3.5)
1<i<j<k—1
dado que n*~' = L, y V} y Vj_1 son como en (3.4).

La dimensién de L; es uno y estd generado por el elemento v, . . Ademds, L] estd generado
por las 1-formas vq,, ¢ = 1,...,n donde Ay = {a1,...,an} es el conjunto de raices simples. Luego
O = Yagae N1 CON TN =D TV, € Vi, 7 € Ry do = dya,,,, A1

De las propiedades de la diferencial en (3.3),

do € Li \ANLinLT © @ LinL; AL (3.6)

i+j=k
1<i<j<k—2

De (3.5) es posible escribir @ como suma de dos componentes @ = w; + @; en subespacios comple-
mentarios. Estudiaremos tres descomposiciones diferentes que nos serdn de utilidad en lo que resta de
la seccién.

Descomposicion 1. Escribimos & = wq 4+ @y con

wy € Ly ALy, @ € Ly AN(ED L)@ A (L @ L)). (3.7)
Jj<k—1

i#2
Volviendo a utilizar (3.3),

doy € Ly ;ALAL® €D LiALIALS (3.8)
itj=k—1

Comparamos la componente en Ly _; A LT A L7 de do con la de dw. Como w es cerrada, dw = 0 =

do + d@. Entonces do = —dw = —dwy — dwy y las componentes de do y —dw —dwy en Lj_{ A L7 ALY
coinciden.

La Férmula (3.3) indica que la diferencial de un elemento en L} | A (Gajg';ké? Ly) & AL &

J
-+- @ L7) tiene componente nula en Lj_; A L] A Lj. En particular, d; tiene componente nula en

Ly | NL7 ALY en virtud de (3.7). Por lo tanto, la componente de do en ese subespacio coincide con
la de —dw;.

Descomposicién 2. Escribimos @ = wo + @9 con

w €L ALY ® LiALLy, v G2 L AED L)@ Lian (D L)) @ K(Liye o Li).
J<k—1 j<k—1

72 J7#3
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Entonces

dwy € Li_NL*AL* @& Li_y AL ALY

y la componente de dwy es nula en ese espacio. Luego las componentes de do y de —dws en Lj_; A

LiNLY & Ly_o N L5 A LY coinciden.

Descomposicién 3. Escribimos @ = w3 + @3 con

wg € LoyANLy 1 & LyANLy_o & Ly A Li—3 y

@5 € L A 1) 0 Lo A (@) 1) 0 Lis A (D i) © AX(Lf_y @& L),
i<k—1 i<k—1 i<k-3
72 7#3 J#4
Es facil ver que dwsz no tiene componentes en Ly | ALYALT & Ly o AL ALY @® Ly 4 ANL3A LY.
Por lo tanto la componente en ese espacio de dw es la de dws.
Concluimos como en los otros casos que si w es una 2-forma cerrada que se escribe como o + w

donde o € Vi A (nF71)* y w € A%V}_1, entonces las componentes en L} | AL ALY & Li o ALy A
1@®L;_s ANL5A LY de do y de dws coinciden.

El objetivo de las comparaciones hechas es describir caracteristicas de una 2-forma cerrada w en n
con respecto a la descomposicién como o + @ antes considerada.

En algunas algebras de Lie simples complejas se tiene dim Li_1 = 1, mientras que en otras
dim Lj_1 = 2. Por estas y otras diferencias necesitaremos trabajar de manera diferente cada fami-
lia de algebras de Lie simples. Recordemos la clasificaciéon de las algebras de Lie simples complejas

(ver por ejemplo [34, 44]).

Teorema 3.2.2. Un dlgebra de Lie simple compleja es isomorfa a una y sélo una de las siguientes

dlgebras de Lie:

A, = slin+1,C), n>1, Cn, = sp(2n,C), n>3, ¢, es,

g2-
B, = so(2n+1,C), n>2, D, = s0(2n,C), n >4, e7 f4,

Como mencionamos anteriormente, trabajaremos sélo con las algebras de Lie clédsicas simples, es
. . . . 0,2
decir en las familias A, B, C' y D. Probamos el siguiente teorema sobre los términos Fgy de los

nilradicales de las dlgebras de Borel de cada una en la familia.

Teorema 3.2.3. Sea n, el nilradical de la subdlgebra de Borel correspondiente al dlgebra de Lie cldsica

simple g,. Entonces
1. si g, es de tipo A se tiene ng(nn) =0 para todo n > 2,
2. si gy es de tipo B se tiene ng(nn) =0 para todon > 5,
3. si gn es de tipo C se tiene Eggg(nn) =0 para todo n > 4,
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4. 8 gn es de tipo D se tiene ng(nn) =0 para todo n > 6

Separamos la prueba del teorema por familias. En cada caso, explicitaremos el sistema de raices
correspondiente, las raices simples, la raiz méxima y el grado de nilpotencia entre otros datos. Para
estos utilizamos la notacién dada en el libro de Helgason [34]. El orden que serdn expuestos no es

justamente el lexicografico sino en orden creciente de dificultad: A, C, B, D.

Algebras de tipo A:

La familia A,, = sl(n+1,C), n > 1 fue estudiada en el Ejemplo 1.3.13. El dlgebra de Lie nilpotente
n, asociada es el algebra de Lie t(n + 1,R) de matrices triangulares superiores estrictas a coeficientes
reales de tamano (n+1) x (n+1); dimn, = n(n+ 1)/2. Consideramos la determinada subélgebra de
Cartan b para la cual las raices positivas son e; &= e; para 1 < ¢ < j < n + 1. Las n raices simples son
No={{a;=e;—eit1:1=1,...,n}.

La rafz méxima escrita como suma de raices simples es aumax = Y1y @; y por lo tanto el indice de
nilpotencia de n,, es k = n. Las raices de longitud k¥ — 1 son §; = Z?:_ll a; y Oy = 2?22 «;, es decir,
dim L1 = 2.

Prueba del Teorema 3.2.3, punto 1. Sin = 2, el dlgebra de Lie n, es isomorfa al dlgebra de Heisenberg
h1 y vimos en el capitulo anterior que Egg(hl) = 0. En el caso que n = 3, el dlgebra de matrices 4 x 4
triangulares superiores estrictas tiene dimensién 6. La cohomologia intermedia de n3 fue calculada y
se presenta en la Seccién 2.4, Capitulo 2, correspondiendo a la tabla nimero 16. Ahi puede verse que
E%*(ng) =0

Suponemos que n > 4. Para estos casos, trabajamos con el andlisis de formas cerradas en n,
realizado anteriormente en esta seccién. Una forma cerrada en A?n; se escribe w = o+@ con o € Li®L}
vy & € A?Vj,_;. Luego o = Yo, N1 donde n =31 riye, conr; €ERi=1,...,n.

Observemos que para las raices de longitud k — 1 se tiene que d; + @, = d2 + @1 = Qmsy, por lo
tanto dya, .. = @175, N Van + 0275y N Yoy + T COD T € A*Vj_y = AZ(L,’;2 @---dLj) ya,aeR

ambos no nulos. Dado que do = dva,,,, /A7 su componente en Ly | A LT A L7 es

n n
Z 1778, A Yo, A Yoy + Z a1 Vs A Yo A Yoy (39)
=1 =1

Por otro lado, de acuerdo con la Descomposicién 1 detallada arriba, escribimos @ = w; + &
conwy € Ly ALy y o € Li | AN(Lj_y®---@® L5 ® L7). Vamos a utilizar los razonamientos de

comparacién hechos anteriormente. Como n > 4 resulta L;_; # L5. De acuerdo al sistema de raices

de Ay, las raices de longitud 2 son {a; + a1 : ¢ =1,...,n — 1}. Por esto, el espacio L} _; A L3 tiene
como base {V5, A Yaitaiiis V6o N Yas+ais, 2% = 1,...,n — 1}, entonces
n—1 n—1
w1 = Zbi V61 N Vaitaips T Zci Vs N Vaitaiyrs  donde bic; € R, Vi.
i=1 i=1
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Por el Corolario 1.3.14 la diferencial de Yo, +a;.; €5 &Ya; A Yoy, donde & # 0, para todo i =
1,...,n— 1. Luego

n—1 n—1

—dwi = Y bi&Ys Aoy MNais + D €Yoy A Yoy A Vo
i=1 =1
n

n
- Z bld’Y(h A ’yai+oci+1 - Z Cid')/ég A ,yOéi+Oli+1 .
i=1 =1

Como ~s, € Li_y € Vi1, dns, € A%Vj,_o para i = 1,2. Entonces, la componente de —dw; en
Ly ANLTALY es

n—1 n—1

Z bifiv& A Yoy A 704,‘.,_1 + Z ciéi’}/(;z A You; A ’Yai+1 . (310)

i=1 =1

Igualando las componentes de do y —dw; vistas en (3.9) y (3.10) tenemos

n—1 n—1 n—1 n
D biive, Ao AVaiss + D ki Aoy Aoy = D 01TV AYan A+ Y a27iYs, A Yy A Ve
i=1 i=1 i=1 =2

Observemos que, por ejemplo, el término s, A Yo, A Yo, aparece en el lado derecho de la igualdad
con coeficiente a1r1. Por el contrario, éste término no aparece del lado izquierdo. Esto implica que,
como aj # 0, r; = 0. De la misma manera para los términos 5, A Ya, N Ya;s con ¢ = 1,...,n —2
resulta 7; = 0. Con un razonamiento andlogo para los elementos Vs, A Ya; A Yan ¥ V65 A You A Yo 1
deducimos r,_1 =0 =r, y por lo tanto n =0

Esto implica que, si w = 0 + @ es cerrada, entonces o = 0. Entonces toda 2-forma cerrada tiene
componente nula en V; A (nk_l)* y por lo tanto estd contenida en A%2Vj_;. Observamos en 3.1.4 que

esto implica E%2(ny,) = 0. [
Algebras de tipo C:

Para cada n > 3, C,, = sp(2n,C). Sea la subdlgebra de Cartan h asociado al conjunto de raices
positivas AT ={e; tej: 1<i<j<mn,2e,i=1,...,n}

En particular, el subconjunto de raices simples es Ag = {a; :=¢e; —eip1:i=1,...,n— 1, 1=
2e,}. La rafz méxima escrita como suma de raices simples es apzx = E?;ll 2a; + oy, v por lo tanto
el indice de nilpotencia de n, es k = 2n — 1. A diferencia del caso anterior, dim Li_1 = 1 y la raiz de

longitud Kk —1es d = ay + Z;:Ql 20 + oy

Prueba del Teorema 3.2.3, punto 3. Sea w € A%n} cerrada y no degenerada, entonces w = o + @ con
ceLi®Llywe A%V}, es decir 0 = Yamse NN donde 1 es combinacién lineal de las 1-formas
correspondientes a las raices simples, v,,, 2 =1,...,n.

En este caso, amsx = § + a1, donde § es la raiz de longitud k£ — 1. Las raices de longitud k — 2 son

p=a1+as+ Y0 20 Fany o =0 204 4 .
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La diferencial de v, ., es
dVaméx = 1% ANvs + a2%ai+as A Yo + T, ai 7é 0, a2 7é 07 TE szkf?n (3'11)

en efecto, amsx = 0 + a1 y ademds, la tinica manera de escribir la raiz maxima como suma de una de
longitud k£ — 2 y una raiz de longitud 2 es amsx = p + a1 + as (notar que ag + ag € A1), dado que
para p' no existe S € AT tal que B+ p' = max-

De (3.11), do = dva,,,, A1 €3

do = a1va, NVs AN+ a2%a 1oz NYp AN+ T AN, siendo T AN € AVi_sy
y su componente en Ly | ALTALT @ Lj_o AL AN L7 es

1Yoy Nys AN+ 2% oy +as A Vo A. (3‘12)

Conforme con la Descomposicién 2 arriba estudiada, escribimos & = wy + w1 donde wy € Lj_; A
SOLIANL syan €Ly (AD{Lr:i#2,i<k—1}®L; ,AD{L;:i#3,i<k—1}dA*V_3.
Las raices de longitud dos son «; + a1, @ = 1,...,m — 1, por lo tanto una base de Lj_; A L3

es {Va;+aiss Ns, @ = 1,...,n — 1}. Por otro lado, las raices de longitud tres son o; + a;y1 + @iy,
i=1,...,n—2y 2001+ . Dado que n > 4 resulta 3 # k—2 y por lo tanto L3 AL} _, estd generado

por {Pyai+ai+1+0ti+2 /\’Yp7 fyai+ai+1+ai+2 /\Pyp' 1= 17 v 7n_27 Y20, —1+on /\’Ypa Y20t —1+0n /\’YP/}' Entonces

w1y se escribe como

n—1 n—2
CUI = Z Cz")/oci—I—ai_,_l /\ ’75 + Z di’yai+ai+1+ai+2 /\ 7[7 + dn_172an71+an /\ ")/p
i=1 i=1
n—2
+ Z €Yottt A Yo' + en—172apn_1+an A Vo' Ci, d’ia €; € R.
=1
De (3.3),
d’yai+06i+1 = 61"70@ A Vevivrs
_ 1 2
dfyai+@i+1+ai+2 = SiYaitait N Vevigo + 8 Ve A Yoit1+aite
d’YQan_l"rOén = Sn—1Yan—1 A Yoy —14+an
con §&;, 81-1, s?, Spn—1 todos no nulos.

Con esto, calculamos la diferencial de wy:

n—1 n—1
dor = Y Ciiva; AN N5 — D Ciflagtas A Vs
i=1 i=1
n—2
1 2

+ Z di(s; Vaitaipr N Vaips T 5i Ve N ’Vai+1+a¢+2) NYp
=1
n—2

B Z di’yai+o‘i+1+°‘i+2 N dYp + dn—15n—1Yan_1 N Yan—14an N Vp = dn—1720p—1+an N dYp +
=1
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n—2 n—2
- Z €iVaitair1+aito A de’ + Z ei(s%7a1+ai+1 A Veviqo + 3127011' A 7&i+1+ai+2) A Vo'
=1 =1
- ;n—lsn—lf}/anfl A Yon_1+an /\l’Yp’ — en—172an_1+an A d’Yp"
Dado que {(p) = U(p') = k — 2, dv,, dyy € A*Vi_3. Ademds, como § = ag + p = a1 + p/,
dys = b1Yay NYp + b2Yay AN + 77, b1 # 0,by # 0, 7 € A*Vj_s.

Entonces, la componente de dwy en Ly ALT ALY @® Ly _o AL ALY es

n—1 n—1
Z Ci€i7a¢ A ’Yaiﬂ A Y5 — Z Ci’}/aiJraile A (bl’Yag A /7p + b270¢1 A IYP’) + (313)
i=1 i=1
n—2
1 2
+ Z di(si Yo+t A Vaiya T 55 Vay A fyai+1+ai+2> ANYp + dn—lsn—lfyanfl N Yo —14an NVp +
=1
n—2
1 2
+ Z ei(si ’Yai+ai+1 A ’yaprg + Si Yoy A 7ai+1+a,~+2) A Vp’ — Een—15n—1Yon_1 A Yoy, —1+an A ,Yp"
=1

Por el analisis sobre formas cerradas hecho en la secciéon anterior, las componentes de do y —da;
expresadas en las ecuaciones (3.12) y (3.13) respectivamente, coinciden. En este sentido, observemos
que el elemento 7,y presente en (3.13) no aparece en la ecuacién (3.12), luego los coeficientes ¢;, e; son
cero paratodoi=1,....n—1yj=1,....,n—2yaque S? # 2y by #0.

Esto simplifica (3.13) de la siguiente manera:

n—2

Z di(silfyaﬁ-ociﬂ N Yoo T 3370@ N ’Yoci+1+ozi+2) ANYp + dn-18n—1Yan_1 N Yan_1+an N Vp- (3.14)
i=1

Notemos que la 3-forma de la ecuacién anterior pertenece al subespacio L;_,AL3 A L7, sin embargo,
en (3.12) aparece el término aiya, A5 A (3 ;- riYa;) que se encuentra en el subespacio Lj_; AL} AL7.
De la igualdad entre las dos ecuaciones, debe ser ;, = 0 Vi = 2,...,n. Comparando las formas que
acompanan a 7,, resulta r = 0. Luego n = 0.

Es decir, probamos que al escribir una 2-forma cerrada w como w = o + @, con 0 € Vi A (nk=1)* y

& € A?Vj,_1, se tiene 0 = 0. En otras palabras, toda 2-forma cerrada en n,, pertenece a w € A?Vj_1,

lo cual implica E%? (ny) = 0 como querfamos demostrar. n

Algebras de tipo B:

Para cada n > 2, B,, = s0(2n + 1,C). Tomamos h la subalgebra de Cartan asociada al sistema de
rafces positivas AT = {e; +e;: 1 <i<j<n, e,i=1,...,n} Luego dimn, =n?

El subconjunto de raices simples es Ag = {a; :=e; —ej41 :i=1,...,n— 1 o := e,}. La raiz
maxima a4y €S €1 + eg vy como combinacién de raices simples s = a1 + 2 Z?ﬂ «;. Luego el indice
de nilpotencia de n,, es k = 2n — 1. Nuevamente tenemos dim Li_1 = 1 y la raiz de longitud k£ — 1 es

d=a1+ay+ Z?:_Ql 2.
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Prueba del Teorema 3.2.3, punto 2. Sea w € A?n} cerrada y no degenerada. Entonces w = o + @ con
ceLi®@Llywe A%Vj_1, es decir o = v,,,. A7 donde n es combinacién lineal de las 1-formas
correspondientes a las raices simples, v,,, ¢ =1,...,n.
Hay dos raices de longitud k —2 y son p=a1+ oo+ a3+ > 1 ,20; y p/ = o+ > " 520;. Las
raices de longitud k —3son 0 = o +as +ag+as +2> " s, 0 =as+az3+2) 0, .
Observemos que amgx = 0+ ag, amsx = p+(ag+asg) = p'+ (a1 +@2) ¥y amax = 0+ (e +as+ay) =

¢’ 4+ (a1 + ag + a3). Entonces, la diferencial de v,, ,, es

d’yaméx = a1 Yay NV + a2 Yas+az Yo + A3 Yar+as A Yo'
+04 Yostas+as N V0 + 45 Yoy +as+asz N Yo + T, a; #0, Vi, 7 € A*Vi_y. (3.15)

Luego, do = dvya,,,. NN €8

do = a1%a ANV AN+ a2%as+as AN Vp AN+ a3Yar4as NV AT

04 Yastastas N YO NN+ a5 Yai+as+as N Yo AN+ T, TE A2Vk—4-
La componente de doen Ly | NLTALY @ Li_o NL3ANLT® L_5 NL3 A LT es

a1 Yoo NYs AN+ 02 Yag+as N Vp AN+ 03 Vag+as NV AT
+as Yao+as+as ANvg An+as Yo +az+as Ny A1. (3'16)

De la misma manera obtenemos las diferenciales de s, v,, 7,

d’75 = bl Vas A Yp + b2 Yoy N Yo' + b3 Yo N\ Yas+as T Tl»
&Y = ViYar Ao+ V2Yas Ao + T, (3.17)
dvy = 1 Yas Ao + 77, con 7, 7", 7" € A*Vj_y4

La diferencia entre dv, y dv, se da pues no hay raiz simple f tal que 6+ = p’ mientras que p = 6+ay.
Observamos que £(0) = £(0") = k — 3, por lo tanto vy y g son elementos de Vi_3 v dyg y dvyg
pertenecen al subespacio A?V,_y = A? (Li_,®---@®L7).
Utilizaremos la Descomposicién 3 descripta al comienzo de la seccién. Escribimos © = w3 4+ @3 con

ws €L3ALL_, ® LiALL_, ® LiALL gy

a5 € T A D L) @ Lig A (D L)) @ Liy A (D Li) & ALy @ & L),

j<k—1 j<k=1 j<k—3

72 7#3 J#4
Las raices de longitud dos son a; + a;41, 2 = 1,...,n — 1, por lo tanto una base de L;_; A L3 es
{Vai+aizs NYs, @ = 1,...,n — 1}. Por otro lado, las raices de longitud tres son a; + a;y1 + Qiq2, @ =
L,...,n—2y ap_1+20y. Por lo tanto, Ly AL} _, esta generado por {Va,+a; 1 +aits NVps Yai+aisi+airs /N
Yo 1t =1,...,0 =2, Yan_142an N Vp> VYan_142an N Yy +- Finalmente las raices de longitud cuatro son
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it taipataies, i =1,...,n=3,y ap_2+a,_1+2a,. Comon > 5, k—3 # 4y L;_5/A\Lj tiene una
base de la forma {'Yai+ai+1+ai+2+oci+3 NY9, Vaitairi+aipataiys N0 0= 1,000 =3, Yo, s tan_1+2a,
V05 Von—a+an_1+20, N V0 }-

Para facilitar los calculos, escribimos ws € L3AL;_ & L3AL}_o ® LjALj_3 como wg = wg‘—l—wg +w§

donde, para algunos coeficientes c¢;, d;, €; fi, gi € R,

n—1
a * *
w3z = Zci Yaitai NVs € Ly A Ly,
i=1
n—2
b
Wy = Z d’L '.)/Oéi+ai+1+ai+2 A ’yp + dTL—l Yo 1420 A f)/p +
i=1
n—2
+ Z €; rya¢+04i+1+ai+2 A ’Yp’ + En—1Yap_1+2an A Vp’ S sz’) A LZ—Q)
=1
n—3
c
w3 = Z fz VYoitoiyi+oirotaits Ao + fn—2 Yoo _a+om 1420 N Y0 +
i=1
n—3
+ Z 9i 'Yai+ai+1+ai+2+ai+3 A Yo’ + In—2 ’yan_2+an_1+204n A Yo’ S LZ A Lk—3'
=1

Las diferenciales de los elementos de las bases de L3, L5 y L} son

dfyai"!‘ai-q—l = gl ’YOLZ' A ’Yai+1 )

_ 1 2
d’7a¢+ozi+1+ai+2 = S$iVaitairt N Vi T 87 Va; N VYaipi+aives
Va1 +2an = Sn—1Yan—1+an N\ Yans

1 2 3
d’yai+ai+1+0éi+2+0¢i+3 tz‘ Yo A VYoip1+airotaits + ti Yoi+aipa A Yoipotaiys + ti Yoitoip1+oige N Yoviyss

1 2
d’yan72+anfl+2an - t?’L—Q Pyan72 A ’yan71+2an + tn—2 fyan72+anfl+an A Pya'nﬂ

donde los coeficientes &;, s?, s,_1,t], son todos no nulos.

Calculamos las diferenciales de w$, w§ y w§ haciendo uso de (3.17).

n—1 n—1 n—1
dw§ =" cidVasto Ao — D CiYartain NS = D €& Yoy A Yo N5
=1 =1 =1
n—1
Z Ci Yo +aiy1 A (bl Yas N Vp + bo Yar N Vo' + b3 Yo N\ Yag+as T T/) .
i=1

Luego la componente en Ly | ALYALY & Ly o AL ALY @ Lj,_5 ALy ALY de dw§ es

n—1 n—1
Z Ci Ez Yo A Veiva A Y5 — Z bl Ci Yo +aiy1 A VYas A Yo + b2 Ci Yo+aiya A Yo A Yo' (318)
i=1 =1

vaque 7 € A2Vj_q=A*(L;_,®---®L})y VYaitaiss NV N Yagtas € Ly NL3 ALY .
De la misma manera calculamos las diferenciales de wg y w35 para llegar a sus componentes en el

subespacio anterior.

57



Componente de dw} en Lf | AL} AL} & Lj ,ALSAL;@® L; 5 ALY A L

n—2
Z (disz1 Yai+aips N Yoipo NVp + Szzdi Yai N Veig1+aire N 'Yp) + dn—18n—1 Yon_1+an N Yan N Yp +
=1

n—

2
- Z (diVI ’Yai+ai+1+ai+2 A Yoy A Yo' + diVQ ’yai+a,'+1+ai+2 A Yoy A 79) - dn—IVI Yon 1420 A Yoy A Yo +
i=1
n—2 n—2

—12dn—1Ya, 1+2an N Yas N Y0+ Z diszl Yaitaiss N Yoo NV + Z diszz Yoy N Vevip1+aira NVp! (3.19)
=1 =1
n—2

dn—15n-1Yan_1+an N Yan NVp — Z dift1 Yoy +aip1+aive N Yag AV — dn—101 Yo 1+2as N Yaz N Ver-
i=1
Notemos que, de hecho, los elementos de (3.19) pertenecen al subespacio Ly _,ALSALT®L;_sAL3ALT.
Componente de dw§ en Lj,_ ALYAL] & Ly o NL;ANLT® L;_o AN L3 A LT:
n—3

1 3 1
Z f’t (ti VYo N Yoip1+aitotoaits +1; Yoi+oip1+aite A 7Oci+3) Nyg + fn—Q(tnffyanfz N Youp—1420, +
=1
n—3

2 1 3
o 2Van_otan_1+an N Yan) N Yo + Z gi (ti Yo N Vouis1+airotairs T 6 Yot 1+ais N '7a¢+3) N Yo
=1

+gn_2(tk—2ryan—2 A ’YOCn—l"FQOén + t?2’L—2/yO¢n—2+an—l+Oén A ’yan) A Yo - (320)

En este caso, los elementos de (3.20) pertenecen al subespacio L;_5 A L3 A Lj.

La componente de —dws en L;,_ NALYALT @© Ly _o NL5ANLT® Lj_5 AN L3 A L] se conforma de la
suma de las componentes (3.18), (3.19) y (3.20) y a su vez, ésta coincide con la componente de do en
el mismo subespacio, escrita en (3.16).

La parte en Ly ; AL} A L} de (3.16) y de —dws coinciden, es decir

n n—1
Z a1 7 Yoag NVs N Yo, = Z &) ’EZ Yo N Veiga A5
i=1 =1

Esta ecuacién implica que r; = 0 para todo 4 < i < n.
Tomando esta consecuencia, miramos la parte en L} 5 A L3 A L} de (3.16) y de —dws que deben

coincidir y esa igualdad es

3

Z i (a4 Yas+asztas N Vo + G5 Var+astas N 79’) NYoy =

=1

n—3

1 3 1

Z fl (ti VYa; N Yoip1+aipotaits +1; Veaitair1+aito A '70@4.3) ANy + fn—2(tn_2')’an,2 AN Yap_142an

=1
n—3

2 1

2 Yam_atan_1+an N Yan) AV + Z gi (ti Yai N Vaip1+aisotairs + t?7a¢+ai+1+az‘+2 A 'Yai+3) A Yer
=1

+gn_2(t’}172fyan72 A fYan71+2an + t72172705n72+an71+06n A Pyan) A ’)/9/ (321)
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n—2
- Z (diyl VYo +oipi it N Yoy NYer + d;vo Yoi+aip1+oita A Yoy N 79) —dp—111 Yo 1420 N Yo N Yo +

i=1
n—2
_Van—lf)/Ocn_l—i—?an N Yag NV + Z di,ull Vaitait1taits N Yoz N Yo — dn—l,ul Yan—1+2an N\ Yaz N Vo
=1

Mirando con cuidado y comparando componente a componente se deduce que ro =r3 =0y f; =0
y d; = 0 para todo ¢ > 2. Y tomando esos valores y volviendo a comparar, se tiene que r; = 0 también.
Es decir, probamos que toda 2-forma cerrada w, al escribirla como w = o+ &, con o € V1 A (nfl_l)*,

se tiene o = 0. En otras palabras, toda 2-forma cerrada en n,, pertenece a w € A?Vj,_1, lo cual implica

0,2 .
E5 (ny,) = 0 como querfamos demostrar. [

Algebras de tipo D:

Para cada n > 4, D,, = s0(2n,C). Sea § la subalgebra de Cartan correspondiente al conjunto de
raices positivas correspondiente es AT = {e; + ¢ : 1 <1i < j <n}. Luego dimn, = n(n —1).

El subconjunto de raices simples es Ao = {a; :=€; —€j1:i=1,...,n— 1, := €1 + €,}. La
raiz maxima o35 €8 €1+ e2 y como combinacién de raices simples a5 = a1 +2 2?2_22 o+ op—1+ Q.
Luego el indice de nilpotencia de n, es k = 2n — 3. Como en el caso anterior, dim Ly_1 = 1 y la raiz

de longitud £ — 1 es d = a1 + as + Z?:_; 20 + ap—1 + o

Prueba del Teorema 3.2.3, punto 4. Esta prueba es analoga a la hecha para la familia B,,. Veremos
por qué y ademas la razén por la cual es necesario que n > 6 para repetir la misma prueba.

En el sistema de raices correspondiente a D,, podemos ver que n, tiene dos raices de longitud k —2
ysonp=o1+ar+a3+2> " a0 ton1tanyp =ar+Y 20+ on_1+ ap.

Hay dos raices de longitud tres si m > 6 y en otro caso sélo hay una; es por esto que tomamos
n > 6 para repetir la prueba hecha en la familia B. En este caso las raices de longitud k& — 3 son
0=ay +042+Oé3+044+22?:_5204@'+an71 + an, 0 = as +043+22?:_42%+0zn71 + Q.

Para estas raices, se dan las mismas relaciones que en B,,, como podemos observar:
-5 _ _
max = 0 + Qa, max = p+ (o +a3z) = p' + (1 + a2)

Omax = 0+ (g + a3 +ay) = 0 + (a1 + az + az).

Entonces valen las mismas ecuaciones (3.15), (3.16) y (3.17). Las raices de longitud dos, tres y

cuatro son
£=2: o+, i=1,...,n =2y ap_9+ ay.
f=3: o+ o1+, t=1,....n—2y ap_3+ ap_o + an.
{=4: ot a1t it a3, t=1,...,n =3y ap—a+apn-3+an—2+ an.

Por lo tanto las diferenciales de los elementos de las bases de L3, L3 y L} no coinciden con lo hecho

en B,. Sin embargo al tienen igual comportamiento que en el caso de B.

99



Utilizando la Descomposicién 3 y realizando las comparaciones como en el caso anterior llegamos
a que EX%(n,) = 0 para todo n > 6. [

Las pruebas en cada familia dan como resultado el Teorema 3.2.3.

Corolario 3.2.4. Sea n,, el nilradical de una subdlgebra de Borel de una dlgebra de Lie simple com-
pleja dentro de las familias cldsicas. Entonces si n es como en el Teorema 3.2.3, R®* & n, no admite

estructuras simplécticas.

3.3. E2? de 4lgebras de Lie métricas 2-pasos nilpotentes

Un é&lgebra de Lie n se dice métrica cuando se considera un producto interno en n. En estos
casos, las transformaciones adjuntas D del operador de homologia 9 definen un complejo de cocadenas
(A*n, D) isomorfo al complejo (A*n*,d) de formas diferenciales. Este isomorfismo permite calcular la
cohomologia intermedia de n a través de una filtracién del complejo definido por D.

Aplicando esos resultados a las dlgebras de Lie 2-pasos nilpotentes métricas obtenemos una des-
cripcién del grupo de cohomologia intermedia E%? (n) en términos del Laplaciano A (ver Proposicién
3.3.4). Esta descripcién permite escribir los resultados en [21] sobre existencia de estructuras simplécti-
cas en algebras de Lie tipo H como aplicacién del Teorema 3.1.3. De esta manera probamos que en
la familia de algebras tipo H la condicién en dicho Teorema es suficiente ademds de necesaria para la

existencia de estructuras simplécticas.

Sea n un dlgebra de Lie y (, ) un producto interno en n. La homologia H,(n) se define a través de

la homologfa del complejo (A*n,d) donde 9, : APn — AP~ n esta dada por

Op(a1 A Ay) = S (=) gy ) Aay AL AT AT A
1<j
El producto interno de n se extiende a APn para todo py {e; A...Ae;, 45 € 1,...,m, i1 <
ig--+ < ip} es una base ortonormal de APn si {ej,..., ey} es una tal base de n. Denotamos D, la

transformacion adjunta de 0. Estas verifican Dy_q: AP"In — APny Dyo D, = 0 para todo p y
por lo tanto (A*n, D) es un complejo de cocadenas.

Consideramos en n* el producto interno que hace de ® : n — n*, z — (x,-) una isometria y
extendemos ese producto y la aplicacion ® a APn para todo p > 2. Entonces se tiene una isometria,
que también denotamos ® entre A*n y A*n*. Resultan (A*n, D) y (A*n*, d) complejos isomorfos por
.

Supongamos que n es un algebra de Lie nilpotente métrica. Notemos que al ser isomorfos los
complejos (A*n, D) y (A*n*,d) hay una filtracién en el primero que se corresponde con la filtracién
canodnica del segundo. Esta filtracién estd dada por los subespacios ortogonales de la serie central

descendente.
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Consideramos los subespacios de n
Wo=1{0} Wi={zecn:DxecA\*W;,_1}, i>1 (3.22)
Proposicién 3.3.1. Para cada i >0, W; = (n’)*.

Prueba. La demostracion es similar a lo hecho en la Proposicién 1.2.6. De la igualdad (Dyz,y A z) =
(x,02(y A 2)) Vo,y,z € nse prueba el caso i = 1. Si (n’)+ = W; sea x € W; 1, entonces D1z € A2W;.

Dados a € n’, b € n se tiene
(z,[a,0]) = (x,02(a \b)) = (D1z,a AD),

donde el tltimo producto interno es cero ya que Dyz € A%(n?)L. Luego W;yq C (nit1)+4
Por otro lado, si € (n1)+ y {e1,ea,...,e,} es una base ortonormal de n de manera que los
i+1

elementos {ex, €x+1,...,en} generan n"*' entonces

Dix = Z (Dix,e; Nej)e; Nej.
1<i<j<n

Dado que (Diz,e; Aej) = (x,[e;,e;]) =0si j=k,...,nresulta x € Wiyq. [ ]

Una demostracién andloga a la Proposicién 2.2.1 muestra que D preserva los espacios W, es decir
D(A'W;) C A™W;. Luego cada (A*W;, D) es un subcomplejo de (A*n, D) y debido a las relaciones
de inclusién entre los subespacios W, (A*n, D) es un complejo filtrado. Por el Teorema 2.1.4 hay una
sucesion espectral EP'? asociada a este complejo filtrado.

Dado que el isomorfismo ® : A*n — A*n* se restringe a una aplicacién entre los espacios W; y
V; para cada j, ® define un isomorfismo entre las sucesiones espectrales E y E siendo F la sucesién

espectral de cohomologia intermedia. Resumimos esto en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.3.2. Sea n un dlgebra de Lie nilpotente con un producto interno. La cohomologia
intermedia de n es isomorfa al limite de la sucesion espectral que determinan el complejo (A*n, D) y

la filtracion {0} = Wy C Wy C--- C Wy =n.

Sea n un algebra de Lie 2-pasos nilpotente con producto interno. Descomponemos n en suma directa
ortogonal

n=ovdad[n,n,

donde 3 = a @ [n,n] es el centro de n y a un ideal abeliano. La filtracién (3.22) es Wy = {0},
Wy = [n,n]J- =v®day Wy = n por la Proposicién 3.3.1. En la sucesion espectral asociada a la

filtracién que estos subespacios inducen en (A*n, D) se tiene

202 _ {x € A’n: Dyx =0}  A(a®v)®{z € nn]An: Doz =0}
oo Dl(ﬂ) + {l‘ S A2W1 : Dox = 0} N AZ(G@U) ’

(3.23)

Es claro que si ker DyN([n, n]An) = {0} entonces Eo (n) = 0. Estudiaremos en detalle la restriccién

de Dy al subespacio [n,n] An = ([n,n] ® a) @ ([n,n] @ v) S A%[n,n].
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Proposicién 3.3.3. D2(jnnjga)@A?[nn] €S inyectiva.
Prueba. Sia € a entonces Di(a) = 0 pues
(D1(a),u ANv) = (a, [u,v]) =0, Vu,v € n.

Dado que D3 es la extension por derivacién de Dy, Da(z Aa) = Di(z) Aa— 2z A Di(a) = Di(z) Na
para todo z € [n,n|. Sean {z1,..., 2}, {a1,...,a,} bases ortonormales de [n,n| y a respectivamente.

Escribimos z A a =), 05425 A a;. Sabemos que Dy (n) C A2%v y por lo tanto

Dy(zNa) = Di(z)Na = Z(Dl(z),vl/\vj>vi/\vj Aa:Za37tZ<D1(zs),vi/\vj)vi/\vj/\at:O

1<J s,t 1<J

siy sélosi )y o (Di(2s),vi Avj) = 0 para todos i, j,t fijos. Sin embargo

Zast Dl(zs) (% /\U] = <Z Us tZs, quj >

Como ambos son elementos en [n, n] el producto interno es cero para todo ¢,j siy sélosi ) ag2s =0
lo cual implica a5 = 0 para todo s,t. Luego 2 Aa =0y Da|nga s inyectiva.

Por otro lado, supongamos que Da(> ", a; ;2 A z;) = 0. Es decir

i<j
0= Zaw (D1(zi) A zj — D1(25) A 2) ZDl (zi) A Z Si Qi %, si; = £1. (3.24)
i<y J#i
La tltima igualdad surge de un cambio de indices. Probaremos que {D1(z;),7 =1...,k} es un conjunto

linealmente independiente A2v.

ZﬁlDl(Z’L) =0 & Dl(Zﬁzzl) =0& <D1(Z Bizi),vs /\Ut> =0 Vs,t
<ZﬁiZz,[vs,vt > —0<:>25@zz nnt e B =0 Vi.

Luego {Di(z;),i = 1...,k} es linealmente independiente y junto con la ecuacién (3.24) implican

que a;; = 0 para todo ¢, j cada vez que Da(>,_. a; 2z N zj) = 0.

i<j

|

Como consecuencia de esta proposicién y la ecuacion (3.23), EX?(n) = ker D3 |in @y~ Nos serd ttil

describir este término de la sucecién espectral en funcién del Laplaciano A de n asociado al producto
interno. Introducimos este concepto.

A partir del operador adjunto D), de ,, definimos el p-ésimo Laplaciano de n como el endomorfismo

de APn dado por A, = 0pq10D,+ Dy,_100,. Es bien conocido que la homologia (y la cohomologia) de
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las dlgebras de Lie nilpotentes métricas queda completamente determinada por el niicleo del operador

Laplaciano. En efecto Kostant prueba en [45]
ker A, = H,(n), para cada p. (3.25)

Teniendo en cuenta que E%>(n) es isomorfo a un subespacio de Ha(n), es natural pensar que el
mismo queda determinado por el niicleo del Laplaciano restringido a algin subespacio de A%n. Esto

es lo que probamos en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.3.4. Sin es un dlgebra de Lie métrica 2-pasos nilpotente entonces
Egc’? = ker A2‘[11,11]@11'

Prueba. El subespacio [n,n] ® v es invariante por Ag y ker Ay = ker Dy en este subespacio ya que
Dol oo = 0y ker 3 = (ImDy)*. [ |

En el trabajo [21] de I. Dotti y P. Tirao, se estudia el operador Al neye ¥ particularmente su
nucleo. Incluimos algunos de estos resultados a continuacién.

Para cada z € j definimos J, : v — v como (J,z,y) = ([z,y],2), es decir J,& = ad}z donde
ad}, es la adjunta de ad, : n — n segin el producto interno de n. Cada .J, es una aplicacién lineal y
antisimétrica en v, es decir J, € so(v). La funcién J : 3 — so(v), z — J, es lineal, y ker J = a. Toda la
geometria bésica de los grupos de Lie 2-pasos nilpotentes con la métrica invariante a izquierda definida
por la métrica en el algebras de Lie puede ser descripta en funcién de estas aplicaciones J,, z € 3 (ver
trabajo de P. Eberlein [22]).

Consideramos el producto interno (, ) = —1/2 traza en so(v) y denotamos | - | la norma que el

mismo define.

Proposicién 3.3.5 (Lema 2.4, [21]). Sean {z1,...,2k} y {vi,...,v.} bases ortonormales de [n,n] y
v respectivamente. Entonces la matriz de A2|[n’n]®n en la base B = {z1 ® v1,20 @v1,...,2, V1,21 ®
Vs 2k @ U2, ..., 2k @ Up} es la matriz por bloques
Jz21 + |J21|21 JZ2J21 + <J22’ J21> r .- Jzkal + <J2k7 JZ1> I
Ky [y = | T Tl R BE e e B g
J21J2k+<Jz17Jzk>I Jzz zk+<Jz27 zk>I J,?k'i_‘JszI

En particular, la submatriz ubicada en la posicién ij de K(n) es
K(n)ij = Joy oy + (Jopy J2y) 1

Observacion 3.3.6. La construccion anterior es independiente del ideal abeliano a de n. Es decir,
notando 1 = 0@ [n, n] resulta As 5o = D2lmnjeo Pues [0, 0] = [n,n] y esta restriccion del Laplaciano

no depende del valor en a. Luego K (n) = K(n).
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De las dos proposiciones anteriores concluimos que si n es un algebra de Lie 2-pasos nilpotente con

producto interno entonces
E%2(n) = ker K (n) = ker K () = E% (). (3.27)
Y del Teorema 3.1.3 se desprende el siguiente resultado.

Corolario 3.3.7. Sea n un dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimension par. Supongamos que existe
un producto interno en n de manera que Ag][n,n}@, es inyectivo, entonces n no admite estructuras

simplécticas. Es decir, si K(n) es inversible entonces Esy (n) = 0.

Focalizamos nuestro estudio en las algebras de Lie tipo Heisenberg (o simplemente tipo H). Estas
forman una subfamilia de dlgebras de Lie 2-pasos nilpotentes con producto interno y fueron introdu-
cidas por A. Kaplan en [41] y el estudio de la geometria de las nilvariedades asociadas a las dlgebras
de tipo Heisenberg se encuentra en [42]. Este estudio estd hecho a partir de las J, antes definidas y

motivé el trabajo posterior de Eberlein [22].

Definicién 3.3.8. Un dlgebra de Lie (n,(, )) es de tipo H sin =10 & 3 como suma directa ortogonal

y la aplicacion J : 3 — so(v) definida como antes verifica J? = —|z|?I para todo z € 3.

De la definicion surge que el centro de un algebra de tipo H coincide con el conmutador y
Jo oy + Jud. = =2(z,2) 1. (3.28)

En particular, la filtracién por los subespacios W resulta Wy = {0}, W1 = v y Wy = n. La funcién J

es una homotecia en efecto (—1/2) traza(J2) = %|z| donde r = dim v.

Consideramos {z1, ..., 25} una base ortonormal de 3 y calculamos la forma resultante de la matriz
K (n) en base a (3.26). Por (3.28), |J,|? = —3 traza(—|z|’I) = 5 donde r = dimv. Dado que (J,J,/)* =
J,J, para todo z, 2’ € 3, en la base ortonormal J,, J,, es antisimétrica por la primer propiedad y por

lo tanto tiene traza cero. Luego K toma la forma

%I S JopJ 2y
T T r=2r ... I, T

Kmy=| """ 2> 77 (3.29)
Jnde Jpds o 2

Proposicién 3.3.9 (Lema 4.5,21]). K(n) es singular si y sélo si n = by, h. o by donde:
m by es el dlgebra de Heisenberg de dimension 3.

m b es el dlgebra de Lie real que proviene del dlgebra de Heisenberg de dimension compleja 3. Esta

dlgebra de Lie tiene dimenison real 6 y estd expuesta en la Seccion 2.4 como la niumero 28.
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» by es el dlgebra de Heisenberg cuaternidonica de dimension siete. La misma tiene una base {e; :

i=1,...,7} cuyos corchetes no nulos son
1, e2] = e5 = —[es, eq], [e1, e3] = e = [ea, e4], le1, e4] = e7 = —[ea, e3].

Prueba. Veamos primero que K es singular para cada caso. Como dimj(hy) =1y r =2, K(h1) =0.

En b, r =4, 3(h6) = span{e5, 66} y

0 -1 0 00 0 -1
0 1 0 0 -1
J65 = ’ JeG =
1 0 01 0
0O -1 0 O 1 0 0 0

Armando K (h.) vemos que su determinante es cero. De la misma forma se prueba que K (hy ) no es
inversible. Veamos que en cualquier otro caso det K (n) # 0.

Notemos A = (r—2)/2. La matriz K (n) es escribe como K (n) = M +D y vale D? = (k— 1)1+ (k —
2)D. Si K (n) es singular entonces existe w # 0 tal que K(n)w = 0y K (n)?w = 0, es decir Dw = —\w
y 0=K(n)*w= (D*+2\D + XNI)w = (k — 2+ 2X\)Dw + (A\* + k — 1)w. Si 2XA + k — 2 # 0 resulta

N 4+k—1

o= ™

Igualando ambas ecuaciones resulta A(k + 2\ — 2) = k + 2\ — 2. Los valores que resuelven la
cuadratica son A\; =1 —k, Ao = 1. En el primer caso es r = 4 — 2k y vale sélo parar =2y k = 1.
Este dlgebra es isomorfa a hy. De la clasificacién de lgebras de tipo H ([40]), existen tres dlgebras
irreducibles con r = 4, éstas son f., hy y el dlgebra de Heisenberg de dimensién 5 para la cual K es
la identidad. |

Teorema 3.3.10. Sean =R* P con h un dlgebra de tipo H y s =0 0 s =1 sidimb es par o impar

respectivamente. Son equivalentes:
i. ES2(n) #0,
1. n admite estructuras simplécticas.

Prueba. Probaremos que la primera afirmacién implica la segunda ya que la reciproca estd dada por
el Teorema 3.1.3.

Supongamos que E%? (n) # 0. Entonces, independientemente de s =00 s = 1, E&Z(h) = 0 por el
Teorema 2.2.6. Luego K (n) es singular puesto que ker K (h) = E%2(h) # 0 (ver (3.27)), lo cual implica
que b es alguna de las tres dlgebras en la proposicién anterior b, . o bhy.

Mostramos una estructura simpléctica en R ® b1, h. vy R @ by. Aqui utilizamos la misma notacién

que en la Seccién 2.4.
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-R@ b =(0,0,0,23), w; = e! Ae? + e Aet es cerrada y w? # 0.
- he =(0,0,0,0,—13 4+ 24, —14 — 23), wy = e* Ne® —e? N el + 3 Ae? es cerrada y wi # 0.

- R@by = (0,0,0,0,0,—23+45, —24 — 35, —25+34), wg = 2 Aeb+ et nel + (3 +et) Aeb+el Aed

es cerrada y wj # 0.

Con esto queda probado el teorema. |
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Capitulo 4

Estructuras simplécticas en algebras de

Lie nilpotentes

En este capitulo profundizamos el estudio de las estructuras simplécticas en las dlgebras de Lie
nilpotentes. Estas estructuras estan en correspondencia con las estructuras simplécticas en nilvarie-
dades y es ésta la principal razén de su estudio.

Presentamos resultados conocidos en la primera secciéon junto con ejemplos que permiten introdu-
cirnos en el tema. Al final de esa seccién mostramos un ejemplo que responde a una pregunta sobre el
grado de solubilidad de un algebra de Lie nilpotente simpléctica planteada por Guan en [31].

Las secciones siguientes son muy diferentes en su propésito. En la segunda resolvemos el problema
de determinar las algebras de Lie simplécticas dentro de la familia de las algebras de Lie nilpotentes
libres: salvo dos en la familia, el resto no admite este tipo de estructuras.

Esta determinaciéon junto con los resultados de no existencia de estructuras simplécticas en el
capitulo anterior nos llevan a preguntarnos formas de construccion de nuevos ejemplos. Con este
propésito estudiamos en detalle el procedimiento de doble extension de algebras de Lie simplécticas
siguiendo los trabajos de Dardié, Medina y Revoy [13], [52]. Construimos una nueva familia de dlgebras

de Lie simplécticas y estudiamos sus caracteristicas.

4.1. Introduccion

En esta seccién retomamos la definicién de estructura simpléctica en dlgebras de Lie presentada en
el capitulo anterior. Desarrollamos este concepto en algebras de Lie nilpotentes incluyendo ejemplos
de subfamilias simplécticas dentro de las dlgebras de Lie nilpotentes. Incluimos ademas condiciones ya
conocidas sobre existencia de tales estructuras.

En esta seccién notaremos con n a las dlgebras de Lie cuando éstas sean nilpotentes.

Recordemos que una estructura simpléctica en un algebra de Lie g es una 2-forma cerrada w y
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no degenerada vista como forma bilineal antisimétrica definida en g. En particular es un elemento de
7% = ker (d : A’g* — A3g*) y por lo tanto define una clase de cohomologia [o] en H?(g).

Hemos visto que dada una variedad M de dimensién par 2m, una estructura simpléctica w en
M es una 2-forma diferencial cerrada y no degenerada en cada punto de M. Si M es compacta
y w una estructura simpléctica en M entonces del Teorema de Stokes se deduce que [w]™ # 0. En
particular, [w] # 0. Es decir, las variedades compactas M tales que H2,(M) = 0 no admiten estructuras
simplécticas.

Si M = T'\N es una nilvariedad, entonces M es simpléctica si y sélo si n, el dlgebra de Lie del
grupo de Lie N, es simpléctica. Esta equivalencia se desprende del Teorema de Nomizu enunciado como
Teorema 1.2.12. En efecto, a través del isomorfismo ¢ entre los grupos de cohomologia, a toda estructura
simpléctica w con clase de cohomologia de de Rham [w] le corresponde una 2-forma cerrada o € A%n*
tal que ¢([w]) = [o]. El hecho que el isomorfismo preserve la estructura de anillo de cohomologia,
implica que ((jw]™) = [o]™ = [6™] (2m = dimn) y esta clase es no nula por ser M compacta. Dado
que H™(g) tiene dimensién uno deducimos que 0™ # 0 y o es una estructura simpléctica en n.

Reciprocamente, una estructura simpléctica o € A?n* define una 2-forma invariante en el grupo
de Lie N que desciende al cociente I'\ N.

Luego toda forma simpléctica en una nilvariedad es cohomdloga a una forma simpléctica invariante
por la accién del grupo de Lie. Este hecho no es vilido para variedades homogéneas generales I'\G si
G no es nilpotente. En el trabajo de S. Console, G. Ovando y M. Subils [11], se muestran ejemplos de
solvariedades simplécticas donde dichas estructuras no son invariantes por la accion del grupo soluble

G.

Comenzamos esta presentacion con ejemplos y resultados generales, siempre en algebras de Lie

nilpotentes.

Ejemplo 4.1.1. El dlgebra de Lie abeliana de dimension 2n, na,, es simpléctica para todon € N. En

efecto sinb, = spanf{el,e?, ... "1 e2"}, la 2-forma
w=e' N2t net 4o f e pe
define una estructura simpléctica en n}.
Proposicién 4.1.2 ([27]). Toda dlgebra nilpotente de dimensidn 4 admite estructuras simplécticas.

Prueba. FEl algebra abeliana de dimension cuatro es simpléctica por el ejemplo anterior y hay, salvo
isomorfismo, dos algebras de Lie nilpotentes no abelianas de dimensién 4. En una base {e!, e, e3, et}

del espacio dual, las diferenciales que definen las diferentes clases de isomorfismos, son

del =de? =0
; no: ¢ ded =el Ae?

{ del =de2 =de® =0
ng:
de* = el A €3

de* = e2 N €3
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El élgebra de Lie n; es R @ h; en el Teorema 3.3.10 donde vimos que la misma es simpléctica. La
2-forma wy = e! A e* + €% A €2 en ny define una estructura simpléctica. [ |
A partir del algebra R @ b1, Thurston en [65] construyé el primer ejemplo de variedad compacta
simpléctica que no admite métrica Kahler. Sobre variedades Kéhler homogéneas referimos al libro de
Oprea y Tralle [59].
En dimensién seis aparecen las primeras dlgebras de Lie nilpotentes que no admiten estructuras

simplécticas.

Ejemplo 4.1.3. El dlgebra de dimension seis n donde n* tiene una base de la forma {e*: i =1,...6}
y cuya aplicacion diferencial estd definida como de' = de? = de® = 0, de* = e Ae?, de® = e A
et, deb = e? A e* no posee estructuras simplécticas. En efecto para toda w € Z? resulta w® = 0 pues
7?2 = span{e* NeS +e2 Ned e? Aeb el AeP) @ span{el Aete? Aet} @ A2ZY con Z' = ker(d i n —
A?n*) = span{e!, e?, e3}.

Este dlgebra de Lie de dimension seis aparece como la nimero 17 en las listas de la Seccion 2.4.

Las agebras de Lie nilpotentes simplécticas de dimensién seis fueron clasificadas por Goze y Bouya-
koub en [27] en base a la clasificacién de &dlgebras de Lie nilpotentes de dicha dimensién hecha por
Morosov ([54]). En ese primer trabajo se muestra una familia a un parametro de &dlgebras de Lie

simplécticas nilpotentes en dimensién ocho no isomorfas dos a dos.
Ejemplo 4.1.4. Sea a € R y n, el dlgebra con base {e1,...,es} y corchetes no nulos
le1,e]] =ei—1, 3<1 <8, [eq,es] = ey, [es,e7] =ea, [es,e5] = (1 + a)es+ ey
[es, e7] = es, [es,es] = (24 a)es +e3, [er,es] = (24 a)es + ey.
Sia ¢ {—2,-5/2,—1,1/2}, ny admite estructura simpléctica.

Hay ejemplos de &algebras de Lie nilpotentes simplécticas en cada dimensién par, como el que

presentamos a continuacién.

Ejemplo 4.1.5. Sea V, el dlgebra de Lie con base {ey, ... ey} y corchetes no nulos

e | G Des s itjisn
B 0 st t+j5>n

Claramente, V,, es filiforme. Si n es par, n = 2k, la 2-forma
wn = (2k —1)et N e®F 4+ (2k —3)e2 N el 4. feF APt
define una estructura simpéctica en V.
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Esta familia de algebras de Lie, V,,, es una familia de algebras filiformes. Un algebra de Lie de
dimension n se dice filiforme si es n — 1 pasos nilpotente. La misma fue estudiada en primera instancia
por Vergne en [68] en relacién a las dérbitas abiertas en la variedad de dlgebras de Lie y da lugar a
ejemplos importantes dentro del estudio de variedades Kahler.

Una variedad Kahler es una variedad simpléctica (M,w) con una estructura compleja J de manera
que w(-,J-) defina una métrica riemanniana (ver [9, 59|, por ejemplo). En ese caso decimos que
la estructura compleja J es compatible con w. Como mencionamos anteriormente, Thurston en [65]
presenta el primer ejemplo de variedad simpléctica no Kéhler, es decir sin ninguna estructura compleja
compatible. La variedad dada por Thurston puede describirse como una nilvariedad. Benson y Gordon
en [4] generalizan este resultado probando que una nilvariedad I'\ NV es Kéhler si y sélo si N es abeliano,
resultando toda nilvariedad simpléctica ejemplo de una variedad compacta no Kéahler.

Sin embargo, todos estos ejemplos son no simplemente conexos. Mc Duff en [51] da el primer
ejemplo simplemente conexo a través del metodo de blow up simpléctico. Una propiedad importante
de las variedades Kéhler es la formalidad probada en [15]. Siguiendo la idea de Mc Duff, Babenko y
Taimanov ([2]) construyen ejemplos de variedades simplécticas simplemente conexas no formales para

cada dimensién > 10. En dimensién 8, el ejemplo estd dado por Ferndndez y Munoz en [24].

En la bibliografia se encuentran algunas condiciones necesarias (no suficientes en general) que
permiten determinar en ciertos casos que un algebra de Lie dada no admite tal tipo de estructura.
A continuacién damos algunas de estas condiciones que fueron trabajadas en [4],[27],[31] y [21] entre
otros autores.

Sin embargo, hallar condiciones suficientes generales para que un algebra de Lie nilpotente admita
estructuras simplécticas es un problema abierto, asi como dar nuevos ejemplos de algebras de Lie

nilpotentes simplécticas.

Proposicion 4.1.6. Si n es un dlgebra de Lie nilpotente de dimension 2m y w es una estructura

simpléctica en n entonces su clase de cohomologia [w] € H?(n) es no trivial. Mas atin [w™] # 0 en

H?™(n).

Prueba. La demostracién se basa en que el centro 3 de toda dlgebra de Lie nilpotente es no trivial. En
efecto si n es k-pasos, el dltimo paso de la serie central descendente n*~! estd contenido en el centro

ya que [n,n*71] =n* = 0. Si 0 = [w] € H%(n) entonces w = do para algin o € n*. Para cada z € 3,

w(z,-) =do(z,) = —o(]z,:]) = 0 y por lo tanto w es una 2-forma degenerada en n.
Por otro lado, si w es no degenerada, existe una base {ei,...,es,} de n de manera que, en la base
dual de n*, w™ = el A --- A e?™. Del teorema 1.2.11 resulta [w™] = [w]™ # 0. [

En particular las estructuras simplécticas en una algebra de Lie nilpotente no son exactas. Las
algebras de Lie que admiten una estructura simpléctica exacta se dicen algebras de Frobenius. Por
ejemplo, af f(R™), el dlgebra de Lie de transformaciones afines de R™ es un algebra de Lie de Frobenius.

Sobre &lgebras de Lie de Frobenius ver [17, 5, 26] y sus referencias.
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El segundo grupo de cohomologia de un algebra de Lie nilpotente simpléctica es distinto de cero.
Si bien podriamos pensar que esta condicién da una obstrucciéon cohomoldgica para la existencia
de estructuras simplécticas, vimos en los preliminares que dim H?(n) > 0 para toda algebra de Lie
nilpotente n.

En este sentido, presentamos el Teorema 3.1.3 en el capitulo anterior e introdujimos una nueva

obstruccién en términos de la cohomologia intermedia.

Observacion 4.1.7. Ya vimos al comienzo de la seccion que st n es el dlgebra de un grupo de Lie
N que admite un subgrupo discreto cocompacto, entonces dada o una estructura simpléctica en n
resulta [o] # 0. Esto se dedujo del Teorema de Stokes para variedades. La proposicion anterior es una
prueba algebraica de este hecho y que ademds es vdlida para toda dlgebra de Lie nilpotente simpléctica.
Recordemos que un grupo de Lie N simplemente conexo admite un subgrupo discreto cocompacto si y

sdlo si los coeficientes de estructura de su dlgebra de Lie son racionales [49].

Proposicién 4.1.8 ([4, 31]). Siw es una estructura simpléctica en n k-pasos nilpotente, entonces
dim 3(n) < dim(n/n’). (4.1)

Prueba. Sea 3 = {z € n/w(x,z) = 0Vz € 3} el ortogonal del centro respecto de w. Dado que w es
no degenerada, resulta dimn = dim 3 + dim 3*. Por otro lado dimn = dimn’ 4+ dim(n/n’). Probaremos

que dimn’ < dim3* y de la igualdad
dim 3 + dim3* = dimn’ + dim(n/n’)
resultara la tesis.
Sea y = [y1,y2] un elemento en el conmutador de n, entonces
w(z,y) = w(z, [y, y2]) = w([z,v2], 1) + w(lz, 1], 42) = 0

pues w es cerrada y = € 3. Luego n’ C 3* y por lo tanto dimn’ < dim 3%. [ |
La condicién (4.1) no es suficiente en general pues para el dlgebra de Lie del Ejemplo 4.1.3 vale la
igualdad en dicha ecuacién. Sin embargo cuando nos restringimos a la familia de dlgebras provenientes

de grafos, ésta si es suficiente (ver [61]).

El estudio de la existencia de estructuras simplécticas esté ligado a la comprensién del nticleo de la
aplicacién d : A’n* — An*. El siguiente resultado da un subespacio estrictamente menor que A%n*
que contiene el conjunto de 2-formas cerradas. El mismo fue utilizado en la Seccién 3.2 del capitulo

anterior. Aqui damos su demostracién.

Proposicién 4.1.9 (Lemma 2.8.,[4]). En un dlgebra de Lie k-pasos nilpotente n,
2% C AV @ (Vi@ (W),

donde los espacios Vi y Vi_1 son los definidos en (1.2) y (n*=1)* es el dual del wltimo paso de la serie

central descendente.
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Prueba. Sea B = {e1,... et €441..,€51,€s,-..,em} unabase de n de manera que V3 = span{el,... e}
y 0¥l = span{es,...,em} v Vi1 = span{el, ..., e*"1}. Observemos que n* = V;_1 @ (n*~1)* ya que
Vi1 = (n*~1°. Entonces, A%n* = A2V, 1 @ Vi @ (nF1)* @ A2(nF—1)*

Sea w una 2-forma cerrada, entonces

0=w(z,[y1,y2]) = w([z,y2],91) + w([z,y1],42) =0 para todo z € nk-1 Y, Y2 €N (4.2)

pues dw =0y nF~1 C 3.

Escribimos
t m m m
w = w1 +ws + ws, con wy = Z Z aijei ANed, wy = Z bijei ANeT vy ws e A V. (4.3)
i=1 j=s i=t+1 j=s

Notemos que wi € Vi ® (n*71)*. Vamos a probar que wy = 0.

Dado que ¢; e n*1siie {s,....m}y ej € sit+1 < j <m, entonces por (4.2) y (4.3) se tiene
0 = w(e;, ;) = byj, sit+1<i<nys<j<m,
resultando wy = 0. |

Para finalizar esta seccién retomamos el ejemplo de la familia V,, (ver Ejemplo 4.1.5) a través de
la cual damos respuesta a una pregunta planteada por Guan en [31] sobre el grado de solubilidad de

un algebra de Lie nilpotente simpléctica.

La serie derivada de un algebra de Lie g es la siguiente serie de ideales:
DY =g, D! = D1, DY, i> 1.

Diremos que g es p-pasos soluble si DP = 0 y DP~! £ 0 y en ese caso denominamos grado de
solubilidad al entero p. Toda algebra nilpotente es soluble pero su grado de solubilidad puede ser muy
menor al de nilpotencia.

En el trabajo de Guan [31], sobre nilvariedades simplécticas, se plantea una pregunta sobre la
existencia de alguna cota en el grado de solubilidad de un dlgebra de Lie nilpotente simpléctica. Mas
precisamente, él conjetura que un algebra de Lie nilpotente simpléctica es a lo sumo cuatro pasos
solubles. Damos un contraejemplo a esta conjetura en la siguiente proposicién, con lo cual probamos

que la misma no es vélida.

Proposiciéon 4.1.10. Para cada s € N fijo existe un dlgebra de Lie nilpotente simpléctica de grado de

solubilidad s, a saber, Vas.

Prueba. Sélo resta probar el grado de solubilidad. Haciendo induccién sobre ¢ resulta
DV, = span {e; : j > min{2""! — 1,n}}.

Se deduce inmediatamente que si n = 2° entonces D*~'V,, # 0y D%V, = 0. |
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4.2. Algebras de Lie nilpotentes libres

El problema de existencia de estructuras en algebras de Lie nilpotentes no es sencillo en general. No
hay condiciones suficientes generales para que un algebra de Lie nilpotente admita una tal estructura.
En la bilbiografia se encuentran diferentes maneras de encarar este problema.

Una de las mismas es estudiar caso por caso cuando se tenga una clasificacion de las dlgebras de
Lie. El trabajo de Goze y Bouyakoub en [27] antes mencionado sigue esta linea pues analizan una por
una las algebras dadas en la clasificacién de Morosov [54].

Por otro lado, el problema puede tratarse en subfamilias de algebras de Lie nilpotentes a partir de
las propiedades que la determinan. Por ejemplo, en el trabajo de Dotti y Tirao [21] visto en la Seccién
3.3, se estudia la existencia de estructuras simplécticas en las dlgebas de Lie de tipo Heisenberg.
Dentro de las édlgebras de Lie filiformes, la clasificacién de las simplécticas estd dada en [53]. Entre las
algebras asociadas a grafos, una descripcién completa de aquellas que son simplécticas puede hacerse
en términos del grafo correspondiente ([61]).

Siguiendo esta ultima linea de trabajo, en esta seccién nos restringimos a la familia de algebras
de Lie nilpotentes libres. Precisamente se presenta una descripcién explicita de aquellas dlgebras en la
familia que admiten estructuras simplécticas.

Recordemos que el dlgebra de Lie k-pasos nilpotente libre en m generadores n,, ;. es el dlgebra de
Lie cociente 1, = fm/ ffn donde f,,, denota el dglebra de Lie libre en m generadores, con m > 2. (Note
que un unico elemento genera un algebra de Lie abeliana).

La imagen de un conjunto generador de f,, por el mapa cociente induce un conjunto generador de
N, - A cada conjunto ordenado de generadores {ei,...,en} se le asocia una base de n,, ;, llamada
Base de Hall (ver [32]). Estudiaremos la estructura de las algebras de Lie nilpotentes libres a través

de estas bases. Su construccién es la siguiente.

Definimos la longitud ¢ de cada generador como 1. Los corchetes de Lie [e;, e;] para ¢ > j, satisfacen
por definicién £([e;, e;]) = 2. Ahora los elementos e, ..., em, [e;,¢e;], ¢ > j pertenecen a la base de
Hall. Considere un orden total en tal conjunto extendiendo el orden del conjunto generador y tal que
E > F si {(E) > {(F). Estos permiten la construccién de los elementos de longitud 3 y més.

Recursivamente, cada elemento de la base de Hall de n,, ; se define como sigue. Los generadores
€1, -..,en son elementos de la base de longitud 1. Supongamos tenemos definidos los elementos de la
base de longitud 1,...,7 — 1 < k — 1, con un orden total que verifica E > F si {(E) > ((F).

Sil(E)=syl(F)=tconr=s+t<k,entonces [E, F] es un elemento en la base de longitud r

si las dos condiciones siguientes se satisfacen:
1. E' y F son elementos en la base con £ > F,

ii. si {(E) > 1y E =[G, HJ es la tnica descomposicién con G, H en la base, entonces F' > H.
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Una vez fijada una base de Hall de n,, j,, denotamos por p(m, s) el espacio generado por aquellos

elementos en la base de longitud s. Estos espacios definen una graduacién de n,, 1 ya que
Nk :p(mal)@p(m72)®@p(mvk) donde [p(mvs)vp(m’t)] Qp(m,s+t)

Los elementos de la base de Hall en p(m, s) se dicen elementos de homogéneos de longitud s.
La serie central descendente de un dlgebra de Lie nilpotente libre n,, ; se escribe en términos de

la graduaciéon

k
:n,k = @s:r+1p(m7 S)'

n
Esta propiedad es consecuencia del hecho que todo corchete de r + 1 elementos de n,, j es una com-
binacién lineal de corchetes de r 4 1 elementos en la base de Hall ([32], [3]). Es decir C"(n,, ) C
@k 1p(m, s); la otra inclusién es obvia. En particular, p(m, k) = C*~!(n,, 1) € 3(nmx). De hecho,
esta inclusién es una igualdad ya que si @ € 3(n,, ;) y e; es un generador, entonces [z, e;] = 0. Siendo
Nk = m/ f*  tomamos representantes, Z y €;, donde é; es un generador de f,,. Por lo tanto [z, &] € ¥,

lo cual implica que z € p(m, k). Luego

p(m, k) = 3(npm k) (4.4)

Denotamos con dy,(s) la dimensién de p(m, s). Entonces por [64],

s dp(s) =m’ — Z 7 dm(T), s> 1. (4.5)
r|s,r<s
0 equivalentemente
1
dm(s) = = sl > 1. 4.6
()= -3 our) 1, sz (46)

rls
donde pu es la funcién de Moebius.
En particular, d,(1) = m y dn(2) = m(m —1)/2. Segtn (4.4), dim3(n,, ;) = dm (k). Notemos que

no se devela una férmula explicita para d, (k) a partir de (4.5).

Ejemplo 4.2.1. Dado un conjunto ordenado de generadores ei,...,ep, del dlgebra de Lie 2-pasos

nilpotente libre ny, 2, una base de Hall es
B:{ei, [ej,ek} te=1,...,m, 1§k<]§m}

De acuerdo con (4.5) dimn,, 2 = dp(1) + din(2) = m+m(m — 1)/2 y dado que 3(ny2) = p(m,2),

resulta dim 3(ny, 2) = m(m —1)/2.

Ejemplo 4.2.2. Para el dlgebra de Lie 3-pasos nilpotente libre en m generadores ny, 3 una base de

Hall correspondiente a un conjunto de generadores ordenado como antes es
B = {ei, [ej, ex), [[er,es),er) i i=1,...,m 1<k<j<m,1<s<r<m,t>s}.
Dado que 3(ny,3) = p(m,3), tenemos

dim 3(1n,3) = dn(3) = m(m?® — 1)/3.
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Con estos elementos, estamos en condiciones de probar el teorema de clasificacion de las dlgebras
de Lie nilpotentes libres que admiten estructuras simplécticas.

Desarrollamos de la condicién (4.1) de la seccién anterior para el caso de dlgebras de Lie nilpotentes
libres.

Es claro que dim(n,, 1,/ n;mk) = m para el dlgebra de Lie k-pasos nilpotente libre en m generadores

N - A partir de la féormula (4.1) deducimos el siguiente corolario.

Corolario 4.2.3. Sea n,,, el dlgebra de Lie k-pasos nilpotente libre en m generadores y consideremos
el dlgebra de Lie g = Rt @ Nk cont =0 sidimn,,; es par ot =1 si dimn,,  es impar. Si g admite
estructuras simplécticas entonces

dim3 (n,, %) < m. (4.7)

Prueba. Si dimn,, j es par, entonces g = n,,  y la ecuacién (4.7) sigue de la Proposicién 4.1.8. Sea g
la suma directa R @ n,, , donde n,, j tiene dimensién impar. En este caso, dim 3(g) = dim 3(n,, ) + 1.
Ademds, dim(g/g') = dim(np/n, ;) + 1 ya que g’ =n] ;. Por lo tanto, la condicién (4.1) para g es
equivalente a (4.7). [ ]

Esta condicién sobre la dimensién del centro es muy restrictiva en las dlgebras de Lie nilpotentes

libres ya que en general esta dimension es grande en comparacion con la cantidad de generadores.
Teorema 4.2.4 ([14]). Sea n,, ;; el dlgebra de Lie k-pasos nilpotente libre en m generadores.

1. Sidimn,, ) es par entonces ny, 1, admite estructuras simplécticas si y solo si (m,k) = (3,2).

2. Si dimn,, ;. es impar, la extension abeliana unidimensional R@n,, . admite estructuras simplécti-

cas si y solo si (m, k) = (2,2).

Prueba. Sea n,, el dlgebra de Lie k-pasos nilpotente libre en m generadores. Separamos la prueba
por orden de nilpotencia k de n,, j.

e k= 2. Como vimos en el Ejemplo 4.2.1, la dimensién del centro de n,, 2, es m(m — 1)/2. Es facil
ver que dim 3(n,,2) > m salvo para m = 2 y m = 3. De esto y (4.7) en el Corolario 4.2.3, n,, 2 o su
extension central unidimensional son no simplécticas para todo m > 4.

Sim = 2, el dlgebra de Lie ng o tiene dimension tres y es precisamente el algebra de Heisenberg
h1. Vimos que R @ h; es simpléctica en el Teorema 3.3.10.

En el caso m = 3, el algebra de Lie n3 o tiene dimensién seis y es la nimero 24 en la lista de la
Seccién 2.4. En la base ahi dada, la 2-forma w = e! Ae* + €2 A e® + 3 A € define una estructura
simpléctica en n3 .

e k = 3. Del Ejemplo 4.2.2 dim 3(n;,3) = m(m? — 1)/3. Entonces (4.7) no se satisface si m > 2.
Luego, n,,3 y R @ n,, 3 son no simplécticas si m > 2.

A pesar que dim 3(ng 3) es igual a la cantidad de generadores, el dlgebra de Lie g = R @ np 3 tiene
dimension seis y es la que presentamos en el Ejemplo 4.1.3 la cual vimos que no admite estructuras

simplécticas.
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A continaucién probaremos que para todo k > 4 y m > 2 la dimensién de 3 (n,, ) es siempre
mayor que m. Este hecho junto con el Corolario 4.2.3 implican que ni n,, ; ni su extensién central

unidimensional son algebras de Lie simplécticas.
e k = 4. Recordemos que p(m,4) = 3(np, 4) por (4.4), entonces haciendo uso de (4.5):

m2(m? — 1)

i 3 8) = da(4) = 3 — (1) — 2 (2)) = "

4
Notar que m?(m? — 1)/4 > m siempre que m > 2.
e k > 5. Es posible encontrar una cota inferior de dim 3(n,, ) construyendo elementos diferentes
de longitud k en una base de Hall B de n,, 4.

Sea {e1,...,en} un conjunto generador de n,, , y consideramos el conjunto
U = {[llei,ejl,en]em] : 1< <i<m, k> j}.

Un elemento en U pertenece a la base y tiene longitud cuatro. Dado x € U, el corchete

S

[, em]®) = [[[z, em], €m] - -, em] s>1

es un elemento de la base de Hall si £([z, e,,]®)) < k.

De hecho si s = 1 entonces [z, e,,](V) = [z, ,,] ¥ resulta:

i. ambos x = [[[e;, €;], ex], em] € U ¥ ey, son elementos en la base de Hall y > ey, por su longitud;
ii. ademas x = [G, H] con G = [[e;, e5],ex] y H = ey, y tenemos e, > H.

Luego las dos condiciones que definen los elementos de la base de Hall se satisfacen. Tenemos

4

[, e,]1) € By también pertencen a nl .

Inductivamente, supongamos que [z, e,,]*~ Y € B, entonces claramente [[[, €], €m] - - ], €m] ™1 >

em y es posible escribir [z, e,,]*~1) = [G, H] con H = e,,. Luego [z, e,,]*) € B. Notar que [z, e,,]®) €

s+3

n

Construimos el siguiente conjunto

U= {[z,en)* Yz et} Cnk}

m,k *
Este estd contenido en el centro de N,k Y es un conjunto linealmente independiente. Por lo tanto
dim 3(nn ) > (2] (4.8)
Es facil ver que U y U tienen el mismo cardinal. También, |U| = > jei(m —j+1)(m — j) puesto
que para cada j = 1,...,m fijo, la cantidad de posibilidades de elegir k > jei>jes(m—j+1)y
(m — j) respectivamente.
Calculamos el cardinal de U y resulta [U| = 1/3m3 + m2 + 2/3m que junto con (4.8) prueba que

para cadamy k> 5
dim(ny, ) > 1/3m® +m? +2/3m.

El lado derecho de la ecuaciéon anterior es mayor a m para todo m > 2. |
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4.3. Extensiones dobles de algebras de Lie simplécticas

En los trabajos de Medina, Revoy y Dardié [52, 13] se introduce una forma de construir un algebra
de Lie simpléctica de dimensién 2n a partir de una de dimensién 2n — 2 y reciprocamente, muestran
que toda &lgebra simpléctica de dimension 2n proviene de una dos dimensiones menor. Precisamente,
caracterizan las algebras de Lie simplécticas como aquellas que pueden obtenerse como una sucesion
de dobles extensiones simplécticas partiendo del algebra de Lie abeliana de dimension dos.

En esta seccién incluimos el Teorema de Doble Extension (ver Teorema 4.3.1) que se encuentra
en las referencias antes dadas. FEn su demostracion explicamos este procedimiento de extension y
reduccién de algebras de Lie nilpotentes simplécticas. Para completitud de la presentacién incluimos
resultados sobre dlgebras simétricas a izquierda.

Al final de la seccién mostramos la construccién de una nueva familia de dlgebras de Lie nilpotentes
simplécticas Oy, m > 2. Probamos que las algebras de Lie de esta familia admiten estructuras
complejas hasta dimensién ocho. Las mismas resultan ejemplos de variedades compactas simplécticas
y con estructuras complejas, pero que no son Kéhler ([4]).

Dicha familia, como ejemplo de dlgebras de Lie nilpotentes simplécticas, contrastan con los resul-

tados de no existencia de estructuras simplécticas que presentamos en las secciones anteriores.

Teorema 4.3.1.
o Extension. Sea (n,w) un dlgebra de Lie simpléctica nilpotente, z un elemento cualquiera de n y § una

derivacion nilpotente tal que
w(z,[a,b]) = —w((6% + 265 + (6*)%)a,b), Ya € n. (4.9)

Aqui 6* es la transformacion adjunta de § via w. Entonces n = Rd ® Re @& n con un corchete dado por

[d,ala = —d(a) +w(z,a)e Yaen
[a,b)z = (w(da,d)+w(a,ddb))e+[a,bly Va,ben (4.10)
[a,ela = [de]a = 0

es un dlgebra de Lie nilpotente. Ademds, si denotamos d* y e* los elementos duales a d y e respectivamente en
n*, la 2-forma @ = d* N e* +w es una estructura simpléctica en n.
e Reduccion. Reciprocamente, dada un dlgebra de Lie simpléctica nilpotente (R, @) y e € 3(n), existe un
elemento d € 0 y un dlgebra de Lie nilpotente simpléctica (n,w) de manera que n 2 RdA®RePn y & = d*Ae* +w.
Ademds, es posible encontrar una derivacion nilpotente § de n verificando (4.9) y un elemento z € n tal que

el corchete en n estd dado por (4.10).

Probaremos separadamente las partes de extension y reduccién del teorema.

Prueba Extensién. Sea n un algebra de Lie nilpotente, w una estructura simpléctica y sea § una

derivacién de n. Estos elementos definen una forma bilineal antisimétrica en n, 85 : n x n — R, dada
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por
Bs(x,y) = w(dz,y) + w(z,dy).
Esta 2-forma 85 € A%n* es cerrada, en efecto
dﬁ(s(ua v, ’l,U) = —65([U, U]a w) + ,35([U, 'l,U],’U) - B5([U7 QU], u)
= _w(é[u¢ U]a ’LU) - w([“) U]v 6w) + OJ((S[U, ZU], U) +
+UJ([U, w]a 6’0) - w(5[v, ’U)], u) - CL)([’U, ’U)], (52/,),

siendo cero el lado derecho de esta igualdad pues dw = 0 y por la condicién de Jacobi en n.

La representacién nula p : n — gl(R) junto con la 2-forma S5 definen una extensién central por

un elemento e. Esta extension central es un dlgebra de Lie (ver, por ejemplo, [44]) que, como espacio

vectorial, es la suma directa Re @ n y el corchete de Lie esta dado por
[z 4+ e, 2’ + Ne|rean = [, 2|0 + Bs(z,2') e z, 2’ €en,\, N eR.
Supongamos que existe z € n de manera que
w((6% 4 26%6 + (6%)*) u,v) = —w(z, [u,v]), Yu,v € n. (4.11)

Entonces la aplicacién D : Re ®n — Re @ n definida por De =0y Du = —0u+ w(z,u) e es una

derivacién de Re @ n. En efecto, D[u, e] = 0 = [Du, De] pues e estd en el centro de Re @ n. Ademaés si

u, ven,
D[’LL, U]Re@n = D([uvv]n+65(u’v) 6) = D([“?”}n) = _6[ua U]n"'w(z’ [va}n) ¢,
[Du,v|gegn = [—0u—w(z,u)e,v|regn = —[0u, v]n + Bs(—0u,v) e,
[u, DVReasn = [u, —0v — w(2,0) €]rean = —[u, 0]y + Bs(u, —dv) e.
Entonces

[Du, v]Re@n + [, DV|Rean —[0u, v]n + Bs(—0u,v) e — [u, 6v]n + Bs(u, —dv) e
—60[u, v] + (w(—0u,v) + w(=6u, 0v) + w(du, —0v) + w(u, —6%v)) e
—0[u,v] — w((6% + 265 + (6%)*) u, v) e
—0[u, v] +w(z, [u,v])e
= D[u, v]reens
dado que z satisface (4.11).
En ese caso consideramos el algebra de Lie n como el producto semidirecto de Re & n por la

derivacién D. El algebra de Lie n se decompone como suma directa Rd @ Re @ n y tal que
- Re @ n es la extension central de n por s,

78



- la accién de d en Re @ n es [d,z]z = —dz + w(z,x) e, [d, €]z = 0.

La 2-forma @& = e* A d* + w es bilineal, antisimétrica y no degenerada. Mas atin, es cerrada en n ya

que, dados u, v, w € n, resulta
O([u, v]z, w) + @O([v, w]z, uw) + O([w, ulz,v) = 0. (4.12)
En efecto, si u,v,w € n, entonces por la manera que esta definida @,
O([u, vla, w) = O([u, v]n + Ps(u, v) e,w) = w([u, v]n, w).

Debido a que w es cerrada en n es valida la ecuacién (4.12) también en este caso.
Siu=eywv,we€ RdE®n, como e estd en el centro y el conmutador esta contenido en n, la ecuacién
(4.12) es valida:

Finalmente, siu =d y v,w € n,

&([d,v]z, w) + @([v,w]z, d) + w([w, dz,v) = @(=0v+w(z,v)e,w)+ Bs(v,w) + w(dw,v)
= O(—0v,w) + Bs(v,w) + w(dw,v)
W(—0v,w) + w(dv,w) + w(v, dw) + w(dw,v)
= 0.
Luego, vale (4.12) también en este caso. El caso que v = d y v,w € n® Re, es similar. Luego, al
verificarse que la suma ciclica en (4.12) es cero para todos los casos antes mencionados, vale que
dw = 0 y por lo tanto define una estructura simpléctica en n.

Con esto queda probada la parte de extensién del Teorema 4.3.1. Notaremos (n,w); . al algebra de

Lie simpléctica (n,®) asi construida.
e Prueba Reduccién. En primer lugar introducimos el concepto de algebras simétricas a izquierda
y estudiamos sus propiedades.
Definicion 4.3.2. Un espacio vectorial V. munido de un producto bilineal xy que satisface
(zy)z — x(yz) = (yz)z —y(zz), Vo,y,z€n

se llama un dlgebra simétrica a izquierda (o dlgebra SI).

Toda algebra simétrica a izquierda V', es un algebra de Lie considerando el corchete de Lie como

[, y] = 2y — yx. (4.13)

Si(g,[,]) es un algebra de Lie y ademds posee un producto que le da estructura de &lgebra
simétrica a izquierda de manera que el corchete definido por (4.13) coincide con el original del dlgebra

g, entonces diremos que las estructuras de algebra de Lie y de algebra SI son compatibles.
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Lema 4.3.3. Sea V un dlgebra SI y [z,y] = vy — yzx el corchete de Lie definido por (4.13). Si w es

una 2-forma en V' tal que para todos x,y,z en V'
1. w(zy,z) + w(zy,z) =0,
2. w(zy, z) + w(yz,z) + w(zz,y) = 0.

entonces resulta w([z,y],z) = w(zz,y) Ye,y,z € V y w es cerrada V. En particular si w es no

degenerada, define una estructura simpléctica en V.

Prueba. Por (4.13), w([z,y],z) = w(zy —yz,2) = w(zy, z) —w(yz, ) que, por 1., resulta w([z,y], ) =

—w(zy, z) —w(yz, x). Haciendo uso de 2. tenemos
W([Z,y],l') = OJ(yZ,IL') + U.J(Z:E,y) - (JJ(yZ,ZL') = (/J(ZZL‘, y)

La suma ciclica w([z,y], z) + w([y, 2], 2) + w([z, 2], y) es cero por la condicién 2. y por lo tanto w
es cerrada. u
Sea (n,w) un algebra de Lie nilpotente simpléctica. Como w es no degenerada, queda definido un

producto en n de la siguiente forma
@(ab, c) = @([a,c],b) para todo a,b,c € . (4.14)

Resulta n un algebra SI dado que @ es cerrada y el corchete de Lie es compatible con esta estrucutra,

es decir, [a,b] = ab — ba.

Lema 4.3.4. Sea (n,@) un dlgebra de Lie nilpotente simpléctica y consideramos el producto SI definido

por W en n.
1. Un elemento x pertenece al centro den si y sélo si xy =yxr =0Vy € n.

2. Sea I = Re con e € 3(1t). Los conjuntos I e I+ = {y € n: 0(e,y) = 0} son ideales bildteros segin

el producto SI e ideales del dlgebra de Lie.

3. el dlgebra de Lie I*/I hereda el prodcuto SI (a + I)(b+ 1) = ab+ I que es compatible con la
estructura de dlgebra de Lie, es decir [a + 1,b+ 1] = (a+I)(b+1)— (b+ I)(a+I). Ademads,
la 2-forma w(a+ I,b+ 1) = @(a,b) es no degenerada y verifica 1. y 2. del Lema 4.3.3 y por lo

tanto es una estructura simpléctica en I'*+/1.

Prueba.

1. Dado = € n, [z,y] = 0 para todo y si y sélo si @([z,y],z) = 0 para todo z € n. Como @ es
cerrada, @([z,y],2) = —&([y, 2], z) — ©([z,z],y) = —©(yz,2) — ©&(yz, 2) = —w(yz — xy, z) para todo
z € n. Luego @([z,y], z) = 0 para todo z € n es equivalente a @(yx — zy, z) = 0 para todo z € n y esto

a xy — yx = 0 por ser @ no degenerada.
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Resta probar que xy = 0. Por (4.14) se tiene, para todo z € n,

(I)([Z,y],[l)) = L:)(ZL‘:I/,Z) = d)(yx,z) = —(,:}([Z,l’],y)

es cero pues z € 3(n). Luego &(zy, z) = 0 para todo z € n y por lo tanto xy = 0.

2. Claramente I es ideal del dlgebra de Lie por estar contenido en el centro. Por el apartado
anterior, también es ideal de algebra SI ya que ey = 0 € I para todo y € n.

Probemos las afirmaciones para I*. Sean y € I', z € @ entonces &([y, z],e) = —@([y, €], z) +
@([e, 2], ) = 0 pues e € 3(1). Luego [y,2] € [+, Vz€n, y € [+

Con respecto al producto SI, @(yz,e) = &([e, z],y) =0y &(zy,e) = ©([e,y],z) = 0 y por lo tanto
yz,zy € I+

3. Como I es ideal central de @i, I+ /I es un algebra de Lie con el corchete [a+ I,b+I] = [a,b] + 1.
El subespacio I es ideal bildtero, por lo tanto el producto (a + I)(b+ I) = ab+ I esta bien definido. y
se verifica [a + I, b+ 1| = (a+1)(b+1)— (b+ I)(a+I).

La 2-forma w definida como w(a + I,b 4 I) := @(a,b) estd bien definida en I*/I. En efecto, si
a —a' € I entonces ©(a’,b) = &(a + e, b) = ©(a,b) ya que @(e,b) = 0 pues b € [+. Esta 2-forma es
no degenerada, pues si w(a + I,b+ I) = 0 para todo b € I+ entonces w(a,b) = 0 para todo b € I+
= a € (I")- NI+, Pero dim(I*)t =1e I C I+ y por lo tanto (1) = I. Luego a € I, y por lo tanto
a+1=0.

Finalmente, w((a+1)(b+1),(c+1)) = w(ab+1I,c+1) = @(ab,c) = ©([a,],b) = w([a,c]+1,b4+1) =
w([a+1I,c+1I],b+1). Luego w es una 2-forma en I+ /I que es un algebra SI donde el corchete de Lie
es compatible con esa estructura. Ademas, w verifica 1. y 2. del Lema 4.3.3 y es no degenerada, lo cual

implica que w es simpléctica en I+ /1. [

Observacién 4.3.5. El dlgebra de Lie I /1 es un dlgebra de Lie nilpotente ya que es un cociente de

una subdlgebra del dlgebra de Lie nilpotente n.

Referimos al articulo de Nijenhuis [57] por cohomologia de dlgebras simétricas a izquierda. Aqui s6lo

utilizaremos algunas propiedades bésicas.

Definicion 4.3.6. Dada un dlgebra simétrica a izquierda V, una aplicacion bilineal f : V xV — R

que verifica la siguiente condicion
flab—ba,c) = f(a,bc) — f(b,ac),Ya,b,c € V
se llama 2-cociclo de V. Denotamos con Z%;(V,R) al conjunto de 2-cociclos en V.

Lema 4.3.7 ([52]). Sea (g,w) un dlgebra de Lie simpléctica y consideremos su estructura de dlgebra
SI dada por w(ab,c) = w([c,b],a). Entonces, cada 2-cociclo f en Z%;(g,R) define una derivacién & de
g bajo la siguiente formula

f(a,b) = w(da,b) (4.15)
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Comenzamos la prueba de la parte de reduccién del teorema. Sea (n, &) un algebra de Lie simplécti-
ca y e un elemento en el centro de n. Consideramos el subespacio I = Re y el ideal de codimensién
uno I+. Segiin el Lema 4.3.4, el dlgebra de Lie I+ /I es nilpotente y simpléctica. Denotamos con n al

algebra de Lie I /I y w la estructura simpléctica definida por el Lema 4.3.4 La sucesién
0—I—It—B—0

es una sucesiéon exacta de dlgebras SI y de algebras de Lie.

Fijamos una descomposicién de I+ en suma directa de espacios vectoriales I = Re @ n. Para cada
a € n, notamos como (0,a) a los elementos en I+ segiin la descomposicién anterior. Esta descompo-
sicién define un 2-cociclo f del algebra SI (n,w). Dados a,b € n, el producto (0,a)(0,b) en I+ define
f(a,b) tal que

(0,a)(0,b) = (f(a,b),ab).

Aqui denotamos con ab el producto en n dado en el punto 3. del Lema 4.3.4.

Veamos que f € Z2;(n,R), es decir, f(ab—ba,c) = f(a,bc) — f(b,ac) para todo a,b,c € n. Por un
lado, (f(ab — ba,c), (ab— ba)c) = (0,ab — ba)(0, ¢) entonces

(f(ab—ba,c),0) = (0,ab—ba)(0,c)— (0, (ab—ba)c) = (0,ab)(0, c)—(0,ba)(0,c) — (0, (ab—ba)c). (4.16)
Como n es un algebra SI, resulta (ab — ba)c = a(bc) — b(ac). Entonces
(f(ab —ba,c),0) = (0,ab)(0,c) — (0,ba)(0,c) — (0,a(bc)) + (0,b(ac)). (4.17)
Por otro lado,

(f(a,bc),0) = (0,a)(0,bc) — (0,a(bc))
(f(b7 CLC), 0) = (07 b) (07 ac) - (07 b(a ))
= (f(a,bc) — f(b,ac),0) = (0,a)(0,bc) — (0,a(bc)) — (0,b)(0,ac) + (0,b(ac)) (4.18)

)

Comparando (4.17) y (4.18) sélo resta probar que
(0,a)(0,bc) — (0,b)(0,ac) = (0,ab)(0,c) — (0,ba)(0, c). (4.19)

De la definicién, reemplazamos cada producto (0,uv) por su respectivo —(f(u,v),0) + (0,u)(0,v)

teniendo que (4.19) equivale a

_(07 a)(f(b’ C)v 0) + (07 b) - (f(av 6)7 0) = —(f(CL, b)v 0)(07 C) + (f(bv a)v 0)(07 C)' (4'20)

Dado que (f(u,v),0) € Re = Iy (0,w) € I+ cada producto en la igualdad anterior es cero, resultando
vélida la ecuacién (4.19). Luego f(ab — ba,c) = f(a,bc) — f(b,ac) lo cual implica f € Z2,(n,R) como

queriamos probar.
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El algebra de Lie (n,w) es simpléctica y el producto SI en n se define a través de w. Luego del Lema
4.3.7 existe una derivacién 0 de n de manera que f(a,b) = w(da,b) para todo a,b € n. Escribiremos el
corchete de Lie de n en funcién del corchete de Lie de n. Probaremos luego que § es una derivacién
nilpotente de n.

Sea d € ntal que w((\, a),d) = A. Este d es tinico una vez fijado el espacio n complementario a Re en
It yaqued € nt y @(e,d) = 1. El dlgebra i descompone como suma directa it = Rd® I+ = Rd®Redn.
Hallaremos férmulas para d(0,a), (0,a)d con a € n; de aqui en mas notamos con a y b a los elementos
(0,a) y (0,b) de I' respectivamente siempre que a y b pertenezcan a n.

De la definicién de f y por la manera que fue elegido d se tiene para todo a, b € n,
&(ad,b) = &((f(a,b) — f(b,a),ab - ba),d) = f(a,b) — f(b,a) = w((3 +0*)a,b).

También,
W(ad,e) =0, y @(ad,d)= A

Como @ es no degenerada y A es lineal en a
ad = (0 +6")a+ p(a)e, pen”. (4.21)
De la misma forma, como [a,d] € I+ y
—w(b, [a,d]) = &([a, d], b) = w(ab,d) = w((f(a,b), (0,a)(0,0)),d) = f(a,b) = w(da,b)

resulta

[a,d] = da +1(a)e, para algin ¢ € n* (4.22)

De (4.21) y (4.22)
da = ad — [a,d] = 6"a+ (¢ — ¢)(a)e

y puesto que @(da,d) = —w(a,[d,d]) = 0 las funcionales lineales 1) y ¢ coinciden. Para calcular ¢

observemos que
o(d?,a) = @([d, a],d) = —&([a,d], d) = —&(6a + ¢(a)e,d) = —p(a).

Por lo tanto ¢ = —1,2@. El elemento d? € n, en efecto, @(d?,d) = 0.
Resumiendo, escribimos a i como suma directa n = Rd @ n @ Re donde n es un algebra de Lie

simpléctica nilpotente, dados = + e, 2’ + Ne € I+ = n ® Re, el corchete es

[z +Xe,2’ + N1 = [z+Xe, 2" + N]a = (z+ Xe)(2' + Ne) — (2’ + Ne)(x + Xe)

= a2’ —2'x = (f(x,2)) — f(2,2),[z,2]n)
de lo cual se deduce
[+ Xe, 2’ + N1 = (w(dz,2") —w(d2',2)) e+ [z,2']n = Bs(z,2")e + [z, 2']n
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siendo Bs(z,x') = w ((§ + 6*)x, 2'). Observemos que dfs = 0; luego I+ es la extensién central de n
por Ss.
Ademés, I+ es un ideal de codimensién uno de f y la accién de d en I+ estd dada por el corchete

de Lie en n, que, por (4.21) y ecuaciones subsiguientes es
[d,als = —da+ 1pw(a)e Yaen 'y [de]=0.
La relacién entre el corchete de Lie en n y el de n, esto es, dados z,2' € n
[z,2']a = (f(z,2") — f(2',2)) e+ [z, 2]n.
Notamos con ady la derivacién interior de n definida por d. La igualdad
adgla, blz = [adga, b]z + [a,adq bz

implica que ¢ verifica la ecuacién (4.9).

Afirmamos que en n se verifica
adka = (~1)*{6%a — w(d? 6*ta e} (4.23)

paratodoa eny k> 1.
En efecto, la regla es vélida para k = 1 por lo visto anteriormente. Inductivamente, la suponemos

valida para k > 1, entonces

ad™a = [d,ad}al; = [d, (—1)"{%a — w(d? 6" a)e}]n
= (=D¥[d,6%alz = (—D)F (=6 a + @ (d?, 6%a) e).

De aqui en mas denotaremos z al elemento d? de n.

Dado que n es nilpotente existe un natural k tal que ad'd‘: a = 0 para todo a € n. Luego, por la
ecuacion (4.23), 6Fa = 0 Va € n y 6 resulta una derivacién nilpotente. Como n es un subcociente de @t
es también un algebra de Lie nilpotente con indice de nilpotencia menor o igual que k.

En particular, si n es k-pasos nilpotente, entonces los indices de nilpotencia de n y § son menores
o iguales que k.

Queda asi finalizada la prueba de la parte de reduccién del Teorema de Doble Extension.

Como consecuencia de este teorema, toda algebra de Lie nilpotente simpléctica (n, @) de dimensién
2m es doble extensién de una édlgebra de Lie nilpotente simpléctica (n,w) de dimensién 2m—2. Es decir,
para toda par (n,&) como recién, existe un &dlgebra de Lie nilpotente n, una estructura simpléctica
w en n, una derivacién nilpotente 0 de n satisfaciendo (4.9) y un elemento z € n de manera que

(ﬁ,a)) = (n,w)(g’z.
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Observacién 4.3.8. Supongamos que (1, @) = (n,w)s .. Entonces si 0 es abeliana, n también y 6 es
la derivacion nula.

Por otro lado se desprende de la ultima parte de la prueba que si n es 2-pasos nilpotente, entonces
nyd son alo sumo 2-pasos nilpotentes. En este caso, la ecuacion (4.23) implica que z € Im 5t.

Un camino a la clasificacion de las dlgebras de Lie 2-pasos nilpotente simplécticas de dimension

ocho es extender tales dlgebras de dimension seis, variando la eleccion de la derivacion 6 y z € n.

Estas ideas de doble extensién no sélo se pueden observar en los trabajos de Medina, Revoy
y Dardié antes mencionados, sino también Guan en [31] presenta ideas de extensién y reduccién
de algebras nilpotentes simplécticas. Comparando ambos, la desarrollada por Guan coincide con la

introducida por Medina y Revoy pero para el caso particular z = 0.

A través de la reduccién de las dlgebras de Lie V,, del Ejemplo 4.1.5 construimos una nueva familia

de algebras de Lie simplécticas nilpotentes.

Familia de algebras de Lie nilpotentes simplécticas.

Para cada k fijo, el dlgebra de Lie Vo, es filiforme y tiene una base {e1, ..., eg;} donde los corchetes
no nulos son
(j—i)ei_w- st 147 <2k
[es, €5] = o
0 st 1+7 > 2k

Adems4s la 2-forma
wor = (2k — 1e' Ae? 4+ (2k —3)e2 A el 4o b A bt (4.24)

define una estructura simpéctica en Vo, ([2]).

Consideramos en Vs el elemento e = #_11 ear. € 3(Var). Aplicaremos la parte de reduccién del
Teorema 4.3.1 con los elementos n = Vo, e = ﬁ €9}

Notamos con I el espacio generado por e, I = Re C 3(Var). Segtin (4.24), I+ = span{ea, ..., e}
Descomponemos I+ = span{es, ..., en_1} ® Regy y consideramos el dlgebra de Lie n = I'+/1.

Para todo z € ny A € R, wor(Ae + x,e1) = %wzk(egk,el) = \. Entonces d = e;. Igualando

wor(d?,y) = war([d, y], d) para todo y € Vs, obtenemos que

o (2k—2)(2k—1)
N
La derivacién de n estd dada por 6(-) = —adg(") + 57 te2w(-) eay, explicitamente

d(ei) =

—(i—1) e 2<i<2k—2
0 i=2k—1

Notar que § es 2k — 4 pasos nilpotente. Una base del cociente n = I/ es {ea+1,...,e95-1+1}.

Definiendo z; = e;41 + I, i = 1,...,2k — 2 presentamos esa base como {x1,...,zon} , m=k—1,y
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los corchetes no nulos son

(s, 5] = { (J = @) Tigjt1, SZ: Z +]: <2m (4.25)
0 stt+7>2m
Ademss la estructura simpléctica reducida se escribe en esa base de la siguiente manera:
Qom = (2m — Dzt Az®™ + (2m — 3)a? Az? L 4. f 2™ A ™ (4.26)
La derivacién § en la misma base es §(z;) = —ix;y1 81 1 <i <m—1y §(rey) = 0. Denotamos s,

al algebra con corchetes como en (4.25). Por el Teorema de Doble Extension Vy(,,41) es la extension
de Og, por la derivacién (4.26) y tomando z = 2m(2m + 1) z1/(2m — 1).

Observemos que probar de manera directa que 29, es cerrada en O, no es trivial. Sin embargo,
habiendo construido €23, como forma simpléctica reducida, el teorema garantiza que es una 2-forma
cerrada.

En la base {z;}?™, el centro es 3(Oan) = span{xam—1,Tom }. En particular, Oz, no es filiforme.
Ademas, Qg = O2m12/3(02m+2)-

En lo que sigue, veremos que las algebras de O de dimension < 8 son dlgebras complejas. Comen-
zamos con la definicién de este tipo de estructuras en dlgebras de Lie.

Una estructura casi compleja en un algebra de Lie g es un endomorfismo J : g — g de manera

que J? = — idg. La estructura casi compleja en g se dice compleja si
Jx,y] = [Jz,y] + [z, Jy] + J[Jx, Jy], para todos z,y € g. (4.27)

En este caso, el Teorema de Newlander-Nirenberg implica que la nilvariedad I'\G es una variedad
compleja [56].
Observemos que toda algebra de Lie g que admite una estructura casi compleja tiene dimensién

par.

Ejemplo 4.3.9. Las dlgebras de Lie abelianas admiten estructuras complejas ya que todo endomor-
fismo J : R?*™ — R?" tal que J? = —idgen, satisface (4.27).

Proposicion 4.3.10. Para cada m < 4, Oy, es un dlgebra de Lie compleja.

Prueba. Para m = 1, Os es abeliana de dimensiéon dos que admite estructuras complejas. Notemos
que O4 ~ R @® by donde b es el dlgebra de Heisenberg de dimension tres.

Sea {:z:l}?fl la base de Oy, dada arriba. Para cada m = 2, 3,4 definimos un endomorfismo J que

claramente verifica J? = —id:
m=2 : Jr1 = —xo, Jr3 = x4.
m=3 : Jx1 = —xo, Jrg = x4, Jx5 = T§6.
1 1
m=4 : Jxr1 = —x9, Jr3 = 14, JZL’5:.1‘6—§$8, Jrr = 53:8.
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Cuentas canénicas dan que para cada m, el corchete de Lie de Oy, y J satisfacen (4.15). |

Esta familia de dlgebras de Lie simplécticas permite llegar a algunas conclusiones sobre el método
de doble extension. En primer lugar, vemos que la familia de algebras de Lie filiforme no es cerrada
bajo este procedimiento. En efecto, las dlgebras en V son filiformes mientras que las de O no lo son.

Por otro lado, el procedimiento de extensiéon no preserva estructuras complejas. Vimos que Og;p,
es compleja si m < 4. Sin embargo sus extensiones Vy(,,41) no lo son puesto que las élgebras de Lie

filiformes no admiten estructuras complejas [28].
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Capitulo 5

Conclusiones

Como bien se expresa en el titulo del trabajo, a lo largo de la Tesis hemos estudiado las nilvariedades
desde su cohomologia y con ello intentamos comprender mejor el comportamiento de las estructuras
simplécticas en las mismas. Este estudio se encara desde las dlgebras de Lie nilpotentes utilizando
fuertemente en todo momento el teorema de Nomizu [58].

La parte cohomoldgica abarca la definicién y estudio de la cohomologia intermedia de las algebras
de Lie nilpotentes y es objeto de estudio en los Capitulos 2 y 3.

En el Capitulo 2 establecemos la definicién de cohomologia intermedia a través de herramientas
del algebra homoldgica como las sucesiones espectrales que surgen de una filtracién. En las dlgebras de
Lie nilpotentes tomamos la filtracién candénica dada por los anuladores de la serie central descendente
y a partir de ella logramos escribir los grupos de cohomologia del dlgebra de Lie n como suma de los
grupos de cohomologia intermedia, refindndola.

Realizamos el cdlculo explicito de esta nueva cohomologia en las dlgebras de Lie nilpotentes de
dimensiéon < 6, la cual se encuentra en la Seccion 2.4. De la observacién de las tablas expuestas se
pueden llegar a diferentes conclusiones. En primer lugar, que hay algebras de Lie nilpotentes que
tienen igual cohomologia intermedia sin ser isomorfas, mas precisamente teniendo centros de diferente
dimension. Por otro lado, vemos que las tablas de dimensién seis correspondientes a las dlgebras niimero
(7) v (8) coinciden (pagina 38) y sin embargo la primera no admite estructuras complejas mientras
que la segunda si lo hace. Es decir la cohomologia intermedia no detecta este tipo de estructuras.

Con respecto a propiedades de la cohomologia intermedia, probamos en el Teorema 2.2.6 cémo se
comporta la misma cuando el dlgebra nilpotente n es suma directa de un factor abeliano y un algebra

de Lie nilpotente b.

La forma en que se define la cohomologia intermedia a través de una filtracion natural de un
complejo de cocadenas, propone el estudio futuro de diferentes filtraciones en complejos conocidos.
Por ejemplo la filtracion analoga a la trabajada en dlgebras de Lie nilpotentes complejas. Esto brinda

de manera similar una descomposicién de la cohomologia de Dolbeault del dlgebra de Lie.
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Al inicio del Capitulo 3 damos una aplicacién de la cohomologia intermedia en el Teorema 3.1.3.
Este resultado introduce una obstruccién cohomoldgica para la existencia de estructuras simplécticas,
precisamente si un dlgebra de Lie nilpotente n admite alguna estructura de este tipo, entonces el grupo
de cohomologia intermedia ng(n) es no nulo. Un contraejemplo al resultado reciproco de este teorema
se encuentra en el Ejemplo 3.1.6 donde mostramos que en las dlgebras de Lie 3-pasos nilpotentes libres
en m generadores n,, 3 vale Egg2(nm73) # 0 pero no admiten estructuras simplécticas (resultado incluido
en la Seccién 2.4).

En la Seccién 3.2 probamos en el Corolario 3.2.4 que las dlgebras de Lie nilpotentes reales que son
nilradicales de las subalgebras de Borel de las algebras de Lie clasicas simples complejas no admiten
estructuras simplécticas. Entre ellas, el édlgebra de Lie t(n,R) de matrices triangulares superiores
estrictas. El mismo se deduce del Teorema 3.2.3 en el que se determina la nulidad de E%? en los
nilradicales mencionados. Para la prueba del teorema fue necesario un profundo analisis de los sistemas
de raices de las algebras de Lie simples complejas. LLos mismos dan una estructura de algebra graduada
a dichos nilradicales y develan el comportamiento de la diferencial del dlgebra de Lie con respecto a
la filtracién natural, como se explicita en (3.3). Cada familia de algebras de Lie simples complejas
A,B,C,D fue tratada de manera diferente en funciéon de la dificultad que imponian los sistemas de
raices que las definen.

El Teorema 3.2.3 puede generalizarse a una familia mayor de dlgebras de Lie graduadas. En efecto,
el andlisis hecho en la Seccién 3.2 y sus preliminares correspondientes (Seccién 1.3) sobre el com-
portamiento de la diferencial con respecto a los sistemas de raices y la graduacién del algebra de
Lie nilpotente pueden generalizarse a algebras de Lie graduadas cuyas graduaciones verifiquen reglas
similares a dichos sistemas de raices.

En la Seccién 3.3 caracterizamos el término Eg&? para las algebras de Lie métricas 2-pasos nilpo-
tentes en funcién del Laplaciano que la métrica define. Esta caracterizacién junto con resultados en
el trabajo de Isabel Dotti y Paulo Tirao [21] nos permite probar el Teorema 3.3.10 que establece la
equivalencia entre la existencia de estructuras simplécticas y la no nulidad del término de cohomo-
logia intermedia E3%? en la familia de algebras de Lie de tipo Heisenberg (tipo H). Concluimos que la
reciproca del Teorema 3.1.3 es valida si nos restringimos a esa familia.

A partir de lo obtenido en este capiulo, una continuacién posible seria encontrar relaciones entre
términos de cohomologia itermedia y diferentes formas diferenciales que tengan relevancia geométrica
o algebraica. Por ejemplo, las 3-formas trabajadas por Hitchin [35], las formas que aparecen en en los

grupos de Lie con métricas SKT ([23] y sus referencias), entre otras.

Los resultados sobre estructuras simplécticas nos llevaron a investigar las estructuras simplécticas
en algebras de Lie nilpotentes independientemente de la cohomologia intermedia. Este estudio se

encuentra desarrollado en el Ultimo capitulo del trabajo.
En la Seccion 4.1, concluimos que no hay una cota superior sobre el grado de solubilidad de las
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algebras de Lie nilpotentes simplécticas. Especificamente, para cada p hay un algebra de Lie nilpotente
simpléctica con grado de solubilidad > p. Esta pregunta tiene relacién con la planteada por Guan en
[31]. Estudiando los ejemplos de dlgebras de Lie nilpotentes de la bibliografia mostramos este resultado
con los ejemplos de Vergne [68] en la Proposicién 4.1.10.

En la Seccién 4.2 estudiamos el problema de existencia de estructuras simplécticas en algebras de
Lie nilpotentes libres dando una respuesta completa a este problema con el Teorema 4.2.4. Segun el
trabajo de Benson y Gordon en [4], un dlgebra de Lie nilpotente simpléctica debe tener dimensién del
centro menor o igual que la codimensién del conmutador. Traducimos esta condicion para las dlgebras
de Lie nilpotentes y sus extensiones centrales en el Corolario 4.2.3. La prueba del teorema se obtiene
con el estudio de la dimensién del centro de las algebras de Lie nilpotentes mediante las bases de Hall.

Los resultados obtenidos en las familias de nilradicales de subdlgebras de Borel, las dlgebras tipo
H y las algebras de Lie nilpotentes libres son de no existencia de estructuras simplécticas salvo en
los elementos de dimensiones bajas. Esto nos lleva a interesarnos en los métodos de construcciéon de
algebras de Lie nilpotentes simplécticas.

En la Seccion 4.3 estudiamos el método de doble extension simpléctica que se encuentra trabajado
por Dardié, Revoy y Medina en [13] y [52]. A través del mismo contruimos una nueva familia O de
algebras de Lie nilpotentes simplécticas. Concluimos que algunas estructuras de las dlgebras de Lie
nilpotentes no se preservan por este método.

Por un lado, observamos que la familia de algebras de Lie filiformes no es cerrada por la doble
extension: reduciendo la familia V trabajada en el Ejemplo 4.1.5 con grado méaximo de nilpotencia,
obtuvimos la familia O cuyas algebras de Lie tienen centro de dimensién dos y por lo tanto no son
filiformes.

Por otro lado, probamos que las estructuras complejas tampoco son preservadas por esta doble
extension. En efecto mostramos que las dlgebras de Lie Oy, son complejas si m < 4 (ver Proposicién
4.3.10) mientras que las dlgebras de Lie de las que provienen no lo son ya que las dlgebras de Lie

filiformes no son complejas por un resultado de Goze [28].

La familia construida O y la doble extensiéon como herramienta introducen diferentes interrogantes.
En primer lugar interesa estudiar si toda la familia O es compleja. En ese caso esta familia se sumaria
a los ejemplos de algebras simplécticas que admiten estructuras complejas no compatibles.

En segundo lugar, relacionamos a O con el estudio de la cohomologia arménica (ver [74, 7] y
sus referencias); especificamente con variedades compactas simplécticas flezibles. Hasta el momento
estd bien entendido el estudio de esta cohomologia en dimensién < 6 (ver también [72]) y estd dada la
clasificacién de las nilvariedades flexibles de dimensién 6 en [38]. En la misma se observa que Og y Vg
son algebras nilpotentes que dan lugar a nilvariedades flexibles. Una pregunta natural es si todos los
elementos de O y/o V también lo son. De esa forma se contribuye a la comprensién de esta cohomologia
en dimensiones mayores.

Un problema que surgié al estudiar la doble extension y queda abierto a futuros trabajos es la
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clasificacién de las algebras de Lie nilpotentes simplécticas de dimension 8 o una subfamilia de ellas.
Siguiendo el Teorema 4.3.1, encarar esta clasificacién desde el método de doble extensién implica tomar
un algebra de Lie nilpotente n que sea simpléctica (clasificadas en [27]) y realizar la extensién variando
los parametros w, estructura simpléctica en n, § derivacién nilpotente y z un elemento de n.

Este problema, a pesar de parecer sencillo en lo tedrico, es poco manejable desde el punto de vista
de la clasificacién pues partiendo de distintas algebras puede llegarse a la misma. Ademaés la variacién

de los pardmetros w, J, z hace muy grande el problema computacionalmente.
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