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Contextualizacio

Contexto

m Ja vimos algumas possibilidades em termos de planejamento e
andlise de experimentos fatoriais ndo hierarquicos.

m Fatores n3o hierdrquicos: os niveis do fator B, para cada nivel do
fator A, s3o os mesmos.

m Exemplo: Fator A: temperatura (°C): (15,20,25), Fator B pressdo
(MPa): (100,120,140).

m Em alguns casos os niveis dos fatores s3o similares mas, ndo
exatamente os mesmos. Neste caso existe uma hierarquia entre os
fatores e a andlise é diferente de quando os fatores n3o sio

hierarquicos.
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Exemplo 16

m Considere que uma companhia compra a matéria prima necessaria
para desenvolver seus processos industriais de 3 diferentes
fornecedores. A companhia deseja verificar se a pureza das matérias
primas difere ou n3o entre os fornecedores. Dispde-se de quatro
amostras de matéria prima de cada forneceder e 3 medidas da

pureza foram realizadas em cada amostra.
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Representacao dos dados do Exemplo 16
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Contextualizacio

Cont. Exemplo 16

m Este é um exemplo de um experimento hierdrquico de dois estagios

(dois fatores).

m As amostras de matéria-prima est3o hierarquizadas (encaixadas)

dentro de cada fornecedor.

m Note que cada amostra € linica, portanto, os niveis desse fator ndo

sdo os mesmos ao longo dos fornecedores.

m Assim, trata-se de um experimento (fatorial) hierdrquico.
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Modelo (geral) efeitos fixos - casela de referéncia

Yik = p+ ai + By + &k
i=1,2, ...,a(Fator A);j=1,2,...,b(Fator B); k = 1,2, ..., n(repeti¢cdo)
® ik N(0, 02).
o = 61(,') = O,VI

m No exemplo exemplo:

B = (i, a2, a3, Bo(1), Ba(1), Ba1)s Ba(2)s B3(2)s Ba(2)s Ba(3)s Ba3)s Ba(3))-
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Modelo (geral) efeitos aleatdrios

Yijk = p+ ai + Bjiy + &k
i=1,2,.., a(Fator A);j=1,2,...,b(Fator B); k = 1,2, ..., n(repeti¢cdo)
m f,J N(0, 0?).

d

m o "N N(0,02), By "~ N(0, 03)
® (jj)k, @i, Bj(i) mutuamente independentes Vi, j, k

m No exemplo exemplo 3 = (u).
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Contextualizacio

Modelo (geral) efeitos mistos - casela de referéncia

Yik = 1+ i + By + &k
i=1,2, ...,a(Fator A);j=1,2,...,b(Fator B); k = 1,2, ..., n(repeti¢cdo)
® ik N(0, 0?).
m a; =0, B Ll N(O,a%). Em nosso exmplo: 3 = (i, az, a3)
= Ouaq; & N(0,02), B1(7y = 0,Vi. Em nosso exemplo:
B = (B2q1), B3(1) Baqr)> B2(2)> B3(2)> Ba2)> B2(3)> B3(3)» Ba3))-
® §(jj)k, i mutuamente independentes Vi, j, k ou &k, Bj(i
mutuamente independentes Vi, j, k
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Comentarios

m Exercicio: obter as estruturas de covariancia para cada

modelo.

m A decomposicido das somas de quadrados é a mesma,

independentemente do modelo utilizado.

m Contudo, as hipdteses de interesse e as estatisticas dos teste mudam

conforme o modelo.

m Mais detalhes veja a pagina 558 do livro do Montgomery.
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Decomposicao das somas de quadrados

n a

SN (Y- V) = 3 (Ve -V 4033 (V- V)

i=1 j=1 k=1 i=1 i=1 j=1

a b n

+ DY (Y ~V;)’

i=1 j=1 k=1

SQT = SQFa+ SQFsa) + SQR




Contextualizacio

Esperanca das somas de quadrados

Esperanca A & B Fixos A Fixo e B aleatério A e B aleatérios
bn Z Qg bn Z a,2
E(QMF,) o? + ';11 o’ + na% + % o’ + na% + bno?
2 — _
a b
nd D o
E(QMFg(a)) o? + ;;71'_:11) o+ na% o+ nafg
E(QMR) a? a? o?
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Tabela de analise de variancia

FV SQ GL QM Estatistica F pvalor
Fator A SQF, a1 QMF, = 224 Fa min(F(fa|Ho), S(fal Ho))
Bdentrode A SQFga  a(b-l) QMFg = (SZ%ZB ] Fg min(F(fg|Ho), S(fg|Ho))
Residuo SQR ab(n-1) QMR = 2R
Total SQT abn-1

FV: fonte de variagdo, SQ: soma de quadrados, Gl: graus de liberdade,
QM: quadrado médio. F(x|Hp),S(x|Hp) fda e fds no ponto x sob Hp,

respectivamente.
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Hipéteses de interesse/Estatistica do Teste

m Ambos os fatores fixos:

Hy : a; =0, Vi vs Hy : pelo menos um pardmetro diferente de 0

Ho : Bjiiy = 0, Vi,j vs Hy : pelo menos um pardmetro diferente de 0

- . MF,
Estatisticas: Respectivamente, F4 = %’)\/’/I’E; Fg = QQM’%A)
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Hipéteses de interesse/Estatistica do Teste (cont.)

m Fator A fixo e fator B aleatério:

Ho : aj =0, Vi vs Hy : pelo menos um pardmetro diferente de 0

HO:U§:0;H1:0%>0

QMF, g = QMFpg(a)

Estatisticas: Respectivamente, F4 = QMFagy = “oMR
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Hipéteses de interesse/Estatistica do Teste (cont.)

m Ambos os fatores aleatérios:

HoZUiZO;H1:Ui>O

Hoio'%:O;H1:0'%>O

e . MF
Estatisticas: Respectivamente, F4 = Q%’lg&); Fg = QQM%A)

Prof. Caio Azevedo

Planejamento e Andlise Estatistica de Experimentos fatoriais hierdrquicos



Contextualizacio

Dados do. Exemplo 16

Fornecedor 1 Fornecedor 2 Fornecedor 3
Por¢cdo de matéria prima 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
1 -2 -2 1 1 0 -1 o0 2 -2 1 3
-1 3 0o 4 -2 4 0 3 4 0 -1 2
0 -4 1 0o -3 2 -2 2 0 2 2 1

Valores relativos a um indice de pureza apds subtrair o valor 93.
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Graficos de perfis médios
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Graficos de perfis médios: por fornecedor

pureza
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Medidas descritivas

Fornecedor ~Amostra  Média DP  Var Minimo Miaximo |CV(%)|
1 1 0,00 1,00 1,00 -1,00 1,00 -
2 -3,00 1,00 1,00 -4,00 -2,00 33,33

3 -0,33 1,53 233 -2,00 1,00 458,26

4 1,67 2,08 4,33 0,00 4,00 124,90

2 5 -1,33 2,08 4,33 -3,00 1,00 156,12
6 2,00 2,00 4,00 0,00 4,00 100,00

7 -1,00 1,00 1,00 -2,00 0,00 100,00

8 1,67 153 233 0,00 3,00 91,65

3 9 2,00 2,00 4,00 0,00 4,00 100,00
10 0,00 2,00 4,00 -2,00 2,00 -

11 0,67 153 233 -1,00 2,00 229,13

12 2,00 1,00 1,00 1,00 3,00 50,00
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Medidas descritivas: por fornecedor

Fornecedor Média DP  Var Minimo Miéximo |CV(%)|
1 -042 215 4,63 -4,00 4,00 516,35
2 0,33 2,15 4,61 -3,00 4,00 643,85
3 1,17 1,70 2,88 -2,00 4,00 145,43
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Comentarios

m A rigor, neste problema, faz sentido:

m Tratar o fator fornecedor como fixo, pois a companhia sé trabalha
com esses 3 fornecedores.
m Tratar o fator amostra como aleatério pois, tem-se interesse na

producdo de cada fornecedor como um todo.

m Vejamos como fica a analise em se tratando ambos os fatores como

fixos e como descrito acima.
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Situacdo 1: Ambos os fatores fixos

m Média para cada amostra dentro de cada fornecedor
E(Yik) = pij = p+ ai + B
m Média para cada fornecedor:

b - - b
pi =52y i = i+ B 1y By = £ 21 Bi)
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Situagdo 2: Fornecedor (fixo) e amostra (aleatério)

m Média para cada amostra dentro de cada fornecedor
E(Yij) = pij = p + aj, pois £(Bj(;)) =0
m Média para cada fornecedor:
pi. = p+ o
m Pode-se pensar no valor predito para cada amostra dentro de cada
fornecedor, ou seja:
Yik = i+ @ + By
m Distribuicdo condicional dado a amostra:

YiulBiciy ~ N(p + i + Biiy, %)
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Aspectos Inferenciais

m Para os modelos de feitos fixos, os estimadores para 3 sdo obtidos
através do método de minimos quadrados, o2 é estimado pelo QMR
e a ANOVA pode ser obtida a partir da decomposicdo das somas de

quadrados.

m Para os modelos de feitos aleatérios (mistos), os estimadores para 8
sdo obtidos, em geral, através do método de maxima
verossimilhanca restrita assim como as componentes de variancia
( 2 d ~ . .d. . d |

o()) (estes podem ou ndo coincidir com os estimadores pelo
método dos momentos). Em muitos casos, também, a ANOVA pode

ser obtida a partor da decomposicdo das somas de quadrados.
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Aspectos Computacionais

m Em nosso contexto:

m Modelos de efeitos fixos: pode-se usar a fun¢do Im tanto para se
obter a ANOVA quanto as estimativas dos pardmetros.

m Modelos de efeitos mistos (aleatérios): pode-se usar a fungdo Im ou
aov, em geral, para se obter a ANOVA. As estimativas dos
pardmetros, em geral, ndo podem ser obtidas utilizando-se a fun¢do

Im. Tem-se que usar a fun¢do Imer, por exemplo.
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ANOVA considerando a Situacdo 1

FV SQ GL QM Estatistica F  pvalor
Fornecedor 15,06 2 7,53 2,85 0,0774
Amostra dentro de fornec. 69,92 9 71,77 2,94 0,0167
Residuo 63,33 24 2,64

H3 efeito de ambos os fatores. Faz sentido comparar as amostras dentro
de cada fornecedor (cautela, depende do interesse da companhia) e os

fornecedores entre si.
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Anilise residual: Sit. 2 (residuo de confundimento minimo)

Least confounded residual studentized

-2 -1 0 1 2
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ANOVA considerando a Situacdo 2

FV SQ GL QM Estatistica F  pvalor
Fornecedor 15,06 2 7,53 0,97 0,4158
Amostra dentro de fornec. 69,92 9 7177 2,94 0,0167
Residuo 63,33 24 2,64

H3 efeito apenas de amostra. Ajustar um modelo reduzido considerando
equivaléncia entre os fornecedores. Note que, como estamos assumindo

uma Unica varidncia para os efeitos aleatérios de todas as amostras, tal

variabilidade é devida a amostras de pelo menos um fornecedor (n3o

necessariamente todos).
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Andlise residual: Sit. 2 - modelo reduzido (RCM)

Least confounded residual studentized
o
L
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Comentarios

m Para ambos os modelos, o ajuste aos dados n3o foi adequado.

m OQutras distribuicdes para a varidvel resposta e para os efeitos
aleatdrios, devem ser usadas.

m H3 variabilidade significativa (nos termos expostos anteriormente)
entre as amostras.

m Os niveis de pureza médios das amostras, entre os fornecedores,

mostraram-se equivalentes a (estimativa, erro-padrdo e IC 95%):

0,36 (0,46)[-0,54;1,27].
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Componentes de variancia

m Pode-se obter estimativas para os componentes de variancia
(0,0%,02) de modo semelhante ao modelo de efeitos aleatérios
(ver pagina 565 do livro do Montgomery).

m Computacionalmente, tais estimativas podem ser obtidas através da

funcdo Imer.
m Em nosso exemplo, temos que 52 = 2,64 e 5/3 =1,71 o que implica

~2

quep—~2+~2*0 40.
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Comentarios

m Caso tivesse sido detectada diferenca dos indices médios de
pureza entre os fornecedores, poderiamos usar a estatistica

dos testes C3.

m Contudo, as estimativas do vetor 3 = (u, a2, a3) devem ser obtidas

usando-se a funcao Imer e n3o a fungdo Im.

m O programa disponibilizado para se realizar o teste C3 tem de ser

adaptado para se usar a saida da fun¢do Imer (fazer as adaptacdes!).
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