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m Objetivo: calcular aproximagdes analiticas numérica para integrais
multivariadas (k-variadas).
b d
m Relembrando: [ (fc f(x,y dx) dy = F(b,d) — F(a,d) —
o 5

F(b,c) + F(a,c), F(x,y) = xdy’ f(x,y) = Byox’ f(x,y).
m Solucdes:

m Aproximagdes analiticas (Laplace).

m Aproximagdes numéricas n3o estocdsticas (Quadratura, Quadratura

adaptativa).
m Aproximagdes numéricas estocdsticas (n3o-iterativas) (Monte Carlo).

m Aproximagdes numéricas estocdsticas iterativas (Monte Carlo via

Cadeias de Markov).
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Aproximacoes analiticas

m Sob certas condi¢cdes, para um dado xq,

F(x) = F(x0) + i (x0)(x—%0) + 5 (x = x0) g5 F(¥0) (x = %0) + R.
m Suponha que desejamos calcular

f f . f fX)dx,x = (xi, ..., Xx). Suponha que existe um

tinico maximo global para f(.).
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Aproximagio de Laplace (AL)

Aproximacdo de Laplace (AL)

m Seja xg 0 maximo global de f(.). Entdo :
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Cont.

m Aproximac¢ado de Laplace:

b1 pb by
/ / / M)
Mf(xo) /b1/ /bk M1 (x—xo) [ %;X,f(xo)](x—xo)dx

= (X°>(\/2WM’ aa’( )>_

x P(XegA)
X ~ Ni(p,X) e A é a regido de integracdo correspondente.
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Caracteristica da AL

m Relativamente rapida.

m Apropriada quando o integrando é unimodal e o maximo pode ser
obtida facilmente (ainda que seja necessario utilziar métodos
numéricos).

m Inapropriada: em integrais multiplas a medida que a dimensao

aumenta e/ou o maximo é complicado de ser obtida.

m Mesmo no caso univariado para fun¢des complicadas: varios

maximos locais, assimetria, etc.




Exemplo: Dirichlet

n (%) = gaay X Y T L = x = y) T ) () La-x(y) =
Faa < YT L= x = y) 01 (X)L (y)

()l (B)r
o) = IS

m Fungdo: f(x) = f01/3 ( 01/3 f(x, y)dy) dx

-1

m Pode-se provar que xp = #;1{_3 €Yo = 3753

m Além disso
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m f(xo) = exp(( — 1) In(x) + (8 — 1) In(y) + (v = 1) In(1 — x — y))).

m h~

aasye ) (2 E) 7T P(0 < X <1/3,0 < X, < 1/3),
X ~ N((x0, ¥0), Z(x0, ¥0))-
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Integragdo por Quadratura

Integracdo por Quadratura

m Substituir (no caso multivarido) o célculo da area sob a curva pela

soma das areas de um nimero finito de paralelepipedos.
m Ponto-chave: Definir os pontos e pesos de quadratura.
m Formas de célculo dos pontos e pesos:

m N3o-adaptativa: mantem-se fixo os pontos e pesos.

m Adaptativa: muda-se os pontos e pesos.




Integragdo por Quadratura

Caracteristicas

m Em geral, na Estatistica, deseja-se calcular
E(w(X)) = f faz . fak w(x)f(x)dx, onde f(.) é alguma fdp.

m Assim, f(.) terd massa relevante em apenas um subconj. de R.

m Define-se um conjunto de pontos, (x11, X12, ..., X1k);
(X1, X22, ooy X2k ); +ei (X1, Xm2y -+, Xmk ) € OS respectivos pesos
associados Ag, Ay, ..., Ak, A = HJ 1ABA = A(x), i =1,2,...,m,
Em geral, os pesos correspondem aos comprimentos dos intervalores
determinados pelos pontos de quadraturas, em cada dimensao.

m Pode-se imaginar que cada ponto corresponde ao valor médio de

intervalos de mesmo comprimento.

Numérica: Fung



Integragdo por Quadratura

Continuacao

m Pontos de Quadratura:

X11 X12 X1k

X21 X21 Xok

Xm1 Xm2 cee Xmk sk
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Integragdo por Quadratura

Continuacao

m A semelhanca do que ocorre no caso univariado, tem-se 0 mesmo
comprimento para cada dimens3o, ou seja

m Comprimentos dos intervaloes de Quadratura:

A A o A

Al A o Ag
A=

Al A o A

mx k

m Assim, tem-se um vetor coluna com todos os elementos iguais a

k
A=T10, A




Integragdo por Quadratura

Continuacao

m Faz-se necessario a constru¢do de uma matriz com todas as k-uplas
possiveis de serem formadas com os pontos de Quadratura de cada
dimens3o. Pelo principio fundamental da contagem temos um total

de m* k-uplas possiveis.

Prof. Caio Azevedo




Integragdo por Quadratura

Continuacao

m Exemplo m=3,k=2

x*
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X11
X11
X11
X21
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X12
X22
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X12
X22

X32

mk x k



Integragdo por Quadratura

Continuacao

m Analogamente, constroi-se um vetor com elementos todos igaus a A,

de dimensdo m* x 1




Integragdo por Quadratura

Continuacao

m Exemplo m=3,k=2

A*

I
> > > > > > > > >

L d mkx1
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Integragdo por Quadratura

m Seja Z o conjunto que contém todas a k-uplas necessdrias.

m Assim

/alb1 /: /akbk w(x)f(x)dx ~ ZAiW(Xi.)f(Xi.)

ieT

em que X; é o vetor que contem a k ésima upla.
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Integragdo por Quadratura

m Existem varias formas de se determinar os pontos e pesos. Em geral,
faz-se, em torno do maximo (moda) de f(.). Pontos timos, em

geral, sdo obtidos através de certos polinémios.

m Polinbmios de Gauss-Hermite, Gauss-Legendre, Jacobi, Legendre,

Gauss-Laguerre etc. Veja Abramowitz & Stegun (1972).




Integragdo por Quadratura

Exemplo: Normal multivariada

m Seja X ~ Ni(p, X).

m Ver programa no arquivo para R.
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Quadratura Adptativa

Quadratura Adptativa

m Atualizagdo dos pontos e pesos de quadratura.
m Nosso interesse continua sendo h = f faz .. fak (x)f(x)dx.
m Algoritmo
m Calcule duas aproximagdes para h (considerando k=2),
S1 = 5(f(x);a,b) =37 Aiw(xi.)f(xi.) e
Sy = S(f(x); a1, (a1 + b1)/2, a2, (a2 + b2)/2) + S(f(x); (a1 +
b1)/2, b1, (a2 + b2)/2, b2) + S(f(x); (a1 + b1)/2, b1, a2, (a2 +
b2)/2) + S(f(x); (a1 + b1)/2, b1, (a2 + b2)/2, b2).
m Calcule e = |51 — S,|.
m Se e < T, pare, caso contrdrio, aplique o passo 1, recursivamente, até

que a precisao requerida seja atingida.
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Quadratura Adptativa

Quadratura Adptativa no R

m Pacote cubature.
m Funacdo adaptintegrate .

m Permite calcular integrais, usando a quadratura adaptativa, para

funcdes pré-definidas pelo usuario, em um dado intervalo.
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Integracdo por Monte Carlo

Integracao por Monte Carlo

m Lei Forte dos Grandes Nimeros: Seja X1, X5, ... uma sequéncia iid,
tal que £(X;) = u,Vi. Defina Y1, Yo, ...,
Vi = g(X:).i = 1,2,...,£(Y;) = £(g(X;)) = h() = p,. Entdo

n

~ 1 q.c.
Y, = Z —Yi Sy
i=1
m Integracdo por Monte Carlo.

Gere um conjunto de m vetores aleatérios i.i.d, digamos x1, X2, ..., Xm.

Calcule h~ 137 w(x;).
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Integracdo por API

Integracao por Amostragem por Importancia

m Muito esforco para simular pontos com massa desprezivel

m Pode ser complicado definir o valor esperado e/ou a distribuicdo
apropriadas.

m Refinar a geragcdo dos nimeros aleatérios: método da amostragem

por importancia.

Prof. Caio Azevedo

Integragdo Numérica: Funges multivariadas



Algoritmo

m Gere uma amostra aleatéria, Xy, ..., X,, de uma densidade candidata

g(.) com o mesmo suporte f(.).

m Assim
=) X)f(x)dx = [ [ [ w(x)ED g(x)dx.

m Construa pesos de importancia

W(X;) =

m Calcule h~ L3°7 W(X;)w(X;)
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90(X1—0,5)2 e—lO(X2+0,1)4

Exemplo: f(x1,x) = e~

. h— f—ll (f—ll 6790(x170,5)26710(X2+0,1)4dxl> dso.

m Primeira abordagem: Integracao por Monte Carlo. simular duas
vairidveis aleatdrias, independente, Uniformes no intervalo [—1,1] e
calcular h~ 237 (X1, xi2).-

m API: simular de duas varidveis aleatérias independentes normais

truncadas no intervalo [—1,1].

2 2
g(X17X2) o e—90(x1—0,5) 6_10(X2+0’1)
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Comparacao: APl x MC

por
&4 ———  Monte Carlo
° valor verdadeiro

/

mhmC
0.19
I

2000 4000 6000 8000 10000
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