Familia de prioris conjugadas e use sequencial do

teorema de Bayes

Prof. Caio Azevedo

Prof. Caio Azevedo



Familia Conjugada

m Sejam
m F = {p(x]0);V 6 € ©}, uma familia de modelos estatisticos
(verossimilhanga).
m p" ={p(0|n) = p(9);VY n € B}, uma familia de prioris, em que n
sdo os hiperparametros associados.
m Dizemos que a familia p* é conjugada a familia F, se
Vp(x|0) € F e p(6) € p* — p(0]x) € p* .
m Na pratica, essencialmente, ao identificar a respectiva
verossimilhanca, em funcdo de €, como sendo correspondente ao
nicleo de alguma familia de distribuicOes, essa familia sera a

respectiva conjugada natural.
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Exemplo: Bernoulli

m Seja X;|0 ~ Bernoulli(#). Temos que:

L(0) = 6™(1 — 6)"* D14 1(6),

que corresponde ao nicleo de uma distribuicao

beta(nx + 1,n(1 — X) 4+ 1). Assim, a distribui¢do beta(a, b) é a

familia conjugada de prioris para o modelo Bernoulli. Obs: Se
1

X ~ beta(a, b) entdo fx(x) = mxa_l(l —x)>" Mg 1y(x)
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Exemplo: exponencial

m Seja X;|0 ~ exp(f). Temos que:

L(0) = 07"~/ 5 o) (6)

que corresponde ao nicleo de uma distribuicdo IG(n — 1, nx). Assim,
a distribui¢cdo 1G(a, b) é a familia conjugada de prioris para o modelo
exponencial. Obs: Se X ~ IG(a, b) entdo

a
fX(X) = @X—(a+l)e—b/x1(07m)(x)
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Exemplo: Poisson

m Seja X;|0 ~ Poisson(#). Temos que:

L(0) = 19_;_61:’_9!11(0’00,(9) x 0™ e "1 (g,00)(0)

que corresponde ao nticleo de uma distribuicdo gama(nx + 1,1/n).
Assim, a distribuigdo gama(a, b) é a familia de prioris conjugadas
para o modelo Poisson. Obs: Se X ~ gama(a, b) entdo

1 a—1_—x
fX(X):bar(a)X le /bll(o,oo)(x)
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Exemplo: Uniforme

m Seja X;|0 i Uo,9). Temos que:

L(0 (9" H 1 © g)(X,

Mas, note que (x = (x1, .., Xp)'):

H Lg(x)=1 « 0<x<0,Vie0<min(x) < max(x) <6
i=1
< 0<y<y,<6

< L0,0)(¥n) L0,y (1) = L(y.0)(¥n) L(0,0)(y1) = 1
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Exemplo: Uniforme

m Logo, temos que:

1 1
L(9) = ﬁl(o,e)(yn)ﬂ(o,yn)(h) o ejﬂ(yn,oo)w)a

que corresponde ao nticleo de uma distribuicdo Pareto(n — 1, y,).

ba
Obs: Se X ~ Pareto(a, b) entdo fx(x) = %ﬂ[bm)(x)
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Exemplo: Normal

m Seja Xi|o2 X N(u,?), (1 conhecido). Temos que
1 u

1
L(c?) = ———e
( ) (27T)n/2 (0_2)n/2

x (07) " e Shlimry

S BT (o)

(0,00)(0—2)

que corresponde ao niicleo de uma distribuicdo

IG(n/2—1,%7, (xi — 1)’ /2). Assim, a distribuicio 1G(a, b) é a
familia conjugada de prioris para o modelo normal com a média
conhecida. Obs: Se X ~ IG(a, b) entdo

fx(x) = @Xﬁ(aﬂ)e*b/xﬂ(o,w)(x)
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Exemplo: Normal

m Seja X;|pu " N(y,02), (0 conhecido). Temos que

1
5 ;€
(27T)n/2 (0'2)”/2

1 n

o 6_72( i:lxi2_2MZ?:1Xi+nM2)]l

L(p) = —or Tl (1)

=r(K)
e g () oc e FE T g (1)

que corresponde ao nicleo de uma distribuicdo N(X,02/n). Assim, a
distribuicdo N(a, b?) é a familia conjugada de prioris para o modelo
normal com a varidncia conhecida. Obs: Se X ~ N(a, b?) entdo

fie(x) = e w0 1y (%)

V2w b?
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Familia Conjugada na familia exponencial

m Dizemos que uma varidvel aleatéria X|0 pertence a familia
exponencial (k paramétrica) se sua distribuicdo puder ser escrita

k
p(x|0) = exp{ > ci(0)t(x) + d(8) p a(x)La(x)
j=1

em que A n3o depende de 6.

m Seja X;|0 S X|0,i=1,...,n, entdo
k n
p(x]|0) = exp ch th xi) + nd(0 Hax, )L a(x)
j=1 i=1
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_FE_Inf_Mest_2S_2022.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_FE_Inf_Mest_2S_2022.pdf

Familia Conjugada na familia exponencial (cont.)

m Neste caso, a familia conjugada de prioris é dada por

k

p(0) = exp > ci(0)ay + Bd(0) ¢ k(B3,)Le(6)

j=1
em que k(3, a) é uma constante de normalizagdo apropriada e

a=(ag,..,a).
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Familia Conjugada na familia exponencial (cont.)

m Consequentemente, a posteriori serd dada por (exercicio):

k

pOIX) = expq > G(0) [0+ b(x)

X k(B4 n o, t)le(0)

+ (B+n)d(0) p x

em que k(3 + n, o, t) é uma constante de normalizac3o apropriada

et= (tl, ey t,,)/.
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Uso sequencial do teorema de Bayes

m Sejam x; = (X1, ..., Xn) € X2 = (Xp41, -+, Xnm)’ amostras de X0,

tomadas sequencialmente e defina x* = (x{, x5)’.
m Dessa forma, temos que
p(x110)p(0)

p(x1)

m Por outro lado, temos que

p(0]x1) = p(x1) = /@ p(x1/8)p(6)d6

PO . [
plolx') = PR () = /@ p(x*(0)p(6)d0
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Uso sequecial do teorema de Bayes (cont.)

m Agora, note que p(x*[0) = p((x1,x3)'|0) = p(x260, x1)p(x16).

Logo, vem que

p(x2|0, x1)p(x1|0)p(0)  p(x2|0, x1) p(x1]0)p(0)

pUOK) = px") S TAx) p()
p(x1)
p(x2]0, x1)
- pOxale@) )
fep(X2|0,x1)Wd0
p(x2|0, x1) p(x2|0, x1)p(f]x1)

= p(0]x1) =

Jo P(x2]0, x1)p(6|x1)d0

p(x2)




