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Distribuição binomial

Dizemos que uma vad (variável aleatória discreta)

Y ∼ binomial(n, p), n ∈ {0, 1, 2, ...}, p ∈ (0, 1) se sua fdp (função

de probabilidade) é dada por:

fY (y) ≡ fY (y , p) ≡ p(y) ≡ p(y , p) =

(
n

y

)
py (1− p)n−y11{0,1,2,...,n}(y)

Temos que sua fgm é dada por:

MY (t) = E(etY ) =
n∑

y=0

ety
(
n

y

)
py (1− p)n−y

=
n∑

y=0

(
n

y

)
(etp)y (1− p)n−y = (1 + etp − p)n
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Distribuição binomial

∂MY (t)

∂t
= np(1 + etp − p)n−1et e

∂2MY (t)

∂t2
=

np
(
(n − 1)(1 + etp − p)n−2e2tp + (1 + etp − p)n−1et

)
.

Logo, E(Y ) =
∂MY (t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= np e

E(Y 2) =
∂2MY (t)

∂t2

∣∣∣∣
t=0

= np(np + 1− p) = n2p2 + np(1− p). Logo

V(Y ) = np(1− p)

Se n = 1, então Y ∼ Bernoulli(p).
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Histogramas da distribuição binomial

0 1 2 3 4

n =  10 , p= 0.1

valores

v
a

lo
re

s

0
5

0
1

0
0

1
5

0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n =  10 , p= 0.5

valores

v
a

lo
re

s

0
2

0
4

0
6

0
8

0
1

0
0

1
2

0

6 7 8 9 10

n =  10 , p= 0.9

valores

v
a

lo
re

s

0
5

0
1

0
0

1
5

0

37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63

n =  100 , p= 0.5

valores

v
a

lo
re

s

0
1

0
2

0
3

0
4

0
5

0

Prof. Caio Azevedo
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Distribuição de Poisson

Dizemos que uma vad Y ∼ Poisson(λ), λ ∈ (0,∞) se sua fdp é

dada por:

fY (y) =
e−λλy

y !
11{0,1,2,...,}(y)

Temos que sua fgm é dada por:

MY (t) = E(etY ) =
∞∑
y=0

ety
e−λλy

y !

= e−λ
∞∑
y=0

(etλ)y

y !
= e−λee

tλ = eλ(et−1)
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Distribuição de Poisson

∂MY (t)

∂t
= λeλ(et−1)+t e

∂2MY (t)

∂t2
= λ(λet + 1)eλ(et−1)+t .

Logo, E(Y ) =
∂MY (t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= λ e E(Y 2) =
∂2MY (t)

∂t2

∣∣∣∣
t=0

= λ+ λ2.

Logo V(Y ) = λ

Prof. Caio Azevedo
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Histogramas da distribuição de Poisson
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Distribuição geométrica

Dizemos que uma vadY ∼ geométrica(p), p ∈ (0, 1) se sua fdp é

dada por:

fY (y) = p(1− p)y11{0,1,2,...,}(y)

Temos que sua fgm é dada por:

MY (t) = E(etY ) =
∞∑
y=0

etyp(1− p)y = p
∞∑
y=0

(et(1− p))y

=
p

1− et(1− p)
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Distribuição geométrica

∂MY (t)

∂t
= − (p − 1)pet

((p − 1)et + 1)2
e

∂2MY (t)

∂t2
=

(p − 1)pet((p − 1)et − 1)

((p − 1)et + 1)3
.

Logo, E(Y ) =
∂MY (t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
1− p

p
e

E(Y 2) =
∂2MY (t)

∂t2

∣∣∣∣
t=0

=
1− p2

p2
. Logo V(Y ) =

1− p

p2
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Histogramas da distribuição geométrica
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Distribuição hipergeométrica

Dizemos que uma vad (variável aleatória discreta)

Y ∼ hipergeométrica(N,A, n), N ∈ {1, 2, ...}, A ∈ {0, 1, ..,N} e

n ∈ {0, 1, ...,N} se sua fdp (função de probabilidade) é dada por:

fY (y) =

(
A
y

)(
N−A
n−y
)(

N
y

) 11{a,...,b}(y)

em que a = max{0, n − N + A} e b = min{n,A}, embora, na

prática, trabalhemos com a = 0 e b = n.
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Distribuição multinomial

Dizemos que um vetor aleatório

Y = (Y1, ...,Yk)′ ∼ multinomial(n,p∗), p∗ = (p1, ..., pk)′,∑k
i=1 pi = 1, pi ∈ (0, 1),∀i ,

∑k
i=1 yi = n, yi ∈ {0, 1, ..., n}, ou

Y = (Y1, ...,Yk−1)′ ∼ multinomial(n,p), p = (p1, ..., pk−1)′,∑k
i=1 pi < 1, pi ∈ (0, 1),∀i ,

∑k−1
i=1 yi < n, yi ∈ {0, 1, ..., n},∀i , se

sua fdp é dada por (em que A é o suporte da distribuição,

pk = 1−
∑k−1

i=1 pi , yk = n −
∑k−1

i=1 yi ):
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Distribuição multinomial

fY (y) =
n!∏k
i=1 yi !

(
k∏

i=1

pi

)
11A(y)

=
n!∏k
i=1 yi !

(
k∏

i=1

pi

)
11{0,1,...,n}(y1)11{0,1,...,n−y1}(y2)× ...

× 11{0,1,...,n−
∑k−2

i=1 yi}(yk−1)

Yi ∼ binomial(n, pi ), i = 1, ..., n.
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Distribuição multinomial

Função geradora de momentos (t = (t1, ..., tk−1)′)

MY (t) =
n∑

y1=0

n−y1∑
y2=0

...

n−
∑k−2

i=1 yi∑
yk−1=0

n!∏k−1
i=1 yi !(n −

∑k−1
i=1 yi )!

k−1∏
i=1

(pie
ti )yipykk

=

(
k−1∑
i=1

pie
ti + pxkk

)n

∂2

∂ti∂tj
MY (t) = n(n − 1)pie

ti
[
pie

ti + pje
tj + 1− pi − pj

]
pje

tj .
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Distribuição multinomial

Assim E(YiYj) =
∂2

∂ti∂tj
MY (t)

∣∣∣∣
t=0

= n(n − 1)pipj .

Cov(Yi ,Yj) = E(YiYj)− E(Yi )E(Yj) = n(n − 1)pipj − n2pipj =

−npipj .

Corre(Yi ,Yj) =
Cov(Yi ,Yj)

DP(Yi )DP(Yj)
= − pipj√

pi (1− pi )pj(1− pj)

Exerćıcio: obtenha os estimadores de MV dos parâmetros da

multinomial. Dica: utilize multiplicadores de Lagrange.
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