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Resultados assintóticos

Lembremo-nos que a notação AEi , indica que fora realizada

amostragem estratificada com seleção com reposição (i=1) e sem

reposição (i=2), em cada estrato.

Eventualmente, podemos utilizar as seguintes outras notações:

AEi (pr),AEi (un),AEi (ot).

Sabemos que, independentemente da forma como se seleciona as

amostras em cada estrato e do tipo de alocação, o estimador µ̂es é

não viciado, mudando apenas a forma de sua variâncias

(consequentemente, a forma do estimador de sua variância).
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Resultados assintóticos

Sempre que o entendimento não for comprometido, apresentaremos

os resultados de uma forma genérica (sem considerar uma forma de

alocação espećıfica), para cada um dos modos de selecionar

amostras dentro de cada estrato (AASc , AASs).

Precisamos que nh e Nh, h = 1, 2, ...,H sejam suficientemente

grandes, para a validade dos resultados assintóticos.

Pode-se provar que (consistência)

µ̂es
P−−−−−−−→

nh→∞,
Nh−nh→∞,
h=1,2,...,H

µ
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Resultados assintóticos

Por outro lado, lembremos que VAE1 (µ̂es) =
∑H

h=1 W
2
h
σ2
h

nh
e

VAE2 (µ̂es) =
∑H

h=1 W
2
h (1− fh)

s2
h

nh
.

Os respectivos estimadores não viciados das variâncias acima são

dados por:

V̂AE1 (µ̂es) =
H∑

h=1

W 2
h

σ̂2
h

nh
; V̂AE2 (µ̂es) =

H∑
h=1

W 2
h (1− fh)

ŝ2
h

nh
, em que

σ̂2
h = ŝ2

h =
1

nh − 1

n∑
i=1

(Yi − µ̂h)2
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Estimativas

µ̃es =
∑H

h=1 Whµ̃h, em que µ̃h = 1
nh

∑
i∈sh yhi , e

sh = {kh1, kh2, .., khnh}.

σ̃2
h = s̃2

h = 1
nh−1

∑
i∈sh (yhi − µ̃h)2.
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Resultados assintóticos

Pode-se provar que (consistência)

σ̂2
h

P−−−−−−−→
nh→∞,

Nh−nh→∞,
h=1,2,...,H

σ2
h, s

2
h

Por outro lado, temos que (convergência em distribuição)

µ̂es − µ√∑H
h=1 W

2
h σ

2
h/nh

D−−−−−−−→
nh→∞,

Nh−nh→∞,
h=1,2,...,H

N(0, 1)

µ̂es − µ√∑H
h=1 W

2
h (1− fh)s2

h/nh

D−−−−−−−→
nh→∞,

Nh−nh→∞,
h=1,2,...,H

N(0, 1)
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Resultados assintóticos

Consequentemente, vem que (AASc e AASs , respectivamente, em

cada estrato)

µ̂es − µ√∑H
h=1 W

2
h σ̂

2
h/n

=
µ̂es − µ√∑H
h=1 W

2
h σ

2
h/nh

√∑H
h=1 W

2
h σ̂

2
h/nh√∑H

h=1 W
2
h σ

2
h/nh

D−−−−−−−→
nh→∞,

Nh−nh→∞,
h=1,2,...,H

N(0, 1)
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Resultados assintóticos

µ̂es − µ√∑H
h=1 W

2
h (1− fh)ŝ2

h/n
=

µ̂es − µ√∑H
h=1 W

2
h (1− fh)s2

h/n

×

√∑H
h=1 W

2
h (1− fh)ŝ2

h/n√∑H
h=1 W

2
h (1− fh)s2

h/n

D−−−−−−−→
nh→∞,

Nh−nh→∞,
h=1,2,...,H

N(0, 1)
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Intervalo de Confiança

Assim, intervalos de confiança (assintóticos) com coeficiente de

confiança de aproximadamente γ são dados, respectivamente (AASc

e AASs), por

IC (µ, γ) ≈

µ̂es − zγ

√√√√ H∑
h=1

W 2
h

σ̂2
h

nh
; µ̂es + zγ

√√√√ H∑
h=1

W 2
h

σ̂2
h

nh



IC (µ, γ) ≈

µ̂es − zγ

√√√√ H∑
h=1

W 2
h (1− fh)

ŝ2
h

nh
; µ̂es + zγ

√√√√ H∑
h=1

W 2
h (1− fh)

ŝ2
h

nh


em que P (Z ≤ zγ) = 1+γ

2 e Z ∼ N(0, 1).

Erros da estimativa: zγ

√∑H
h=1 W

2
h
σ̂2
h

nh
e zγ

√∑H
h=1 W

2
h (1− fh)

ŝ2
h

nh
.
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Testes de Hipótese (AASc)

Hipóteses usuais (µ0 conhecido)

1 H0 : µ = µ0 vs H1 : µ < µ0.

2 H0 : µ = µ0 vs H1 : µ > µ0.

3 H0 : µ = µ0 vs H1 : µ 6= µ0.

(AASc em cada estrato) Estat́ıstica do teste Zt = µ̂es−µ0√∑H
h=1 W

2
h

σ̂2
h

nh

.

Sob H0, vimos que Zt ≈ N(0, 1), para n e N-n suficientemente

grandes.

Defina zt = µ̃es−µ0√∑H
h=1 W

2
h

σ̃2
h

nh

o valor calculado da estat́ıstica do teste e

zc o(s) valor(es) cŕıtico(s).

Defina ainda Z ∼ N(0, 1).
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Testes de Hipótese (AASs)

Hipóteses usuais (µ0 conhecido)

1 H0 : µ = µ0 vs H1 : µ < µ0.

2 H0 : µ = µ0 vs H1 : µ > µ0.

3 H0 : µ = µ0 vs H1 : µ 6= µ0.

(AASs em cada estrato) Estat́ıstica do teste Zt = µ̂es−µ0√∑H
h=1 W

2
h (1−fh)

ŝ2
h
nh

.

Sob H0, vimos que Zt ≈ N(0, 1), para n e N-n suficientemente

grandes.

Defina zt = µ̃es−µ0√∑H
h=1 W

2
h (1−fh)

s̃2
h
nh

o valor calculado da estat́ıstica do

teste e zc o(s) valor(es) cŕıtico(s).

Defina ainda Z ∼ N(0, 1).
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Testes de Hipótese

Procedimento para testar o conjunto de hipóteses [1]

Valor cŕıtico

P(Z ≤ zc |H0) = α.

Se zt ≤ zc rejeita-se H0, caso contrário, não se rejeita.

p-valor (ńıvel descritivo)

p − valor = P(Z ≤ zt |H0)
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Testes de Hipótese

Procedimento para testar o conjunto de hipóteses [2]

Valor cŕıtico

P(Z ≥ zc |H0) = α.

Se zt ≥ zc rejeita-se H0, caso contrário, não se rejeita.

p-valor (ńıvel descritivo)

p − valor = P(Z ≥ zt |H0)
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Testes de Hipótese

Procedimento para testar o conjunto de hipóteses [3]

Valor cŕıtico

P(Z ≤ zc |H0) = 1+α
2

.

Se |zt | ≥ zc rejeita-se H0, caso contrário, não se rejeita.

p-valor (ńıvel descritivo)

p − valor = 2[1− P(Z ≤ |zt ||H0)].
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Determinação do tamanho amostral: erro da estimativa

AASc e (AP)

δ = zγ

√√√√ H∑
h=1

W 2
h

σ̂2
h

nh
→ δ = zγ

√√√√ H∑
h=1

W 2
h

σ̂2
h

nWh

→ n =
z2
γ

δ2

H∑
h=1

Whσ̂
2
h

Em geral, o (um) valor de s2
h , h = 1, 2, ...,H é obtido através de pesquisas

anteriores ou de uma amostra piloto, de tamanho apropriado.
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Determinação do tamanho amostral: erro da estimativa

AASc e (AU)

δ = zγ

√√√√ H∑
h=1

W 2
h

σ̂2
h

nh
→ δ = zγ

√√√√H
H∑

h=1

W 2
h

σ̂2
h

n

→ n = H
z2
γ

δ2

H∑
h=1

W 2
h σ̂

2
h

Em geral, o (um) valor de s2
h , h = 1, 2, ...,H é obtido através de pesquisas

anteriores ou de uma amostra piloto, de tamanho apropriado.
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Determinação do tamanho amostral: erro da estimativa

AASs e (AP)

δ = zγ

√√√√ H∑
h=1

(1− fh)W 2
h

ŝ2
h

nh
→ δ2 = z2

γ

H∑
h=1

(
1

nh
− 1

Nh

)
W 2

h ŝ
2
h

→ 1

n

H∑
h=1

Wh ŝ
2
h =

δ2

z2
γ

+
H∑

h=1

(
W 2

h ŝ
2
h

Nh

)

→ n =

(
H∑

h=1

Wh ŝ
2
h

)(
δ2

z2
γ

+
H∑

h=1

(
Nh ŝ

2
h

N2

))−1

=

(
H∑

h=1

Wh ŝ
2
h

)(
δ2

z2
γ

+
1

N

H∑
h=1

Wh ŝ
2
h

)−1
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Determinação do tamanho amostral: erro da estimativa

AASs e (AP)

n =

(
H∑

h=1

Wh ŝ
2
h

)(
Nz2

γ

Nδ2 + z2
γ

∑H
h=1 Wh ŝ2

h

)

=
1

δ2

z2
γ

∑H
h=1 Wh ŝ2

h

+ 1
N
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Determinação do tamanho amostral: erro da estimativa

AASs e (AU)

δ = zγ

√√√√ H∑
h=1

(1− fh)W 2
h

ŝ2
h

nh
→ δ2 = z2

γ

H∑
h=1

(
1

nh
− 1

Nh

)
W 2

h ŝ
2
h

→ H

n

H∑
h=1

W 2
h ŝ

2
h =

δ2

z2
γ

+
H∑

h=1

(
W 2

h ŝ
2
h

Nh

)

→ n = H

(
H∑

h=1

W 2
h ŝ

2
h

)(
δ2

z2
γ

+
H∑

h=1

(
Nh ŝ

2
h

N2

))−1

→ n = H

(
H∑

h=1

W 2
h ŝ

2
h

)(
δ2

z2
γ

+

∑H
h=1 Wh ŝ

2
h

N

)−1
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Determinação do tamanho amostral: erro da estimativa

AASs e (AU)

n = H

(
H∑

h=1

W 2
h ŝ

2
h

)(
Nz2

γ

Nδ2 + z2
γ

∑H
h=1 Wh ŝ2

h

)

=
H

δ2

z2
γ

∑H
h=1 W

2
h ŝ

2
h

+
∑H

h=1 Wh ŝ2
h

N
∑H

h=1 W
2
h ŝ

2
h

Em geral, o (um) valor de s2
h , h = 1, 2, ...,H é obtido através de pesquisas

anteriores ou de uma amostra piloto, de tamanho apropriado.
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Determinação do tamanho amostral: precisão

PAEi (|µ̂es − µ| < δ) > γ ↔ PAEi

(∣∣∣∣∣ µ̂es − µ√
VAEi (µ̂es)

∣∣∣∣∣ < δ√
VAEi (µ̂es)

)
> γ

↔ PAEi

(
|Z | < δ√

VAEi (µ̂es)

)
> γ

↔ δ√
VAEi (µ̂es)

= zγ

em que Z ≈ N(0, 1). O que leva ao mesmo procedimento oriundo de se

fixar o erro da estimativa.
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Estimação do total

Analogamente à AASc e AASs , podemos considerar o seguinte

estimador para o total populacional: τ̂es = Nµ̂es .

Portanto, temos que EAEi (τ̂es) = NEAEi (µ̂es) = Nµ = τ .

Também, VAEi (τ̂es) = N2VAEi (µ̂es). Portanto,

VAE1 (τ̂es) = N2
∑H

h=1 W
2
h
σ2
h

nh
e VAE2 (τ̂es) = N2

∑H
h=1(1− fh)W 2

h
s2
h

nh
.

Os respectivos estimadores das variâncias são dados por:

V̂AE1 (τ̂es) = N2
∑H

h=1 W
2
h
σ̂2
h

nh
e V̂AE2 (τ̂es) = N2

∑H
h=1(1− fh)W 2

h
ŝ2
h

nh
.
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Resultados assintóticos

Analogamente à estimação da média, vem que (AASc e AASs ,

respectivamente, em cada estrato)

τ̂es − τ

N
√∑H

h=1 W
2
h σ̂

2
h/n

D−−−−−−−→
nh→∞,

Nh−nh→∞,
h=1,2,...,H

N(0, 1)

τ̂es − τ

N
√∑H

h=1 W
2
h (1− fh)ŝ2

h/n

D−−−−−−−→
nh→∞,

Nh−nh→∞,
h=1,2,...,H

N(0, 1)
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Intervalo de Confiança

Assim, intervalos de confiança (assintóticos) com coeficiente de

confiança de aproximadamente γ são dados, respectivamente (AASc

e AASs), por

IC (τ, γ) ≈

τ̂es − zγN

√√√√ H∑
h=1

W 2
h

σ̂2
h

nh
; τ̂es + zγN

√√√√ H∑
h=1

W 2
h

σ̂2
h

nh



IC (τ, γ) ≈

τ̂es − zγN

√√√√ H∑
h=1

W 2
h (1− fh)

ŝ2
h

nh
; τ̂es + zγN

√√√√ H∑
h=1

W 2
h (1− fh)

ŝ2
h

nh


em que P (Z ≤ zγ) = 1+γ

2 e Z ∼ N(0, 1). Erros da estimativa:

Nzγ

√∑H
h=1 W

2
h
σ̂2
h

nh
e Nzγ

√∑H
h=1 W

2
h (1− fh)

ŝ2
h

nh
.
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Testes de Hipótese (AASc)

Hipóteses usuais (µ0 conhecido)

1 H0 : τ = τ0 vs H1 : τ < τ0.

2 H0 : τ = τ0 vs H1 : τ > τ0.

3 H0 : τ = τ0 vs H1 : τ 6= τ0.

(AASc em cada estrato) Estat́ıstica do teste Zt = τ̂es−τ0

N

√∑H
h=1 W

2
h

σ̂2
h

nh

.

Sob H0, vimos que Zt ≈ N(0, 1), para n e N-n suficientemente

grandes.

Defina zt = τ̃es−τ0√
N

∑H
h=1 W

2
h

σ̃2
h

nh

o valor calculado da estat́ıstica do teste e

zc o(s) valor(es) cŕıtico(s).

Defina ainda Z ∼ N(0, 1).
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Testes de Hipótese (AASs)

Hipóteses usuais (µ0 conhecido)

1 H0 : τ = τ0 vs H1 : τ < τ0.

2 H0 : τ = τ0 vs H1 : τ > τ0.

3 H0 : τ = τ0 vs H1 : τ 6= τ0.

(AASc em cada estrato) Estat́ıstica do teste

Zt = τ̂es−τ0

N

√∑H
h=1 W

2
h (1−fh)

ŝ2
h
nh

.

Sob H0, vimos que Zt ≈ N(0, 1), para n e N-n suficientemente

grandes.

Defina zt = τ̃es−τ0√
N

∑H
h=1 W

2
h (1−fh)

s̃2
h
nh

o valor calculado da estat́ıstica do

teste e zc o(s) valor(es) cŕıtico(s).

Defina ainda Z ∼ N(0, 1).
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Testes de Hipótese

O procedimento de implementação do teste (obtenção do valor

cŕıtico, p-valor, poder do teste) segue, essencialmente, o que fora

exposto, para a média.
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Determinação do tamanho amostral: erro da estimativa

AASc e (AP)

δ = zγN

√√√√ H∑
h=1

W 2
h

σ̂2
h

nh
→ δ = zγN

√√√√ H∑
h=1

W 2
h

σ̂2
h

nWh

→ n =
z2
γN

2

δ2

H∑
h=1

Whσ̂
2
h

Em geral, o (um) valor de s2
h , h = 1, 2, ...,H é obtido através de pesquisas

anteriores ou de uma amostra piloto, de tamanho apropriado.
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Determinação do tamanho amostral: erro da estimativa

AASc e (AU)

δ = zγN

√√√√ H∑
h=1

W 2
h

σ̂2
h

nh
→ δ = zγN

√√√√H
H∑

h=1

W 2
h

σ̂2
h

n

→ n =
Hz2

γN
2

δ2

H∑
h=1

W 2
h σ̂

2
h

Em geral, o (um) valor de s2
h , h = 1, 2, ...,H é obtido através de pesquisas

anteriores ou de uma amostra piloto, de tamanho apropriado.
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Determinação do tamanho amostral: erro da estimativa

AASs e (AP)

Analogamente ao caso da estimação da média

δ = zγN

√√√√ H∑
h=1

(1− fh)W 2
h

ŝ2
h

nh
→ δ2 = (zγN)2

H∑
h=1

(
1

nh
− 1

Nh

)
W 2

h ŝ
2
h

→ n =
1

δ2

N2z2
γ

∑H
h=1 Wh ŝ2

h

+ 1
N
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Determinação do tamanho amostral: erro da estimativa

AASs e (AU)

Analogamente ao caso da estimação da média

δ = zγN

√√√√ H∑
h=1

(1− fh)W 2
h

ŝ2
h

nh
→ δ2 = (zγN)2

H∑
h=1

(
1

nh
− 1

Nh

)
W 2

h ŝ
2
h

→ n =
H

δ2

N2z2
γ

∑H
h=1 W

2
h ŝ

2
h

+
∑H

h=1 Wh ŝ2
h

N
∑H

h=1 W
2
h ŝ

2
h
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