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Estrutura geral

m Temos uma populagido de interesse de tamanho N e desejamos
realizar inferéncias sobre algum pardmetro (média, total, propor¢io,
varidncia) dessa populagdo, com base em uma amostra de tamanho

n.

m Com algumas adaptacdes, os resultados a serem vistos poderdo ser
utilizados mesmo se N for infinito.

m Populag3o: observacdes univariadas - y, ..., yy (varidveis ndo
aleatdrias), em que y; é a observagdo relativa ao individuo i

(podemos também considerar observagdes multivariadas). Exemplos:

peso, altura, intencdo de voto, conhecimento em alguma area.
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Estrutura geral

m Objetivo: estimar = % Z,N:l yi (média, ou proporgdo se os y/s
foram varidveis bindrias), T = Z,N:1 y; = Ny (total), varidncia(s)
(0% = % X (i — w2 8 = i1 Ly (i — 1)?) (esta(s), as vezes,
tem de ser estimada(s) para se poder fazer inferéncia para
pardmetros de interesse como a média, total, proporcio etc), com
base na amostra de tamanho n, sem reposic3o.

m Amostragem aleatdria simples com reposicdo (AAS; = A,).

m Amostra {yk,, Yk, -, Yk, }, €m que k; € {1,2,..., N}. Por exemplo,

Se N =5 e n = 3, podemos ter {ys, y2,¥3}-
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Mecanismo de sorteio da amostra

Dado que os elementos da populacdo estdo numerados de 1 a N,
sorteia-se um elemento, segundo algum procedimento de geracio de

um nidmero aleatério (fun¢do “sample”, no R).

O elemento selecionado é retirado da populagio.

Repete-se os procedimentos 1 e 2, n-1 vezes.
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Estimacao da média

m Estimador natural (sob duas formas diferentes):

_ 1<

=Y = Y; 1
1 N

p=Y=23% Ay, (2)

i=1

em que A; é uma v.a. que indica se o elemento i elemento da

populagdo apareceu na amostra, e s representa a amostra sorteada,
ou seja:

A 1, se o individuo / foi selecionado
;=

0, caso contrério
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Estimacao da média

m Utilizar a forma (1) e considerarmos a distribuicdo das varidveis
Y = (Y4,..., Ya)"' (esses desenvolvimentos dependem da distribuicio
considerada para a amostra). Neste caso, Y;,i =1, .., n sdo varidveis
aleatdrias. Esta abordagem € vista nos cursos de Inferéncia
Estatistica e pode levar a inferéncias exatas, desde que as suposicoes

sejam validas. Note que, neste caso, como n3o ha reposicdo n3o

temos mais que Y; L D(8).
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Estimacao da média

m Utilizar a forma (2) e considerarmos a distribuicdo das varidveis
F = (F1, ..., Fy)*(mais geral, ou seja, em principio, os resultados se
aplicam, independentemente da distribuicdo de Y'). Neste caso,
Fi,i=1,.., N sdo varidveis aleatérias (y;,i = 1,2, ..., N sdo varidveis

n3o aleatdrias). Esta abordagem leva a inferéncias aproximadas (“n

e “N-n"suficientemente grandes). Uma vantagem é que ela se aplica,

em principio, independentemente da forma da distribuicdo de Y.
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Estimacao da média

m Resultados:

Note que, nesse caso, A; = F;.
F < Bernoulli(n/N). Ou seja, P(F; = f) = pi(1 — p)' 101} (F),
EF)=H V(F)=% (1 -1

Cov(Fi, F}) = N=n

—_n
N2 N—1

7 = 4 (probabilidade do i-ésimo elemento aparecer na amostra).

Prova
_n
=V

mj = w1— (probabilidade do i-ésimo e j-ésimo elementos

mi = P(Fi =1)

aparecerem na amostra).
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Demonstracoes

Sob a mesma probabilidade de selecdo de cada individuo e usando

técnicas de contagem, temos que:

OO0 _ oo

1/\n-1
P(Fi=1) = N = NI
(n) nl(N—n)!
(N=1)!
o (n—1)t N
NN N
n(n—1)!
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Demonstracoes

Por outro lado, temos que

Cov(Fi, Fj) = E(FiFj) — E(F)E(F)

mas

Q0D e _an-D(n-2)  (N-2)!
() (T (n=2)t  N(N—-1)(N-2)!
_ n(n—1)
N(N = 1)
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Demonstracoes

Assim

n(n—1) nn _ n(n—1) n?
BB = ) TN T M) e

Nn(n—1) —n*(N—-1) —n(N — n)

NZ(N — 1) NN 1)
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Estimacao da média : Propriedades do estimador sob AAS,

m Valor esperado

N N N
m 1 § : } : 1 Z nyi
gAz(:u’) = EgAz ( Fl.yl> = E SAQ(FI')yi = E TV
i=1 i=1 i=1
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Estimacao da média : Propriedades do estimador sob AAS,

m Variancia do estimador

N
=N 1
Va, (1) = ’72V<§ Fi)/i>
i=1

N
1
= ? ZYEVAz(Fi)—’— Z COVAz(FiyvaJ'yJ')
i=1

R
1 UL R =
E.

_ n2<n(/v_n> Z 2 Loy,

i)
ij=1,2,...,N
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Estimacao da média : Propriedades do estimador sob AAS,

m Cont.
Lembrando que (Exercicio) >, yiyj = — vazl y2 4+ N2p2 e
SN i — )2 =N, y? — Ni? (e denotando f = 1), vem que

Ve = % (N )(Zy, . <N“ Zy,>>

1 1 &
= E(l—%)m <N;Yi2_;)’i2_lv2ﬂ2+2)’i2>

i=1
1 1 N
S N N Y NVE S VE
o (V)

_ N $2
= (1 - f) ﬁ (;y?N/f) =(1-fH=
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Estimacdo da média : Propriedades do estimador sob AAS;

m O estimador para a média sob AAS. ou AAS;, é o mesmo.

m Temos que Ex, (1) = p, i =1,2.

u Além disso, Va, (fi) = Z e Va,(7i) = (1 — £)<, em que f € (0,1).

m Portanto, o efeito do planejamento (EPA), do estimador sob o plano
A, em relagdo ao plano A;, é dado por:

Va, (10

Ay (1)
m Ademais, quando N — 00, Va, (1) = Va, (12).

R

EPA =

~(1-1)

m Consequentemente, temos que o plano AAS; é melhor do que AAS,,

tendendo ambos a serem equivalentes, a medida que o tamanho da

populac3o tende a infinito.
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Comparacao dos planos amostrais

= 100, sigma2 = 100

= 500, sigma2 = 100

1000, sigma2 = 100

N S s . S s N S s
L 2] e .2 s . °]: s
2 h g h ki '
£ s, E s, £zl
g S g < g <
s s s
s 3 1 s 3 1 S 3 1
& =7 s = s =7
g ' g ' g '

54 ERN g1

LRl RN g1,

| | |
g 4 g4 g4
00400 20105 40105 Ger05  Gew0s  1ev0 00400 20105 40105 Ger05  Ger0s 1040 00100 20105 40105 Ger05  Ger0s  1ev0
tamanho da populagéo tamanho da populagéo tamanho da populagéo
n= 2000, sigma2 = 100 n= 5000, sigma2 = 100 n= 9000, sigma2 = 100

N Ceee s ol —m e - mass El ceee s
= ! AASC = ’ .- AASC = ' .- AASC
g ! g ' - N
s 1 < [ g o '
£ g1 LB g !

g < |, & < | g o |
HA IS HERH
g 24 g g4 g '
g ° g ° £ gz !
g | g | g 21
34 = Ll
S s | o |
| | g4
s g |

< T T T T T = T T T T T T T T T T T T

00400 20405  4et05  Goi05  Gei05 10408 00400 20405 40405  Goi05  Get05 10408 00400 20405 40405  Got05  Get05 10406

tamanho da populagao

Prof. Caio Azevedo

tamanho da populagao

tamanho da populagao

Amostragem aleatéria simples sem reposicio (parte 1)



Comparacao dos planos amostrais
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Comparacao dos planos amostrais
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Comparacao dos planos amostrais
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Estimacao da média : Propriedades do estimador sob AAS,

B Resumidamente, Ea, (1) = 1 e Va, (1) = (1 — f)s—n2 Podemos provar,
sob AAS;, que [i é consistente.

m A distribuigdo exata é bastante complicada de ser obtida (média de
uma combinagdo linear de um vetor aleatério com distribuicao
multinomial).

m Distribuigdo assintética: note que em {F;};>1 os F;'s sdo
identicamente distribuidos mas n3o independentes. O TLC padrao

ndo se aplica.

L N
m Estimativa g =1 yi=1Y17 fiy.
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Estimacdo da média : Propriedades do estimador sob AAS;

m Discutiremos, com mais detalhes (mais a frente), como se obter os
resultados assintéticos mas, por enquanto, sob certas condigdes,

entre elas, n e N-n suficientemente grandes, temos que

~

L= p D

V(L =1)s?/n W5k

N(0,1) (4)
ou

i ~ N(u, (1 — f)s?/n),para n e N-n suficientemente grandes.

Problema: o2, quase sempre, é desconhecido. Faz-se necessario

considerar um estimador consistente (de preferéncia n3o viciado), para se

poder usar o Teorema de Slutsky .
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Estimacao da média : Propriedades do estimador sob AAS,

m Vamos considerar o seguinte estimador
2 _ 1 n ~2 1 N 2
=gl (Yi-n) =3 i Bl — )

Note que (lembrando que S, y2 = (N — 1)s2 + Np?)

. 1 a .
5A2(52) = n_ 15A2 (E Yi2 - np’2>
i=1
1 N
_ 2 ~2
T oh-1 [&\2 <’_§=1 % Ff) — nEa (i )]
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Estimacao da média : Propriedades do estimador sob AAS,
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Estimacao da média : Propriedades do estimador sob AAS,

m A prova de sua consisténcia, i.e.,

AL (5)
n—oo,
N—n— o0

também serd discutida mais a frente.

m Portanto, dos resultados (4) e (5), temos que

R R V(%Y
VA =£)32/n \J/(1—F)s?/nS /73
por Slutsky.
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Intervalo de Confianca

2
m Estimativa: 82 = L. 3. (v — )"

m Assim, um intervalo de confianga (assintStico) com coeficiente de

confianca de aproximadamente ~y é dado por

IC(p, ) = [ 1= zy u+27\/ ]
1).

emque P(Z<z)=12eZ~ N,

m Erro da estimativa: zy4/(1 — f)%
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Testes de Hipétese

m Hipdteses usuais (po conhecido)

Ho:p=po vs Hi: o < po.
Ho :p= o vs Hi:pp > po.
Ho:pp = po vs Hi @y # po.
m Estatistica do teste Z, = — L= em que § = /32.

s/a-nH/vn'

m Sob Hp, vimos que Z; ~ N(0,1), para n e N-n suficientemente
grandes.
m Defina z; = — E=I 4 yalor calculado da estatistica do teste e Zc

s/a-h/va

o(s) valor(es) critico(s).

m Defina ainda Z ~ N(0,1).
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Testes de Hipétese

m Procedimento para testar o conjunto de hipdteses [1]
m Valor critico

m P(Z < z|Hp) = a.

m Se z: < z. rejeita-se Hp, caso contrdrio, n3o se rejeita.

m p-valor (nivel descritivo)

m p— valor = P(Z < z/|Hb)

Prof. Caio Azevedo

Amostragem aleatdria simples sem reposicio (parte 1)



Testes de Hipétese

m Procedimento para testar o conjunto de hipdteses [2]
m Valor critico

m P(Z > z|Hp) = a.

m Se z: > z. rejeita-se Hp, caso contrdrio, n3o se rejeita.

m p-valor (nivel descritivo)

m p— valor = P(Z > z/|H)
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Testes de Hipétese

m Procedimento para testar o conjunto de hipdteses [3]
m Valor critico

B P(Z < ze|Hp) = 1.

m Se |z;| > zc rejeita-se Hy, caso contrdrio, ndo se rejeita.

m p-valor (nivel descritivo)

m p—valor = 2[1 — P(Z < |z]||Ho)].
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Estudos de simulacao

m Distribuicdo assintética do estimador para a média. Tamanho da
populagcdo N = 100000.
m Cinco cendrios, variando em fun¢3o da varidvel de interesse na

populagio (X).

= X ~ N(800,10000)

® X ~ gama(5;0,00625), E(X) = 800,V/(X) = 128000.
m X ~ t7(800,5000), E(X) = 800, V(X) = 7000.

= X ~ UJ400; 1200].

= X ~ 0.5N(200,5000) + 0.5N(600, 5000)
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Estudos de simulacao

m Quatro tamanhos amostrais (30, 50,100, 1000), em termos
percentuais, com relacdo ao tamanho da populacdo

(0,03%,0,05%,0,1%,1%).

m Estudar a distribuicdo amostral (empirica) com base em R = 1000

réplicas (amostras selecionadas da populacdo de interesse).
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Procedimento para se gerar o grafico de envelopes

(quantil-quantil)

1) Simule n varidveis aleatdrias independentes de interesse
(Vj s N(0,1)). Repita este processo m vezes.

2) Ao final teremos uma matriz com valores simulados dessas varidveis
aleatdrias, digamos Vj;, i=1,...,n, (tamanho da amostra) j=1,...,m

(réplica).
Vi1 Vi2 N Vim

V21 Vo ... Wv2m
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Cont.

3) Dentro de cada amostra, ordena-se, de modo crescente, os valores

simulados, obtendo-se v(;,; (estatisticas de ordem):

V(1)1 V(1)2 . V(l)m
V(2)1 V(2)2 e V(2\m
v — (2 (2 (2
V(n)l V(,,)2 e V(n)m
4) Pode-se obter os limites v(;y, = T'<?<"(n: e V(j)s = Tiﬁ"}r"j",

i=1,2,....n
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, sy - . V(i +V,-
5) Porém, na prética considera-se v(;); = 2200 ¢

V(iY(m—2)tVi(m— . e .
V(iys = —An=2 =l (para se gerar limites de confianca), em que

V(i)(r) € @ r-ésima estatistica de ordem dentro de cada linha,

i =1,2,.....n.

m Além disso, consideramos como a linha de referéncia

V(i) = m ijzl Vinjs 1 =1,2,...,n.
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normal

n= 30, p-valor (teste-KS) = 0.9905 n= 30, p-valor (teste-KS) = 0.9905
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normal

n= 100, p-valor (teste-KS) = 0.8663 n= 100, p-valor (teste-KS) = 0.8663
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t de Student
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n= 30, p-valor (teste-KS) = 0.1174
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n= 100, p-valor (teste-KS) = 0.8881 n= 100, p-valor (teste-KS) = 0.8881
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n= 30, p-valor (teste-KS) = 0.89 n= 30, p-valor (teste-KS) = 0.89
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n= 100, p-valor (teste-KS) = 0.8547 n= 100, p-valor (teste-KS) = 0.8547
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uniforme
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uniforme

n= 30, p-valor (teste-KS) = 0.5245 n= 30, p-valor (teste-KS) = 0.5245
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uniforme

n= 100, p-valor (teste-KS) = 0.7994
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mistura de duas normais
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mistura de duas normais

n= 30, p-valor (teste-KS) = 0.9281 n= 30, p-valor (teste—KS) = 0.9281
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mistura de duas normais

n= 100, p-valor (teste-KS) = 0.9548 n 100, p-valor (teste-KS) = 0.9548
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Determinacao do tamanho amostral

m Estabelece-se algum critério de interesse acerca da acurdcia/precisdo

na estimativa da média populacional.

m Sob o estimador proposto, calcula-se o tamanho da amostra, com

base em sua distribuicdo assintética e critério estabelecido.

- L
(=1 Fixa-se um erro de estimativa de

m Erro de estimativa: z,

interesse.

m Probabilidade do médulo da diferenca P (i — p] < 6) >, 6 > 0,
7€ (0,1).
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Determinacao do tamanho amostral: erro da estimativa

5 (1-H  (1_1 N SN
= Zz -~ 7 )= —— = -
i n n N 2,352 n 2,352 N
1 PN+22s° Nz3s? 1
- —=——""7" _sp= =
n Nz2s? 62N + 2252 5;5;5 +1

Em geral, o (um) valor de s? ¢ obtido através de pesquisas anteriores ou

de uma amostra piloto, de tamanho apropriado.
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Determinacao do tamanho amostral: precisao

N u— nd
Pa(li—pl <d)>7 PA1< T <\C>>’r
! 1-fo 1-fo K

em que Z ~ N(0,1). O que leva ao mesmo procedimento oriundo de se
fixar o erro da estimativa.

Os tamanhos amostrais, sob os planos amostrais A; e A, sdo dados,
1

respectivamente, por na, = le e ng = 3 . Assim, nota-se que

SZZ

1
2 >t N
2o Z

nA1 Z nAZ.
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Tamanhos amostrais

m SitucBes hipotéticas: cruzamento entre os niveis de diferentes fatores

de interesse

® §€{1,2,5,10}.
m v€{0,9;0,95;0,99}.
= o2 € {100, 500, 1000, 10000}
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Tamanhos amostrais

sigma2 = 100, N'= 10000 sigma2 = 500, N = 10000
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Tamanhos amostrais

sigma2 = 100, N = 50000

sigma2 = 500, N = 50000
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Tamanhos amostrais

sigma2 = 100, N = 1e+05 sigma2 = 500, N = 1e+05
- [
g g 7
s g s
g - z
s
s g |
s 8- s 874
g o 3
S < | 5 g8
§ S 5 &
g g
o - 4
T T T T T
2 4 6 8 10
erro da estimativa erro da estimativa
sigma2 = 1000, N = 1e+05 sigma2 = 10000, N = 1e+05
8
I g
g
s 2 s 8
8 g 2
£ | £
g 5
g 8 8 84
S 87 s g
2 2
8 4 8
£ E 8
s o s g
g g
o -

erro da estimativa erro da estimativa

Prof. Caio Azevedo

Amostragem aleatéria simples sem reposicio (parte 1)



Tamanhos amostrais

sigma2 = 100, N = 1le+06

sigma2 = 500, N = 1e+06
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Comparagdo dos tamanhos amostrais (v

sigma2 = 99.99,s2 = 100, N = 10000 sigma2 = 499.95, 52 = 500, N = 10000
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Comparagdo dos tamanhos amostrais (v

sigma2 = 99.998,s2= 100, N = 50000 sigma2 = 499.99 , 2 = 500, N = 50000
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Comparacao dos tamanhos

amostrais (7

sigma2 = 99.999 ,s2 = 100, N = le+05

sigma2 = 499.995,s2 = 500, N = 1le+05
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Comparacao dos tamanhos

amostrais (7

sigma2 = 99.9999 ,s2 = 100, N = 1le+06

sigma2 = 499.9995, s2 = 500, N = 1le+06
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Estimacao do total populacional

N
mr=3 1= Nu
m Estimador “natural”: 7, = 27:1 Y;. Problema: se os y;'s foram

positivos, T, sempre subestimard 7.
m Alternativa 7 = Nji.

m Estimativa 7 = Np
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Propriedades do estimador

m Ea,(T) = Ea,(N2) = NE(f) = Np = 7 (ndo viciado).

B Va, () = N2Va, (1) = N2(1 — )< (a imprecisdo associada 3

n

estimagdo do total é maior do que aquela associada a média).
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Propriedades do estimador

m Normalidade assintdtica, como

~

- D

L N(0,1),
V(I =182 n WO
lembrando que N ¢ fixo, temos que
N — Nu D T—T D

N(0,1) —

N(0,1)

N2(1— £)s2/n W2 N e
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Intervalo de Confianca

m Assim, um intervalo de confianca (assintético) com coeficiente de

confianca de aproximadamente ~y é dado por

52
IC(u,y) = g —zyN 1ff ,quz,y (1-1)— -

emqueP(Z<zv)_1+—7eZ N(0,1).

m Erro da estimativa: z,N/(1 - ).
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Testes de Hipétese

Hipdteses usuais (79 conhecido)
Ho:7=m9vs Hy : 7 < 79.
Ho:7=m1ovs Hy : 7 > 70.
H()ZT:T()VSH()ZT#T().

Estatistica do teste Z; = ———2  em que § = V/32.
t = Nz v oA

Sob Hp, vimos que Z; ~ N(0,1), para n e N-n suficientemente

grandes.

7~'—T0
Ny/(1—F)3/ /7
z. o(s) valor(es) critico(s).

Defina z; = o valor calculado da estatistica do teste e

Defina ainda Z ~ N(0,1). Os procedimentos sdo andlogos ao caso

da média, com as devidas adaptagdes.
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Determinacao do tamanho amostral: erro da estimativa

5 = (1—)‘)52N2_> 1 1\ 52 _)l_ G +l
- & n n N) 2352N2 n_ zsszN2 N
1 624 z2s2N 7252 N2 1
— _ = 77 — N = il = >
T R S

Em geral, o (um) valor de s? é obtido através de pesquisas anteriores ou

de uma amostra piloto, de tamanho apropriado. Isto vale para qualquer

um dos dois critérios: erro da estimativa e precisao.
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