Uniforme

Modelo Uniforme

m Exemplo: Uma rifa tem 100 bilhetes numerados de 1 a 100. Tenho 5

bilhetes consecutivos numerados de 21 a 25, e meu colega tem

outros 5 bilhetes, com os niimeros 1, 11, 29, 68 e 93. Quem tem

maior probabilidade de ser sorteado?

espalhar os nimeros é a melhor forma de ganhar o sorteio?
assumindo honestidade da rifa, todos os niimeros tém a mesma
probabilidade de ocorréncia, com ﬁ para cada um.

como eu e meu colega temos 5 bilhetes, temos a mesma
probabilidade de ganhar a rifa: 25 = %

assim, a probabilidade de ganhar depende somente da quantidade de

bilhetes que se tem na m3o, independente da numerag3o.
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Uniforme

Modelo Uniforme

® Modelo Empirico
m X é uma variadvel aleatdria cujos possiveis valores sdo representados
por Q = {x1,x2, ..., Xk}
m X segue o modelo uniforme discreto se atribui a mesma

probabilidade % a cada um desses possiveis valores

P(X=x)=~ V1<j<k

m E(X) = ZP:‘XI = %ZX:'
Var(X) = Z pi(xi — E(X))? Z(X: X))?

x-
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Uniforme

Propriedade Geral da Variancia

m Definicdo: Var(X) =

E(IX - E(X)P) =

E([X = E(X)P?)

E(IX — ux]?) = E(X* = 2Xpi + 1)

E(X?) = 2uxE(X) + 1% = pxz — 2uxpx + 1k
foxe = 25 + 15 = e —

E(X?) = [E(X)P?

m Entdo: Var(X) = E(X?) — [E(X)]?
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Uniforme

Modelo Uniforme

m Retomando o modelo da uniforme

3
m ji sabemos que E(X) = %Zx,-

i=1

p 2
1
= portanto [E(X)]* = Pl Zx,'
i=1

k
" B0 =Skt = Y04
i=1

x| =

k 2
> _x
k .
i=1

k
m finalmente Var(X) = 1 Z:x,2 -
i=1
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Uniforme

Modelo Uniforme

m Exemplo: X = resultado obtido no langamento de um dado honesto

x |1 2 3 4 5 6

i 1 1 1 1 1
PX) | § 5 5 5 © &

B E(X)=§tx(1424+34+4+5+6)=2 =35

B Var(X) = ;[(1+4+9+16+25+36) — ¢ x (21)’] =2 =175
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Uniforme

Modelo Uniforme

m Cdlculo da f.d.a. de uma varidvel uniforme discreta:

m F(x) = P(X < x) ="

m n(x) = nimero de x;'s tais que x; < x
m Retomando o exemplo do dado:
m F(2)=P(X<2)=P(X=1)+P(X =2) =2
B F(25)=P(X <25)=P(X=1)+P(X=2)=:2
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Bernoulli

Modelo Bernoulli

m Consideremos um experimento E com espaco de resultados 2 e o

evento A.

m Vamos dizer que ocorreu sucesso se o evento A aconteceu. Se A n3o

aconteceu ocorreu fracasso.

m Exemplo: Experimento langar uma moeda e verificar se cai cara ou

coroa. Consideramos como sucesso, a obtenc3o de cara.

m Este tipo de experimento se chama de ensaio Bernoulli.
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Bernoulli

Modelo Bernoulli

m Ensaios tipo Bernoulli: estamos interessados na ocorréncia de um
sucesso ou fracasso.

m Exemplo: uma pessoa é escolhida ao acaso entre os moradores de
uma cidade, e é perguntado a ela se concorda com um projeto. As
possiveis respostas sdo apenas "Sim"”ou "N3o".

m Q = {Sim, N3o}

1, evento de interesse ocorre
m X =
0, caso contério
m P(X =1) = P(sucesso) = p = P(X =0) = P(fracasso) =1—p
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Bernoulli

Modelo Bernoulli

Forma geral de escrever a probabilidade de uma varidvel Bernoulli:

P(X =x)=p*(1 — p)}"> em que x =0, 1

EX)=0x(1—-p)+1xp=p
EX?)=0>x(1-p)+12xp=p

Var(X) = E(X?) = [E(X)]? = p— p* = p(1 - p)

0, x<0
mfda:F(x)=4¢ 1-p, x€[0,1)

1 x>1

)
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Bernoulli

Modelo Bernoulli

m Exemplo: langamos um dado e consideramos como sucesso, a

obtenc3o da face 5. Supondo que o dado é honesto:

X 0 1

p(x) | 2 %

B P(X=x)=p(1—p) " =(1)(2)" " emquex=0,1

n E(X)f%
w E(X?) =1
m Var(X)=1- 2 ==2>
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Binomial

Modelo Binomial

m Consideremos novamente um experimento E com espaco de

resultados Q2 e o evento A.

m Vamos dizer que ocorreu sucesso se o evento A aconteceu. Se A ndo

aconteceu ocorreu fracasso.
m Repetimos o experimento n vezes, de forma independente.
m X=Numero de sucessos nos n experimentos.

m Exemplo: lancar uma moeda 3 vezes e verificar se cai cara ou coroa.

Consideramos como sucesso, a obtencdo de cara.

m Os valores possiveis de X sdo {0,1,2,3}.
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Binomial

Modelo Binomial

m A repeticdo de ensaios Bernoulli independentes da origem a uma
varidvel aleatéria Binomial.

m Exemplo: Sabe-se que a eficiéncia de uma vacina é de 80%. Um
grupo de 3 individuos é sorteado, dentre a populagdo vacinada, e
cada um submetido a testes para averiguar se estd imunizado. Nesse
caso, consideramos como sucesso, a imunizacao.

1, individuo i estd imunizado

[ | X,' =
0, caso contrario

m pelo enunciado, sabe-se que P(X; =1) = p=10.8
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Binomial

Modelo Binomial

m Os individuos X1, X> e X3 sdo independentes e cada um é uma

variavel Bernoulli

m Se o interesse estd em estudar X = ndmero de individuos

imunizados no grupo, X poderd assumir valores em Q = {0, 1,2, 3}

m Note que X = X1 + X5 + X3
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Binomial

Modelo Binomial

evento P(evento)

Xi=0X=0X=0| (0.2)3

Xi=1 X2=0,X;=0 | 0.8 x (0.2)2
X1 =0 X =1 X;=0 | 0.8 x (0.2)2
X1=0 X =0 X;=1|08x (0.2)?
Xi=1X=1, X =0 | (0.8)2 x 0.2
Xi=1 X =0 X;=1| (0.8)2x 0.2
X1 =0 X=1X=1](0.8)x0.2
Xi=1,X=1X3=1 (0.8)3

w NN NN R R R O X
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Binomial

Modelo Binomial

m Assim, as probabilidades de cada valor possivel de X s3o:

X 0 1 2 3
p(x) | (0.2)> 3x0.8x(02)> 3x(0.8)2x0.2 (0.8)3

m E o comportamento de X é completamente determinado pela fungdo

3

X

P(X =x) = ( )(O.S)X(0.2)3X
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Binomial

Modelo Binomial

m Modelo Geral: Considere a repeticio de n ensaios X; Bernoulli
independentes e todos com a mesma probabilidade de sucesso p. A
variavel aleatéria X = X; + ... + X,, que representa o total de

sucessos corresponde ao modelo Binomial com parametros n e p.

m A probabilidade de se observar x é dada pela expressdo geral
P(X = x) = )’: P(1—p)"* V¥ x=01,..,n

m notagdo: X ~ Bin(n, p)
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Binomial

Modelo Binomial

m No exemplo da vacina, temos entdo n=3 e p=10.8
® X ~ Bin(3,0.8)
m E(X)=3x0.8
m Var(X)=3x0.8x0.2
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Propriedades

Propriedades da Esperanca e Variancia

m A esperang¢a de uma soma de varidveis aleatdrias é a soma das
esperancas dessas varidveis
X e Y varidveis aleatérias = E(X + Y) = E(X) + E(Y)

m A variancia de uma soma de duas varidveis aleatérias independentes
€ a soma da variancia dessas varidveis
Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y)

m Lembrando que duas varidveis aleatdrias sdo independentes <

PX=x,Y=y)=P(X=x)P(Y =y)
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Geométrica

Modelo Geométrico

m Consideremos novamente um experimento E com espaco de
resultados €2 e o evento A.

m Vamos dizer que ocorreu sucesso se o evento A aconteceu.

Repetimos o experimento até o primeiro sucesso.
m Y=Ndmero de repeticdes.
m Exemplo: langar uma moeda repetidas vezes até a primeira cara.

m Os valores possiveis de Y sdo {1,2,3,...}.

Repetimos um ensaio Bernoulli até o primeiro sucesso
(p = P(sucesso)).

m Y=Ndmero de ensaios Bernoulli até o primeiro sucesso.
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Geométrica

Modelo Geométrico

m P(Y=1)=p

m P(Y =2)=(1-pp

m P(Y =k)=(1-p)?p.
= Y~ G(p)

m E(Y)=1.

m V(Y) =52

m P(Y>k+m|Y >m)=P(Y > k). (Perda de meméria)
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Hipergeométrica

Distribuicao Hipergeom

m Populagdo dividida em duas caracteristicas

m ExtracGes casuais sem reposi¢cdo
m Detalhes:

m N objetos

® r tém a caracteristica A

m N — r tém a caracteristica B

®m um grupo de n elementos é escolhido ao acaso, dentre os N

possiveis, sem reposi¢cao

m Objetivo: calcular a probabilidade de que este grupo de n elementos

contenha x elementos com a caracteristica A
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Hipergeométrica

Distribuicao Hipergeométrica

m Modelo Geral:

para todo 0 < x < min{r, n}

m X registra o niimero de elementos dentre os n sorteados, que

possuem a caracteristica A

m X tem distribuicdo Hipergeométrica
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Hipergeométrica

Distribuicao Hipergeom

m Notag¢do: X ~ Hip(N,n,r)
m X tem distribuicdo Hipergeométrica com parametros N, n, r, ent3o:

m E(X)=7%
B Var(X) =% (1-F
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Hipergeométrica

Distribuicao Hipergeométrica

m Aplicagdo: Controle de Qualidade
Suponha um lote com N = 100 elementos a ser analisado. S3o
escolhidas n = 5 pecas sem reposicdo. Sabendo que neste lote de
100 elementos, r = 10 s3o defeituosos, a probabilidade de n3o se
obter nenhuma peca defeituosa na amostra retirada é:
10\ (100—10
P(X =0)= (0)((103)‘0 ) _ (1930) ~ 0.584
10

()
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Hipergeométrica

Distribuicao Hipergeométrica

m A probabilidade de se obter pelo menos uma peca defeituosa é:

5
Y P(X=i)=1-P(X=0)~0426
i=1

m E(X) =2 =340

m Var(X) =% (1 - 5) W= = 5500 (1 - 4%) oy, =~ 0409
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Poisson

Distribuicao de Poisson

m Uma varidvel aleatéria X tem distribuicdo de Poisson com parametro
A > 0, se sua funcdo de probabilidade é dada por:

— A\ X
PX=x)= X v x—o012,..
x|

m )\ é chamado de taxa de ocorréncia
m E(X)=Var(X) =X
m Notagdo: X ~ P(A)
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Poisson

Distribuicao de Poisson

m Exemplo: O Comportamento da emissdo de particulas radioativas
(de alguma fonte) s3o, em geral, modeladas através de uma
distribuicdo de Poisson, com o valor do pardmetro dependendo da
fonte utilizada.

Supondo que o ndmero de particulas « emitidas por minuto é uma
varidvel aleatéria seguindo o modelo Poisson com pardmetro A = 5,
ou seja, a taxa de ocorréncia é de 5 emissdes a cada minuto,
podemos estar interessados em calcular a probabilidade de haver

mais de duas emissGes por minuto.
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Poisson

Distribuicao de Poisson

oo 755x 755
-P(X>2):Zexl :1*26)(, ~ 0.875
x=3 ’ x=0 !
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Poisson

Distribuicao de Poisson

m Considerando a distribuigdo Bin(n, p), quando temos grandes valores
para n e p pequeno (mantendo—se o produto np constante),
podemos usar a seguinte aproximag¢ado para a probabilidade:

e "(np)*
x|

)px(lp)”xm vV x=0,1,2,..

m Geralmente considera-se o critério np < 7 para usar essa

aproximacgao
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Poisson

Distribuicao de Poisson

m Exemplo: X ~ Bin(100,0.065), deseja-se obter P(X = 10)
m \A=np=100x 0.0656=65<7
m no modelo Binomial:
P(X = 10) = (}%)(0.065)'°(0.935)'°*° = 0.055

m no modelo Poisson: P(X = 10) = % ~ 0.056
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