Introdugdo

Caculo de Probabilidades

m A probabilidade é uma quantidade (funcdo matemdtica) que pode
ser utilizada para se medir a incerteza sobre certos eventos ou

caracteristicas de interesse.
m Tais eventos, em geral, estdo associados a experimentos aleatérios.
m Um experimento aleatdrio é um experimento para o qual ndo se
sabe qual serd seu resultado, antes de realiz-lo.

m A probabilidade é atil, também, quando existem incertezas

associadas a experimentos ou fenémenos de interesse.
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Introdugdo

Caculo de Probabilidades

m Distribuicdo de Frequéncias
m Observadas: calculada com base nos valores observados.
m Modelo tedrico: proposto pelo pesquisador (literatura) para
representar a distribuicdo de frequéncia populacional.
m Distribuicdes de frequéncia estdo, de alguma forma, associadas as

distribuicBes de probabilidade (conceito que veremos mais adiante).

m Exemplo: estudar as probabilidades de ocorréncia das faces de um

dado (préximo slide).

Notas de Aula da Professora Verénica Gonzalez-Lépez, digitadas por Beatriz Cuyabano, Pés-Graduagio IMECH ICAMP, com modificagdes do Prof. Caio Az




Introdugdo

Caculo de Probabilidades

m Procedimento empirico: lan¢ar o dado n vezes e contabilizar o
nimero de vezes (n;) que a face i = 1,2,3,4,5,6; ocorre.
mfi= % ¢ a distribuicdo empirica das probabilidades.
m Para diferentes repeticdes desse experimento, a distribuicdo de
frequéncia apresentard (poderd apresentar) resultados diferentes.
m No entanto, espera-se que esses resultados, apesar de distintos,

sejam semelhantes.
m Procedimento tedrico: construir a distribuicdo de frequéncias
populacionais (probabilidades) através de suposi¢des tedricas (por

exemplo: considerando que o dado é n3o viciado).

6s-Graduagdo IMECC/UNICAMP, com modificagdes do Prof. Caio A:
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Introdugdo

Caculo de Probabilidades

m Suposicdes:
m S6 podem ocorrer 6 faces (1,2,3,4,5,6).
m O dado é perfeitamente equilibrado (ndo - viciado).
m Ent3o, cada face deve ocorrer o mesmo niimero de vezes, ou seja

1
fi= 5 e, assim, a respectiva distribui¢cdo de probabilidade é dada por:

Face 1 2 3 4 5 6 | Total
T 1T 1T 1T 1T 1

Freq. Tebri - - = - = = 1
req. Tedrica 6 6 6 6. 5 6
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Introdugdo

Caculo de Probabilidades

Todo fendémeno aleatério terd seu modelo probabilistico especificado
(uma representacdo apropriada dele, mas n3o perfeita), em geral, no
momento que estabelecemos:
m Espaco Amostral: conjunto composto por todos os resultados
possiveis do experimento (aleatério), denotado por Q = {wy, wy, ...}
(92 terd essa forma quando for possivel enumerar os possiveis

resultados).
m Probabilidade: P(w), para cada “ponto amostral”: w.

m A chamada o— dlgebra : A.
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Introdugdo

Caculo de Probabilidades

m Exemplo: lancar uma moeda duas vezes.
C = cara
X = coroa
m Q= {wi,ws,ws,ws}.
w1 =(C,C); wo=(C, X); wz=(X,C); wa =(X,X)
m considerando que a moeda é honesta: P(w;) = % Vi=1,234.
m seja o evento A = {w1,ws} = obter duas faces iguais, ent3o:

P(A) = P({w1,ws}) = P(w1) + P(wa) = % 4 % = % - %
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Introdugdo

Caculo de Probabilidades

Como pode-se observar, através das probabilidades pontuais, é possivel
calcular a probabilidade de ocorréncia de eventos (como o evento A

exemplificado) que incluem a ocorréncia de varios pontos amostrais.

m Retomando o exemplo do dado:

m Q= {wi,ws,ws,ws,ws,we}, em que w; = face i, Vi=1,2,3,4,56.
1
P(w) = =.
m P(wj) 5

m Seja o evento:
A = {a face é um ndmero par} = {w2,ws,we} = {2,4,6}, entdo,

temos que:

P(A) = P({2}, {4}, {6}) = P(2) + P(4) + P(6) = g - %
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Introdugdo

Caculo de Probabilidades

m Exemplo: uma lampada é retirada de um lote e é medido seu tempo

de vida (tempo de funcionamento antes de queimar).

m Q= {t: t >0}, ouseja, o espago amostral sdo todos os niimeros
reais positivos.

m A= {t: 0 <t <20}, otempo de vida é menor ou igual a 20 horas
A é um evento (conjunto) que pode ser considerado como
subconjunto de Q.

m Esse tipo de espago amostral é chamado de ‘espaco amostral
continuo”.

m Os espacos amostrais apresentados nos exemplos anteriores s3o

chamados de “espaco amostral discreto”.
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Propriedades

Propriedades: Modelo Teérico (simplificado)

m (Q,P):
m Q é o espago amostral (conjunto de todos os resultados possiveis).
m P é a probabilidade em Q.
m Seja A é um evento em 2.
®m O é um conjunto vazio ou evento impossivel.
m Axiomas:
m 0< P(A) <1, Vevento AC Q.
m P(Q)=1.
m Sejam Ei, E;, ... eventos disjuntos dois a gois, ou seja,

EiUE =0,Vi #j, entdo P (U5 E) = >  P(E).

i=1
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Propriedades

Propriedades: Modelo Teérico (espago de probabilidade)

m (P A):
m Q é o espago amostral (conjunto de todos os resultados possiveis).
m A: conjunto com todos os subconjuntos de Q2 (classe de conjuntos
pois, todos seus elementos s3o, também, conjuntos). No caso
discreto seria o conjunto das partes de 2, enquanto que no caso

continuo seria a chamada o—algebra de Borel.

P:A—[0,1].

m Seja A é um evento em €.

® O é um conjunto vazio ou evento impossivel.
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Propriedades

Propriedades: Modelo Teérico (espago de probabilidade)

m Axiomas (sdo os mesmos da estrutura anterior):
B 0<PA)<1, Vevento ACQ Ac A
= P(Q)=1.
m Sejam Ei, Es, ... eventos disjuntos dois a gois, ou seja,

EiUE =0,Vi#j, entdo P (U5 E) = >  P(E).

i=1
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Propriedades

Exemplos

m No exemplo das duas moedas, temos que:

n Q={(C,C),(C, X), (X, C), (X, X)} = {wr, w2, w3, wa}.

n A= {@7{(@ OB (G X)X, OF X X)1A(C, €), (€, X))
{(C, O, (X, O} A(C, €), (X, X)}{(C, X), (X, )}, {(C, X), (X, X))},
{(C, ), (€, %), (X, O}, {(C, €), (€, X), (X, X)},

{(C, X), (X, €), (X, X)},{(C, X), (X, C)’(X,X)}ﬂ}-

s P:P(w) = %, P(0) = 0, P(Q) = 1.
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Propriedades

Exemplos

m No exemplo da lampada, temos que:
B Q={t: t>0}=R"
m A : conjunto com todos os subconjuntos de €2, incluindo os
conjuntos (), Q, valores pontuais e sub intervalos dos R*.
m P:A—[0,1] (veremos mais adiante como construir fungdes

(probabilidades) apropriadas).
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Propriedades

Propriedades: Modelo Tedrico

m Exemplo: Considere a seguinte divisdo de alunos matriculados em

um dado instituto de matematica, num certo ano:

Masculino (Ma)  Feminino (Fe) | Total
Mat. Pura (M) 70 40 110
Mat. Aplicada (A) 15 15 30
Estatistica (E) 10 20 30
Computagdo (C) 20 10 30
Total 115 85 200
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Propriedades

Propriedades: Modelo Tedrico

m Escolhendo um aluno ao acaso (e considerando que cada aluno tem
a mesma probabilidade de ser selecionado), definem-se os seguintes
eventos:

m M: estudante da Matemdtica Pura.

m A: estudante da Matematica Aplicada.
m E: estudante da Estatistica.

m C: estudante da Computacgao.

m Ma: sexo Masculino.

m Fe: sexo Feminino.
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Propriedades

Propriedades: Modelo Tedrico

m Assim,
a P(M) = ;(1)8 — 0,550,
a P(A) = 23000 — 0,150.
s P(E) = % — 0,150.
= P(C) = % — 0, 150.
a P(Ma) = % — 0,575

a P(Fe) = 2%50 — 0,425,

Notas de Aula da Professora Verénica Gonzalez-Lépez, digitadas por Beatriz Cuyabano, Pés-Graduag¢do IMECC/UNICAMP, com modificacdes do Prof. Caio Az




Intersecio

Intersecao de Eventos

m Utilizando o dltimo exemplo, vamos definir como evento (/),
escolher ao acaso um aluno e ele ser estudante de estatistica e do

sexo masculino, simultaneamente.

m /| = EN Ma, o evento /| é uma intersecio dos eventos E e Ma.

1
m P(EN Ma)= %:0,05.
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Uniao de Eventos

m Definamos agora como evento (U), escolher ao acaso um aluno e ele
ser estudante de estatistica ou do sexo masculino (apresentar pelo
menos uma dessas caracteristicas).

m U = EUMa, oevento U é uma unido dos eventos E e Ma.

m P(EUMa) = P(E)+ P(Ma) — P(En Ma)

10+ 20
E) = =0,150
(E) =24 :
70+ 15+10+20
P(Ma) = =0,57
(Ma) 200 0,575
P(EnMA)—E—o 050
200

m Entdo: P(E U Ma) = 0,150 + 0,575 — 0,050 = 0, 675.
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Uniao de Eventos

m No caso de eventos mutuamente exclusivos ou disjuntos, a
intersecdo é o conjunto vazio ().

m P(MNC)=P()=0.

m Assim:

140

P(MUC) = P(M)+P(C)—P(MNC) = P(M)+P(C) = ==

= 0,700
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Complemento

Evento Complementar

m Vamos considerar agora apenas o curso em que o aluno estd

matriculado.
m Ent3o, os eventos M e {AU E U C} sdo chamados de eventos
complementares:
s {(MN{AUEUC}} =2.
s (MU{AUEUC}} =Q.
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Complemento

Mais resultados

No caso geral, sejam A e B subconjuntos de §2:
m AN B = evento que representa a ocorréncia simultdnea dos eventos
AeB.
B AU B = evento que representa a ocorréncia de pelo menos um dos
eventos A e B.
m P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
m se {ANB} =@, entdo P(AU B) = P(A) + P(B)
m A e B sdo complementares se ANB=ge AUB =Q.
m como P(A)+ P(B) =1, entdo P(B) =1 — P(A).
m B ¢ denotado por B = A€,

m A e B sdo independentes se e somente P(AN B) = P(A)P(B).
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Equiprobabilidade

Equiprobabilidade (espacos amostrais discretos e finitos)

Q = {wi, ...,wy} finito.

1
m Plw)==,Vi=12,.,n
n

Considere A = {wa1, ...,wam} evento em Q com m < n pontos

amostrais.

m entdo P(A) = %
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Equiprobabilidade

Equiprobabilidade

m Exemplo: uma moeda honesta é langada uma unica vez.

m Q={C, X}

= P(C) = P(X) = 7.
m A= {C}.

m entdo P(A) = %
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Equiprobabilidade

Equiprobabilidade

m Exemplo: uma moeda honesta é langada duas vezes.
B Q={(C,QC),(X,C),(C,X), (X, X))}
m P(C,C)=P(X,C)=P(C,X)=P(X,X) =
B A= {(X,X),(C,O)}.

m Entio P(A) = % = %

1
.
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