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Resumo

A Teoria da Resposta ao Item (TRI) originou-se na metade da década de 30, mas

só recentemente está sendo utilizada em situações práticas, devido às dificuldades das

análises estat́ısticas envolvidas e à falta de programas computacionais espećıficos. Vários

são os modelos de resposta ao item, que se diferenciam na forma da função caracteŕıstica

do item e/ou no número de parâmetros atribúıdos ao modelo. Atualmente, os mode-

los utilizados em situações práticas limitam-se a avaliações que medem um traço latente

(habilidade) que pode ser representado por uma única dimensão (avaliações unidimen-

sionais). Algumas avaliações, seja pela construção dos itens ou pela própria finalidade

da aplicação, não podem, a prinćıpio, serem consideradas unidimensionais. Este é o caso

do Exame Nacional do Ensino Médio - ENEM, que foi estruturado segundo uma matriz

de 5 competências. Este trabalho apresenta, primeiramente, um breve relato da Teoria

Clássica de Medidas apontando suas deficiências e introduzindo a Teoria da Resposta ao

Item unidimensional. Em seguida são apresentadas técnicas destinadas à determinação da

dimensionalidade de um conjunto de dados. A Análise Fatorial de Informação Plena está

entre essas técnicas e é proposta como ferramenta para a verificação da dimensionalidade

do ENEM. Uma grande vantagem dessa análise é que ela permite testar a significância

estat́ıstica dos fatores adicionados sucessivamente ao modelo, em outras palavras, testar

a significância do aumento na dimensão de um conjunto de dados. Como critérios para

a determinação da dimensionalidade foram utilizados: (i) o teste de qui-quadrado, (ii) a

magnitude das cargas fatoriais e (iii) um ı́ndice de dimensionalidade. Como ı́ndice com-

plementar utilizou-se a porcentagem da variância explicada pelos fatores. Os resultados

desse estudo mostraram que o ENEM pode ser considerado um exame pentadimensional,

ou seja, a habilidade medida pelo exame pode ser representada por pelo menos 5 di-

mensões. Mesmo em avaliações propostas unidimensionais, essa análise é extremamente

importante dada a dificuldade na elaboração de itens que preservem a unidimensionali-

dade. O trabalho apresenta, ainda, modelos que tornam posśıvel a modelagem de dados

em avaliações multidimensionais e considera o modelo compensatório MC3 para modelar

os dados do Exame Nacional do Ensino Médio do ano de 1999.
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Abstract

The Item Response Theory was first introduced in the mid 1930s, but only recently

it has seen applications. There are several different models in the Item Response The-

ory, and they differ in the assumptions about the structure of the item and the number

of parameters in the model. The models currently being used seek to measure a latent

trait (ability) which can be represented by only one dimension (unidimensionality). Some

evaluations, however, do not fit in a one–dimensional framework. This is the case of the

‘Exame Nacional do Ensino Médio’ (ENEM), which has been designed according to a

matrix of five different skills. At the outset, this dissertation presents a brief overview

of the Classical Measurement Theory and of the unidimensional Item Response Theory.

We also discuss some tecniques that are helpful in determining the dimensionality of a

given data set. One of these techniques if the Full Information Fatorial Analysis, which

we propose as a way to check the dimensionality of ENEM. The results suggest that of

this exam is at least fivefold dimensional. We also present models designed to model

multidimensional evaluations, and use the compensatory MC3 model to model data from

the 1999 ENEM.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A Teoria da Resposta ao item (TRI) originou-se entre os anos de 1935 e 1940.

Desenvolveu-se tendo como um dos objetivos suprir deficiências da Teoria Clássica de

Medidas. A partir dos anos 70 e 80 a TRI passou a ser tópico de pesquisa dominante

entre os especialistas em medidas. Mais recentemente, com o avanço computacional, as

dificuldades das análises estat́ısticas foram minimizadas e essa teoria pode mostrar, na

prática, sua contribuição em diversas áreas, das quais destaca-se a educacional.

Neste caṕıtulo será apresentado um breve relato da Teoria Clássica de Medidas,

ressaltando deficiências que incentivaram o surgimento e o desenvolvimento da TRI. Em

seguida um resumo histórico da Teoria da Resposta ao Item, suas caracteŕısticas, su-

posições, alguns dos modelos unidimensionais mais utilizados e, por último, a motivação

para os modelos multidimensionais. Na parte final do caṕıtulo será apresentada a orga-

nização dessa dissertação de mestrado.

1.1. Teoria Clássica

Qualquer modelo matemático inclui um conjunto de suposições sobre os dados para os

quais o modelo é aplicado e especifica o relacionamento entre construtos observados e não

observados descritos no modelo. No modelo clássico, dois construtos são introduzidos:

o escore verdadeiro e o erro de medida. O escore verdadeiro para um indiv́ıduo pode

ser definido como um valor esperado dos seus escores obtidos em vários testes. O erro

de medida pode ser definido como a diferença entre o escore verdadeiro e o observado.

O modelo clássico supõe que: (1) os erros de medida são aleatórios com média zero e

não correlacionados entre si e com os escores verdadeiros e (2) os escores verdadeiros, os

observados e os erros de medida são linearmente relacionados. Matematicamente tem-se

o modelo

x = t+ ǫ,

onde x, t e ǫ são, respectivamente, o escore observado, o escore verdadeiro e o erro de

medida. As suposições seriam:

1. E(ǫ) = 0;

2. ρ(t, ǫ) = 0;

3. ρ(ǫ1, ǫ2) = 0, onde ǫ1 e ǫ2 são os erros de medida em duas aplicações de um teste.

1.2. Teoria Clássica - Limitações

A Teoria Clássica apresenta inúmeros resultados úteis, tais como a fórmula de Spear-

wan-Brown e a fórmula-20 de Kuder-Richardson, ambas utilizadas para calcular a fidedig-
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nidade1 de um teste (Lord, 1980; Vianna, 1987). Entretanto, há várias deficiências no

modelo clássico. Por exemplo, a dificuldade do item, que é a proporção de indiv́ıduos que

acertam ao item, e a discriminação do item, que é a correlação bisseral ou ponto-bisseral,

dependem do grupo de indiv́ıduos do qual elas são obtidas. Para uma amostra de in-

div́ıduos com habilidade acima da habilidade média, o ı́ndice de dificuldade do item será

mais alto do que para uma outra amostra de indiv́ıduos com habilidade abaixo da habi-

lidade média. Também, o ı́ndice de discriminação tenderia a ser mais alto em amostras

com indiv́ıduos mais heterogêneos (em termo de habilidade) do que em amostras mais ho-

mogêneas. Isto ocorre por causa do efeito da amostra no coeficiente de correlação (Lord

& Novick,1968). Outro problema é que os escores observado e verdadeiro aumentam e

diminuem dependendo da dificuldade do teste. Esse problema fica claro quando são com-

parados indiv́ıduos submetidos a formas diferentes de um teste, por exemplo, teste com

algumas questões diferentes.

Outras duas deficiências do modelo clássico dizem respeito à suposição de erros de

medida iguais para todos os indiv́ıduos e à definição de testes paralelos descritos, por

exemplo, por Lord (1980) e Hambleton & Swaminathan (1985). Em relação à primeira

delas, é suficiente notar que, em testes dif́ıceis, os erros de medida são, provavelmente,

maiores para indiv́ıduos com baixa habilidade do que para indiv́ıduos com habilidade

alta. Com relação à segunda deficiência citada, satisfazer a definição de testes estrita-

mente paralelos é dif́ıcil na prática. A suposição de paralelismo para testes não paralelos

resulta em estimativas imprecisas da fidedignidade do teste, do erro-padrão de medida

e do tamanho do teste necessário para alcançar a confiança ou fidedignidade necessária.

Por último, a Teoria Clássica tem como base, para a avaliação e a seleção de indiv́ıduos, o

teste como um todo, ou seja, as análises e interpretações dependem do conjunto de itens

que compõem o teste, o que impossibilita a comparação entre indiv́ıduos não submetidos

ao mesmo teste. É essa uma das principais cŕıticas à Teoria Clássica.

Após esse breve relato, fica claro que o desejável seria ter (a) estat́ısticas de itens

não dependentes do grupo, (b) escores que não dependessem da dificuldade do teste para

descrever a habilidade dos indiv́ıduos e (c) modelos que não requeiram testes estritamente

paralelos para avaliar a confiança ou fidedignidade. Há agora evidências substanciais para

sugerir que essas três propriedades desejáveis, além de outras, possam ser obtidas em uma

outra estrutura de teoria de medidas, conhecida como Teoria da Resposta ao Item (Lord,

1980; Hambleton & Swaminathan, 1985).

1.3. Teoria da Resposta ao Item (TRI) - Modelos Unidimensionais

A origem da TRI pode ser datada da metade da década de 30 e ińıcio da década de

40. Em 1936, Richardson derivou o relacionamento entre os parâmetros do modelo da

TRI e os parâmetros dos itens do modelo clássico, o que forneceu um caminho inicial

para a obtenção das estimativas dos parâmetros para modelos na TRI. O trabalho de

Lawley (1943) marcou o ińıcio da teoria baseada nos itens dos testes. Lawley mostrou

1A fidedignidade de um teste refere-se à estabilidade dos seus resultados: se um teste é aplicado

inúmeras vezes ao mesmo grupo de indiv́ıduos espera-se que os resultados sejam os mesmos.
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como obter as estimativas de máxima verossimilhança para os parâmetros do modelo de

curva caracteŕıstica do item, definiu o escore verdadeiro em termos dos itens e do teste e

mostrou que o coeficiente de confiança/fidedignidade pode ser expresso como função dos

parâmetros dos itens. A principal extensão desse trabalho se deve a Lord (1952), que

mostrou que as várias medidas da teoria clássica poderiam ser expressas como funções

dos parâmetros da função caracteŕıstica do item. O trabalho destes dois pesquisadores

estabeleceu os conceitos básicos da teoria psicométrica baseada em itens, agora conhecida

como Teoria da Resposta ao Item (TRI).

A TRI sustenta-se em dois pilares:

• a performance de um indiv́ıduo em um teste pode ser explicada por um conjunto

de fatores chamados traços latentes ou habilidades;

• o relacionamento entre as respostas dos indiv́ıduos a cada item e a habiblidade

medida pelo teste pode ser descrita por uma função monótona crescente, chamada

Função Caracteŕıstica do Item (FCI). Essa função fornece a probabilidade de in-

div́ıduos de vários ńıveis de habilidade responderem corretamente ao item.

A Figura 1.1 mostra uma função caracteŕıstica de item quando o traço latente ou habili-

dade tem uma única dimensão (unidimensionalidade). Observe que indiv́ıduos com altos

valores para a habilidade têm maior probabilidade de responder corretamente ao item do

que aqueles com baixa habilidade.

Figura 1.1 - Representação gráfica de uma FCI.

Curva Característica do Item
Parâmetros: a=2,0; b=1,0 e c=0,2. 
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Existem vários modelos de respostas ao item, que se diferenciam na forma matemática

da função caracteŕıstica do item e/ou no número de parâmetros especificados no modelo.

Todos os modelos contêm um ou mais parâmetros relacionados ao item e um ou mais

parâmetros relacionados ao indiv́ıduo. De forma mais geral, os modelos da TRI podem

ser organizados na seguinte estrutura:

(a) modelos unidimensionais ou multidimensionais em relação ao traço latente;

(b) modelos lineares ou não lineares;

(c) modelos de resposta dicotômica ou não dicotômica;

(d) modelos para uma ou mais populações.
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Quando as suposições da Teoria da Resposta ao Item estão presentes (veja Subseção

1.3.2), ou pelo menos de forma aproximada a um conjunto de dados, as estimativas obtidas

apresentam as seguintes propriedades: (a) assumindo a existência de um grande conjunto

de itens, todos medindo o mesmo traço latente, as estimativas das habilidades dos in-

div́ıduos são independentes da particular amostra de itens aplicada aos indiv́ıduos, (b)

assumindo a existência de uma grande população de indiv́ıduos, as medidas de carac-

terização dos itens (por exemplo, a dificuldade e a discriminação) são independentes da

particular amostra de indiv́ıduos empregada no processo de estimação dos parâmetros dos

itens (calibração) e (c) uma estat́ıstica indicando a precisão com que cada habilidade foi

estimada é fornecida.

Por fim, o conceito de formas paralelas de testes, comum à Teoria Clássica, é sub-

stitúıdo por um método estat́ıstico que permite a estimação de diferentes erros-padrão de

medidas para indiv́ıduos com diferentes ńıveis de habilidade.

Comparada à Teoria Clássica uma importante vantagem dos modelos de resposta

ao item é que, dado um conjunto de itens que tenham sido ajustados a um modelo de

resposta ao item (isto é, os parâmetros dos itens são conhecidos), é posśıvel estimar as

habilidades dos indiv́ıduos na mesma escala (de habilidade) de qualquer subconjunto de

itens no domı́nio dos itens que tenham sido ajustados ao modelo. O domı́nio dos itens

diz respeito à homogeneidade no sentido de medir uma única habilidade.

1.3.1. Modelos Unidimensionais

Esta seção apresenta dois modelos unidimensionais para resposta dicotômica. Uma

abordagem aos diversos modelos citados na seção anterior pode ser encontrado em Baker

(1992) e Andrade, Tavares & Valle (2000). As principais diferenças entre os modelos

está na forma matemática da Curva Caracteŕıstica do Item e no número de parâmetros

do modelo. Esses modelos são expressões matemáticas que fornecem a probabilidade de

resposta correta a um item como função da habilidade do indiv́ıduo e dos parâmetros dos

itens.

Modelo Loǵıstico de 3 parâmetros

Dentre os modelos propostos na literatura, um dos mais utilizados é o modelo loǵıstico

de 3 parâmetros proposto por Birnbaum (1957). Esse modelo é empregado a itens de

múltipla escolha do tipo certo/errado e é dado por

P (Xij = 1 | θj) = ci + (1 − ci)
1

1 + e−Dai(θj−bi)
, (1.1)

onde

Xij é uma variável dicotômica que assume os valores 1, quando o j-ésimo indiv́ıduo

responde corretamente ao item i, ou 0 quando o j-ésimo indiv́ıduo não responde

corretamente ao item i, com i = 1, 2, ..., p e j = 1, 2, ..., N ;
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P (Xij = 1 | θj) é a probabilidade de um indiv́ıduo j com habilidade θj responder

corretamente ao item i;

θj representa a habilidade (traço latente, traço ou proficiência) do j-ésimo indiv́ıduo;

ai é o parâmetro de discriminação do item i;

bi é o parâmetro de dificuldade do item i, medido na mesma escala da habilidade;

ci é o parâmetro que representa a probabilidade de um indiv́ıduo com baixa habili-

dade responder corretamente ao item i (muitas vezes referido como a probabilidade

de resposta correta dada ao acaso);

D é um fator de escala, constante igual a 1. Fazendo D = 1,702, aproxima-se a

função loǵıstica da função ogiva normal (veja pág. 6).

A função P (Xij = 1 | θj) assume valores entre 0 e 1 e tem forma S na escala da habili-

dade. A escala da habilidade é uma escala arbitrária onde o importante são as relações de

ordem existentes entre seus pontos e não necessariamente sua magnitude. O parâmetro

ai tem valor proporcional à inclinação da Curva Caracteŕıstica do Item (CCI) no ponto

bi; assim, valores negativos não são esperados, pois indicariam que a probabilidade de

responder corretamente ao item diminui com o aumento da habilidade. O parâmetro bi é

o ponto na escala da habilidade onde a probabilidade de responder ao item corretamente

é igual a (1+ ci)/2. Assim, quando não é posśıvel o acerto casual (“chute”), bi representa

o ponto na escala onde a probabilidade de acertar ao item é 0,5. O parâmetro ci não

depende da escala, e assume valores entre 0 e 1.

Os valores dos parâmetros a e b dependem da escala utilizada. Por exemplo, se as

habilidades de um determinado grupo de respondentes têm média 0 e desvio-padrão 1,

os valores plauśıveis para o parâmetro b variam entre −3,0 e 3,0. Valores próximos de

3,0 correspondem a itens que são muito dif́ıceis e valores próximos a −3,0 correspondem

a itens muito fáceis para esse grupo. Com relação ao parâmetro a, espera-se valores no

intervalo (0 ; 3,0). Valores próximos de 0 indicam que o item tem pouco poder de dis-

criminação (alunos com habilidades bastante diferentes tem aproximadamente a mesma

probabilidade de responder corretamente ao item) e valores próximos de 3,0 indicam itens

com curvas caracteŕısticas muito ı́ngremes que discriminam os indiv́ıduos basicamente em

dois grupos: os que possuem habilidade abaixo do valor do parâmetro b e os que possuem

habilidade acima do valor do parâmetro b. Na prática, os estudos vêm mostrando que,

utilizando a escala loǵıstica, os valores mais apropriados para o parâmetro de discrim-

inação estão entre 0,9 e 2,7, e para a escala normal esse intervalo é (0,6 ; 1,6). Para os

parâmetros de dificuldade são valores no intervalo (−2,0 ; 2,0), independente da escala

utilizada, loǵıstica ou normal. O parâmetro c depende, a prinćıpio, do número de alter-

nativas do item. Por exemplo, para um item com 5 alternativas, espera-se valores entre

0,1 e 0,3.

Em muitas situações, o acerto casual não é posśıvel, e assim, trabalha-se com o

parâmetro c igual a 0. Isto conduz ao modelo loǵıstico de 2 parâmetros, também en-

tre os mais aplicados.
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Modelo Ogiva Normal de 3 parâmetros

Esse modelo foi proposto por Lord (1952) e é dado por

P (Xij = 1 | θj) = ci + (1 − ci)

∫ ai(θj−bi)

−∞

1√
2π
e−t

2/2dt.

Com o trabalho de Haley (1952), a equivalência entre este modelo e o loǵıstico de 3

parâmetros se dá para D = 1,702. Os resultados obtidos com os dois modelos diferem em

menos de 0,01, o que pode ser considerado não-significante. Outros modelos unidimen-

sionais e maiores detalhes podem ser encontrados em Hambleton & Swaminathan (1985).

1.3.2. Suposições

Os modelos unidimensionais têm como suposição fundamental a unidimensionalidade

do teste, ou seja, supõem que o teste mede apenas um único traço latente (habilidade do-

minante no conjunto de itens). A independência local ou condicional fora citada em alguns

trabalhos como suposição. Entretanto, com a publicação de Lord (1980), a independência

não mais é vista como suposição, mas sim como conseqüência da correta determinação

da dimensionalidade dos dados. A independência condicional significa que dada a habi-

lidade do indiv́ıduo, suas respostas aos diferentes itens do teste são independentes. Essa

conseqüência é fundamental no processo de estimação dos parâmetros do modelo. A inde-

pendência condicional pode ser obtida mesmo quando os dados não são unidimensionais,

desde que todas as dimensões da habilidade que influenciam a performance no teste sejam

consideradas. Por exemplo, considere um teste de matemática no qual os itens exigem

ńıveis altos da habilidade verbal (interpretação de texto). Indiv́ıduos com ńıveis baixos

dessa habilidade podem não responder corretamente aos itens mesmo possuindo ńıveis

altos da habilidade matemática. Dessa forma, a performance no teste é influenciada por

ambas as habilidades: matemática e verbal. Se um modelo unidimensional é ajustado

aos dados, considerando apenas a habilidade matemática, a independência condicional

não pode ser considerada, pois as respostas aos diferentes itens dependerá da habilidade

verbal. Por outro lado, se os indiv́ıduos apresentam ńıveis próximos de habilidade ver-

bal, considera-se que somente a habilidade matemática influencia na performance sobre

os itens; assim, a independência condicional pode ser considerada quando um modelo

unidimensional é ajustado. Em testes contendo itens que exigem o conhecimento de pro-

cedimentos espećıficos ou estratégicos para se obter a resposta correta ou que fornecem

informações que ajudam a responder outros itens, a independência condicional também

não se verifica. A habilidade para detectar procedimentos espećıficos pode ser vista como

outra dimensão além da habilidade testada.

Outras duas suposições são: (a) o tempo para a resolução do teste é suficiente para

que todos os itens possam ser respondidos por todos os indiv́ıduos e (b) a ordem em que

os itens são apresentados aos indiv́ıduos não interfere no desempenho dos mesmos.

6



1.3.3. Estimação

Uma vez determinado o modelo da TRI a ser utilizado, é necessário determinar os

valores dos parâmetros dos itens e das habilidades dos indiv́ıduos. Nos modelos unidi-

mensionais, cada indiv́ıduo é caracterizado apenas por um parâmetro, θ, e para a ca-

racterização dos itens utilizam-se de 1 a 4 parâmetros, dependendo do modelo utilizado.

De modo geral, obtêm-se estimativas para os parâmetros do modelo com erros-padrão

pequenos quando o número de itens é de pelo menos 30 e o número de respondentes para

cada item é de pelo menos 300. No processo de estimação, nos defrontamos com 3 casos.

O primeiro é quando os parâmetros dos itens são conhecidos e deseja-se apenas estimar

as habilidades dos indiv́ıduos. No segundo caso são conhecidas as habilidades e deseja-se

apenas estimar os parâmetros dos itens. No terceiro, nem os parâmetros dos itens e nem

as habilidades dos indiv́ıduos são conhecidos; deseja-se estimar ambos. O primeiro caso

começa a ser freqüente na prática, e a solução é dada empregando o método da máxima

verossimilhança ou métodos bayesianos, ambos através da aplicação de procedimentos

interativos, como, por exemplo, o método de Newton-Raphson. O segundo caso tem

apenas caráter teórico e é solucionado usando o método da máxima verossimilhança. O

terceiro caso, provavelmente o mais encontrado na prática, é abordado de duas formas: a

estimação conjunta dos parâmetros de itens e das habilidades dos indiv́ıduos; ou em duas

etapas, primeiro a estimação dos itens e, em seguida, a das habilidades (Baker, 1992).

1.3.4. Escala de Medidas

Nos dois primeiros casos citados na subseção anterior, o conhecimento dos parâmetros

(dos itens ou dos indiv́ıduos) implica o conhecimento da escala em que eles foram me-

didos. No terceiro, não há nenhuma escala definida. Como a habilidade pode assumir

qualquer valor real, os valores dos parâmetros que maximizam a função de verossimil-

hança não podem ser determinados de modo único. É necessário, então, estabelecer uma

origem, que representará a média das habilidades dos indiv́ıduos na população, e uma

unidade de medida, que representará o desvio-padrão das habilidades, antes do processo

de estimação. As habilidades dos indiv́ıduos não são observadas, mas, baseado nas re-

spostas dos indiv́ıduos a um conjunto de itens, é posśıvel estimá-las. A propriedade mais

importante da habilidade é que ela não depende do particular conjunto de itens ao qual

o indiv́ıduo foi submetido. Essa propriedade possibilita uma comparação direta de itens,

testes ou performances de diferentes grupos de indiv́ıduos. A habilidade pode assumir

teoricamente qualquer valor real, e muitas são as métricas na qual ela pode ser definida.

Usualmente, utiliza-se uma escala com média 0 e desvio-padrão 1. Entretanto, poder-se-ia

assumir quaisquer outros valores, pois o importante são as relações de ordem existentes

entre os pontos da escala. A especificação da escala elimina a não-identificabilidade do

modelo que ocorre devido à produção de um mesmo valor para a função caracteŕıstica do

item a partir de diferentes conjuntos de parâmetros. Por exemplo, considerando o modelo

loǵıstico de 3 parâmetros, se θ
′

j = αθj + β, b
′

i = αbi + β e a
′

i = ai/α, onde α e β são

constantes reais com α > 0, obtemos P (Xij = 1 | θ′

j , b
′

i, a
′

i) = P (Xij = 1 | θj , bi, ai). Uma

discussão e desenvolvimento completos podem ser encontrados em Baker (1992).
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1.3.5. Comentários Adicionais

Os modelos unidimensionais da TRI têm como suposição fundamental a unidimen-

sionalidade do teste. Esta suposição exige que os itens que irão compor o teste sejam

elaborados de modo a atendê-la. Entretanto, dependendo do objetivo do teste, nem sem-

pre isso é posśıvel.

A violação da suposição de undimensionalidade conduz, entre outras, às seguintes

conseqüências negativas: (i) a própria validade do item passa a ser questionada e (ii)

assumindo um modelo unidimensional com itens multidimensionais não se pode garantir

a independência condicional.

Hattie (1985) identificou mais de 30 ı́ndices sugeridos para determinar a dimensiona-

lidade de uma medida e os categorizou nos seguintes grupos:

Grupo 1: ı́ndices baseados em padrões de respostas;

Grupo 2: ı́ndices baseados na fidedignidade;

Grupo 3: ı́ndices baseados na análise de componentes principais;

Grupo 4: ı́ndices baseados na análise fatorial;

Grupo 5: ı́ndices baseados na TRI.

Pela categorização de Hattie (1985), a análise fatorial através das matrizes dos coefi-

cientes phi e das correlações tetracóricas se enquadram no grupo 4 e a análise fatorial de

informação plena no grupo 5. No Caṕıtulo 2 desta dissertação serão abordados esses dois

grupos, com referência espećıfica a essas análises.

1.4. Organização da Dissertação

O objetivo principal desta dissertação é inicializar o estudo da Teoria da Resposta ao

Item Multidimensional no Brasil. Este estudo exigiu uma revisão dos métodos de Análise

Fatorial visando a determinação da dimensionalidade de instrumentos de avaliação e con-

seqüentemente da dimensão dos modelos a serem ajustados. O Caṕıtulo 1 foi dedicado

à revisão de alguns conceitos da Teoria Clássica e da TRI unidimensional. O Caṕıtulo 2

apresenta a análise fatorial convencional - que trata com variáveis cont́ınuas - e a análise

fatorial para dados dicotômicos ou dicotomizados. Nesse caṕıtulo é desenvolvida a teoria

para a determinação da dimensionalidade de um conjunto de dados. No Caṕıtulo 3 são

apresentados alguns modelos multidimensionais da TRI. O Caṕıtulo 4 é dedicado ao de-

senvolvimento do parâmetro de dificuldade para modelos multidimensionais. O Caṕıtulo

5 aborda o parâmetro de discriminação multidimensional e introduz o conceito de in-

formação multidimensional. O Caṕıtulo 6 trata da estimação dos parâmetros para mod-

elos multidimensionais: parâmetros dos itens e habilidades dos indiv́ıduos. O Caṕıtulo 7

é dedicado a aplicação da teoria desenvolvida nos Caṕıtulos 2, 3, 4, 5 e 6. Esse caṕıtulo

apresenta os resultados da avaliação da dimensionalidade do Exame Nacional do Ensino

Médio (ENEM) do ano de 1999 e da modelagem dos dados deste Exame através do modelo

compensatório MC3. O Caṕıtulo 8 é dedicado às considerações gerais sobre a presente dis-

sertação e algumas sugestões para a continuidade deste estudo. Por fim, alguns resultados

citados no Caṕıtulo 7 compõem o Apêndice.
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Caṕıtulo 2

Análise Fatorial

2.1. Introdução

A Análise Fatorial trata do relacionamento interno de um conjunto de variáveis. Suas

idéias básicas se devem, principalmente, a psicólogos como Charles Spearman, Thomson,

Thurstone e Burt, que buscavam obter uma melhor compreensão para a “inteligência”.

Os testes de inteligência eram - e ainda são - montados com uma grande variedade

de itens que variam em graus de memorização, habilidade verbal, habilidade matemática,

entre outras. A Análise Fatorial foi desenvolvida para analisar esses testes e averiguar se

a “inteligência” era determinada por um único fator geral ou por vários fatores.

Na Análise Fatorial convencional, p variáveis observadas são modeladas como funções

lineares de um número menor, m, de outras variáveis cont́ınuas, denominadas variáveis

latentes ou fatores. Essas variáveis são empregadas na estimação da correlação entre as

variáveis observadas.

Os objetivos principais da Análise Fatorial são:

• determinar o número de fatores que fornecem um ajuste satisfatório à matriz de

correlação observada;

• estimar os coeficientes de regressão das variáveis observadas nos fatores.

Com isso, almeja-se uma explicação parcimoniosa do relacionamento entre as variáveis

observadas.

Basicamente, o modelo fatorial é motivado pelo seguinte argumento: Suponha variáveis

que possam ser agrupadas por suas correlações, isto é, suponha que todas as variáveis de

um grupo particular de variáveis são fortemente correlacionadas entre si, mas têm, relati-

vamente, baixa correlação com variáveis de outros grupos diferentes. Então, é conceitual

que cada grupo de variáveis representa uma única construção básica, ou fator, que é

responsável pelas correlações observadas. Por exemplo, correlações de testes de Inglês,

Francês e Português sugerem um fator básico: “domı́nio verbal ou em ĺınguas”. Um se-

gundo grupo de variáveis, representando escores em ciências exatas: Matemática e F́ısica,

por exempo, se avaliado, corresponderia a outro fator. É esse tipo de estrutura que a

Análise Fatorial procura determinar.

2.2. Modelo Fatorial Convencional

A Análise Fatorial é, em essência, um método para explicação da variabilidade de

dados através de um modelo ajustado. A matriz de covariância ou a de correlação de

um número razoável de variáveis Y = (Y1, ..., Yp) é o objeto da análise. Por hipótese,

o interrelacionamento entre as variáveis pode ser explicado por um modelo de regressão

linear múltiplo, com os Y ′s como variáveis dependentes. A caracteŕıstica que diferencia
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a Análise Fatorial do modelo de regressão é que nessa os preditores, θ = (θ1, ..., θm),

não são observados, mas sim, inferidos a partir dos dados. No modelo convencional de

Análise Fatorial, assume-se um vetor m-dimensional de variáveis latentes, θ = (θ1, ..., θm),

na população de indiv́ıduos. As observações de uma amostra aleatória de N indiv́ıduos

não consistem, entretanto, de valores de θ, mas de valores de p variáveis observadas

Y = (Y1, ..., Yp), onde p > m. É assumido, também, que Y depende estocasticamente

de θ através do seguinte sistema de equações lineares:

Y1 = λ11θ1 + λ12θ2 + ... + λ1mθm + e1
Y2 = λ21θ1 + λ22θ2 + ... + λ2mθm + e2

...

Yp = λp1θ1 + λp2θ2 + ... + λpmθm + ep

ou, em forma matricial,

Y = Λθ + e. (2.1)

O coeficiente λik, i = 1, 2, ..., p e k = 1, 2, ..., m, é definido como a carga da i-ésima

variável no k-ésimo fator, e a matriz Λ é denominada matriz de cargas fatoriais. θ é

o vetor de fatores comuns, ou, simplesmente, vetor de fatores e e é o vetor de fatores

espećıficos ou reśıduos. Os reśıduos são supostos independentes entre si, o que equivale a

assumir que dado m fatores comuns, as variáveis observadas são independentes uma das

outras. Os fatores, geralmente, são escalonados de modo a tornar suas variâncias iguais

a 1. Por conveniência, e sem perda de generalidade, assume-se que θ e Y têm média 0.

Assim, pela Equação 2.1 temos que a matriz de covariância de Y é dada por

Σ = ΛΘΛ′ + Ψ, (2.2)

onde Θ denota a matriz de covariância de θ, e Ψ representa a matriz de covariância do

reśıduo e.

Incorporando ao modelo a suposição de que Θ = Im, matriz identidade de ordem m,

e, também, a de que Λ′Ψ−1Λ é uma matriz diagonal, reunem-se as condições necessárias

para torná-lo identificável, ou seja, elimina-se o problema de indeterminação do mod-

elo. A indeterminação está relacionada à produção da mesma matriz Σ através de dife-

rentes matrizes Λ e Θ, combinadas segundo a Equação 2.2. Para exemplificar, considere

A uma matriz quadrada de posto completo m com colunas normalizadas, Λ∗ = ΛA e

Θ∗ = A−1ΘA′−1
. Note que, utilizando a Equação 2.2, se Σ = ΛΘΛ′ + Ψ, então, por

simples substituição Σ = Λ∗Θ∗Λ′∗ + Ψ, o que caracteriza a indeterminação do modelo.

Várias escolhas de A podem produzir cargas fatoriais que são fáceis de serem explorados

visualmente ou interpretados, sem afetar o ajuste do modelo. O processo de obtenção dos

valores de Λ∗ e Θ∗ é chamado rotação de fatores (Harman, 1976).

Ainda com base nas suposições, as variâncias das variáveis observadas são dadas por

σ2
i =

m
∑

k=1

λ2
ik + ψ2

i .
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O primeiro termo,
∑m

k=1 λ
2
ik, é conhecido como comunalidade, e representa a parte da

variância da variável Yi explicada pelos fatores comuns. O segundo termo, ψ2
i , é a variância

do i-ésimo reśıduo, ei, e é denominado variância espećıfica ou unicidade. Para facilitar a

transição para o caso de variáveis dicotomizadas, serão introduzidas algumas suposições

sobre as distribuições de Y , θ e e e, também, algumas considerações quando do procedi-

mento de estimação.

Suponha que os reśıduos na Equação 2.1 seguem uma distribuição normal multivaria-

da: e ∼ Np(0,Ψ). A distribuição de Y condicional a θ será dada por

(Y | θ,Λ,Ψ) ∼ Np(Λθ,Ψ). (2.3)

Assumindo que θ ∼ Nm(0, Im), determina-se a distribuição marginal de Y , ou a

distribuição de Y a partir de uma amostra aleatória de indiv́ıduos, pela integração da

Equação 2.3 sobre todo o domı́nio de θ. Ou seja,

f(y | Λ,Ψ) =

∫

f(y | θ,Λ,Ψ)f(θ)dθ.

Como ambas as densidades sob a integral são normais, a integração pode ser desenvolvida

explicitamente. Encontra-se que

Y ∼ Np(0,Σ), (2.4)

onde,

Σ = ΛΛ′ + Ψ.

2.3. Estimação dos Parâmetros

A estimação dos parâmetros dos itens é feita através do método de máxima verossi-

milhança. A função de verossimilhança para as respostas de N indiv́ıduos de amostra

aleatória, sob a expressão (2.4), é dada por

L(y1, ...,yN | Λ,Ψ) =
N
∏

j=1

exp[(−y′
jΣ

−1yj)/2]

(2π)p/2 |Σ|1/2
. (2.5)

Para determinar os valores dos parâmetros que satisfazem as equações de verossimi-

lhança, maximiza-se o logaritmo da Equação 2.5 com relação às matrizes de parâmetros Λ

e Ψ, diferenciando-o com relação a cada parâmetro e igualando o resultado a zero. Com as

suposições introduzidas na seção anterior, garante-se que as estimativas dos parâmetros

serão únicas.

A maximização da Equação 2.5 é equivalente à minimização de

F = −N
2

[

tr(Σ−1S) − log
∣

∣Σ−1S
∣

∣

]

,

onde S é a matriz de correlação observada dos Y ′s e F é uma função proporcional à log-

verossimilhança da Equação 2.5. Note que o produtório envolvendo todos os N indiv́ıduos

presente na Equação 2.5 dá lugar a uma outra equação que envolve apenas uma função do

vetor de respostas, em termos da matriz de covariância observada. Em outras palavras,
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estimativas eficientes de Λ e Ψ podem ser obtidas usando somente os p(p+1)/2 elementos

da matriz S e sem perda de informação no que se refere às respostas dos N indiv́ıduos,

independentemente de quão grande seja N comparado a p(p+ 1)/2.

Mislevy (1986) cita outros dois métodos para estimação de Λ e Ψ: o método dos

mı́nimos quadrados não ponderados (MQNP) e o método dos mı́nimos quadrados

generalizados (MQG). O primeiro minimiza F = (So − Σ̂o)′(So − Σ̂o) e o segundo,

F = (So−Σ̂o)′W−1(So−Σ̂o), onde o operador ‘o’ indica que uma matrizM = (m1, ...,mn)

é reescrita como um vetor de colunas da forma (m′
1, ...,m

′
n)

′

e W = Σ ⊗ Σ, com ⊗ indi-

cando o produto direto de matrizes.

Todos os três métodos citados nesta seção fornecem estimadores consistentes para Λ

e Ψ sob as suposições apresentadas inicialmente. Os métodos de máxima verossimilhaça e

mı́nimos quadrados generalizados exigem que a matriz S seja positiva definida e fornecem

testes qui-quadrado para ajuste do modelo, permitindo assim avaliar o número de fatores.

2.4. Modelo Fatorial para Dados Dicotômicos ou Dicotomizados

Nesta seção será apresentada a estensão do modelo fatorial tradicional para dados di-

cotômicos ou dicotomizados. A primeira idéia foi estabelecer uma matriz que substitúısse

a matriz de covariância para variáveis cont́ınuas e operar de acordo com o que foi apre-

sentado na seção anterior. As soluções iniciais foram dadas através do uso das matrizes

de coeficientes phi e de correlações tetracóricas. Um outro método, denominado Análise

Fatorial de Informação Plena, foi introduzido a partir do artigo de Bock & Aitkin (1981)

e será abordado na parte final da seção.

2.4.1. O Coeficiente de Correlação Phi

Não há impedimento para o cálculo da correlação produto momento de Pearson

(ρ(X, Y )) entre variáveis dicotômicas - “coeficiente phi”, como ela é chamada neste caso

especial.

ρ(X, Y ) =
E[(X − µX)(Y − µY )]

σXσY

Dessa forma, seria natural aplicar o método da seção anterior para ajustar um modelo

fatorial a uma matriz de correlação assim obtida. Entretanto, vários pesquisadores têm

demonstrado os problemas inerentes a essa prática.

O principal problema é que os valores do coeficiente phi dependem não só do grau de

relacionamento entre as variáveis, mas, também, da média individual de cada variável.

As Tabelas 2.1, 2.2 e 2.3 ilustram os resultados obtidos numa simulação com diferentes

tamanhos de amostras para o coeficiente phi. Na Tabela 2.1, 8 itens foram submetidos a

5000 respondentes. Cada item é uma variável que assume os valores 1 e 0: 1 para respostas

corretas e 0 para respostas incorretas. O primeiro item foi respondido incorretamente

por apenas um dos indiv́ıduos; o segundo item foi respondido incorretamente por dois

indiv́ıduos: o que errou o primeiro item e mais um. Note que somente um indiv́ıduo

respondeu diferentemente os dois itens. O resultado para o coeficiente de correlação phi

12



foi 0.707. O terceiro item foi respondido incorretamente pelos dois indiv́ıduos que erraram

o item anterior e mais um; o quarto item, pelos três indiv́ıduos anteriores e mais um. Para

os itens 1 e 4, apenas 3 dos 5000 indiv́ıduos apresentam respostas diferentes para estes dois

itens, isso fez com que a correlação phi decrescesse para 0,50. Concluindo a interpretação

dos itens, o quinto foi respondido incorretamente pelos 4 indiv́ıduos anteriores anteriores

e mais 496, o sexto item, pelos 500 indiv́ıduos anteriores e mais 500, o sétimo item, pelos

1000 indiv́ıduos anteriores e mais 500 e o oitavo item, pelos 1500 indiv́ıduos anteriores e

mais 500.

Tabela 2.1 - Correlação phi para 8 itens submetidos a 5000 respondentes.

Itens 1 2 3 4 5 6 7 8
2 0,707

3 0,577 0,816

4 0,500 0,707 0,866

5 0,042 0,060 0,074 0,085

6 0,028 0,040 0,049 0,057 0,667
7 0,022 0,031 0,037 0,043 0,509 0,763
8 0,017 0,024 0,030 0,035 0,408 0,612 0,802 1,000

Nas Tabelas 2.2 e 2.3, a mesma análise é feita para outros 8 itens submetidos a 500

e 50 indiv́ıduos, respectivamente. Os itens 1, 2, 3 e 4 apresentam a mesma seqüência

de respostas incorretas verificadas na Tabela 2.1, e os itens 5, 6, 7 e 8 apresentam a

mesma seqüência e proporção de respostas incorretas. Nota-se facilmente a dependência

indesejável do coeficiente de correlação phi da média das variáveis envolvidas.

Tabela 2.2 - Correlação phi para 8 itens submetidos a 500 respondentes.

Itens 1 2 3 4 5 6 7 8
2 0,706

3 0,576 0,816

4 0,498 0,706 0,865

5 0,134 0,190 0,233 0,269

6 0,090 0,127 0,155 0,180 0,667
7 0,068 0,097 0,119 0,137 0,509 0,764
8 0,055 0,078 0,095 0,110 0,408 0,612 0,802 1,000

Tabela 2.3 - Correlação phi para 8 itens submetidos a 50 respondentes.

Itens 1 2 3 4 5 6 7 8
2 0,700

3 0,565 0,808

4 0,484 0,692 0,857

5 0,429 0,612 0,758 0,885

6 0,286 0,408 0,505 0,590 0,667
7 0,218 0,312 0,386 0,450 0,509 0,764
8 0,175 0,250 0,309 0,361 0,408 0,612 0,802 1,000

Quando variáveis binárias são produzidas pela dicotomização de variáveis cont́ınuas, a es-

colha do ponto de corte afeta os valores do coeficiente phi. A análise fatorial feita a partir
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da matriz dos coeficientes phi de variáveis binárias e produzida pela mesma estrutura de

correlação, mas dicotomizadas em diferentes pontos, pode equivaler-se a modelos fatoriais

com diferentes estruturas e possibilitar diferentes números de fatores.

Outro problema é que o valor de uma variável dicotômica é limitado, implicando

que sua regressão com qualquer variável latente cont́ınua com intervalo infinito não pode

ser linear (McDonald & Ahlawat, 1974). Se a correlação for aplicada diretamente em

variáveis dicotômicas, o modelo de análise fatorial linear dado pela Equação 2.1 fica mal

especificado.

Uma alternativa ao uso da matriz de coeficientes phi é apresentada em seguida.

2.4.2. A Correlação Tetracórica

Diferentemente do cálculo das correlações phi, onde não houve nenhuma suposição

sobre as variáveis observadas envolvidas, consideram-se, agora, as variáveis cont́ınuas Yi
e Yj que têm distribuição conjunta normal bivariada e que as variáveis observadas, Xi

e Xj, que assumem os valores 0 ou 1, são resultantes dessas variáveis através de um

processo de dicotomização. Nesse processo, é assumido um ponto de corte para cada uma

das variáveis cont́ınuas, denotados por γi e γj. Os valores das variáveis Yi e Yj não são

observados diretamente, mas, somente, se assumem valores maiores ou menores do que

seus respectivos pontos de corte:

Yi ≥ γi ou Yi < γi
Yj ≥ γj ou Yj < γj .

Os valores das variáveis observadasXi eXj são supostos resultantes das variáveis cont́ınuas

da seguinte forma:

Xi =

{

1, se Yi ≥ γi
0, se Yi < γi .

A variável Xj recebe tratamento análogo.

A idéia agora é inferir a correlação produto momento entre Yi e Yj, ρ(Yi, Yj), a partir

da observação de Xi e Xj. Como exemplo, poder-se-ia considerar a variável Y denotando

a habilidade exigida por um item e a variável X, a respectiva resposta ao item: 1 para

resposta correta e 0 para resposta incorreta.

Seja πij a proporção de indiv́ıduos na população com Yi ≥ γi e Yj ≥ γj. A proporção

de indiv́ıduos com Yi ≥ γi , independentemente de Yj, e a proporção de indiv́ıduos com

Yj ≥ γj , independentemente de Yi, são dadas por πi e πj , respectivamente.

Com as suposições sobre a distribuição de (Yi, Yj), temos

πij ≡
∫ ∞

γi

∫ ∞

γj

f (yi, yj, ρ)dyidyj (2.6)

πi ≡
∫ ∞

γi

∫ ∞

−∞
f (yi, yj, ρ)dyidyj (2.7)

πj ≡
∫ ∞

−∞

∫ ∞

γj

f (yi, yj, ρ)dyidyj, (2.8)
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onde f(yi, yj, ρ) representa a função densidade da distribuição normal padrão bivariada,

com ρ representando a correlação entre as variáveis Yi e Yj:

f (yi, yj, ρ) =
1

2π
√

1 − ρ2
exp

[

−
y2
i + y2

j − 2ρyiyj

2(1 − ρ2)

]

.

Considerando πij̄ a proporção de indiv́ıduos que responderam corretamente o item i,

mas responderam incorretamente o item j, e definindo πīj e πīj̄ analogamente, todas as

proporções de respondentes numa tabela de contigência 2 × 2 estariam determinadas.

Quando γi, γj e ρ são conhecidos, πij , πi e πj são determinados de forma única a

partir das Equações 2.6, 2.7 e 2.8. Entretanto, o caso realista é ter conhecido πij , πi e πj ,

e dáı determinar γi, γj e ρ, também de forma única. Quando ρ é calculado a partir das

proporções da tabela de contigência 2 × 2, satisfazendo as expressões (2.6), (2.7) e (2.8),

ele é chamado coeficiente de correlação tetracórico, que será denotado por ρij (Pearson,

1900). Se a suposição de que (Yi, Yj) tem distribuição normal bivariada é verdadeira,

então ρij = ρ(Yi, Yj).

Quando se observam proporções amostrais, ρij é estimado por rij,, o coeficiente de cor-

relação tetracório amostral. Para o cálculo de ρij ou rij não há fómulas fechadas; aprox-

imações computacionais eficientes são dadas por Divgi (1979). Calculando ρij para todos

os pares de variáveis, no nosso caso, itens, forma-se a matriz de correlações tetracóricas.

A matriz de correlações tetracóricas amostral, S∗, é uma estimativa da matriz de cor-

relação das variáveis Y ’s, e assim, procedimentos padrões de análise fatorial podem ser

empregados para estimar Λ e Ψ.

Da mesma forma do modelo convencional, será assumida a existência de m variáveis

latentes θ. Para p > m variáveis observadas (por exemplo, p itens de um teste), assume-se,

também, que a estrutura linear para as p variáveis Yi, i = 1, 2, ..., p, é dada por

Yi = λi1θ1 + λi2θ2 + ...+ λimθm + ei, (2.9)

onde ei são os reśıduos. O contraste com a análise fatorial de variáveis observadas está

no fato de que os Y ’s não são observados diretamente. Observa-se, sim, um vetor de

variáveis dicotômicas X = (X1, ..., Xp) com valores determinados de acordo com processo

de dicotomização apresentado no ińıcio dessa seção.

O passo seguinte é a fatoração de S∗, ou seja, a estimação de Λ e Ψ, e para isso

será suposto que os reśıduos ei são distribúıdos segundo uma distribuição N(0, ψ2
i ) e são

independentes entre si e dos fatores θ. Com as suposições e o processo de dicotomização

definido, a probabilidade condicional de um indiv́ıduo j responder corretamente a um

item i será dada por

P (Xij = 1 | θj) =
1√

2πψi

∫ ∞

γi

exp

[

−1

2

(

t−
∑m

k=1 λikθkj
ψi

)2
]

dt

= F
(

γi−
∑m

k=1
λikθkj

ψi

)

= Fi(θj)

(2.10)

Suponha, ainda, que θ distribui-se segundo uma Nm(0,Θ) na população de interesse.

Como no modelo convencional, a distribuição marginal de Y é Np(0,Σ), onde, novamente,
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Σ = ΛΘΛ′ + Ψ. O fato de que nenhum dos θ′s e Y ′s são observados gera uma indeter-

minância de escala e orientação no modelo. A solução se dá particularizando Θ = Im e

Σii = 1 para cada i. Isso implica que

Σ = ΛΛ′ + Ψ

e

ψ2
i = 1 −

m
∑

k=1

λ2
ik,

ou, em notação matricial,

Ψ = I − diag(ΛΛ′).

Sendo xj = (xj1, ..., xjp) o vetor de respostas do j-ésimo indiv́ıduo, a função de

verossimilhança marginal dos dados para uma amostra aleatória de tamanho N será dada

por

L[(x1, ...,xN) | Λ,γ] =

N
∏

j=1

∫

f (xj | θ,Λ,γ)f(θ)dθ

=

N
∏

j=1

∫

∏

i

Fi(θ)xij [1 − Fi(θ)]1−xij f(θ)dθ,

(2.11)

onde f(θ) é a função densidade normal padrão multivariada de θ. A Equação 2.11

também pode ser escrita como um produto de todos os s distintos padrões de resposta

xq, observados com freqüência rq, q = 1, 2, ..., s. A expressão resultante é

L =

s
∏

q=1

{

∫

∏

i

Fi(θ)xqi[1 − Fi(θ)]1−xqif(θ)dθ

}rq

,

onde s ≤ min(N, 2p). O trabalho com padrões de resposta pode ser útil quando o número

de observações (indiv́ıduos) é extremamente superior ao número de variáveis (itens). Esse

procedimento é empregado em programas computacionais.

A Equação 2.11 é equivalente à Equação 2.5 e, a prinćıpio, o procedimento de es-

timação para Λ e Ψ pode ser o mesmo daquela seção, ou seja, o método de máxima

verossimilhança.

No desenvolvimento dessa análise um ponto merece atenção. Não se pode garantir que

S∗ seja uma matriz positiva definida. A ausência desta condição impossibilita a aplicação

do método de máxima verossimilhança. Nesse caso, a estimação de Λ é feita através do

método dos mı́nimos quadrados não-ponderados, minimizando a quantidade

∑

i

∑

i<j

(S∗
ij − Σij)

2.

As vantagens da análise fatorial através da matriz de correlações tetracóricas são:

(a) a sua superioridade (melhores estimativas para as correlações) sobre a análise fato-

rial através do coeficiente phi e (b) a sua ecomonia relativa. A economia é no sentido

de menos processamento computacional quando comparado a métodos espećıficos para

dados categorizados.
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As desvantagens dessa solução podem ser classificadas em três categorias. A primeira

começa na tentativa de calcular S∗, onde valores extremos são insatisfatoriamente deter-

minados. A segunda categoria resulta do uso dos mı́nimos quadrados não-ponderados

com a matriz de dados com dois ńıveis de estimação de erros - nem os erros-padrão nem

o ajuste do teste são facilmente avaliados. A terceira categoria resulta do fato de que,

diferentemente do caso de variáveis observadas com distribuição normal, a sumarização

das variáveis dicotômicas em termos da matriz de covariância não retém, conjuntamente,

toda informação sobre o relacionamento dessas variáveis; somente as informações indi-

viduais (percentual de acertos) e a informações de pares de variáveis são usadas. Essas

limitações da análise fatorial através da matriz tetracórica são superadas com o uso de

soluções através do método de mı́nimos quadrados generalizados.

Considerando Acerto Casual

Na seção anterior considerou-se o caso no qual as respostas são determinadas somente

através de θ, não se considerando a possibilidade de acerto casual. Para este caso, a

mesma solução pode ser empregada, com uma razão pré-especificada (probabilidade de

acerto casual) ci para cada item, se a proporção observada e a proporção conjunta são

apropriadamente ajustadas. Carrol (1945), entre outros citado em Mislevy (1986), propôs

correções nas proporções da tabela de contigência 2 × 2 nas quais são baseadas as cor-

relações tetracóricas. As correções para as proporções marginais e conjuntas são dadas

abaixo.
πi = (π∗

i − ci)/c̄i

πit = π∗
it − (ct/c̄i)π

∗
it + (cict/c̄ic̄t)π

∗
īt̄

πit̄ = (c̄t)
−1π∗

it̄ − (ci/c̄ic̄t)π
∗
īt̄

πīt = (c̄i)
−1π∗

īt − (ct/c̄ic̄t)π
∗
īt̄

πīt̄ = (c̄ic̄t)
−1π∗

it̄,

onde c̄i = 1 − ci, c̄t = 1 − ct e π∗ são valores amostrais correspondentes aos valores

populacionais π presentes no ińıcio da Subseção 2.4.2. Os ajustes acima podem produzir

proporções acima de 1 ou abaixo de 0. A solução é a imposição de valores mı́nimos e

máximos para as proporções ou para os valores de ci, antes do ińıcio da estimação do

modelo fatorial. Na Equação 2.10 o acerto casual ao item pode ser introduzido substi-

tuindo Fi(θj) por F ∗
i (θj) = ci + (1− ci)Fi(θj), onde ci é a probabilidade de acerto casual

ao item.

Solução por Mı́nimos Quadrados Generalizados(MQG)

O processo de estimação dos parâmetros de Λ e Ψ através do método de MQNP mi-

nimiza a soma das diferenças dos quadrados, elemento por elemento, com cada elemento

ponderado igualmente. O método dos MQG faz uso mais eficiente dos dados, no sen-

tido de considerar tanto a magnitude da variação quanto o interrelacionamento do erro

17



amostral entre os elementos. Essa abordagem com as soluções de Christoffersson (1975)

e Muthén (1978) será apresentada a seguir.

Na solução de Christoffersson (1975), considera-se π=(π1, π2, ..., πp, π11, π21, ..., πit, ...),

com 1 ≤ t < i ≤ p, o vetor de valores esperados de πi e πit, modelados como funções de Λ,

γ e π∗, o vetor correspondente de valores observados. Quando o modelo está adequado,

a quantidade e = π∗ − π tem distribuição normal multivariada para grandes amostras

com média 0 e matriz de covariância Σl. Christoffersson fornece uma expressão para um

estimador consistente de Σl, Sl, e implementa uma solução através do método de mı́nimos

quadrados generalizados para os parâmetros do modelo fatorial. Estimativas consistentes

para os parâmetros são dadas pela minimização da função

F = (π∗ − π)′ S−1
l (π∗ − π).

Na solução de Christoffersson (1975), os elementos da matriz Sl incluem termos até

quarta ordem marginal, ou seja, proporções de respostas conjuntas de 4 itens. Isso significa

que esse método usa mais informações que o dos mı́nimos quadrados não-ponderados, que

utiliza informações de, no máximo, segunda ordem marginal. Essa solução fornece os

erros-padrão das estimativas e, ainda, permite avaliar o ajuste do modelo através de teste

estat́ıstico. O interesse maior desse teste está na comparação de modelos com diferentes

números de fatores, indicando qual deles se ajusta melhor aos dados. Por fim, o modelo

exige solução por métodos iterativos, aplicando métodos numéricos às Equações 2.6, 2.7

e 2.8 em cada ciclo.

A solução por MQG de Muthén (1978) minimiza F = (s − ξ)′S−1
δ (s − ξ), onde

ξ′ = (ξ1, ξ2), com ξ1 = γ e ξ′2 = (σ12, ..., σit, ...), e s é a estimativa amostral dessas quan-

tidades, isto é, os parâmetros “limite”e as correlações tetracóricas amostrais. Sδ é um

estimador consistente da matriz de covariância de δ = ξ − s, dado por uma aproximação

da expressão de Sl na solução de Christoffersson. Esse procedimento também utiliza in-

formação de até quarta ordem marginal, fornece estimadores consistente, erros-padrão e

teste de ajuste de modelo.

Essas soluções exigem a construção e a imersão da matriz tetracórica assintótica, o

que, dependendo do número de itens, pode elevar consideravelmente o processamento

computacional.

2.4.3. Casos Heywood

É posśıvel que na construção das matrizes de correlação uma ou mais variâncias es-

pećıficas (unicidades) sejam iguais a zero (Heywood, 1931). Unicidades iguais a zero

correspondem a variáveis observadas completamente inseridas no espaço dos fatores, ou

modeladas perfeitamente pelas variáveis latentes, sem erros de medida. No caso de unici-

dades não-positivas, Jöreskog & Sörbom (1980) advertem para um mal ajuste do modelo,

que pode ocorrer quando um ou mais fatores são pobremente identificados pelo conjunto

de variáveis observadas, ou por flutuações desfavoráveis na amostra quando esta é pe-

quena. Os chamados casos Heywoods também ocorrem quando a freqüência observada

numa tabela de contigência de um par de itens é zero, e como conseqüência, o valor ab-

soluto da correlação torna-se um.
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Na análise fatorial de informação plena, apresentada na seção seguinte, os casos Hey-

wood caracterizam-se quando um ou mais parâmetros a aumentam continuamente com o

aumento do número de ciclos do algoritmo EM. Dependendo do caso, sugere-se a exclusão

dos itens envolvidos ou a aplicação de procedimentos bayesianos.

2.4.4. Análise Fatorial de Informação Plena

Nas seções anteriores consideramos as estimações dos parâmetros através dos métodos

de MQNP e MQG no modelo fatorial para variáveis dicotômicas. Essas soluções são de-

nominadas de soluções de “informações limitadas”, no sentido de que somente são uti-

lizadas informações de marginais de ordens inferiores da tabela de contigência que suma-

riza as respostas dos indiv́ıduos e, portanto, toda informação avaliada para a estimação.

Nesta seção será apresentada a análise fatorial de informação plena introduzida por Bock

and Aitkin (1981). O método não requer o cálculo de coeficientes de correlação inter-itens

e supera vários dos problemas presentes na análise fatorial da matriz tetracórica.

Será assumido novamente o modelo fatorial para variáveis dicotômicas apresentado

na Subseção 2.4.2, através da expressão (2.9). As suposições são as seguintes:

i. os reśıduos ei seguem uma distribuição normal de média 0 e variância σ2
i ;

ii. os reśıduos são independentes entre si e dos θ′s;

iii. θ′ = (θ1, θ2, ..., θm), vetor dos fatores, segue uma distribuição normal multivariada

com vetor de média 0 e matriz de covariâncias Im;

iv. Y = (Y1, Y2, ..., Yp), vetor de variáveis pseudo-observadas, seguem uma distribuição

normal multivariada com vetor de médias 0 e matriz de covariância Σ, onde

Σ = ΛΛ′ + Ψ.

Com o intuito de aproximar a teoria da resposta ao item e a análise fatorial, o leitor

pode interpretar a variável Y como habilidade geral do indiv́ıduo e θ como o vetor de

habilidades espećıficas (veja modelo na Seção 2.4.2). Contudo, neste caṕıtulo, θ será

referido simplesmente como vetor de fatores.

A probabilidade de um indiv́ıduo j responder corretamente ao item i, condicionado

ao vetor de fatores θj, será dada por

Φi(θj) = P (Xij = 1 | θj) = 1√
2πσi

∫ γi

−∞
exp

[

−1

2

(

t−
∑m

k=1 λikθkj
σi

)2
]

dt

= F
(

γi−
∑m

k=1
λikθkj

σi

)

,

(2.12)

ou seja, Φi(θj) é a distribuição acumulada normal padrão. Assim, a probabilidade do

j-ésimo indiv́ıduo apresentar o padrão de respostas xl = [x1l, x2l, ..., xpl], condicionado a

θj, será dada por

P (X = xl | θj) =

p
∏

i=1

[Φi(θj)]
xil [1 − Φi(θj)]

1−xil ,
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com Φi(θj) = P (Xil = 1 | θj), e a probabilidade marginal será dada por

P (X = xl) =

∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
P (X = xl | θj)f(θ)dθ1dθ2...dθm =

∫

Ll(θ)f(θ)dθ,

onde f é a função densidade de uma distribuição Nm(0, Im). Essa integral pode ser apro-

ximada através do uso de pontos de quadratura de Gauss-Hermite (Stroud & Sechrest,

1966). A expressão resultante é:

Pl = P (X = xl) ≈
q

∑

κm

...

q
∑

κ2

q
∑

κ1

Ll(Xκ)A(Xκ1
)A(Xκ2

)...A(Xκm
),

onde Ll(Xκ) = P (X = xl | θj = Xκ). Assim, a integral no espaço m-dimensional

está sendo substitúıda pelo somatório em um “grid” de qm pontos de quadratura

Xκ = (Xκ1
, Xκ2

, ..., Xκm
), κ = 1, 2, ..., q. Como as dimensões do vetor θ foram assumidas

ortogonais, os pesos A(Xk) avaliados em cada ponto são dados pelo produto dos pesos

associados a cada coordenada.

Estimação

No processo de estimação da matriz Σ, a matriz das cargas fatoriais Λ é responsável

pela determinação da dimensão do vetor de fatores θ. Em outras palavras, e de um modo

geral, as magnitudes das cargas fatoriais indicam quantos fatores devem ser contemplados

pelo modelo e quanto da variância amostral de cada variável é devida a cada fator.

Trabalhando com padrões de respostas, a probabilidade de ocorrência dos s distintos

padrões de respostas na amostra de N indiv́ıduos é dada por

P (r | Λ,γ) =
N !

r1! r2! ... rs!
P r1

1 P r2
2 ... P rs

s . (2.13)

O número de indiv́ıduos que responderam o teste com padrão l de respostas,

l = 1, 2, ..., s, é denotado por rl, e como cada um dos padrões observados “caem”em

apenas uma das 2p categorias de padrões, o vetor de freqüências r = (r1, r2, ..., rs), com

s ≤ min(N, 2p), apresenta distribuição multinomial com parâmetros N e Pl. Note que,

na Equação 2.13 está sendo utilizado conjuntamente a informação de todos os itens para

cada um dos indiv́ıduos. Caracteriza-se aqui, a informação plena.

A solução de informação plena, também denominada máxima verosimilhança marginal,

maximiza a Equação 2.13 em relação aos elementos de Λ e γ, onde γ = (γ1, γ2, ..., γp) é o

vetor dos parâmetros de “limite”. Essa solução foi introduzida por Bock & Aitkin (1981).

Por conveniência, o argumento da função normal na Equação 2.12 é reescrito da

seguinte forma

−(γi −
m

∑

k=1

λikθkj)/σi = wi +

m
∑

k=1

aikθkj.

Agora, o processo de maximização é realizado derivando a log-verossimilhança da

Equação 2.13 em relação aos parâmetros w e a, igualando as equações resultantes a zero,

e resolvendo em relação a esses parâmetros.
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Sendo ζi = (w1, w2, ..., wp, a11, a12, ..., apm), a derivada da log-verossimilhança da Equa-

ção 2.13 em relação a ζi é dada por

dlogP (r | Λ,γ)

dζi
=

d

dζi
[C +

s
∑

l=1

rllogPl],

onde C é constante em relação a ζi. Bock & Aitkin (1981) apresentam o resultado do

desenvolvimento da equação acima, empregando pontos de quadratura. A expressão final

é
q

∑

κm=1

· · ·
q

∑

κ1=1

r̄iκ − N̄κΦi(Xκ)

Φi(Xκ)(1 − Φi(Xκ))

dΦi(Xκ)

dζi
= 0,

onde

N̄κ =
s

∑

l=1

rl
Pl
Ll(Xκ)A(Xκ1

)A(Xκ2
) · · ·A(Xκm

) =
s

∑

l=1

rlP (Xκ | xl,Λ,γ) (2.14)

e

r̄iκ =

s
∑

l=1

xil
rl
Pl
Ll(Xκ)A(Xκ1

)A(Xκ2
) · · ·A(Xκm

) =

s
∑

l=1

xilrlP (Xκ | xl,Λ,γ). (2.15)

A solução das p + mp equações exige métodos iterativos, pois r̄iκ e N̄κ dependem dos

parâmetros a e w através de Ll.

Bock & Aitkin (1981) utilizaram uma variação do algoritmo EM (Dempster, Laird &

Rubin, 1977) no processo de estimação. De modo geral, o algoritmo EM é um procedi-

mento iterativo para a obtenção de estimativas de máxima verossimilhaça de parâmetros

de modelos de probabilidade em situações onde há dados faltantes. Os dois passos do

algoritmo são dados abaixo.

Passo E: Inicia-se com valores para os parâmetros a e w, calcula-se Ll(Xκ), Pl,

l=1, 2, ..., s, e as Equações 2.14 e 2.15, que são respectivamente, o tamanho

esperado da amostra no ńıvel κ e a freqüência esperada do número de respostas

corretas ao item i no ńıvel κ.

Passo M: Com os valores de r̄iκ e N̄κ resultantes do passo E obtêm-se novas estimativas

para os parâmetros a e w através de um procedimento iterativo - por exemplo,

Newton-Raphson. Essas estimativas são introduzidas novamente no passo E,

continuando o ciclo até algum critério de convergência.

A partir das estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros, aik e wi,

i = 1, 2, ..., p e k = 1, 2, ..., m, obtêm-se as estimativas dos γ′s e λ′s pelas relações

γ̂i = −ŵi/d̂i e λ̂ik = âik/d̂i, onde d̂i =
√

(1 +
∑m

k=1 â
2
ik).

Teste de Ajuste do Modelo

Se o tamanho da amostra é suficientemente grande, uma estat́ıstica para o teste de

adequação do modelo (teste da razão de verossimilhança), assumindo o modelo relacionado
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a alternativa multinomial, é dado por

G2 = −2

s
∑

l=1

rllog(NPl/rl).

G2 tem, aproximadamente, distribuição qui-quadrado com s − p(m + 1) + m(m − 1)/2

graus de liberdade, supondo um modelo com m fatores. Os graus de liberdade refletem

o número de padrões de respostas observados, menos o número de parâmetros estimados,

mais o número de restrições impostas para efeito de identificação. Entretanto, quando

o número de parâmetros é maior que o tamanho da amostra, as freqüências esperadas

podem ser próximas de zero, tornando o teste pouco confiável.

Quando na formação da matriz de correlação há dados faltantes (“missing data”), a

estat́ıstica do qui-quadrado torna-se extremamente senśıvel, no sentido de superestimação.

Esse fenômeno acontece, por exemplo, quando da utilização de delineamentos por Blocos

Balanceados Incompletos. Outro fato é que em pesquisas da larga escala abrangendo

diferentes localidades, os efeitos grupais podem aumentar os valores da diferença do qui-

quadrado entre dois modelos. No manual do programa TESTFACT (Wilson, Wood &

Gibbons, 1998), os autores recomendam, nos casos citados acima, dividir a estat́ıstica

teste (diferença de qui-quadrados) por 2 ou 3 antes de avaliar a significância do teste.

Neste trabalho, expecificamente no Caṕıtulo 7, será utilizado o número 3 como divisor e

a estat́ıstica teste será denominada diferença corrigida de qui-quadrados.

A estat́ıstica teste, G2, é um ı́ndice de falta de ajuste entre o modelo e os dados. En-

tretanto, seu valor não deve ser interpretado diretamente, somente a diferença dos valores

da estat́ıstica entre dois modelos é interpretável. De um modo geral, na comparação entre

dois modelos: M1 com m fatores e M2 com m+ 1 fatores, se (G2
1 −G2

2) for positiva, o se-

gundo modelo se adequa melhor aos dados, caso contrário, o primeiro modelo é prefeŕıvel.

A dimensionalidade na Teoria da Resposta ao Item é vista como o espaço referente

ao vetor θ. No primeiro caṕıtulo, todos os modelos assumem a unidimensionalidade desse

vetor, ou seja, m = 1. A análise fatorial de informação plena permite testar a signi-

ficância estat́ıstica dos fatores adicionados sucessivamente ao modelo (teste da razão de

verossimilhança), e será utilizada nesse trabalho como método para a verificação da di-

mensionalidade do espaço do vetor θ.

No programa TESTFACT encontram-se implementadas a análise fatorial de informação

plena e a análise fatorial através da matriz de correlações tetracóricas.
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Caṕıtulo 3

Modelos Multidimensionais

3.1. Introdução

Modelos unidimensionais da Teoria da Resposta ao Item vêm sendo aplicados nos

últimos anos em importantes avaliações educacionais. Esses modelos têm como suposição

fundamental a unidimensionalidade do teste, ou seja, a suposição de que o teste está

medindo uma única habilidade (traço latente). Neste caṕıtulo serão introduzidos os mo-

delos multidimensionais da TRI que contemplam os casos em que mais de uma habilidade

é exigida ou necessária para que o indiv́ıduo responda corretamente a um item.

3.2. Motivação

Os modelos unidimensionais de resposta ao item assumem que somente um traço la-

tente - chamaremos sempre habilidade - é necessário para explicar a performance de um

indiv́ıduo em um teste, ou, em outras palavras, que o teste exige de forma preponderante

apenas uma habilidade. Nessa medida, habilidade, incorpora-se a personalidade, o ńıvel

de motivação, o tipo de educação, a ansiedade, a facilidade de “trabalhar sob pressão”,

os conhecimentos espećıficos e adjacentes relacionados ao teste e todos os outros fatores

que possam vir a influenciar a performance do indiv́ıduo no teste. Entre tantos fatores

a existência de um dominante, referido como habilidade medida pelo teste, sustenta a

suposição de unidimensionalidade.

Entretanto, em algumas aplicações a suposição de unidimensionalidade não é atendida,

seja pela construção dos itens que compõem o teste ou pela própria finalidade da aplicação.

Um exemplo seria um teste de matemática aplicado a um grupo de indiv́ıduos, cujos itens,

ou pelo menos alguns deles, exigem a interpretação de um texto antes de propriamente

exigir o desenvolvimento matemático. Neste caso, poder-se-ia levantar a hipótese de se

estar tratando com um teste bidimensional, no qual se exige tanto habilidade matemática

quanto habilidade de interpretação ou verbal. Dessa forma, o desempenho dos indiv́ıduos

nesse teste pode ser senśıvel aos diferentes ńıveis de suas habilidades matemática e verbal.

Poder-se-ia ainda, questionar a exigência de outras habilidades pelo teste, tais como visão

geométrica e associação. Mas, se para ńıveis altos ou baixos dessas habilidades não há

mudança significativa na probabilidade de resposta correta ao item, não há razão para

que elas sejam consideradas.

Um ponto importante é que um teste pode ser unidimensional para uma população e

não ser para outra. Supondo a aplicação de um teste, medindo as habilidades matemática

e verbal, a duas populações distintas de indiv́ıduos, se em uma delas todos os indiv́ıduos

apresentam ńıveis altos de habilidade verbal, somente a habilidade matemática afetará a

performance no teste. Na segunda população, se a habilidade verbal ocorre de maneira
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heterogênea, ambas as habilidades influenciam significativamente a performance dos in-

div́ıduos no teste, e assim, o teste seria bidimensional.

3.3. Modelos Matemáticos

A Teoria da Resposta ao Item Multidimensional (TRIM) é uma metodologia relati-

vamente nova na modelagem do relacionamento entre as habilidades de indiv́ıduos e a

respectiva matriz de respostas a um conjunto de itens.

A TRIM caminha buscando o mesmo desenvolvimento da Teoria da Resposta ao Item

unidimensional, mas muitas são as lacunas a serem preenchidas. Vários modelos foram

propostos e alguns deles vêm sendo testados e aplicados.

Nesse trabalho será dada maior ênfase aos modelos compensatórios. Esses modelos

são generalizações diretas dos modelos loǵısticos unidimensionais que, atualmente, estão

entre os mais aplicados.

Os dados a serem tratados pelos modelos estarão representados por uma matriz de

zeros e uns, correspondendo, respectivamente, a respostas incorretas e corretas aos itens.

A matriz de dados é geralmente composta por N linhas, referentes aos indiv́ıduos, e p

colunas, referentes aos itens. Assim, a interseção de uma linha com uma coluna repre-

senta a resposta do j-ésimo indiv́ıduo, j = 1, 2, ..., N , ao i-ésimo item, i = 1, 2, ..., p. As

suposições sobre o mecanismo que cria essa matriz de dados são as seguintes: (1) com um

acréscimo em pelo menos uma das dimensões (da habilidade) medidas, a probabilidade

de obter uma resposta correta a um item é crescente. Isto é frequentemente chamado de

suposição de monotonicidade; (2) a função relativa à probabilidade de resposta correta

é suave, no sentido de que as derivadas da função são definidas; (3) a probabilidade da

combinação de respostas pode ser determinada a partir do produto das probabilidades

de resposta individual, quando as probabilidades são calculadas condicionalmente a um

ponto do espaço θ. Essa é uma conseqüência da correta determinação da dimensionali-

dade de θ - chamada de independência condicional.

Essas suposições são consistentes para vários modelos que relacionam caracteŕısticas

de indiv́ıduos e de itens.

3.3.1. Modelo Compensatório com Acerto Casual - MC3

A forma básica para o modelo apresentado nesta subseção é uma generalização di-

reta do modelo loǵıstico de 3 parâmetros (Lord, 1980), para o caso onde os indiv́ıduos

são representados por um vetor de parâmetros, ao invés de um único escalar. A forma

matemática do modelo é dada por

P (Xij = 1 | θj) = ci + (1 − ci)
1

1 + exp[−(Da′
iθj + di)]

, (3.1)

onde

Xij é uma variável dicotômica que assume os valores 1, quando o j-ésimo indiv́ıduo

responde corretamente ao item i, ou 0 quando o j-ésimo indiv́ıduo não responde

corretamente ao item i, com i = 1, 2, ..., p e j = 1, 2, ..., N ;
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θ′
j = (θ1j , θ2j , ..., θmj) representa o vetor habilidade do j-ésimo indiv́ıduo, sendo θkj,

k = 1, 2, · · · , m, suas habilidades espećıficas;

P (Xij = 1 | θj) é a probabilidade de um indiv́ıduo j com vetor habilidade θj

responder corretamente o item i;

a′
i = (ai1, ai2, ..., aim) é o vetordeparâmetros relacionados à discriminaçãodo item i;

di é o parâmetro relacionado à dificuldade do item i, medido na mesma escala da

habilidade;

ci é o parâmetro que representa a probabilidade de um indiv́ıduo com baixa habili-

dade responder corretamente ao item i (muitas vezes referido como a probabilidade

de resposta correta dada ao acaso);

D é um fator de escala, constante e igual a 1.

A denominação compensatório se deve ao fato de que um valor baixo da habilidade

em uma das dimensões, pode ser compensado por um valor alto em outra dimensão.

Interpretação do Modelo

A equação para o modelo define uma superf́ıcie que fornece a probabilidade de resposta

correta para o item como função da posição dos indiv́ıduos no espaço de habilidade es-

pecificado pelo vetor θ. Quando há somente duas dimensões, a forma da superf́ıcie de

probabilidade pode ser representada graficamente. As Figuras 3.1 e 3.2 mostram a su-

perf́ıcie de probabilidade para o mesmo item i (ai1 = 0,9; ai2 = 1,5; di = −2,0; ci = 0,2)

usando dois diferentes métodos de representação. A Figura 3.1 usa uma superf́ıcie tridi-

mensional que enfatiza a monotonicidade do incremento natural da superf́ıcie. A Figura

3.2 mostra a superf́ıcie como um gráfico de linhas de contorno de igual probabilidade de

resposta correta. Essa representação enfatiza que as linhas equiprováveis são linhas retas,

e, além disso, são paralelas entre si. Essa caracteŕıstica do modelo é um resultado da

forma linear do expoente do e na equação do modelo.

Os parâmetros do modelo podem ser interpretados da seguinte forma:

(1) Parâmetros dos indiv́ıduos. Os parâmetros dos indiv́ıduos, habilidades, são os

elementos do vetor θj . O número de elementos requeridos para modelar adequadamente

a matriz de dados é fornecido pela análise fatorial de informação plena introduzida no

caṕıtulo anterior. As dimensões podem não ter interpretação clara, mas são importantes

para a especificação do modelo. O procedimento de rotação do espaço do vetor θ possi-

bilita muitas vezes uma melhoria na interpretação das dimensões.

(2) Parâmetro de discriminação. O parâmetro de discriminação de um item i é dado

por uma função dos elementos aik, k = 1, 2, ..., m e i = 1, 2, ..., p, do vetor ai. Esses

elementos podem ser interpretados, muitas vezes, como k parâmetros de modelos unidi-

mensionais (Lord, 1980). Os elementos do vetor ai estão relacionados com a inclinação

da superf́ıcie de resposta do item na direção dos correspondentes eixos no espaço θ. Os

elementos, portanto, indicam a sensibilidade do item para diferenciar habilidades ao longo
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dos eixos de θ. No entanto, o poder de discriminação dos diferentes itens dependem da

direção estabelecida no espaço de θ.

Figura 3.1 - Superf́ıcie de Resposta de um item de parâmetros
a1 = 0,9; a2 = 1,5; d = −2,0 e c = 0,2.

Figura 3.2 - Gráfico de Contorno da SRI dada na Figura 3.1.

O poder de discriminação de um item i multidimensional é dado por

DISCMi =

√

√

√

√

m
∑

k=1

a2
ik,

onde k é o número de dimensões do vetor θ e aik é o k-ésimo elemento do vetor ai (ver

Caṕıtulo 5 para maiores detalhes).

(3) Parâmetro de dificuldade. O parâmetro di está relacionado à dificuldade do item.

No entanto, o valor desse parâmetro não pode ser interpretado da mesma forma como no

modelo unidimensional correspondente (modelo loǵıstico de 3 parâmetros). O parâmetro

di corresponde ao termo −aibi no modelo unidimensional (veja Equação 1.1). Um valor
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que é equivalente em interpretação ao parâmetro de dificuldade unidimensional, bi, é dado

por

DIFICMi =
−di

DISCMi
.

DIFICMi indica a distância da origem do espaço θ ao ponto de maior inclinação na direção

de máxima inclinação. Esse é um significado análogo ao parâmetro bi do modelo unidi-

mensional (ver Caṕıtulo 4 para maiores detalhes).

(4) Acerto Casual. O parâmetro ci tem o mesmo significado dado no modelo loǵıstico

unidimensional de 3 parâmetros. O valor desse parâmetro indica a probabilidade de res-

posta correta ao item por indiv́ıduos com baixa habilidade em todas as dimensões.

Escala de Habilidades

De forma análoga ao caso unidimensional, faz-se necessário estabelecer uma métrica

na qual serão interpretados os parâmetros do modelo. Neste trabalho, considera-se que

as dimensões do vetor habilidade são ortogonais e que para cada uma delas o valor médio

das respectivas habilidades é igual a 0 e o desvio-padrão é igual a 1. No caso multi-

dimensional também não faz diferença alguma quais valores são estabelecidos para as

medidas de posição e dispersão da habilidade; o importante são as relações de ordem

existentes entre seus pontos. Os parâmetros multidimensionais de dificuldade (DIFICM)

e de discriminação (DISCM) também estão na métrica (0 ;1), ou seja, possuem média 0 e

desvio-padrão 1.

Os valores de DIFICM e DISCM são interpretados da mesma forma que os respec-

tivos parâmetros no caso unidimensional. Dessa forma, espera-se valores entre 0 e 3,0

para DISCM e valores entre −3,0 e 3,0 para DIFICM . O parâmetro de acerto casual de-

pende sempre do número de alternativas de resposta para o item. Por exemplo, para um

item com 5 alternativas, valores plauśıveis estariam no intervalo (0,1 ; 0,3), independente

da escala utilizada: loǵıstica ou normal. Os modelos multidimensionais Compensatório e

Ogiva Normal (Subseção 3.3.4) apresentam a mesma equivalência encontrada nos respec-

tivos modelos unidimensionais, ou seja, para D = 1,702 e o mesmo vetor de parâmetros,

os dois modelos fornecem resultados bem próximos.

Suposições do Modelo

O modelo descrito acima pressupõe que a dimensionalidade do espaço θ está adequada-

mente especificada. Isso nos garante a independência condicional. Como introduzido no

Caṕıtulo 1, a independência condicional é fundamental no processo de estimação dos

parâmetros do modelo (Caṕıtulo 6). Outras suposições são: (a) o tempo para a reso-

lução do teste é suficiente para que todos os itens possam ser respondidos por todos os

indiv́ıduos e (b) a ordem em que os itens são apresentados aos indiv́ıduos não interfere no

desempenho dos mesmos.
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3.3.2. Modelo Compensatório sem Acerto Casual - MC2

Quando não é posśıvel, ou coerente, considerar a possibilidade de acerto casual ao

item, o parâmetro c torna-se igual a zero e tem-se o chamado Modelo Compensatório sem

Acerto Casual - MC2, dado por

P (Xij = 1 | θj) =
exp(Da′

iθj + di)

1 + exp(Da′
iθj + di)

.

Um exemplo seria o caso de testes com itens abertos corrigidos como certo ou errado.

Os parâmetros deste modelo foram definidos na subseção anterior.

3.3.3. Modelos Não-Compensatórios

O modelo não-compensatório (com acerto casual) foi desenvolvido por Sympson (1978)

e é citado em Ackerman (1996). Neste modelo há um parâmetro relacionado à discri-

minação e outro à dificuldade para cada uma das dimensões. Como os termos no modelo

são multiplicativos, a probabilidade condicional de resposta correta é limitada pela menor

das probabilidades obtidas nas m dimensões do espaço θ. O modelo é dado por

P (Xij = 1 | θj) = ci + (1 − ci)
m
∏

k=1

exp[Daik(θkj + bik)]

1 + exp[Daik(θkj + bik)]
,

onde bik, i = 1, 2, ..., p e k = 1, 2, ..., m, é o parâmetro relacionado à dificuldade do item i

na dimensão k.

A denominação não-compensatório se deve ao fato de que um ńıvel de habilidade

alto em uma dimensão não compensa um ńıvel baixo em outra dimensão. Ackerman

(1996) propõe comparações entre este modelo e o modelo compensatório ( Equação 3.1)

e cita Ackerman (1989), Lim (1993) e Hsu (1995) como referências para a estimação dos

parâmetros dos modelos não-compensatórios e compensatórios. Entretanto, programas

computacionais ainda não estão dispońıveis para este modelo, o que torna sua utilização

restrita. Neste trabalho, esses modelos não serão vistos com maiores detalhes. O modelo

não-compensatório sem acerto casual é obtido fazendo ci = 0.

3.3.4. Modelos Ogiva-Normal Multidimensionais

O modelo ogiva-normal multidimensional com acerto casual - MN3 é dado por

P (Xij = 1 | θj) = ci + (1 − ci)

∫ Zi(θj)

−∞

1√
2π

e−t
2/2dt, (3.2)

onde Zi(θj) = ai1θ1i+ai2θ2i+ ...+aimθmi+di. As definições dos parâmetros desse modelo

foram dadas na Subseção 3.3.1. A relação entre este modelo e o modelo compensatório

com acerto casual é a mesma dos respectivos modelos unidimensionais, ou seja, fazendo

D = 1,702, com o mesmo conjunto de parâmetros, os dois modelos fornecem resultados

bem próximos.
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Note que a Equação 3.2 possui a mesma forma da Equação 2.12. A relação entre

análise fatorial e teoria da resposta ao item é tema já discutido e apresentado por al-

guns pesquisadores. O modelo ogiva-normal está implementado nos dois programas mais

utilizados na modelagem de itens multidimensionais: NOHARM (Fraser & McDonald,

1988) e TESTFACT (Wilson, Wood & Gibbons, 1998). Estes programas são comumente

empregados para estimação de parâmetros de modelos multidimensionais.

Sem a possibilidade de acerto casual ao item, faz-se o parâmetro c igual a zero e tem-se

o chamado modelo ogiva-normal multidimensional sem acerto casual - MN2, dado por

P (Xij = 1 | θj) =

∫ Zi(θj)

−∞

1√
2π

e−t
2/2dt.

Nos caṕıtulos seguintes serão apresentados de forma detalhada os parâmetros multi-

dimensionais e a definição de informação multidimensional.
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Caṕıtulo 4

Parâmetro de Dificuldade Multidimensional - DIFICM

4.1. Introdução

Na Teoria da Resposta ao Item unidimensional o parâmetro de dificuldade b repre-

senta a habilidade necessária para uma probabilidade de acerto ao item igual a (1 + c)/2,

no modelo de 3 parâmetros e, obviamente, 1/2 no modelo de 2 parâmetros. O parâmetro

b é indicado pelo ponto na escala θ onde a inclinação da curva caracteŕıstica do item é

máxima. Esse ponto coincide com o ponto de inflexão da curva. Nesta seção será apre-

sentado um parâmetro de dificuldade para itens multidimensionais. A proposta dada por

Reckase (1985) é uma generalização do caso unidimensional e descreve a dificuldade mul-

tidimensional como a distância, a partir da origem, ao ponto onde a superf́ıcie de resposta

ao item é mais ı́ngreme.

4.2. Motivação

Estat́ısticas que descrevem caracteŕısticas de itens são comumente empregadas no pro-

cesso de construção de testes. Estas estat́ısticas são freqüentementes usadas para produzir

formas equivalentes de testes ou para produzir testes com caracteŕısticas espećıficas. De

modo geral, essas estat́ısticas assumem que o item está medindo uma única habilidade ou

dimensão. Entretanto, os itens são, geralmente, multidimensionais em algum sentido e,

dependendo da intensidade das dimensões, as estat́ısticas unidimensionais não são apro-

priadas. Alguns itens medem ou exigem de forma mais dominante uma só habilidade.

Para estes itens as estat́ısticas unidimensionais são razoáveis. Por outro lado, itens que

requerem claramente mais de uma habilidade necessitam de um tratamento diferenciado,

ou seja, necessitam de medidas que levem em consideração as diferentes dimensões da

habilidade.

Os problemas de matemática que envolvem um texto a ser interpretado são exemplos

comuns desses tipos de itens. Ambas habilidade verbal (interpretação de texto) e habili-

dade matemática são necessárias ou exigidas para se obter a resposta correta. Medidas

unidimensionais são inapropriadas para esse tipo de item. Como exemplo, poder-se-ia

considerar o interesse em ordenar um conjunto de itens desse tipo segundo o parâmetro

de dificuldade unidimensional. A ordenação alternar-se-ia dependendo de quão intensas

fossem as habilidades verbal ou matemática da amostra de indiv́ıduos.

Na seção seguinte será definida a dificuldade para itens multidimensionais. Essa me-

dida de dificuldade é baseada na generalização multidimensional dos conceitos da Teoria

da Resposta ao Item.

30



4.3. O Parâmetro de Dificuldade Multidimensional

A definição proposta para a medida de dificuldade de itens multidimensionais

(DIFICM) é baseada em 3 suposições. Primeiro, é assumindo que a probabilidade de

resposta correta a um item aumenta monotonicamente com um aumento em pelo menos

uma das dimensões medidas. Segundo, um item está locado em um único ponto do espaço

multidimensional. A terceira suposição é que o ponto mais razoável para ser utilizado na

definição da DIFICM é o ponto onde o item apresenta maior discriminação. Este é o

ponto onde o item fornece maior informação sobre os indiv́ıduos.

No procedimento para determinar o parâmetro de dificuldade será utilizado, por con-

veniência, o modelo compensatório sem acerto casual - MC2, que é dado por

P (Xij = 1 | θj,ai, di) =
1

1 + exp[−(a′
iθj + di)]

. (4.1)

Esse modelo pode ser reescrito como

P (Xij = 1 | θj,ai, di) =
1

1 + exp[−∑m
k=1 aik(θkj − bik)]

, (4.2)

onde m é o número de dimensões do modelo, aik é o k-ésimo elemento do vetor ai, θkj é

o k-ésimo elemento de θj e
∑m

k=1 aikbik = −di.
Na determinação do ponto no espaço θ em que a Superf́ıcie de Resposta do Item

(SRI) tem inclinação máxima, vale ressaltar que a inclinação em um ponto qualquer da

superf́ıcie é diferente dependendo da direção na qual a inclinação é obtida. Por este motivo,

para o desenvolvimento da DIFICM , a inclinação em um ponto no espaço θ será sempre

determinada usando a direção estabelecida pela origem do espaço multidimensional e o

ponto. A direção e a distância não são únicas para um item. Elas apenas são definidas

de forma única quando a origem e a unidade de medida são especificadas no espaço θ.

O procedimento usado para encontrar o ponto de maior inclinação a partir da origem

envolve dois passos. Primeiro, o ponto de máxima inclinação em uma particular direção

é determinado. Segundo, as inclinações em cada direção são analisadas para determinar

a direção que fornece o máximo absoluto.

O modelo dado pela Equação 4.2 é reescrito usando coordenadas polares, de modo a

permitir o desenvolvimento com mais uma componente no modelo: a direção tomada no

espaço. Isto é feito substituindo cada θkj por θj cos(αkj), onde θj é a distância de θj à

origem e αkj é o ângulo entre o k-ésimo eixo e o ponto. A Equação 4.2 reescrita é dada

por

P (Xij = 1 | θj ,ai, di,αj) =
1

1 + exp[−(
∑m

k=1 aikθj cos(αkj) + di)]
. (4.3)

As derivadas primeira e segunda da Equação 4.3 em relação a θj serão necessárias no

desenvolvimento deste caṕıtulo. São elas, respectivamente,

∂P (Xij = 1 | θj ,ai, di,αj)

∂θj
= Pij(1 − Pij)

m
∑

k=1

aik cos(αkj) (4.4)

31



e

∂2P (Xij = 1 | θj ,ai, di,αj)

∂θ2
j

= (

m
∑

k=1

aik cos(αkj))
2Pij(1 − 3Pij + 2P 2

ij), (4.5)

onde Pij = P (Xij = 1 | θj ,ai, di,αj).

Igualando a Equação 4.5 a zero, obtém-se a inclinação máxima em uma particular

direção αj. Isto é obtido para Pij = 0, 5. Assim, a inclinação na direção αj está no seu

máximo quando a SRI cruzar o plano 0,5.

A inclinação da superf́ıcie de resposta ao item na direção αj é dada pela primeira

derivada do modelo em relação a θj (Equação 4.4). Quando Pij = 0, 5, a inclinação é

igual a
1

4

m
∑

k=1

aik cos(αkj). (4.6)

Quando αkj = 0 e αlj = 90, k 6= l, tem-se que a inclinação da superf́ıcie para Pij = 0, 5

é determinada por uma paralela ao eixo k. A inclinação paralela ao eixo k é dada por

aik/4. Assim aik está relacionado à inclinação da SRI no ponto de máxima inclinação.

Para determinar a direção de máxima inclinação, a expressão (4.6) é diferenciada em

relação a cos(αkj). Entretanto, antes de efetuar a diferenciação, a restrição
∑m

k=1 cos2(αkj) =

1 é imposta. Esta restrição é equivalente a assumir que os eixos de θ são ortogonais. Um

sistema com m− 1 equações é, então, resolvido para cos(αik) em termos do parâmetro a.

O resultado é

cos(αik) =
aik

(
∑m

k=1 a
2
ik)

1/2
. (4.7)

Até este ponto, o vetor αj foi considerado como um parâmetro do indiv́ıduo, usado

para converter coordenadas retangulares para polares. Quando a direção que fornece a

máxima inclinação a partir do sistema de equações é determinada, α muda para um

parâmetro de item. Por isso, é denotado por αi nas equações seguintes.

Para determinar a distância ao ponto de maior inclinação, substituimos cos(αkj) na

Equação 4.3 pela Equação 4.7, e a equação resultante pode ser resolvida em relação a θj
com Pij = 0, 5 - o valor da probabilidade quando a inclinação é máxima. O resultado é

DIFICMi =
−di

(
∑m

k=1 a
2
ik)

1/2
, (4.8)

ondeDIFICM é o parâmetro de dificuldade para itens multidimensionais. Assim, a dificul-

dade multidimensional é descrita pela distância da origem ao ponto de maior inclinação

da superf́ıcie multidimensional e pelos ângulos ou cosenos necessários para descrever a

direção correspondente a esse ponto. Esse parâmetro pode ser interpretado da mesma

forma que o parâmetro b nos modelos unidimensionais da TRI.

Um resultado de extrema importância diz respeito à comparação dos diversos ńıveis

de dificuldade dos itens. Diferentemente do caso unidimensional, aqui a comparação não

é totalmente direta. No caso multidimensional, os itens devem estar medindo a mesma

combinação de habilidades, isto é, eles devem estar na mesma direção. Para exemplificar,

considere os dados da Tabela 4.1, referentes a um conjunto de 3 itens bidimensionais,
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onde a primeira das dimensões retrata a habilidade matemática e a segunda descreve a

habilidade verbal (interpretação de texto).

Tabela 4.1 - Parâmetros fict́ıcios de 3 itens
Item ai1 ai2 di DIFICMi

1 1,69 0,21 0,58 -0,34
2 1,30 0,14 -0,41 0,31
3 0,10 1,85 1,50 -0,81

Verificando os dados da tabela, é razoável comparar as dificuldades dos itens 1 e 2,

que estão na mesma direção, ou seja, medem de forma mais enfática a primeira dimensão -

a habilidade matemática. Contudo, não seria razoável comparar as dificuldades dos itens

2 e 3, porque estes itens estão realizando medições em direções totalmente diferentes: o

item 2 mede predominantemente a habilidade matemática e o item 3, a habilidade verbal.

Itens que meçam melhor uma determinada direção podem ser combinados para for-

mar testes que operam como se estivessem medindo uma única dimensão.
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Caṕıtulo 5

Parâmetro de Discriminação Multidimensional - DISCM

5.1. Introdução

As medidas clássicas para a discriminação de itens usualmente utilizadas são as cor-

relações ponto-bisserial e bisserial. Estas medidas são usadas de um modo geral como

indicadoras da qualidade do item ou para a seleção de itens na composição de um teste.

Na maioria das vezes, as medidas de discriminação da TRI e os conceitos relacionados

à informação do item são usados com o mesmo intuito, mas estas medidas também são

usadas para especificar a precisão da medida fornecida por um item em diferentes ńıveis

da habilidade ao longo da escala θ.

Tanto as medidas de discriminação do item da Teoria Clássica quanto a da TRI unidi-

mensional são baseadas na suposição de que o teste está medindo um único traço latente

- definido pelo escore total ou pela habilidade θ.

Nesta seção será definida a discriminação para itens multidimensionais, ou seja, para

o caso em que mais de uma habilidade é requerida para determinar a resposta correta a

um item.

5.2. Conceitualização

Nos modelos da TRI unidimensional é assumido que a probabilidade de responder

corretamente a um item aumenta com o aumento do ńıvel da habilidade que está sendo

medida. Da mesma forma, nos modelos multidimensionais é assumido que a probabili-

dade de resposta correta a um item aumenta quando há um aumento em cada uma das

habilidades requeridas pelo teste.

De modo geral, o poder de discriminação de um item indica quão rápida é a transição

de baixa para alta probabilidade de resposta correta a um item.

Um item com alta discriminação divide claramente a região espacial em duas partes,

tendo apenas uma estreita região onde as probabilidades são de magnitude intermediária.

A Figura 5.1 mostra a SRI para dois itens, o primeiro com discriminação moderada

e o outro com baixa discriminação. Note que os dois itens não discriminam na mesma

direção no espaço θ.

A discriminação de um item está relacionada com a inclinação da superf́ıcie de res-

posta ao item. A inclinação difere dependendo da localização no espaço θ e da direção

relativa à superf́ıcie naquela localização. Por exemplo, para o item 1 na Figura 5.1 a

inclinação é quase nula no ponto (−2,−2) em qualquer direção; no ponto (2,−3) a in-

clinação é ı́ngreme na direção aproximadamente paralela ao eixo θ1 (habilidade 1), e é

muito baixa, ou quase nula, na direção que passa através da superf́ıcie. O ńıvel máximo de

discriminação do item está na localização e na direção onde a inclinação é mais ı́ngreme.

O poder de discriminação de um item também pode ser descrito relativo a uma particular
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direção no espaço θ. Usando esta medida, dois itens podem ser comparados diretamente

para determinar qual apresenta melhor medida para uma particular habilidade.

Figura 5.1 - Superf́ıcies de Resposta de dois itens
que variam na discriminação e na dimensão avaliada.

Na Figura 5.1, por exemplo, o item 2 é melhor que o item 1 para diferenciar dois

indiv́ıduos que possuem habilidades nos pontos (θ11 = 1, θ21 = 0) e (θ12 = 1, θ22 = 1) no

espaço θ. Note que estes dois indiv́ıduos somente diferem na habilidade 2 (θ2 : θ21 6= θ22).

Assim, o item 2 apresenta mais informação para medir θ2 na região especificada no espaço

θ. De fato, o item 2 apresenta uma mudança maior nas probabilidades para os dois in-

div́ıduos do que o item 1, considerando a direção que é paralela a θ2.

5.3. O Parâmetro de Discriminação Multidimensional - DISCM

O parâmetro de discriminação de um item no caso multidimensional fornece o mesmo

tipo de informação que é fornecido pelo parâmetro unidimensional correspondente. DISCM

permite comparar itens numa medida geral (multidimensional) de “qualidade”. Através

do DISCM tem-se, também, um indicador da magnitude da discriminação do item em

cada dimensão do espaço θ.
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No caso da TRI unidimensional, o parâmetro de discriminção está relacionado à in-

clinação da curva caracteŕıstica do item no ponto onde a inclinação é máxima, o ponto de

inflexão. O ponto de inflexão é também usado para definir o parâmetro de dificuldade para

um item. O parâmetro de discriminação multidimensional é definido pela generalização

direta desse conceito, ou seja, DISCM está relacionado à inclinação da superf́ıcie definida

por um modelo multidimensional no ponto de máxima inclinação na direção indicada por

DIFICM (veja caṕıtulo anterior). A especificação da direção indicada por DIFICM elim-

ina problemas de identificabilidade da definição (Reckase & McKinley, 1991). Além disso,

dentre todas as direções posśıveis, a especificada por DIFICM é a de máxima inclinação.

O parâmetro DISCM é uma medida de capacidade do item para distinguir entre

indiv́ıduos que estão em diferentes localizações no espaço θ. Uma estat́ıstica similar

também pode ser estabelecida condicionalmente a qualquer direção particular no espaço.

Um caso interessante é determinar a discriminação nas direções dos eixos coordenados.

Essas estat́ısticas condicionais dão informações sobre quão bem o item mede uma partic-

ular dimensão.

O procedimento matemático para determinar oDISCM pode ser resumido em 4 passos:

i. converte-se a expressão matemática para a SRI para coordenadadas polares;

ii. usa-se a derivada segunda dessa expressão em relação a θj para determinar o ponto

de máxima inclinação nessa direção;

iii. determina-se a expressão para a inclinação no ponto de máxima inclinação usando

a derivada primeira (em relação a θj);

iv. toma-se a derivada primeira em relação a cos(α) para determinar a direção da

máxima inclinação. Uma função da inclinação nessa direção é proposta como o

parâmetro de discriminação.

Esse procedimento fornece um valor para DISCM que se relaciona comDIFICM da mesma

maneira que o parâmetro a se relaciona com o b na TRI unidimensional.

Os passos citados acima foram introduzidos no caṕıtulo anterior, empregando, por

conveniência, o modelo compensatório sem acerto casual - MC2 dado pela Equação 4.1.

Na definição de DISCM será empregado o mesmo modelo, também pelo mesmo motivo.

Claro deve ficar que o conceito pode ser estendido a outros modelos.

No caṕıtulo anterior, mostrou-se que a inclinação da superf́ıcie na direção αj é dada

pela primeira derivada do modelo em relação a θj , Equação 4.5, e que a maximização

desse resultado satisfazendo a condição de que
∑m

k=1 cos2(αkj) = 1 é obtida derivando-o

em relação a cos(αkj). O resultado fornece a direção de máxima inclinação e é dado por:

cos(αik) =
aik

(
∑m

k=1 a
2
ik)

1/2
, k = 1, 2, ..., m. (5.1)

A inclinação da SRI no ponto de inflexão na direção αj (veja Seção 4.3) é dado por

1

4

m
∑

k=1

aik cos(αkj). (5.2)
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Substituindo a Equação 5.1 na 5.2, temos a inclinação na direção estabelecida para

DIFICM :
1

4
(

m
∑

k=1

a2
ik)

1/2.

Fazendo um paralelo, para o modelo loǵıstico unidimensional de 2 parâmetros a in-

clinação no ponto de inflexão é igual a ai/4. Assim, (
∑m

k=1 a
2
ik)

1/2 é análogo ao parâmetro

a do modelo unidimensional. Portanto, o parâmetro de discriminação para itens multidi-

mensionais pode ser definido como

DISCMi = (

m
∑

k=1

a2
ik)

1/2. (5.3)

Uma propriedade importante dessa definição é que se o item mede apenas uma di-

mensão, isto é, quando aip > 0 e aiq = 0, p 6= q, DISCM = aip. Assim, neste caso especial,

DISCM é igual ao parâmetro de discriminação unidimensional.

No caso multidimensional, só é posśıvel comparar diretamente as discriminações de

itens se eles estiverem sendo medidos na mesma direção. O leitor deve interpretar as

direções como combinações de habilidades, ou seja, se os itens estão na mesma direção,

eles estão medindo as habilidades com intensidades semelhantes. Se os itens estão em

direções diferentes, primeiramente deve-se selecionar uma direção comum, em seguida re-

calcular a discriminação para um dos itens, ou eventualmente para os dois, e só então

proceder à comparação. Neste caso é conveniente utilizar a fórmula

DISCMiD =
m

∑

k=1

aik cos(αik).

Na comparação de itens segundo as discriminações, a ordenação pode mudar sensivel-

mente dependendo da direção estabelecida.

5.4. Função de Informação Multidimensional - INFM

A definição de informação multidimensional é uma generalização direta do conceito

de informação da TRI unidimensional.

A informação do item multidimensional está relacionada ao parâmetroDISCM no sen-

tido de que se um item tem valores altos de discriminação, ele fornece uma grande quan-

tidade de informação. Entretanto, a informação multidimensional difere do parâmetro

DISCM porque INFM está relacionada com a capacidade do item discriminar em cada

ponto do espaço θ, e não só no ponto mais ı́ngreme da SRI.

No caso unidimensional, a função de informação do item i para um determinado valor

de θ é dada por

Ii(θ) =
[∂Pi(θ)/∂θ]

2

Pi(θ)[1 − Pi(θ)]
, (5.4)

onde Pi(θ) = P (Xij = 1 | θ) = P (Xij = 1 | θ, ζi), com ζi significando o vetor dos

parâmetros do item i.
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A informação fornecida pelo teste é simplesmente a soma das informações fornecidas

por cada item que compõe o mesmo, ou seja,

IT (θ) =

p
∑

i=1

Ii(θ), (5.5)

onde p é o número de itens.

Para o caso multidimensional, pode-se usar as Equações 5.4 e 5.5, sendo Pi(θj)

definido, por exemplo, pela Equação 4.1. A inclinação no numerador da Equação 5.4

pode ser determinada em várias direções. Na superf́ıcie de resposta ao item, cada ponto

do espaço θ apresenta várias medidas de inclinação, e não só uma como no caso unidi-

mensional. A inclinação varia dependendo da direção tomada.

Para determinar a inclinação numa determinada direção são utilizadas derivadas di-

recionais. A derivada direcional é definida como

∇αP (θ) =
∂P (θ)

∂θ1
cos(α1) +

∂P (θ)

∂θ2
cos(α2) + ...+

∂P (θ)

∂θm
cos(αm), (5.6)

onde

α é o vetor dos ângulos com os eixos coordenados no espaço θ;

αk, k = 1, 2, ..., m, é o k-ésimo elemento do vetor α;

θ é o vetor habilidade que define um ponto no espaço θ;

θk é o k-ésimo elemento do vetor θ.

A Equação 5.6 fornece a inclinação na direção α para todo ponto θ no espaço θ. Para o

cálculo de INFM , a derivada direcional substitui a derivada no numerador da Equação 5.4

(o ı́ndice i simplesmente especifica um item). Assim, a função de informação do item pode

ser determinada em qualquer direção do espaço θ. Para descrever totalmente a estrutura

de informação de um item, muitos gráficos de informação são necessários. Em prinćıpio,

a função de informação pode ser determinada por um número infinito de direções a partir

da origem. Na prática, a determinação da função de informação para ângulos em inter-

valos de 10◦ entre 0◦ e 90◦ a partir do eixos é suficiente para determinar onde e para qual

combinação de habilidades, o item fornece maior informação.

A função de informação multidimensional considerando o MC2 (Subseção 3.3.2) é

dada por Ii(θ) = Pi(θ)[1 − Pi(θ)][
∑m

k=1 aik cos(αk)]
2. Esta equação fornece a informação

no ponto indicado por θ na direção α. Para a função de informação do teste, que é dada

pela soma da informação de todos os itens, a direção considerada deve ser a mesma para

todos os itens.
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Caṕıtulo 6

Estimação dos Parâmetros Multidimensionais

6.1. Introdução

A estimação dos parâmetros do modelo é uma da etapas mais importantes na uti-

lização da Teoria da Resposta ao Item. É através do modelo que se procura explicar

a interação existente entre indiv́ıduos e itens. Nos caṕıtulos anteriores foram introduzi-

dos alguns dos modelos multidimensionais e definidos seus parâmetros. Neste caṕıtulo

será abordado o processo de estimação dos parâmetros dos itens e das habilidades dos

indiv́ıduos (parâmetros do modelo).

O objetivo na estimação é encontrar o conjunto de valores para os parâmetros que

maximize a verossimilhança das respostas aos itens. Neste ponto, vale ressaltar que, de

um modo geral, apenas uma matriz N × p de respostas binárias é conhecida. A forma

básica da equação de verossimilhança é dada por

L =
N
∏

j=1

p
∏

i=1

P (Xij = xij | θj,ai, di, ci),

onde xij é a resposta dicotômica (0 ou 1) do j-ésimo indiv́ıduo ao i-ésimo item.

No processo de estimação são três as situações posśıveis:

i. as habilidades dos indiv́ıduos são conhecidas e deseja-se apenas estimar os parâmetros

dos itens;

ii. os parâmetros do itens são conhecidos e deseja-se estimar as habilidades dos in-

div́ıduos;

iii. não se conhece os parâmetros dos itens e nem as habilidades dos indiv́ıduos e deseja-

se estimar ambas.

Nestas três situações a solução pode ser dada pelo Método de Máxima Verossimilhança

através de algum processo iterativo, como, por exemplo, os algoritmos de Newton-Raphson

(Judge et al., 1982) ou Escore de Fisher (Judge et al., 1982), ou, ainda, por procedimentos

bayesianos.

Em Baker (1992) e Andrade, Tavares & Valle (2000) o leitor encontra uma excelente

descrição do processo de estimação dos parâmetros do modelo para o caso unidimensio-

nal. Para o caso multidimensional o desenvolvimento é análogo, podendo seguir, de forma

geral, a mesma seqüência de procedimentos do caso univariado apresentado na segunda

referência citada acima. Para o desenvolvimento deste caṕıtulo será utilizado o modelo

compensatório representado na Equação 3.1.
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6.2. Estimação dos Parâmetros dos Itens

Nesta seção será apresentada a estimação dos parâmetros dos itens através do Método

da Máxima Verossimilhança, considerando conhecidas as habilidades dos indiv́ıduos. Esta

situação não é esperada na prática, mas seu desenvolvimento é importante para o caso mais

complexo, que é a última das três situações do proceso de estimação citadas anteriormente.

Considerando a independência entre as respostas dos indiv́ıduos e a independência

condicional, a equação de verossimilhança das respostas aos itens é dada por

L(ζ) =

N
∏

j=1

P (Xj = xj | θj, ζ) =

N
∏

j=1

p
∏

i=1

P (Xij = xij | θj , ζi), (6.1)

onde ζ = (ζ ′
1, ζ

′
2, ..., ζ

′
p)

′ é o conjunto de parâmetros de todos os itens com ζ ′
i = (a′

i, ci, di).

Sejam

Pij = P (Xij = 1 | θj, ζi) e Qij = 1 − Pij = P (Xij = 0 | θj, ζi).

Tem-se que

P (Xij = xij | θj, ζi) = P
xij

ij Q
1−xij

ij .

Assim,

logL(ζ) =
N

∑

j=1

p
∑

i=1

[xij logPij + (1 − xij) logQij ]. (6.2)

Os estimadores de Máxima Verossimilhança para os parâmetros dos p itens são de-

terminados quando ζi satisfaz a equação

∂ logL(ζ)

∂ζ i
= 0, i = 1, 2, ..., p. (6.3)

Pela condição de independência condicional a estimação é feita item a item. Desta

forma, para a estimação de todos os itens o processo é simplesmente repetido p vezes.

Um ponto importante é que o conhecimento das habilidades implica o conhecimento da

escala (métrica) na qual elas foram geradas e assim os parâmetros dos itens estarão esti-

mados nesta mesma métrica. No desenvolvimento da Equação 6.3 cada item possui k+ 2

parâmetros, k = 1, 2, ..., m. As expressões finais para a Equação 6.3 em relação a cada

um dos k + 2 parâmetros são dadas por

∂ logL(ζ)

∂aik
= D(1 − ci)

N
∑

j=1

(xij − Pij)θkjWij = 0,

∂ logL(ζ)

∂di
= (1 − ci)

N
∑

j=1

(xij − Pij)Wij = 0,

∂ logL(ζ)

∂ci
=

N
∑

j=1

(xij − Pij)

P ∗
ij

Wij = 0,

(6.4)

onde Wij =
P ∗
ijQ

∗
ij

PijQij
, com P ∗

ij = [1 + exp(−Da′
iθj − di)]

−1 e Q∗
ij = 1 − P ∗

ij.
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Estas equações não possuem solução expĺıcita e por esse motivo é necessário aplicar

algum método iterativo para a obtenção das estimativas de máxima verossimilhança. Dois

métodos comumente utilizados são os de Newton-Raphson e Escore de Fisher. A aplicação

desses métodos exige as derivadas segundas da equação de log-verossimilhança (Equação

6.2). Tem-se então:

∂2 logL(ζ)

∂a2
ik

= D2(1 − ci)

N
∑

j=1

(xij − Pij)θ
2
kjWij [(1 − 2P ∗

ij) − (xij − Pij)Wij(1 − ci)],

∂2 logL(ζ)

∂d2
i

= (1 − ci)

N
∑

j=1

(xij − Pij)Wij[−(1 − 2P ∗
ij) − (xij − Pij)Wij(1 − ci)],

∂2 logL(ζ)

∂c2i
= −

N
∑

j=1

(xij − Pij)
2W 2

ij(P
∗
ij)

−2,

∂2 logL(ζ)

∂aik∂ait
= D2(1 − ci)

N
∑

j=1

(xij − Pij)θkjθtjWij[(1 − 2P ∗
ij) − (1 − ci)(xij − Pij)Wij ],

∂2 logL(ζ)

∂aik∂di
= (1 − ci)

N
∑

j=1

(xij − Pij)θkjWij [−D(1 − 2P ∗
ij) − (xij − Pij)Wij(1 − ci)],

∂2 logL(ζ)

∂aik∂ci
=

N
∑

j=1

(xij − Pij)θkjWij [−D − (xij − Pij)Wij(1 − ci)(P
∗
ij)

−1],

∂2 logL(ζ)

∂di∂ci
=

N
∑

j=1

(xij − Pij)Wij [−1(xij − Pij)Wij(1 − ci)(P
∗
ij)

−1],

Nas expressões acima, t = 1, 2, · · · , m, t 6= k.

Representando por ζ̂
(t)

i a estimativa de ζi na iteração t, então, pelo algoritmo de

Newton-Raphson, na iteração t+ 1, tem-se

ζ̂
(t+1)

i = ζ̂
(t)

i − [H(ζ̂
(t)

i )]−1h(ζ̂
(t)

i ),

onde h(ζi) ≡
∂ logL(ζ)

∂ζ i
é a função escore e H(ζi) ≡

∂2 logL(ζ)

∂ζ i∂ζ
′
i

é a matriz de informação

observada com ζi = (ai1, ai2, · · · , aik, di, ci)′.
Em Andrade, Tavares & Valle (2000), os autores definem

h(ζi) ≡
∂ logL(ζ)

∂ζi
=

N
∑

j=1

(xij − Pij)Wijhij

e

H(ζi) ≡
∂2 logL(ζ)

∂ζ i∂ζ
′
i

=
N

∑

j=1

(xij − Pij)Wij[H ij − (xij − Pij)Wijhijh
′
ij ],

com

hij = (P ∗
ijQ

∗
ij)

−1

(

∂Pij
∂ζ i

)

e H ij = (P ∗
ijQ

∗
ij)

−1

(

∂2Pij
∂ζ i∂ζ

′
i

)

,

onde Pij é dado pela Equação 3.1.
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No caso multidimensional a matriz H ij e o vetor hij são dados por

H ij =































D2θ2
1j∆ . . . . .

D2θ1jθ2j∆ D2θ2
2j . . . .

...
...

. . . . . .

D2θ1jθmj∆ D2θ2jθmj∆ · · · D2θ2
mj . .

−Dθij∆ Dθ2j∆ · · · Dθmj∆ −∆ .

−Dθ1j −Dθ1j · · · −Dθmj −1 0































e

hij =

































D(1 − ci)θ1j

D(1 − ci)θ2j

...

D(1 − ci)θmj

(1 − ci)

(P ∗
ij)

−1

































,

respectivamente. Na matriz H ij , tem-se que ∆ = (1 − ci)(1 − 2P ∗
ij).

Para aplicar o método Escore de Fisher, substituem-se os componentes da matriz de

derivadas segundas usadas no algoritmo de Newton-Raphson pelos seus valores esperados.

A matriz resultante é a matriz de informação esperada, denotada por HE(ζi). Como a

variável Xij tem distribuição Bernoulli (Pij), tem-se que

HE(ζi) = E(H(ζi)) =
∑N

j=1[E(xij − Pij)WijH ij −E(xij − Pij)
2W 2

ijhijh
′
ij ]

=
∑N

j=1[P
∗
ijQ

∗
ijWijhijh

′
ij] .

Assintoticamente o estimador de máxima verossimilhança ζ̂i (sob algumas condições

de regularidade) possui distribuição normal com vetor de médias ζi e matriz de co-

variâncias dada por [−HE(ζi)]
−1.

Estimativas Iniciais

Antes do processo de estimação é necessário determinar o número de fatores do mode-

lo. Isto é feito através da análise fatorial de informação plena introduzida no Caṕıtulo 2.

Esta análise faz uso de um processo iterativo cujas estimativas iniciais são fornecidas pelas

cargas fatoriais da matriz de correlação tetracórica. Funções dessas cargas são sugeridas

como estimativas iniciais para os parâmetros a′s. Para os parâmetros d′s, estimativas ini-

ciais podem ser obtidas por funções dos pontos de corte apresentadas na Subseção 2.4.2.

Para as estimativas iniciais dos parâmetros c′s podem ser utilizados os inversos do número
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de alternativas para cada item. Por exemplo, se para o item i há mi alternativas posśıveis,

a estimativa inicial para o parâmetro de acerto ao acaso é ci = 1/mi. A dificuldade e a

discriminação multidimensionais são funções dos parâmetros a′s e d′s. Elas são obtidas,

finalmente, pelas Equações 4.8 e 5.3.

6.3. Estimação das Habilidades

Na administração de testes educacionais muitas vezes o principal objetivo é obter uma

medida da habilidade para os indiv́ıduos submetidos ao teste. Para um certo indiv́ıduo

essa medida seria dada pela estimativa de máxima verossimilhança de sua habilidade

(desconhecida). Para o desenvolvimento desta seção supõe-se que (a) os parâmetros dos p

itens são conhecidos e (b) os indiv́ıduos respondem ao teste independentemente, e assim,

as habilidades podem ser estimadas individualmente.

A estimação da habilidade supondo os parâmetros dos itens conhecidos é um caso mais

realista do que o discutido na seção anterior. Hoje, no Brasil, alguns bancos de itens estão

sendo criados com o objetivo de fornecer itens já testados e calibrados (com parâmetros

estimados) para avaliações educacionais do ensino fundamental e médio. Um exemplo é

o Banco Nacional de Itens do Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais -

INEP/MEC.

Novamente considerando a independência entre as respostas de diferentes indiv́ıduos

e a independência condicional, a equação de log-verossimilhança das respostas aos itens,

agora como função das habilidades θ, é dada por

logL(θ) =

N
∑

j=1

p
∑

i=1

[xij logPij + (1 − xij) logQij ], (6.5)

onde o vetor θ = (θ′
1, θ

′
2, · · · , θ′

N )′ representa as habilidades de todos os indiv́ıduos, sendo

θ′
j = (θ1j , θ2j , · · · , θmj), j = 1, 2, · · · , N , o vetor habilidade do j-ésimo indiv́ıduo cujos

componentes, θkj , k = 1, 2, · · · , m, representam habilidades espećıficas.

O estimador de máxima verossimilhança de θj é o valor que maximiza a Equação 6.5.

Este valor é obtido quando θj satisfaz a equação

∂ logL(θ)

∂θj
= 0, j = 1, 2, · · · , N. (6.6)

Em relação à métrica, tem-se que as habilidades serão estimadas na mesma métrica

dos parâmetros dos itens.

Desenvolvendo a Equação 6.6 tem-se

h(θj) =
∂ logL(θ)

∂θj
=

p
∑

i=1

[

xij
∂(log Pij)

∂θj
+ (1 − xij)

∂(logQij)

∂θj

]

=

p
∑

i=1

[

(xij − Pij)
Wij

P ∗
ijQ

∗
ij

] (

∂Pij
∂θj

)

=

p
∑

i=1

(xij − Pij)Wijhij ,
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onde hij = (P ∗
ijQ

∗
ij)

−1

(

∂Pij
∂θj

)

. Assim, é necessário resolver m equações da forma

∂ logL(θ)

∂θkj
=

p
∑

i=1

Daik(1 − ci)(xij−Pij
)Wij = 0. (6.7)

Estas equações não possuem solução expĺıcita para θkj e, por este motivo, algum método

iterativo, como o de Newton-Raphson ou o Escore de Fisher, é necessário para a obtenção

das estimativas desejadas. A seguir são mostradas as derivadas segundas da equação de

log-verossimilhança (Equação 6.5), necessárias à aplicação desses métodos.

A fórmula geral para o cálculo das derivadas segundas é dada por

H(θj) ≡
∂2 logL(θ)

∂θj∂θ
′
j

=

p
∑

i=1

(xij − Pij)Wij [H ij − (xij − Pij)Wijhijh
′
ij],

com hij = (P ∗
ijQ

∗
ij)

−1

(

∂Pij
∂θj

)

e H ij = (PijQij)
−1

(

∂2Pij
∂θj∂θ

′
j

)

.

Para formar a matriz H ij e o vetor hij são necessárias as derivadas primeiras e segundas

de Pij em relação aos elementos do vetor θj. Desenvolvendo, tem-se que

∂Pij
∂θkj

= Daik(1 − ci)P
∗
ijQ

∗
ij

e
∂2Pij
∂θkj∂θtj

= D2aikait(1 − ci)P
∗
ijQ

∗
ij(1 − 2P ∗

ij), k = t = 1, 2, · · · , m.

Assim,

H ij =



















D2a2
i1∆ . . .

D2ai1ai2∆ D2a2
i2∆ . .

...
...

. . . .

D2ai1aim∆ D2ai1aim∆ · · · D2a2
im∆



















e

hij =



















Dai1(1 − ci)

Dai2(1 − ci)

...

Daim(1 − ci)



















.

Na matriz H ij , tem-se ∆ = (1 − ci)(1 − 2P ∗
ij).

Agora, denotando por θ̂
(t)

j a estimativa de θj , j = 1, 2, · · · , N , na iteração t do

algoritmo de Newton-Raphson, na iteração t+ 1 tem-se

θ̂
(t+1)

j = θ̂
(t)

j − [H(θ̂
(t)

j )]−1h(θ̂
(t)

j ).
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Para a aplicação do método Escore de Fisher, substituem-se os componentes da matriz

H(θj) pelos seus valores esperados e opera-se com a matriz de informação esperada,

HE(θj) = E(H(θj)). Assim, pelo método Escore de Fisher tem-se

θ̂
(t+1)

j = θ̂
(t)

j − [E(H(θ̂
(t)

j ))]−1h(θ̂
(t)

j ).

Assintoticamente e sob algumas condições de regularidade, o estimador de máxima

verossimilhança θ̂j possui distribuição normal com vetor de médias θj e matriz de co-

variâncias dada por [−HE(θj)]
−1.

Estimativas Iniciais

As estimativas iniciais para as habilidades podem ser dadas pelas estimativas dos fa-

tores comuns do modelo da análise fatorial dada pela Equação 2.9

6.4. Estimação Conjunta dos Parâmetros dos Itens e das Habilidades

Nesta seção será abordado o caso mais comum, onde apenas é conhecida a matriz

de respostas dos indiv́ıduos; em outras palavras, não se conhece os parâmetros dos itens

e nem as habilidades dos indiv́ıduos. Nesta situação há duas abordagens posśıveis: (a)

a estimação conjunta dos parâmetros dos itens e das habilidades e (b) a estimação em

duas etapas: primeiro a estimação dos parâmetros dos itens e, em seguida, das habilidades.

Estimação Conjunta

A estimação conjunta faz uso das duas seções anteriores. As equações a serem uti-

lizadas foram definidas pelas Equações 6.4 e 6.7. Diferentemente das seções anteriores,

onde a métrica (unidade de medida) foi estabelecida pelo conhecimento de um dos conjun-

tos de parâmetros (indiv́ıduos ou itens), na estimação conjunta nenhum desses parâmetros

é conhecido, portanto, não há métrica definida (veja Subseção 1.3.4). Este problema pode

ser solucionado pela especificação de uma medida de posição e outra de dispersão para as

habilidades. No caso multidimensional, será considerado média 0 e desvio-padrão 1 para

cada uma das habilidades espećıficas, ou seja, para cada uma das dimensões do vetor

habilidade, θ.

Considerando o modelo compensatório - MC3, cada item i, i = 1, 2, · · · , p, é carac-

terizado por um vetor de parâmetros de dimensão m + 2, ζi = (ai1, ai2, · · · , aim, ci, di)′ .

Como cada um dos j indiv́ıduos, j = 1, 2, · · · , N , é caracterizado por um vetor habilidade

de dimensão m, θj = (θ1j , θ2j , · · · , θmj)′, tem-se um total de mN + (m+ 2)p parâmetros

a serem estimados simultaneamente.

Como exemplo, considere uma amostra de 300 indiv́ıduos, N = 300, submetidos a

um teste bidimensional, m = 2, contendo 40 itens, p = 40. Teŕıamos que trabalhar com

a inversão de uma matriz de ordem 760. Vale ressaltar que no ENEM do ano de 1999 o

número de inscritos foi de 315.960 indiv́ıduos, ou seja, N = 315.960.
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Algumas considerações na modelagem contribuem para simplificar a estrutura dessa

matriz. São elas:

• independência condicional, implicando

∂2 logL(ζ, θ)

∂ζ i∂ζ
′
t

= 0, i 6= t, t = 1, 2, · · · , p ;

• independência entre as respostas de indiv́ıduos diferentes, implicando

∂2 logL(ζ, θ)

∂θj∂θ
′
l

= 0, j 6= l, l = 1, 2, · · · , N ;

• independência entre habilidades e itens, implicando

∂2 logL(ζ, θ)

∂ζi∂θ
′
j

= 0.

Assim, a matriz das derivadas segundas torna-se uma matriz bloco diagonal, na qual

os p primeiros blocos são matrizes de ordem (m+ 2) relativas aos parâmetros dos itens e

os N blocos restantes são matrizes de ordem m relativas às habilidades dos N indiv́ıduos.

Embora a estrutura da matriz de derivadas segundas usadas no processo iterativo de

Newton-Raphson seja simplificada pelas considerações acima, sua dimensão não é alter-

ada.

Birbaum (1968), tratando do caso unidmensional, propôs um procedimento em dois

estágios para contornar esse problema. De modo geral, esse procedimento pode ser apli-

cado ao caso multidimensional.

No primeiro estágio os itens são tratados independentemente e o procedimento de

estimação apresentado na Seção 6.2 é realizado para cada item, assumindo as habilidades

conhecidas. No segundo estágio as estimativas dos parâmetros dos itens obtidas na etapa

anterior são assumidas verdadeiras e as habilidades são estimadas segundo o procedimento

da Seção 6.3. Neste ponto, o processo retorna para o primeiro estágio continuando até

que algum critério de parada seja alcançado.

Analisando sob o enfoque multidimensional, a grande vantagem desse método de 2

estágios é o tratamento de matrizes de ordem (m + 2) no primeiro estágio e de ordem

m no segundo estágio, onde m denota a dimensão do espaço θ. No caso unidimensional,

m = 1.

Entretanto, há um sério problema inerente a este procedimento: a falta de consistência

na estimação dos parâmetros dos itens (ou habilidades) na presença de um número muito

grande de indiv́ıduos (ou itens). O fato é que, para os parâmetros dos itens conhecidos, os

Estimadores de Máxima Verossimilhança (EMV) das habilidades convergem para os seus

verdadeiros valores quando o número de itens cresce; e com as habilidades conhecidas,

os EMV dos parâmetros dos itens convergem para os seus verdadeiros valores quando o

número de indiv́ıduos cresce (Andersen, 1973; Baker, 1992).

Estimação em duas etapas: Máxima Verossimilhança Marginal

Bock & Lieberman (1970) desenvolveram um procedimento de estimação em duas

etapas objetivando solucionar o problema de inconsistência na estimação conjunta. O
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método assume que os indiv́ıduos representam uma amostra de uma população em que a

habilidade distribui-se de acordo com uma função densidade g(θ | η), onde η é o vetor

dos parâmetros da distribuição de θ.

A essência da solução é integrar a função de verossimilhança das respostas aos itens

em relação a θ, removendo o efeito aleatório das habilidades. Assim, estimam-se os

parâmetros dos itens pela maximização da verossimilhança marginal com o uso de algum

método iterativo.

A segunda etapa consiste na estimação das habilidades dos indiv́ıduos, que pode ser

feita por máxima verossimilhança ou por método bayesiano. No caso bayesiano é utilizada

a média ou a moda da distribuição posteriori condicional de θj dado xj=(x1j , x2j , · · · , xpj)
e ζi = (a1i, aa2i, · · · , ami, ci, di), respectivamente, o vetor de respostas do j-ésimo indiv́ıduo

e o vetor de parâmetros do i-ésimo item.

Seguindo Bock & Liberman (1970) a equação de verossimilhança a ser maximizada é

dada por

L(ζ,η) =

N
∏

j=1

P (xj) =

N
∏

j=1

P (Xj = xj | ζ,η)

=

N
∏

j=1

∫

IRm

P (Xj = xj | θ, ζ,η) g(θ | η)dθ

=

N
∏

j=1

∫

IRm

P (xj | θ, ζ) g(θ | η)dθ.

(6.8)

Conseqüentemente, a equação de log-verossimilhança é

logL(ζ,η) =
N

∑

j=1

log

[
∫

IRm

P (xj | θ, ζ) g(θ | η)dθ

]

,

onde P (xj | θ, ζ) =
∏p

i=1 P
xij

ij Q
1−xij

ij , com Pij dado pela Equação 3.1. Por conveniência e

sem perda de generalidade, o ı́ndice j foi exclúıdo do vetor habilidade θ, pois o interesse

está na distribuição da habilidade e não em valores particulares.

As equações de estimação para os parâmetros dos itens são dadas por

∂ logL(ζ,η)

∂ζ i
= 0, i = 1, 2, · · · , p.

Essas equações estão desenvolvidas e bem detalhadas em Backer (1992) e Andrade

Tavares & Valle (2000) utilizando o modelo loǵıstico unidimensional de 3 parâmetros

dado pela Equação 1.1. Para o caso multidimensional, utilizando o modelo compensatório

(Equação 3.1), trabalha-se com integrais e somatórios mútiplos, mas as expressões finais

sofrem poucas alterações devido às semelhanças entre os modelos. Por este motivo, nos

restringimos a apresentar as equações finais:
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∂ logL(ζ,η)

∂aik
= D(1 − ci)

N
∑

j=1

∫

IRm

θk(xij − Pij)Wij g
∗
j (θ)dθ = 0, k = 1, 2, · · · , m

∂ logL(ζ,η)

∂di
= (1 − ci)

N
∑

j=1

∫

IRm

(xij − Pij)Wij g
∗
j (θ)dθ = 0 (6.9)

∂ logL(ζ,η)

∂ci
= (1 − ci)

N
∑

j=1

∫

IRm

(

xij − Pij
P ∗
ij

)

Wij g
∗
j (θ)dθ = 0,

onde

g∗j (θ) = P (θ | xj, ζ,η) =
P (xj | θ, ζ)g(θ | η)

P (xj | ζ,η)
=

P (xj | θ, ζ)g(θ | η)
∫

IRm

P (xj | θ, ζ)g(θ | η)dθ

(6.10)

e

Wij =
P ∗
ijQ

∗
ij

PijQij
, com P ∗

ij = [1 + exp(−Da′
iθj − di)]

−1 e Q∗
ij = 1 − P ∗

ij.

As m+ 2 equações acima não possuem solução expĺıcita sendo necessária a utilização

de um método iterativo - Newton-Raphson, por exemplo. A aplicação do método exige a

inversão da matriz de derivadas segundas. Entretanto, diferentemente da Seção 6.3, não

é posśıvel se valer da propriedade de independência condicional a fim de garantir que os

parâmetros sejam estimados item a item. Desta forma, a matriz de derivadas segundas

seria de ordem p(m+ 2).

Uma reformulação na abordagem de Bock & Liberman (1970) foi feita por Bock &

Aitkin (1981). Basicamente eles introduziram a suposição de que os itens são indepen-

dentes, de forma que
∂2 logL(ζ,η)

∂ζ i ∂ζ
′
t

= 0.

Isso faz com que a matriz das derivadas segundas torne-se bloco diagonal e, con-

seqüentemente, que a estimação dos parâmetros dos itens possa ser feita item a item.

Vale ressaltar que a condição de independência condicional e a suposição de inde-

pendência dos itens são completamente diferentes. A primeira está relacionada às res-

postas dos indiv́ıduos, enquanto a segunda se refere apenas aos itens.

Outro fato é que as Equações 6.9 envolvem integração que não apresentam solução

anaĺıtica e por isto algum método de aproximação deve ser empregado. Freqüentemente é

usado o método de Gauss-Hermite, também denominado método de quadratura gaussiana

(Stroud & Sechrest, 1966; Stroud, 1971).

Na utilização do método de quadratura considera-se que a função g(θ | η) é cont́ınua

com integral finita. Esta função aplicada a um determinado ponto pode ser aproximada,

para qualquer grau de precisão, por uma função que assume um número finito de pontos.

A idéia básica é substituir a integral de uma função cont́ınua pelo somatório das áreas de

um número finito de retângulos.

O problema de integração múltipla da função g(θ | η) é substitúıdo pela obtenção su-

cessiva de integrais simples e, conseqüentemente, usando quadraturas o problema reduz-se
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à obtenção de somatórios referentes às áreas de um número finito de retângulos. Em cada

uma das m dimensões de θ serão considerados q pontos de quadratura, θsk
, s = 1, 2, · · · , q

e k = 1, 2, · · · , m. Considerando conhecidos os pontos de quadratura (pontos médios dos

retângulos) e os respectivos pesos Ask
, com Ask

= g(θsk
| η)∆sk

, onde g(θsk
| η) e ∆sk

correspondem, respectivamente, à altura e à base dos retângulos, a Equação 6.10 pode

ser reescrita como

g∗j (θs) =
P (xj |, θs, ζ)As1As2 · · ·Asm

∆−1
s1 ∆−1

s2 · · ·∆−1
sm

q
∑

s1=1

· · ·
q

∑

sm=1

P (xj | θs, ζ)As1As2 · · ·Asm

. (6.11)

Como as dimensões de θ foram assumidas ortogonais, o peso associado a cada ponto de

quadratura é dado pelo produto os pesos associados às suas coordenadas.

Para evitar o excesso de notação e simplificar as expressões das derivadas primeiras,

a Equação 6.11 será redefinida por

g∗j (θs) =
P (xj |, θs, ζ)As1As2 · · ·Asm

q
∑

s1=1

· · ·
q

∑

sm=1

P (xj | θs, ζ)As1As2 · · ·Asm

. (6.12)

As Equações 6.9 reescritas utilizando pontos de quadratura são

∂ logL

∂aik
= D(1 − ci)

N
∑

j=1

q
∑

s1=1

· · ·
q

∑

sm=1

[θsk
(xij − Pij)Wis]g

∗
j (θs), k = 1, 2, · · · , m,

∂ logL

∂di
= (1 − ci)

N
∑

j=1

q
∑

s1=1

· · ·
q

∑

sm=1

[(xij − Pis)Wis]g
∗
j (θs) = 0,

∂ logL

∂ci
=

N
∑

j=1

q
∑

s1=1

· · ·
q

∑

sm=1

[(xij − Pis)Wis](P
∗
is)

−1g∗j (θs) = 0.

(6.13)

Nas equações acima g∗j (θs) deve ser calculado pela Equação 6.12.

Bock & Aitkin (1981) sugeriram ainda a utilização do algoritmo EM na obtenção

das estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros dos itens. De modo geral, o

algoritmo EM é um procedimento iterativo para a obtenção de estimativas de máxima

verossimilhaça de parâmetros de modelos de probabilidade em situações onde há dados

faltantes (Dempster, Laird & Rubin, 1977; Roderick & Donald, 1987).

No caso presente, o objetivo é obter estimativas de ζ, parâmetros dos itens, na pre-

sença das variáveis não observadas θ, habilidades dos indiv́ıduos. Os dados incomple-

tos estarão representados pelo vetor Xo de respostas binárias dos indiv́ıduos e os dados

completos pelo vetor formato por Xo e θo, onde o operador ‘o’ indica que uma matriz

X = (x1, · · · ,xn) é reescrita como um vetor de colunas da forma (x′
1, · · · ,x′

n)
′.

Assumindo a solução de Bock & Aitkin (1981), as Equações 6.13 são reescritas com

as alterações necessárias para a utilização do algoŕıtmo EM. Tem-se, então
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∂ logL

∂aik
= D(1 − ci)

q
∑

s1=1

· · ·
q

∑

sm=1

θsk
(ris − fisPis)Wis = 0, k = 1, 2, · · · , m,

∂ logL

∂di
= (1 − ci)

q
∑

s1=1

· · ·
q

∑

sm=1

(ris − fisPis)Wis = 0,

∂ logL

∂ci
=

q
∑

s1=1

· · ·
q

∑

sm=1

(ris − fisPis)Wis(P
∗
is)

−1 = 0,

(6.14)

onde

ris =
N

∑

j=1

xijg
∗
j (θs) e fis =

N
∑

j=1

g∗j (θs).

As quantidades ris e fis representam, respectivamente, o número de indiv́ıduos com ha-

bilidade θs respondendo corretamente ao item i, em uma população de tamanho N , e o

número de indiv́ıduos com habilidade θs respondendo ao item i, em uma população de

tamanho N . Note que essas quantidades são desconhecidas e aqui faz-se útil o algoritmo

EM. Essas quantidades são substitúıdas pelos seus valores esperados (condicionados a x

e ζ) nas Equações 6.14 e é dado ińıcio ao algoritmo EM. Os passos são os seguintes:

Passo E: Usar os pontos de quadratura θsk
, os pesos Ask

e estimativas iniciais dos

parâmetros dos itens, ζ̂i, i = 1, 2, · · · , p, para gerar g∗j (θs) e, posteriormente,

ris = E(ris | x, ζ) e f is = E(fis | x, ζ).

Passo M: Com os r′s e f ′s obtidos no Passo E, resolver as equações de estimação para

ζi, usando o algoritmo de Newton-Raphson ou Escore de Fisher através do

procedimento apresentado na Seção 6.2.

Esses passos compõem cada iteração do algoritmo EM, que serão repetidas até que algum

critério de convergência seja alcançado.

As habilidades dos indiv́ıduos são obtidas após o processo descrito acima. Isto pode

ser feito através do procedimento da Seção 6.3. Entretanto, Mislevy & Stocking (1989) re-

comendam a estimação por métodos bayesianos. A estimação das habilidades pela média

da distribuição posteriori (estimação EAP) consiste em obter a esperança da posteriori,

que pode ser escrita como

g(θ | xj, ζ,η) =
P (xj | θ, ζ)g(θ | η)

P (xj | ζ,η)
.

A esperança é

θ̂j ≡ E[θ | xj , ζ,η] =

∫

IRm θP (xj | θ, ζ)g(θ | η)dθ
∫

IRm P (xj | θ, ζ)g(θ | η)dθ
.

Esta forma de estimação tem a vantagem de ser calculada diretamente, não necessi-

tando de métodos iterativos. Além disso, as quantidades necessárias para o seu cálculo

são fornecidas na etapa final da estimação (via algoritmo EM) dos parâmetros dos itens

descrita acima.

A estimação para os parâmetros dos itens através do algoritmo EM e as estimativas

para as habilidades via método EAP estão implementadas no programa computacional

TESTFACT 2.0. Este programa será utilizado para a modelagem dos dados do Exame

Nacional do Ensino Médio do ano de 1999.
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Caṕıtulo 7

Aplicação a Dados Reais

7.1. Introdução

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) introduziu um novo conceito de avalia-

ção educacional no Brasil. Diferentemente de avaliações disciplinares como, por exemplo,

o Sistema Nacional de Avaliação do Ensino Básico (SAEB) e o VESTIBULAR, onde

cada conhecimento é medido em testes individuais, o ENEM é um exame interdisciplinar,

onde os vários conhecimentos associados aos conteúdos do ensino fundamental e médio

são avaliados de uma só vez por um único teste. O grande diferencial do exame pode ser

atribúıdo aos itens que o compõem. Cada um deles é elaborado de modo a avaliar até 5

competências, mesclando os conhecimentos de diferentes disciplinas.

As análises tradicionais de itens tornaram-se, em alguns casos, obsoletas com o surgi-

mento e desenvolvimento da Teoria da Resposta ao Item (TRI). Entretanto, a aplicação

dessa teoria estava restrita aos modelos unidimensionais. A grande importância do ENEM

no contexto nacional motivou o estudo dos modelos multidimensionais da TRI.

O ENEM caracteriza-se como o exame do perfil de sáıda da escolaridade básica e

tem como um dos principais objetivos fornecer ao participante subśıdios para a sua auto-

avaliação (INEP, 1999; INEP 2000). Entretanto, com o aumento do número de instituições

de ensino superior que vêm aderindo à utilização dos resultados do exame como parte de

processos seletivos, o número de participantes tem aumentado significativamente.

Este caṕıtulo apresenta a análise da dimensionalidade e a modelagem dos dados do

Exame Nacional de Ensino Médio do ano de 1999 (ENEM-99). A verificação da dimensio-

nalidade foi feita através da Análise Fatorial de Informação Plena introduzida no Caṕıtulo

2. Na modelagem dos dados foi adotado o modelo compensatório com acerto casual (MC3)

apresentado na Subseção 3.3.1.

7.2. Caracteŕısticas do ENEM

O Exame Nacional do Ensino Médio é aplicado desde 1998 em todo território nacional.

É constitúıdo de um teste único contendo 63 itens de múltipla escolha e uma proposta

para redação. Os itens objetivos e a redação destinam-se a avaliar as competências de-

senvolvidas pelos participantes ao longo da escolaridade básica.

O exame tem caráter voluntário e dele podem participar, mediante inscrição, os con-

cluintes do ensino médio, no ano de realização do exame, e também os que já o conclúıram

em anos anteriores, em qualquer de suas modalidades.

O ENEM é estruturado por uma matriz de competências que define claramente os

pressupostos do exame e delineia suas caracteŕısticas operacionais. O modelo da ma-

triz contempla a indicação das competências gerais próprias do aluno, na fase de desen-
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volvimento cognitivo correspondente ao término da escolaridade básica, associadas aos

conteúdos do ensino fundamental e médio.

De forma resumida, as cinco competências tratadas pelo ENEM são:

I. Dominar linguagens;

II. Compreender fenômenos;

III. Enfrentar situações-problema;

IV. Construir argumentação;

V. Elaborar propostas.

7.3. Dados do ENEM

O ENEM é aplicado anualmente em todo território nacional a voluntários que con-

clúıram ou estão em fase de conclusão do ensino médio. A parte objetiva do exame é

composta de 63 itens. A ordem dos itens e/ou as opções de resposta correta são alteradas

com o intuito de formar 4 testes “diferentes”cada um contendo os mesmos 63 itens. Esses

testes são identificados pelas cores amarela, branca, rosa e verde, e a cada um deles cor-

responde aproximadamente 25,0% do total de inscritos. A distribuição dos testes segue

uma seqüência alternada de cores de modo que todos eles estão presentes em todas as

localidades de realização do exame.

O número de inscritos no ano de 1999 foi de 315.960 alunos em todo o Brasil. A

distribuição para cada um dos 4 testes foi a seguinte: 80.251 para a cor amarela, 79.194

para a cor branca, 78.803 para a cor rosa e 77.712 para a cor verde.

Nesse trabalho, serão utilizados os dados referentes à parte objetiva do teste de cor

amarela (teste amarelo). Como a distribuição dos testes segundo as cores é bem he-

terogênea em cada uma das localidades de aplicação do exame, tem-se uma amostra

representativa da população e de tamanho significativo para a estimação dos parâmetros

necessários à determinação da dimensionalidade dos dados e também para a estimação dos

parâmetros dos itens. Para a estimação das habilidades dos participantes dispõe-se inicial-

mente de 63 itens, que é um número adequado - a literatura sugere um valor maior que 30.

7.4. Dimensionalidade do ENEM

O estudo da dimensionalidade do ENEM-99 foi precedido por uma análise preliminar

dos 63 itens que o compõem. Estat́ısticas descritivas e algumas medidas da teoria clássica

foram obtidas. Os resultados envolvendo o item 45 nos levaram a questionar sua utilização

no estudo. Este item apresentou correlação bisserial negativa - a saber corrb = −0,117.

Isto significa que dos indiv́ıduos que o responderam corretamente a maior parte foi do

grupo de indiv́ıduos de pior desempenho no exame. É provável - isto merece um es-

tudo por especialistas em itens - que a formulação do item tenha induzido os candidatos

a não optar pela alternativa correta. Além da correlação bisserial, todas as correlações

tetracóricas envolvendo este item apresentaram valores negativos. Isto poderia comprome-

ter as estimativas dos parâmetros necessários para a determinação da dimensionalidade.
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Estes resultados levaram à exclusão do item 45 do estudo. Foram exclúıdos também 41

indiv́ıduos que entregaram o exame sem responder nenhum item. Dessa forma, a base

de dados do ENEM utilizada neste trabalho será composta por uma matriz de respostas

referente a 62 itens e 80.210 indiv́ıduos.

Continuando a análise descritiva, foram obtidos os percentuais de resposta para cada

item. O objetivo foi verificar a não-resposta aos últimos itens do exame. Um percentual

grande - considera-se grande qualquer valor acima de 20,0% - poderia indicar que o tempo

especificado para a realização do teste foi insuficiente. Nos dados analisados o menor per-

centual de respostas a um item foi de 99,4%, o que sugere não ter ocorrido problema

quanto ao controle de tempo no exame. Os passos seguintes referem-se propriamente à

verificação da dimensionalidade.

Procedimentos

Na análise da dimensionalidade dos itens o primeiro passo foi a organização do banco

de dados. O programa Statistical Package for the Social Sciences - SPSS, versão 10.0, foi

utilizado para esse fim. Com ele procedeu-se à formatação da base de dados de forma

conveniente à utilização dos programas BILOG 3 (Mislevy & Bock, 1990) e TESTFACT,

versão 2.0.

O segundo passo foi a utilização do programa TESTFACT para determinar a dimen-

sionalidade dos dados. Este programa tem como base teórica os artigos de Bock & Aitkin

(1981) e Dempster, Laird & Rubin (1977). O TESTFACT vem sendo utilizado, principal-

mente, na verificação da dimensionalidade de testes. Nele se encontram implementadas

a análise fatorial através da matriz de correlações tetracóricas e a análise fatorial de in-

formação plena. O programa fornece ainda estat́ısticas descritivas dos itens e algumas

medidas utilizadas na teoria clássica. O TESTFACT permite o uso de modelos com

parâmetro de acerto casual, mas não possibilita a estimação destes parâmetros; exige a

entrada destes já estimados. Utilizou-se, então, o programa BILOG 3 para este fim. O

BILOG 3 é um programa computacional espećıfico para análise de itens dicotômicos ou

dicotomizados via TRI. Neste programa estão implementados os modelos unidimensionais

loǵıstico e ogiva-normal de 1, 2 e 3 parâmetros.

Análise Fatorial de Informação Plena - AFIP

A Análise Fatorial de Informação Plena será utilizada para determinar a dimensionali-

dade dos dados do ENEM-99 (teste amarelo), ou seja, para a determinação do número de

fatores necessários ou adequados para a explicação desses dados. Uma grande vantagem

da AFIP é a possibilidade de testar a significância estat́ıstica dos fatores adicionados su-

cessivamente ao modelo.

Os critérios utilizados para determinar a dimensionalidade são:

i. a diferença nos valores corrigidos de qui-quadrado (veja Subseção 2.4.4);

ii. a magnitude das cargas fatoriais após a rotação VARIMAX.

Laros et al. (2000) utilizaram um ı́ndice de unidimensionalidade definido como a razão
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entre a mudança corrigida no qui-quadrado e os seus graus de liberdade. Um ı́ndice po-

sitivo maior que 2,0 implica que o modelo de k+1 fatores se adequa melhor aos dados do

que o modelo com k fatores. Índices positivos menores do que 2,0 indicam que o modelo

de k + 1 fatores se ajusta melhor aos dados, mas que esta melhoria não é significativa.

Índices negativos indicam que o modelo de k fatores se ajusta melhor aos dados do que o

modelo de k+1 fatores. Neste trabalho também será considerado tal ı́ndice - chamaremos

ı́ndice de dimensionalidade (ID).

O programa TESTFACT utiliza as cargas fatoriais obtidas a partir da análise fatorial

principal sobre a matriz de correlações tetracóricas (Divgi, 1979) como valores iniciais

para o algoritmo EM na análise fatorial de informação plena. Este programa permite

soluções para os principais problemas encontrados na construção da matriz de correlações

tetracóricas. Essas soluções dizem respeito a posśıveis correções antes da aplicação da

análise fatorial. As correções são as seguintes: (i) correção para o acerto casual; (ii)

correção para respostas omitidas; (iii) correção para obter uma matriz positiva definida e

(iv) correção para evitar casos Heywood.

As correções para o acerto casual foram introduzidas na Subseção 2.4.2. Essas corre-

ções, entretanto, produzem não raramente um valor zero ou negativo em uma das caselas

da tabela de contigência 2 × 2 de correlações tetratóricas. Valores negativos das pro-

porções desta tabela também podem ser resultantes da codificação de todas as respostas

omissas como respostas incorretas, após a correção para o acerto casual. O programa

possibilita considerar apenas parte das respostas omissas como respostas incorretas. Isso

é feito segundo as probabilidades de acerto casual. Por exemplo, se ci = 0,2, então 20%

das respostas omitidas no item i são codificadas como respostas corretas e 80% como

incorretas. Esta correção deve preceder a correção para o acerto casual.

Mesmo com as duas correções citadas acima é posśıvel que valores de proporções

próximos de zero apareçam, ocasionando imprecisão nas correlações tetracóricas. Neste

caso, o programa faz uso do método Centróide (Harmam, 1976) desenvolvido por Thurs-

tone em 1931. Os procedimentos citados acima não garantem, entretanto, que a matriz

de correlações tetracóricas seja positiva definida. O TESTFACT possibilita ainda um re-

finamento dessa matriz antes da análise fatorial principal ser realizada. Maiores detalhes

podem ser vistos em Wilson et al. (1998). Em relação aos casos Heywood, caracteriza-

dos pelo aumento dos parâmetros a′s (veja Subseção 2.4.3), o programa permite atribuir

distribuições a priori restrita em relação a alguns dos parâmetros dos itens. Como fase

final, a matriz de correlações tetracóricas corrigida é submetida à análise fatorial princi-

pal com iterações de comunalidade. Esta análise é equivalente à análise fatorial MINRES

(Harman, 1976).

Resultados

Os resultados da análise para a verificação da dimensionalidade do Exame Nacional

do Ensino Médio do ano de 1999 são apresentados na Tabela 7.1.

A Tabela 7.1 mostra os valores da estatistica qui-quadrado, χ2, para os modelos de 1 a

5 fatores com os respectivos graus de liberdade, gl, as diferenças dos qui-quadrados, χ2
dif,

entre um modelo de k fatores e outro de k+1 fatores, k = 1, 2, 3, 4, os graus de liberdade
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para essas diferenças, os valores corrigidos das diferenças dos qui-quadrados, χ2
difcorr, e o

ı́ndice de dimensionalidade, ID.

Foram ajustados sucessivamente os modelos de 1 a 5 fatores. Para cada fator adi-

cionado ao modelo a estat́ıstica χ2
difcorr foi calculada. Até o último modelo ajustado,

modelo de 5 fatores, esta estat́ıstica apresentou significância, ou seja, houve melhoria no

ajuste do modelo aos dados.

Tabela 7.1 - Estat́ısticas para o Número de Fatores do Modelo para o ENEM-99.

Número de Fatores do Modelo

1 2 3 4 5

χ2
4.006.317,82 3.992.022,79 3.981.784,75 3.976.992,41 3.974.241,79

gl 80.081 80.020 79.960 79.901 79.843

χ2
dif 14.295,03 10.238,04 4.792,34 2.750,63

gldif 61 60 59 58

χ2
difcorr 4.765,01 3.412,68 1.597,45 916,88

ID 78,11 56,88 27,08 15,81

Observe na Tabela 7.1 que os valores de χ2 diminuem à medida em que são acrescen-

tados fatores ao modelo. Conseqüentemente as diferenças corrigidas também diminuem,

variando de forma decrescente de 4.765,01 a 916,88. A menor destas diferenças corres-

ponde à diferença entre os valores de χ2 dos modelos de 4 e 5 fatores dividida por 3 (veja

Subseção 2.4.4 : Teste de Ajuste do Modelo).

Segundo o ı́ndice de dimensionalidade, ID, também calculado para cada fator adi-

cionado ao modelo, a conclusão é a mesma. Os ı́ndices decrescem de 78,11 (valor referente

aos modelos de 1 e 2 fatores) até 15,81 (valor referente aos modelos de 4 e 5 fatores). Este

último valor ainda está bem acima do valor cŕıtico 2,0 citado na seção anterior, indicando

a significância do modelo de 5 fatores.

O segundo critério utilizado foi a análise das cargas fatoriais. Estas cargas são apre-

sentadas no Apêndice. As cargas fatoriais possibilitam informar o quanto da variância de

cada variável (item) é explicada por cada fator e também quais itens se relacionam a cada

fator - quanto maior a carga fatorial melhor é a relação entre item e fator. Neste trabalho

considera-se que cargas fatoriais inferiores a 0,20 não contribuem para a mensuração dos

respectivos fatores. Analisando as cargas fatoriais (após rotação VARIMAX) para cada

um dos 3 primeiros fatores, nota-se que a grande maioria delas apresenta valores expres-

sivos. Isto indica que quase todos os itens estão relacionadas a pelo menos um dos três

fatores. Por exemplo, os itens I3, I4 e I5 estão bem relacionados aos fatores 1, 2 e 3. Já

os itens I21 e I27 se relacionam melhor aos fatores 1 e 3. Para a mensuração do quarto

fator contribuem quase 50% dos itens. Ao quinto fator estão relacionados apenas os itens

I9, I28, I29, I36 e I43.

Um critério complementar para a decisão do número de fatores no modelo será o

percentual de explicação da variância das variáveis (itens) devida a cada fator. A Tabela

7.2 mostra esses percentuais. O valor acumulado até o quinto fator foi de 45,33%. No
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caso dos fatores não rotacionados, o primeiro fator é responsável por 39,85% e os de-

mais fatores contribuem com percentuais inferiores a 2,06%. Sob essa análise poder-se-ia

sugerir a utilização de um modelo de 1 fator (modelo unidimensional). Entretanto, a

própria estrutura do exame sugere um modelo multidimensional. Objetivando uma me-

lhor interpretação, os fatores foram submetidos a rotação VARIMAX. Com a rotação, os

três primeiros fatores passaram a apresentar percentuais muito próximos. O percentual

acumulado dos três primeiros foi de 38,54%. O quarto fator contribuiu com 5,55% e o

quinto fator com 1,24%. Estes resultados retratam coerentemente os resultados obtidos

anteriormente pela análise das cargas fatoriais.

Tabela 7.2 - Percentual da Variância Explicada por cada Fator do Modelo

Fatores

1o
¯ 2o

¯ 3o
¯ 4o

¯ 5o
¯

Fator(es) não rotacionado(s) 39,85 2,05 1,54 1,06 0,82

Fator(es) após rotação varimax 13,49 12,31 12,74 5,55 1,24

A decisão final sobre o número de fatores do modelo, isto é, a dimensionalidade do

referido instrumento de avaliação (ENEM), deve, entretanto, ser tomada em conjunto com

os especialistas que o constrúıram.

7.5. Análise dos Itens do ENEM

Nesta seção é apresentado o resultado da estimação dos parâmetros dos itens do

ENEM-99. O modelo adotado foi o MC3 (veja Subseção 3.3.1). Os itens são carac-

terizados pelos parâmetros de acerto casual (c), discriminação (DISCM) e dificuldade

(DIFICM). No apêndice estes 3 parâmetros são apresentados para cada um dos 62 itens

do exame. Os resultados estão representados graficamente na Figura 7.1.

Figura 7.1 - Representação gráfica dos parâmetros DIFICM e DISCM
para os 62 itens do ENEM-99.
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Com exceção do item 14, com parâmetro de discriminação igual a 3,84, todos os demais

itens apresentaram discriminação no intervalo esperado de 0 a 3,00. Para o parâmetro de

dificuldade DIFICM , todos os itens apresentaram valores no intervalo −3,00 a 3,00, mais

precisamente entre −1,48 e 2,48. Na Figura 7.1 vê-se claramente que os itens estão bem

distribúıdos segundo esses dois parâmetros.

Os parâmetros c, d e a′s do modelo MC3 também estão presentes no Apêndice. Estes

resultados permitem identificar, por exemplo, quais itens são comparáveis segundo seus

parâmetros de dificuldade. Diferentemente do caso unidimensional, nem sempre a com-

paração é posśıvel ou adequada (veja Caṕıtulo 4). Para exemplificar, considere dois grupos

de itens. O primeiro deles formado pelos itens I1 e I8 e o segundo composto pelos itens I28

e I29. Analisando os valores dos parâmetros do modelo (especificamente os parâmetros

a′s) é razoável comparar as dificuldades para os itens I1 e I8. As dificuldades para os

itens I28 e I29 também são comparáveis. Entretanto, as dificuldades entre itens de grupos

diferentes não são comparáveis, pois os grupos não estão medindo as mesmas habilidades

(fatores). Os itens I28 e I29 estão relacionados aos fatores 1, 2, 3 e 5, enquanto os itens

I1 e I8 estão relacionados apenas aos fatores 1 e 2. Com esta análise é posśıvel estru-

turar testes que possam medir combinações de habilidades em vários ńıveis de dificuldade.
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Caṕıtulo 8

Comentários e Sugestões Finais

A aplicação e o desenvolvimento da Teoria da Resposta ao Item (TRI) em muito

dependem da disponibilização de programas computacionais que possam facilitar ou via-

bilizar sua utilização. Na Europa e nos Estados Unidos, a TRI é uma ferramenta comu-

mente utilizada em diversas áreas profissionais, entre elas a Educacional. No Brasil a TRI

é bem recente. Sua primeira aplicação foi na análise do Sistema Nacional de Avaliação

Básica (SAEB) em 1995. Desde então, os órgãos governamentais, através do Ministério

da Educação (MEC), vêm valorizando e incentivando o uso dessa teoria nas avaliações

educacionais brasileiras. Entre outras avaliações podemos citar o Sistema de Avaliação

de Rendimento Escolar do Estado de São Paulo (SARESP) e a Avaliação das Escolas

Públicas do Estado do Rio Grande do Norte.

Este trabalho é pioneiro na utilização da TRI multidimensional no Brasil. Este estudo

inicial possibilitou avaliar sob este novo enfoque o Exame Nacional do Ensino Médio ca-

racterizado como um exame interdisciplinar e que por isto sugeria a utilização de modelos

onde a habilidade fosse expressa por mais de uma dimensão. Até então, as aplicações se

restringiam às avaliações unidimensionais.

Relativamente a outras áreas da psicometria, a TRI multidimensional ainda está na

sua “infância”. Vários problemas precisam ser solucionados e metodologias ainda pre-

cisam ser desenvolvidas para ajudar na solução desses problemas. Contudo, os estudos

têm ratificado que o relacionamento entre itens e indiv́ıduos é bem mais complexo que o

suposto nos procedimentos psicométricos usuais.

Entre as lacunas a serem preenchidas podemos citar, por exemplo, a questão do efeito

sobre o escore total quando da inclusão de itens medindo múltiplas dimensões no teste

(Reckase, 1989). Alguns trabalhos foram feitos no sentido de compreender melhor esta

questão, mas esta pesquisa ainda está no seu ińıcio. Outro ponto pouco explorado diz

respeito à equalização utilizando modelos multidimensionais. Esta é uma área de grande

necessidade de pesquisa porque muitos dos testes educacionais utilizados, provavelmente,

avaliam a habilidade em mais de uma dimensão e o estabelecimento de uma métrica co-

mum no sentido de comparar os resultados desses testes ainda não está definida.

Neste trabalho apresentamos alguns dos modelos multidimensionais citados na lite-

ratura. Outros modelos estão presentes em algumas referências citadas, por exemplo,

Linden et al. (1997). Há vários outros modelos ainda pouco explorados, como, por exem-

plo, a versão multidimensional para modelos de respostas a itens politômicos, os modelos

multidimensionais longitudinais e os modelos multidimensionais multivariados. Tavares

(2001) e Matos (2001) desenvolveram, respectivamente, modelos longitudinais e modelos

multivariados unidimensionais.

Outra área que necessita de pesquisas adicionais é a de estimação dos parâmetros dos

modelos multidimensionais. Embora bons programas existam (por exemplo, TESTFACT

58



e NOHAM), pouco é conhecido sobre o número de itens e/ou de respondentes necessários

para a especificação adequada da dimensão do espaço latente. Perguntas como: (i) Qual

é o relacionamento entre tamanho da amostra, a heterogeneidade da população de in-

div́ıduos e o número de dimensões que pode ser identificada? e (ii) O que significa dizer

que duas dimensões são altamente correlacionadas mas distintas? ainda necessitam de

estudos para que sejam respondidas. Sem dúvida, essa é uma área rica para futuras

pesquisas.

A aplicação feita nesta dissertação considerou apenas os resultados de um dos 4 testes

do Exame Nacional do Ensino Médio. Como a “diferença” nos testes está na ordem de

apresentação dos itens e/ou das alternativas de resposta, uma questão importante seria

avaliar se haveria mudanças significativas nos resultados obtidos para a análise da dimen-

sionalidade dependendo do teste utilizado.

Outro ponto que necessita de pesquisas adicionais refere-se ao estabelecimento de

critérios para a qualidade do item multidimensional. No caso unidimensional, um exem-

plo de item de má qualidade é aquele com parâmetro de discriminação negativo ou com

valor positivo baixo. Para o caso multidimensional, as aplicações estão no ińıcio e um

estudo detalhado faz-se necessário.

Por fim, gostaŕıamos de ressaltar que a aplicação apropriada dessa teoria exige fun-

damentalmente a integração de especialistas das áreas de estat́ıstica e educação.
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Apêndice

Este Apêndice apresenta as cargas fatoriais, antes e após a rotação VARIMAX, forneci-

das pelo programa TESTFACT. Os valores para os parâmetros c, d, a′s, DIFICM eDISCM

para cada um dos itens, segundo o modelo MC3, são apresentados em seguida.

Resultados do programa TESTFACT: cargas fatoriais não rotacionadas.

ITEM FATORES

1 2 3 4 5

1 I1 0.597 -0.111 -0.230 -0.110 0.015

2 I2 0.603 0.127 -0.242 -0.053 -0.091

3 I3 0.784 0.022 0.180 -0.165 -0.181

4 I4 0.676 0.111 0.158 -0.114 -0.191

5 I5 0.819 0.113 -0.018 -0.118 -0.124

6 I6 0.628 0.027 -0.021 -0.049 -0.204

7 I7 0.332 -0.101 0.016 -0.042 -0.055

8 I8 0.577 -0.127 -0.155 -0.102 -0.068

9 I9 0.794 0.011 -0.142 -0.055 0.208

10 I10 0.508 -0.320 -0.017 -0.124 -0.084

11 I11 0.794 0.243 0.023 -0.063 0.017

12 I12 0.779 0.122 -0.004 -0.077 -0.081

13 I13 0.756 -0.164 0.085 -0.121 0.039

14 I14 0.893 0.131 -0.026 -0.069 -0.128

15 I15 0.345 0.082 0.184 -0.056 -0.007

16 I16 0.456 -0.013 0.010 -0.019 0.112

17 I17 0.482 -0.139 0.056 -0.051 -0.070

18 I18 0.514 -0.101 -0.078 -0.071 0.050

19 I19 0.542 0.071 -0.236 0.004 -0.035

20 I20 0.646 0.216 -0.055 -0.046 0.006

21 I21 0.787 0.325 0.021 -0.075 0.005

22 I22 0.689 -0.268 -0.137 -0.140 0.043

23 I23 0.647 -0.308 -0.059 -0.148 -0.069

24 I24 0.615 0.117 -0.122 0.001 0.055

25 I25 0.820 0.140 -0.125 -0.039 -0.032

26 I26 0.676 0.014 -0.077 -0.019 -0.006

27 I27 0.705 0.240 -0.074 -0.010 -0.101

28 I28 0.764 -0.005 0.027 -0.075 0.206

29 I29 0.771 0.044 -0.007 -0.140 0.229

30 I30 0.578 0.091 -0.189 0.053 0.072

31 I31 0.523 -0.265 -0.008 -0.014 -0.024

32 I32 0.482 0.148 0.100 -0.006 0.063

33 I33 0.593 0.081 0.098 -0.048 0.114

34 I34 0.553 0.139 0.256 -0.015 0.014

35 I35 0.743 0.096 -0.126 -0.017 0.057

36 I36 0.755 0.033 0.179 0.000 0.131

37 I37 0.664 0.019 0.324 -0.022 0.109

38 I38 0.278 0.030 0.077 0.064 -0.085

39 I39 0.297 -0.000 -0.130 0.023 -0.020

40 I40 0.622 -0.183 0.021 -0.006 -0.037

41 I41 0.502 -0.037 0.024 -0.013 0.064

42 I42 0.549 -0.249 -0.054 -0.025 0.080

43 I43 0.517 0.028 -0.006 0.066 0.183

44 I44 0.513 0.084 0.190 0.057 0.015

45 I46 0.523 -0.098 0.088 0.066 0.004

46 I47 0.685 0.132 -0.131 0.157 -0.029

47 I48 0.574 -0.181 0.025 0.036 -0.028
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ITEM FATORES

1 2 3 4 5

48 I49 0.594 -0.190 0.187 0.022 -0.047

49 I50 0.759 0.065 0.014 0.052 0.086

50 I51 0.670 -0.039 -0.060 0.251 -0.028

51 I52 0.579 0.055 -0.151 0.228 -0.011

52 I53 0.551 -0.190 0.056 0.098 0.027

53 I54 0.619 -0.043 0.215 0.127 0.029

54 I55 0.567 -0.045 0.054 0.219 -0.124

55 I56 0.762 -0.068 0.011 0.287 -0.038

56 I57 0.520 0.023 0.217 0.083 -0.043

57 I58 0.760 0.005 0.017 0.056 0.048

58 I59 0.414 -0.123 -0.087 0.189 0.042

59 I60 0.771 -0.165 0.142 0.083 -0.046

60 I61 0.658 0.119 -0.090 0.179 -0.076

61 I62 0.345 -0.019 -0.040 0.163 0.002

62 I63 0.670 -0.264 -0.080 0.067 0.002

Resultados do programa TESTFACT: cargas fatoriais após rotação VARIMAX.

ITEM FATORES

1 2 3 4 5

1 I1 0.438 0.452 0.122 0.125 0.089

2 I2 0.567 0.260 0.188 0.153 -0.022

3 I3 0.372 0.445 0.589 0.111 -0.107

4 I4 0.363 0.305 0.538 0.111 -0.130

5 I5 0.552 0.389 0.480 0.160 -0.042

6 I6 0.397 0.342 0.340 0.175 -0.138

7 I7 0.133 0.269 0.164 0.089 -0.017

8 I8 0.375 0.452 0.163 0.128 0.003

9 I9 0.532 0.419 0.327 0.214 0.294

10 I10 0.156 0.563 0.172 0.104 -0.020

11 I11 0.560 0.241 0.532 0.177 0.090

12 I12 0.515 0.343 0.467 0.181 -0.004

13 I13 0.300 0.551 0.433 0.160 0.118

14 I14 0.599 0.399 0.513 0.229 -0.039

15 I15 0.127 0.119 0.360 0.046 0.019

16 I16 0.236 0.245 0.250 0.133 0.159

17 I17 0.175 0.379 0.264 0.136 -0.017

18 I18 0.292 0.373 0.192 0.123 0.109

19 I19 0.489 0.250 0.134 0.190 0.028

20 I20 0.511 0.188 0.382 0.150 0.067

21 I21 0.602 0.178 0.556 0.153 0.074

22 I22 0.353 0.622 0.194 0.144 0.128

23 I23 0.268 0.637 0.221 0.129 0.011

24 I24 0.475 0.235 0.276 0.197 0.119

25 I25 0.615 0.345 0.397 0.231 0.053

26 I26 0.435 0.355 0.312 0.214 0.067

27 I27 0.569 0.198 0.404 0.207 -0.032

28 I28 0.404 0.408 0.437 0.180 0.283

29 I29 0.463 0.394 0.439 0.115 0.305

30 I30 0.474 0.225 0.189 0.238 0.137

31 I31 0.164 0.488 0.191 0.201 0.040

32 I32 0.276 0.125 0.385 0.132 0.104

33 I33 0.309 0.245 0.426 0.136 0.168

34 I34 0.218 0.163 0.542 0.144 0.056
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ITEM FATORES

1 2 3 4 5

35 I35 0.541 0.325 0.337 0.227 0.135

36 I36 0.314 0.344 0.554 0.238 0.200

37 I37 0.170 0.303 0.614 0.183 0.163

38 I38 0.116 0.103 0.213 0.151 -0.059

39 I39 0.244 0.161 0.058 0.129 0.017

40 I40 0.243 0.472 0.293 0.230 0.033

41 I41 0.242 0.288 0.278 0.159 0.116

42 I42 0.211 0.488 0.175 0.195 0.147

43 I43 0.283 0.213 0.273 0.225 0.235

44 I44 0.197 0.168 0.443 0.207 0.058

45 I46 0.174 0.323 0.310 0.247 0.059

46 I47 0.507 0.220 0.295 0.368 0.043

47 I48 0.207 0.432 0.266 0.252 0.037

48 I49 0.114 0.442 0.400 0.241 0.014

49 I50 0.432 0.322 0.435 0.293 0.161

50 I51 0.351 0.311 0.274 0.470 0.047

51 I52 0.409 0.203 0.188 0.409 0.055

52 I53 0.156 0.400 0.266 0.299 0.089

53 I54 0.164 0.298 0.470 0.323 0.086

54 I55 0.230 0.270 0.309 0.406 -0.063

55 I56 0.337 0.365 0.365 0.536 0.045

56 I57 0.152 0.214 0.445 0.243 0.002

57 I58 0.402 0.371 0.417 0.306 0.126

58 I59 0.189 0.258 0.094 0.334 0.093

59 I60 0.244 0.500 0.462 0.356 0.035

60 I61 0.459 0.209 0.305 0.381 -0.006

61 I62 0.181 0.148 0.130 0.273 0.041

62 I63 0.277 0.543 0.206 0.327 0.085

Os percentuais presentes na Tabela 7.2 são calculados pela fórmula PVEm = (
∑p

i=1 λ
2
im)/n,

onde PVEm representa o percentual de variância explicada pelo m-ésimo fator, m=1,2,3,4

e 5, e λim denota a carga fatorial para o i-ésimo item, i = 1, 2, · · · , n(n = 62), no fator m.

Parâmetros dos itens segundo o modelo MC3.

ITEM c d a1 a2 a3 a4 a5 DISCM DIFICM

1 I1 0.139 0.437 1.137 0.701 -0.235 -0.563 0.261 1.491 -0.293

2 I2 0.207 -0.821 1.278 0.276 -0.576 -0.388 0.411 1.536 0.534

3 I3 0.142 -3.745 2.448 0.216 0.519 -0.194 0.803 2.644 1.416

4 I4 0.262 -1.885 1.732 -0.029 0.225 -0.034 0.630 1.857 1.015

5 I5 0.073 -1.760 2.446 0.359 -0.161 -0.388 0.952 2.682 0.656

6 I6 0.352 0.092 1.464 0.191 -0.087 -0.110 0.270 1.508 -0.061

7 I7 0.130 -0.131 0.572 0.249 0.115 -0.082 0.071 0.643 0.203

8 I8 0.222 -1.007 1.152 0.555 -0.095 -0.419 0.140 1.356 0.743

9 I9 0.251 -1.055 1.763 1.227 -0.342 -0.590 1.263 2.583 0.408

10 I10 0.389 0.647 1.048 0.669 0.357 -0.333 -0.096 1.339 -0.483

11 I11 0.126 -3.308 2.072 0.309 -0.287 -0.203 1.434 2.563 1.291

12 I12 0.237 -0.867 2.002 0.354 -0.160 -0.236 0.897 2.241 0.387

13 I13 0.149 -1.161 1.756 0.922 0.469 -0.335 0.692 2.178 0.533

14 I14 0.396 -5.671 3.497 0.601 -0.368 -0.359 1.384 3.843 1.476

15 I15 0.109 -1.159 0.571 0.002 0.220 0.059 0.430 0.750 1.545

16 I16 0.150 -0.648 0.642 0.423 0.024 -0.105 0.470 0.908 0.714

17 I17 0.041 0.583 0.896 0.386 0.219 -0.083 0.150 1.014 -0.575

18 I18 0.008 0.021 0.838 0.542 0.000 -0.287 0.307 1.083 -0.019
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ITEM c d a1 a2 a3 a4 a5 DISCM DIFICM

19 I19 0.025 0.053 1.005 0.387 -0.508 -0.274 0.334 1.266 -0.042

20 I20 0.225 -0.797 1.285 0.199 -0.337 -0.192 0.849 1.601 0.498

21 I21 0.234 -6.958 2.214 0.110 -0.420 -0.221 1.655 2.807 2.479

22 I22 0.064 1.736 1.510 1.133 0.137 -0.666 0.277 2.026 -0.857

23 I23 0.163 1.568 1.499 0.907 0.333 -0.512 0.039 1.856 -0.845

24 I24 0.047 0.356 1.093 0.435 -0.372 -0.199 0.673 1.420 -0.251

25 I25 0.129 -5.224 2.263 0.618 -0.553 -0.380 1.074 2.665 1.960

26 I26 0.130 0.817 1.345 0.550 -0.189 -0.201 0.560 1.581 -0.517

27 I27 0.172 -0.899 1.693 0.130 -0.499 -0.114 0.836 1.961 0.459

28 I28 0.062 -0.338 1.550 0.980 0.109 -0.349 1.226 2.236 0.151

29 I29 0.287 -3.211 1.622 0.936 0.049 -0.579 1.410 2.415 1.329

30 I30 0.127 1.376 0.971 0.528 -0.494 -0.178 0.571 1.351 -1.019

31 I31 0.136 1.544 0.964 0.722 0.219 -0.130 0.057 1.232 -1.253

32 I32 0.157 0.359 0.761 0.157 0.002 0.043 0.676 1.031 -0.348

33 I33 0.231 -3.106 0.984 0.380 0.099 -0.078 0.822 1.343 2.313

34 I34 0.164 -1.169 1.034 0.095 0.277 0.203 0.817 1.365 0.857

35 I35 0.235 -2.420 1.584 0.662 -0.416 -0.304 0.899 2.005 1.207

36 I36 0.139 0.121 1.609 0.744 0.300 0.082 1.225 2.177 -0.055

37 I37 0.161 -0.412 1.336 0.494 0.614 0.229 1.097 1.914 0.215

38 I38 0.035 0.819 0.499 0.064 0.016 0.169 0.152 0.553 -1.482

39 I39 0.026 -0.789 0.465 0.238 -0.218 -0.101 0.111 0.586 1.347

40 I40 0.112 1.178 1.234 0.699 0.185 -0.083 0.251 1.455 -0.810

41 I41 0.046 -0.142 0.784 0.442 0.057 -0.077 0.432 1.003 0.142

42 I42 0.158 -0.264 0.919 0.868 0.149 -0.237 0.220 1.313 0.201

43 I43 0.314 -1.922 0.699 0.577 -0.107 -0.003 0.668 1.131 1.699

44 I44 0.126 0.241 0.885 0.216 0.150 0.245 0.621 1.140 -0.211

45 I46 0.219 -0.226 0.897 0.509 0.146 0.126 0.334 1.101 0.205

46 I47 0.105 0.479 1.454 0.546 -0.620 0.125 0.670 1.806 -0.265

47 I48 0.074 0.176 1.074 0.667 0.150 0.004 0.211 1.290 -0.137

48 I49 0.117 0.347 1.205 0.612 0.464 0.160 0.305 1.469 -0.236

49 I50 0.160 -1.219 1.599 0.749 -0.159 0.008 1.020 2.045 0.596

50 I51 0.148 0.607 1.392 0.839 -0.371 0.369 0.438 1.763 -0.344

51 I52 0.006 1.210 1.068 0.604 -0.566 0.215 0.414 1.429 -0.846

52 I53 0.047 0.003 0.955 0.743 0.163 0.129 0.264 1.256 -0.002

53 I54 0.134 -0.534 1.173 0.574 0.275 0.395 0.644 1.533 0.348

54 I55 0.230 0.150 1.166 0.485 -0.103 0.436 0.235 1.361 -0.110

55 I56 0.080 1.218 1.928 1.135 -0.295 0.622 0.615 2.421 -0.503

56 I57 0.061 0.185 0.968 0.249 0.226 0.329 0.494 1.185 -0.156

57 I58 0.136 -1.711 1.636 0.797 -0.088 0.023 0.855 2.013 0.850

58 I59 0.041 0.445 0.616 0.643 -0.191 0.153 0.145 0.934 -0.477

59 I60 0.261 -0.373 1.962 1.006 0.372 0.267 0.580 2.325 0.161

60 I61 0.267 -1.649 1.402 0.459 -0.530 0.231 0.554 1.678 0.983

61 I62 0.015 -0.003 0.519 0.365 -0.183 0.183 0.182 0.709 0.004

62 I63 0.165 -1.272 1.398 1.120 0.028 -0.101 0.186 1.804 0.705
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