Teoria de Resposta ao ltem

Modelos multidimensionais

Caio L. N. Azevedo, IMECC/Unicamp
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Introdugdo

Aspectos Gerais

» Os itens de um teste podem medir mais de um tipo de
conhecimento.

» Exemplo: itens de matematica que expde uma situacao
problema: interpretacido de textos e matematica.

» Estrutura semelhante a de um modelo de andlise fatorial.
» SAEB.
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Introdugdo

Analise fatorial

» Modelo de resposta ao item:

Yij = —bi+anbp+anby+ ...+ ambim + &1
Yo = —bx+axibj1 + antim + ... + aamlim + &2/
Yi = —bi+anbp+aplm+ ...+ ambim + &
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Introdugdo

» Modelo multidimensional compensatério de 2 parametros :
Seja Yj; a resposta do individuo j ao item i.

Yiil(0;,¢;) ~ Bernoulli(pj),

1
pij = P(Y; =1]0;,¢;) = 1+ e—@6+d)

> Bj = (9,‘1,...,9]/\//)'.
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Introdugdo

» Modelo multidimensional compensatério de 2 parametros :
Seja Yj; a resposta do individuo j ao item i.

Yiil(0;,¢;) ~ Bernoulli(pj),

1
pij = P(Y; =1]0;,¢;) = 1+ e—@6+d)

> Bj = (9,‘1,...,9]/\//)'.
> Ojm: traco latente do individuo j relacionado a dimensdo m.
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» Modelo multidimensional compensatério de 2 parametros :
Seja Yj; a resposta do individuo j ao item i.

Yiil(0;,¢;) ~ Bernoulli(pj),

1
pij = P(Y; =1]0;,¢;) = 1+ e—@6+d)

> Bj = (9,‘1,...,9]/\//)'.
> Ojm: traco latente do individuo j relacionado a dimensdo m.
>

¢ =(ai, d).
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Introdugdo

» Modelo multidimensional compensatério de 2 parametros :
Seja Yj; a resposta do individuo j ao item i.

Yiil(0;,¢;) ~ Bernoulli(pj),

1
pij = P(Y; =1]0;,¢;) = 1+ e—@6+d)

0; = (01, ...,0m)".

Ojm: traco latente do individuo j relacionado a dimensao m.
i = (ai, di)".

a; = (aj1, ..., aim)’, vetor de pardmetros relacionados a

discriminagao do item i.
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Introdugdo

» Modelo multidimensional compensatério de 2 parametros :
Seja Yj; a resposta do individuo j ao item i.

Yiil(0;,¢;) ~ Bernoulli(pj),

1
pij = P(Y; =1]0;,¢;) = 1+ e—@6+d)

0; = (01, ...,0m)".

Ojm: traco latente do individuo j relacionado a dimensao m.
i = (ai, di)".

a; = (aj1, ..., aim)’, vetor de pardmetros relacionados a

discriminagao do item i.

> d;: pardmetro relacionado a dificuldade do item i .
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Introdugdo

a,=0,5a=1;d=-2
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Pardmetros multidimensionais

v

Existe uma inclinac3o associada 4 cada dimens3o do traco
latente.

v

Resumir toda informacdo em (nico pardmetro.
Dificuldade multidimensional: DIFICM; = —%

v

v

Discriminacio multidimensional (DISCM;) = /S-M a2,
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Pardmetros multidimensionais
[ ]

Parametro de dificuldade

» Suposicdes:

» Probabilidade de resposta correta aumenta monotonicamente
com o aumento de pelo menos um dos tracos letentes.
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Pardmetros multidimensionais
[ ]

Parametro de dificuldade

» Suposicdes:
» Probabilidade de resposta correta aumenta monotonicamente
com o aumento de pelo menos um dos tracos letentes.
» Um item estd localizado (posicionado) em un dnico ponto do
espago multidimensional (dificuldade no caso unidimensional).

Azevedo
Modelos multidimensionais



Pardmetros multidimensionais
[ ]

Parametro de dificuldade

» Suposicdes:
» Probabilidade de resposta correta aumenta monotonicamente
com o aumento de pelo menos um dos tracos letentes.
» Um item estd localizado (posicionado) em un dnico ponto do
espago multidimensional (dificuldade no caso unidimensional).
» Utiliza-se o ponto que em que o item possui maior poder de
discriminag¢do (maior informag¢&o sobre os individiuos).
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Pardmetros multidimensionais
[ ]

Parametro de dificuldade

» Suposicdes:

» Probabilidade de resposta correta aumenta monotonicamente
com o aumento de pelo menos um dos tracos letentes.

» Um item estd localizado (posicionado) em un dnico ponto do
espago multidimensional (dificuldade no caso unidimensional).

» Utiliza-se o ponto que em que o item possui maior poder de
discriminag¢do (maior informag¢&o sobre os individiuos).

> Interpretacdo: De uma forma geral, semelhante ao caso
unidimensional

Item ai1 ap d; DIFICM;
1 1,69 0,21 0,58 -0,34
2 1,30 0,14 -0,41 0,31
3 0,10 1,85 1,50 -0,81
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Pardmetros multidimensionais

o0

Parametro de discriminagdo

» Suposicoes:

» Estd relacionada com a inclinagdo da superficie de resposta ao
item.
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Pardmetros multidimensionais

o0

Parametro de discriminagdo

» Suposicoes:

» Estd relacionada com a inclinagdo da superficie de resposta ao
item.

» Importante se estabelecer uma direcdo para a qual se pretende
medir a discriminagdo.
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Pardmetros multidimensionais

o0

Parametro de discriminagdo

» Suposicoes:

» Estd relacionada com a inclinagdo da superficie de resposta ao
item.

» Importante se estabelecer uma direcdo para a qual se pretende
medir a discriminagdo.

» E estabelecida a partir do ponto onde a inclinagdo na direcao
indicada pelo DIFICM.
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Pardmetros multidimensionais

o0

Parametro de discriminagdo

» Suposicoes:

» Estd relacionada com a inclinagdo da superficie de resposta ao
item.

» Importante se estabelecer uma direcdo para a qual se pretende
medir a discriminagdo.

» E estabelecida a partir do ponto onde a inclinagdo na direcao
indicada pelo DIFICM.

» No exemplo a seguir o item 2 discrimina melhor individuos que
diferem na segunda dimens3o enquanto que o item discrimina
melhor individuos que diferem na primeira dimensao.
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Identificabilidade

z

» E suficiente restringir os tracos latentes?
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Identificabilidade

» E suficiente restringir os tracos latentes?

» Exemplo 6; ~ Np(0,1). Modelo de anilise fatorial ortogonal.
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Identificabilidade

» E suficiente restringir os tracos latentes?
» Exemplo 6; ~ Np(0,1). Modelo de anilise fatorial ortogonal.

» Os pardmetros a; podem permutar de sinal com os tracos
latentes, sem mudar a distribuicdo dos tracos latentes
(acima). Processo de estimagdo se encarrega dessa restricdo?
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Identificabilidade

» E suficiente restringir os tracos latentes?
» Exemplo 6; ~ Np(0,1). Modelo de anilise fatorial ortogonal.

» Os pardmetros a; podem permutar de sinal com os tracos
latentes, sem mudar a distribuicdo dos tracos latentes
(acima). Processo de estimagdo se encarrega dessa restricdo?

» Em principio, sim.
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Identificabilidade

» E suficiente restringir os tracos latentes?
» Exemplo 6; ~ Np(0,1). Modelo de anilise fatorial ortogonal.

» Os pardmetros a; podem permutar de sinal com os tracos
latentes, sem mudar a distribuicdo dos tracos latentes
(acima). Processo de estimagdo se encarrega dessa restricdo?

» Em principio, sim.

» Toépico em aberto.
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Identificabilidade
0

Estimagdo

» Se um conjunto de pardametros é conhecido.
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Identificabilidade
0

Estimagdo

» Se um conjunto de pardametros é conhecido.

» Maxima verossimilhanca.
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Identificabilidade
0

Estimagdo

» Se um conjunto de pardametros é conhecido.

» Maxima verossimilhanca.
» Métodos bayesianos.

Azevedo




Identificabilidade
0

Estimagdo

» Se um conjunto de pardametros é conhecido.

» Maxima verossimilhanca.
» Métodos bayesianos.

» Todos os parametros desconhecidos.
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Identificabilidade
0

Estimagdo

» Se um conjunto de pardametros é conhecido.

» Maxima verossimilhanca.
» Métodos bayesianos.

» Todos os parametros desconhecidos.
» Maxima verossimilhangca marginal.
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Identificabilidade
0

Estimagdo

» Se um conjunto de pardametros é conhecido.

» Maxima verossimilhanca.
» Métodos bayesianos.

» Todos os parametros desconhecidos.

» Maxima verossimilhangca marginal.
» Integrais multidimensionais (M): quadratura adaptativa.
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Identificabilidade
0

Estimagdo

» Se um conjunto de pardametros é conhecido.

» Maxima verossimilhanca.
» Métodos bayesianos.
» Todos os parametros desconhecidos.

» Maxima verossimilhangca marginal.
» Integrais multidimensionais (M): quadratura adaptativa.
» Passom M: (M+1) equagdes para serem resolvidas.
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Identificabilidade
oce

Estimagdo
a;=-1,9/a,=0,7;d=0

a;=04;a,=-1,2;d=0
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Identificabilidade

[ Je]

Recursos computacionais

» Programa Testfact.
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Identificabilidade

[ Je]

Recursos computacionais

» Programa Testfact.

» Modelos compensatérios (pardmetro c deve ser estimado
antecipadamente).
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Identificabilidade

[ Je]

Recursos computacionais

» Programa Testfact.

» Modelos compensatérios (pardmetro c deve ser estimado
antecipadamente).
» MVM, MMAP, EAP e MAP implementados.
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Identificabilidade

[ Je]

Recursos computacionais

» Programa Testfact.
» Modelos compensatérios (pardmetro c deve ser estimado

antecipadamente).
» MVM, MMAP, EAP e MAP implementados.
> Teste para a escolha do nimero de dimensdes do modelo.
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Identificabilidade

[ Je]

Recursos computacionais

» Programa Testfact.
» Modelos compensatérios (pardmetro c deve ser estimado

antecipadamente).
» MVM, MMAP, EAP e MAP implementados.
> Teste para a escolha do nimero de dimensdes do modelo.

» Pacto MCMCpack (R).
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Identificabilidade

[ Je]

Recursos computacionais

» Programa Testfact.
» Modelos compensatérios (pardmetro c deve ser estimado
antecipadamente).
» MVM, MMAP, EAP e MAP implementados.
> Teste para a escolha do nimero de dimensdes do modelo.

» Pacto MCMCpack (R).

» Modelos compensatdrios (ndo permite o ajuste do modelo de 3
parametros).
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Identificabilidade

[ Je]

Recursos computacionais

» Programa Testfact.
» Modelos compensatérios (pardmetro c deve ser estimado
antecipadamente).
» MVM, MMAP, EAP e MAP implementados.
> Teste para a escolha do nimero de dimensdes do modelo.

» Pacto MCMCpack (R).

» Modelos compensatdrios (ndo permite o ajuste do modelo de 3

parametros).
» Baseado em métodos de MCMC.
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Identificabilidade

[ Je]

Recursos computacionais

» Programa Testfact.
» Modelos compensatérios (pardmetro c deve ser estimado
antecipadamente).
» MVM, MMAP, EAP e MAP implementados.
> Teste para a escolha do nimero de dimensdes do modelo.

» Pacto MCMCpack (R).

» Modelos compensatdrios (ndo permite o ajuste do modelo de 3
parametros).
Baseado em métodos de MCMC.
Contorna problemas com relagdo ao nimero de dimensdes do
modelo.
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Identificabilidade

oe

Recursos computacionais

» Modelo multidimensional compensatério de 3 parametros :
Seja Yjj a resposta do individuo j ao item i.

Yiil(6j, ;) ~ Bernoulli(p) ,

1

pij = P(Yj =110;,¢;) = ci + (1 - Ci)m

> 0j = (9j1,-~~7‘9jM)/-
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Identificabilidade

oe

Recursos computacionais

» Modelo multidimensional compensatério de 3 parametros :
Seja Yjj a resposta do individuo j ao item i.

Yiil(6j, ;) ~ Bernoulli(p) ,

1

pij = P(Yij = 1‘91"([) =G+ (1 - Ci)l T e @0+d)

> 0j = (9j1,-~~7‘9jM)/-
> Ojm: traco latente do individuo j relacionado a dimensdo m.
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Identificabilidade

oe

Recursos computacionais

» Modelo multidimensional compensatério de 3 parametros :
Seja Yjj a resposta do individuo j ao item i.
Yijl (6}, ¢;) ~ Bernoulli(p;) ,

1
pij = P(Y;=10;,¢;) =ci + (1 - Ci)m

> 0j = (9j1,-~~7‘9jM)/-
> Ojm: traco latente do individuo j relacionado a dimensdo m.
>

¢ =(ai, di,q).
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Identificabilidade

oe

Recursos computacionais

» Modelo multidimensional compensatério de 3 parametros :
Seja Yjj a resposta do individuo j ao item i.

Yiil(6j, ;) ~ Bernoulli(p) ,

1

pij = P(Yj =110;,¢;) = ci + (1 - Ci)m

0] = (9]1, ceey GJM)/
Ojm: traco latente do individuo j relacionado a dimensao m.
;= (ai,dj,ci).

a; = (aj1, ..., aim)’, vetor de pardmetros relacionados a
discriminacdo do item i.

v vy VvYy

Azevedo
Modelos multidimensionais



Identificabilidade

oe

Recursos computacionais

» Modelo multidimensional compensatério de 3 parametros :
Seja Yjj a resposta do individuo j ao item i.

Yiil(6j, ;) ~ Bernoulli(p) ,

1

pij = P(Yj =110;,¢;) = ci + (1 - Ci)m

0] = (0]1, ceey GJM)/

Ojm: traco latente do individuo j relacionado a dimensao m.
P = (a,-, d,', C,'),.

a; = (aj1, ..., aim)’, vetor de pardmetros relacionados a

discriminag3o do item i.

> d;: parametro relacionado a dificuldade do item i .
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Identificabilidade

oe

Recursos computacionais

» Modelo multidimensional compensatério de 3 parametros :
Seja Yjj a resposta do individuo j ao item i.

Yiil(6j, ;) ~ Bernoulli(p) ,

1

pij = P(Yj =110;,¢;) = ci + (1 - Ci)m

> 0j = (9j1,-~~7‘9jM)/-

> Ojm: traco latente do individuo j relacionado a dimensdo m.

> P = (a,-,d,-,c,-)’.

» a; = (aj1,...,am)’, vetor de pardmetros relacionados a
discriminag3o do item i.

> d;: parametro relacionado a dificuldade do item i .

¢i: probabildiade aproximada de resposta correta ao item i de
individuos com niveis baixos de tracos latentes .
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