INDEPENDÊNCIA
Definição

i) Sejam  A  e B   eventos de ( .  A  e  B  são ditos   independentes  se e somente se:

P(A(B) = P(A).P(B) ;

ii) Os eventos  A, B e C  de  (  são ditos independentes se e somente se:

P(A(B) = P(A).P(B) ; P(A(C) = P(A).P(C) ; P(B(C) = P(B).P(C)

e   P(A(B(C) = P(A).P(B).P(C) ;

iii) Generalize as definições acima para qualquer família finita de eventos. 

Exercício 1

Considere um dado equilibrado; sejam A, B e C os eventos definidos por: 

A = {1,2}; B = {2,4,6}  e  C = {1,3,5}.

Neste caso  A  e  B são independentes,   A  e  C são independentes e que B  e  C  não são independentes. 

Teorema

Sejam  A  e B   eventos de (  tais que  P(B)>0 . Nestas condições são equivalentes:

a) A  e  B  são independentes; 

b) P(A/B) = P(A) .

Demonstração: 

Dizer que a) e b) são equivalentes significa dizer que a) 
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 b)  e b) 
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a). 

I)Prova de a) 
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 b).

Hipótese: A  e  B  são independentes

Tese: P(A/B) = P(A) .

Prova:
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II) Prova de b) 
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a).

Hipótese: P(A/B) = P(A) 


Tese: A  e  B  são independentes. 

Prova: 


[image: image7.wmf])

(

B

A

P

Ç

= (por definição de P(A/B) ) =
[image: image8.wmf])

(

)

/

(

B

P

B

A

P

= (pela hipótese) = P(A) P(B). 
Exercício 2

Utilize o teorema acima para interpretar o conceito de independência. 

Exercício 3

Numa cidade com 200 habitantes foi feito um estudo conjunto das variáveis sexo e cor dos olhos, obtendo-se a tabela abaixo: 





Feminino 
Masculino

Claro

     24
      
      16

Escuro

     96
      
      64

Estude as relações entre sexo e cor de olhos utilizando o conceito de independência.
Calcule as distribuições condicionais. 
Exercício 4
Numa cidade com 200 habitantes foi feito um estudo conjunto das variáveis sexo e peso, obtendo-se a tabela abaixo: 







Feminino 
Masculino

Abaixo de 65k
     

       80
      
      20
65 ou mais kilos

       40
      
      60
Estude as relações entre sexo e peso utilizando o conceito de independência.

Calcule as distribuições condicionais.
Exercício 5
Sejam  A  e B   eventos de ( . As seguintes afirmações são todas equivalentes: 

a)  A  e  B   são independentes; 

b)  A  e  Bc   são independentes; 

c)  Ac  e  Bc   são independentes;

d)  Ac  e  B   são independentes .
Exercício 6
a) Se  P(A) = 0  e  B  é um evento qualquer, então  A  e  B  são independentes ; 

b)   Se  P(A) = 1  e  B  é um evento qualquer, então  A  e  B  são independentes ; 

c)   Os eventos  D  e  Dc   são independentes  se e somente se  P(D) = 0  ou   P(D)  = 1 ;

d)   Ache uma condição para que um evento  E   seja independente dele mesmo .

Exercício 7

a) Prove que se  P(A) (0 e  P(B(0)    então: 
P(A/B).P(B) = 
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b)  Portanto se P(A) (0 e  P(B(0)  então:
 
P(B/A)  =  P(A/B).P(B)/P(A)
  e também
P(A/B)  =  P(B/A).P(A)/P(B).
TEOREMA de BAYES
Exercício 8
Verifique cuidadosamente as demonstrações dos 3 resultados seguintes e observe onde é utilizada cada uma das hipóteses.

Proposição A

H) ( espaço amostral; B, A1, A2,..., An   eventos tais que {A1, A2,...,An} é partição de (.

T) 
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Demonstração:  a tese decorre dos seguintes fatos:
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Proposição B

H) ( espaço amostral; B, A1, A2,..., An   eventos tais que {A1, A2,...,An} é partição de (  e além disso   P(Aj)>0  se  1(j(n . 

T) 
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(Fórmula da Probabilidade total).

Demonstração: substitua na tese do resultado anterior   P(B(Aj)   por   P(B/Aj).P(Aj) .

Proposição C

H) ( espaço amostral; B, A1, A2,..., An   eventos tais que {A1, A2,...,An} é partição de (  e além disso   P(Aj)>0  se 1(j(n   e P(B)>0 . 

T)  Para todo  k  tal que   1(k(n   vale  que:
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(Fórmula de Bayes).

Demonstração:

observe que  P(A​k/B).P(B) =  P(B/Ak).P(Ak);  

depois isole  P(A​k/B)  e use a fórmula da probabilidade total. 

Exercício 9

Uma fábrica tem 3 máquinas  M1, M2   e  M3  que produzem a mesma peça, sendo que as mesmas respondem por  20%,  50%  e  30%  da produção total, respectivamente. Também é conhecida a proporção de peças defeituosas produzidas por cada uma delas:  15% na M1, na  2%  na M2   e 20%  na  M3 .

a) Calcule probabilidade de que uma peça qualquer seja defeituosa; 

b) Se for constatado que uma peça é defeituosa, qual é a probabilidade de que tenha sido produzida pela M1, M2   ou  M3 ?
c)   Calcule  
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. Uma soma vale 1 e  a outra não. Explique o motivo;

c) Quanto vale  
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Exercício 10
400 pessoas são classificadas segundo sexo e estado  civil, obtendo-se a seguinte tabela: 




Solteiro(S)     Casado(C)      Desquitado(D)     Outros(O)

Feminino(F)          150
    40

      10

        20


Maculino(M)
        50
    60

      40
                    30

a) Calcule  P(S/F) ,  P(C/F) ,  P(D/F)  e  P(O/F) . Verifique que:


P(S/F) + P(C/F) + P(D/F) + P(O/F)   =  1 ;

b) repita substituindo  F  por  M ;

c) Calcule  P(F/S) e  P(M/S).  Verifique que:
P(F/S) + P(M/S)  =  1 ;

d) repita substituindo  S  por  C,  D  e  O ;

e) apresente formalmente as distribuições de estado civil,  estado civil/F  e estado civil/M ;

f) apresente formalmente as distribuições de sexo,  sexo/S ,  sexo/C ,  sexo/D e sexo/O; 

g) repita todo o exercício substituindo a tabela acima por uma tabela equivalente onde constem apenas probabilidades em vez de freqüências absolutas. 

Exercício 11
Uma urna contém duas bolas brancas (B) e três vermelhas (V). Duas bolas são extraídas ao acaso, uma após a outra, sendo registrada a seqüência das cores. Calcule as probabilidades de cada uma das 4 seqüências possíveis de cores nas seguintes situações: 

a) as bolas são extraídas com reposição;  b) as bolas são extraídas sem reposição. 

Exercício 12

Uma urna contém duas bolas brancas (B) e três vermelhas (V). Duas bolas são extraídas ao acaso, uma após a outra, sendo registrada a seqüência das cores. Considere cada uma das perguntas nas duas situações seguintes: 

a) as bolas são extraídas com reposição;

b) as bolas são extraídas sem reposição.

1) Calcule P(1aB/2aV) e P(1aV/2aV) ; 2) São os eventos {2a V} e {1a B}  independentes?

Exercício 13

30% dos usuários de uma biblioteca universitária são alunos da graduação, 38% são alunos da pós e 32%  professores. A consulta a livros estrangeiros é de 25%, 50% e 80% em nas três categorias de usuários, respectivamente.

a) Qual é a probabilidade de que um usuário qualquer utilize um livro em português?

b) Se um usuário retirou um livro de português calcule a probabilidade de que seja aluno da graduação, da pós ou que seja professor.

Exercício 14

30% dos empregados de uma empresa são mulheres e os restantes homens; 9% das pessoas são mulheres e fumantes, 59% das pessoas são homens e não fumantes. Calcule:

a) probabilidade ({mulher e fumante});

b) probabilidade({homem e fumante});

c) probabilidade de um homem ser fumante; 

d) probabilidade de um homem ser não fumante; 

e) probabilidade de um fumante ser homem. 

Exercício 15
30% dos empregados de uma empresa são mulheres e os restantes homens; 3/10 das mulheres são fumantes, 11/70 dos homens são fumantes. Calcule: 
a) probabilidade ({mulher e fumante});

b) probabilidade({homem e fumante});

c) probabilidade de um homem ser fumante; 

d) probabilidade de um homem ser não fumante; 

e) probabilidade de um fumante ser homem. 

Exercício 16
Experimento: uma moeda é jogada 3 vezes e observada a face de cima. 
a) Ache uma fórmula para a probabilidade da seqüência  (cara, coroa, cara); 

b) Ache uma fórmula para a probabilidade da seqüência  (cara, coroa, cara) se os resultados de jogadas diferentes fossem independentes. 

c)   Duas suposições são feitas: 
I) probabilidade({cara}) = p , a mesma em todas as jogadas; 

II) os resultados de jogadas diferentes são independentes. 

Recalcule agora a probabilidade da seqüência  (cara, coroa, cara) e calcule também a probabilidade de obter exatamente 2 caras (ou seja, duas caras e uma coroa). 
Ache agora a distribuição da variável aleatória número de caras. 
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