INTRODUÇÃO AO PROCESSO DE POISSON

A distribuição de Poisson.

Apresentaremos aqui apenas formalmente a distribuição de Poisson, sem qualquer alusão, neste primeiro momento, a fenômenos por ela descritos.  Seja ( um número real estritamente positivo. Diremos que a variável aleatória X tem distribuição de Poisson de parâmetro ( se sua função de massa de probabilidade é dada por:

Probabilidade ({X=j})  =  
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para todo  j  inteiro não negativo.

Neste caso utilizaremos a seguinte notação:   

X~ Poisson(().

Exercício 1.

Prove que a fórmula acima define uma probabilidade fidedigna, ou seja:

i) P({X=j}) ( 0  

para todo inteiro não negativo j; 

ii) (j(N({0} P({X=j}) = 1,  
onde  N  denota o conjunto dos números naturais.

Exercício 2. 
Demonstre as seguintes propriedades da distribuição Poisson(().

a) Prove que:

Probabilidade ({X = j+1})  =  
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. (Probabilidade ({X = j})   para todo j inteiro, j≥0;

b)    utilize a igualdade acima para provar que a distribuição de Poisson  é unimodal e localizar a moda; 

c) Prove que 

E(X) =  (   e   Var(X) =  ( .

Exercício 3.

Utilize as tabelas para fazer gráficos da função de probabilidade da distribuição de Poisson para ( = ½,  ( = 3/2 e ( = 2,0. Verifique as relações entre média, mediana e moda.  

Um pouco de teoria.

Agora daremos condições gerais sob as quais certos fenômenos podem ser descritos mediante o processo de Poisson. 

Para fixar idéias, consideremos o processo da contagem de certos eventos de nosso interesse por intervalo de tempo, como por exemplo: chegadas de carros a pedágios, número de acidentes que ocorrem em determinada esquina, chegada de aviões a um aeoroporto, ligações que chegam a uma central telefônica, partículas emitidas pela decomposição de um núcleo radiativo, etc..

Seja  a<b, denotaremos por N[a,b) o número de eventos ocorridos no intervalo [a,b); é obvio que  N[a,b)  assume valores inteiros não negativos. 

Faremos as seguintes suposições sobre N[a,b):

I) a distribuição de N[a,b) depende apenas de  b-a,  ou seja se z>0, a distribuição de N[w,w+z)  é a mesma de  N[v,v+z)  (diremos neste caso que o processo de contagem é estacionário); 

II) se  [a,b)([c,d) =  (
as variáveis aleatórias  N[a,b)  e  N[c,d)  são independentes  e diremos que o processo de contagem é um processo a incrementos independentes;

III) existe um número   (>0   tal que: 

i)   limite h(0  [Prob (N[a,a+h) =  1)  - (.h] / h  =  0; 

ii)  limite h(0  [Prob (N[a,a+h) =  0)  - (1-(.h)] / h  =  0; 

iii) limite h(0  [Prob (N[a,a+h) (  2)] / h  =  0   (conseqüência de i)  e  ii)).

Dadas as condições I), II)  e  III)   é possível provar que a variável aleatória   N[a,b)   tem distribuição  Poisson (((b-a)). Aceitaremos este fato sem demonstração. O parâmetro  (  é  interpretado como taxa média do número de ocorrências do evento de interesse por unidade de tempo (ou espaço).

Exercício 4.

Entre as 1400 e as 1700 horas em dias úteis passam por um pedágio 90 carros por hora em média. Calcule as probabilidades dos seguintes eventos em qualquer dia útil: 

a) passam 5  carros entre  1506  e  1508;

b) passam 5  carros entre   1600  e  1602;

c) faz sentido pensar que a probabilidade de que passem 5 carros entre 1600  e  1604  será o dobro da probabilidade calculada em b)? e que a probabilidade de que passem 5 carros  num intervalo qualquer de 40 minutos entre as 1400 e as 1700 horas em dias úteis será igual a 20 vezes o resultado obtido em b)? Onde reside a linearidade neste tipo de problema?

d) passam até 4 carros (inclusive) entre 1410  e  1415; 

e) passam mais de  8  carros entre  1414  e  1418.

Outras perguntas:

f) A probabilidade de que passem  5  carros entre  610  e  612  será ou não o mesmo número calculado em  a)  e  b)? Argumente;

g) Qual é a esperança e a variância do número de carros que passam entre  1506  e  1508?

h) Qual é a esperança e a variância do número de carros que passam entre  1600  e  1602?

i) Que podemos dizer a respeito da a esperança e a variância do número de carros que passam entre  1006  e  1008?

Exercício 5.

Bactérias de certa classe aparecem na água a razão de 0,8 por cm3. Qual é a probabilidade de que em 5 cm3 de água tenhamos: 

a) no mínimo duas bactérias;  b) pelo menos 13 bactérias;  c) nenhuma;  d) no máximo sete.

Exercício 6.

A taxa de suicídios num certo país é de um para cada 250.000 habitantes por semana. Considere uma cidade de 500.000 habitantes:

a) calcule a probabilidade de ter 6 ou mais suicídios  numa semana?

b) utilizaria o mesmo modelo se em vez de suicídios se tratasse de dengue? Justifique. 

Exercício 7.

Os trabalhadores de certa fábrica sofrem em média dois acidentes por mês. Calcule as probabilidades dos seguintes eventos:

a) ocorrem 5 acidentes ou menos num período de um mes (2 meses, 3 meses);  

b) ocorrem 8 ou mais acidentes num período de um mes (2 meses, 3meses);

c) 2 ( número de accidentes <5  no mês de abril e também em junho. 

Exercício 8.

Um digitador comete 0,5 erros por folha em média ao transcrever um texto. Qual é a probabilidade de que num texto de 15 páginas cometa 8 um mais erros? 

Exercício 9.

a) Compare as distribuições Bin(20; 0,20),  Bin(20; 0,10),  Bin(20; 0,05) com as de Poisson que tem as mesmas médias, respectivamente;  

b) Uma regra prática diz que a aproximação da distribuição Bin(n,p) pela distribuição de Poisson (n.p)  é boa se  n.p(5  e  n(50. Mesmo sendo n  bastante menor que 50 nos casos estudados em  a)  observa-se que a aproximação é razoável; 

c) Em  a)  e  b)  vimos que em determinadas condições a distribuição Bin(n,p) pode ser aproximada por uma distribuição de Poisson(n.p), ou seja que a distribuição binomial e a distribuição de Poisson que a aproxima tem a mesma média (neste caso pode-se dizer que o ajuste é feito pela média). Entretanto, resulta natural que para que as distribuições sejam  parecidas também as variâncias devam ser semelhantes. Este palpite é confirmado nas condições dadas em b)? 

Exercício 10.

Numa loja entram 30 pessoas por hora em horário comercial. 

a) Calcule as probabilidades dos seguintes eventos relativos a um intervalo de 6 minutos:  ninguém entra; uma pessoa entra; entram uma ou mais pessoas;

b) Mesmas perguntas para um intervalo de 1 minuto e para um intervalo de 12  segundos;  

c) Assuma que em qualquer intervalo de 12 segundos somente possa entrar nenhuma ou uma pessoa (faz sentido esta hipótese?). Considere 25 intervalos consecutivos de 12 segundos e calcule a probabilidade de que 0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ou 9 dos 25 entre uma pessoa e nos restantes nenhuma, mediante uso da binomial. Compare com a probabilidade de que entrem 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ou 9 pessoas em 5 minutos utilizando a distribuição de Poisson correspondente a este intervalo de tempo; 

d) Compare estes resultados com as afirmações feitas no Exercício 9. 

Observações finais: algumas comparações.

1) Ao igual que no caso da distribuição binomial, há uma dicotomia na distribuição de Poisson: assim como o resultado ao se jogar uma moeda pode ser cara ou não (exemplo típico de binomial)  carros podem ou não passar por um pedágio (exemplo típico de Poisson). 

2) No caso da binomial, a ocorrência de  j   caras em  n  jogadas  eqüivale à ocorrência de  n-j  coroas nas mesmas n jogadas. Entretanto, se em um intervalo de tempo de  5  minutos passaram 18 carros por um pedágio, não faz muito sentido pensar quantos carros não passaram. 

3) Numa seqüência jogadas independentes de uma moeda cuja probabilidade {cara} = p,  o tempo que demora até a aparição da primeira “cara”  ou entre duas  “caras” consecutivas, medido em número de tentativas, é uma  v. a. discreta com distribuição Geométrica(p). Já num processo de Poisson de intensidade (, o tempo transcorrido até o evento de interesse ocorrer ou entre duas ocorrências sucessivas, que é uma v. a.  contínua, tem distribuição exponencial de parâmetro ( (que será estudada depois). 

4) Uma característica interessante em comum às distribuições geométrica e exponencial é a  propriedade de falta de memória, que sob certas condições caracteriza ambos os modelos: a geométrica é a única distribuição com suporte nos números naturais que possui esta propriedade e a exponencial é a única distribuição contínua com suporte nos reais não negativos com esta propriedade. 

Também se pode obter a distribuição geométrica por discretização de uma exponencial. Estes assuntos serão abordados após o estudo das variáveis aleatórias contínuas. 
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