AS  DISTRIBUIÇÕES  GEOMÉTRICA  E  DE  PASCAL

Breve revisão do modelo binomial. 

Sejam ( o espaço de resultados de um experimento E e A um evento fixo de (. O experimento E é repetido n vezes e supomos verdadeiras as seguintes hipóteses: 


I)   p = probabilidade de A é a mesma em todas as repetições;

II) eventos associados a conjuntos disjuntos de repetições são independentes.

Se X é a variável aleatória  número de ocorrências de A nas n repetições, provou-se que        

Probabilidade({X=j}) = comb(n,j). pj.(1-p)n-j,   onde  0(j(n,    j  inteiro.

Também foi demonstrado que 

E(X) =  n.p  e  Var(X) =  n.p.(1-p).

A distribuição geométrica.

Sejam ( e A dados acima e suponhamos que sejam satisfeitas as hipóteses I e II. 

O experimento  E  é repetido até obtermos a primeira ocorrência de A. Cada repetição do experimento e chamada um ensaio de Bernoulli.

O espaço dos resultados  (  deste novo experimento, consistente em repetir E  até a primeira ocorrência do evento A, pode ser representado pelas seguintes seqüências: 

(   =   {(A), (Ac, A), (Ac, Ac, A), (Ac, Ac, Ac, A), (Ac, Ac, Ac, Ac, A), . . . . .}.

Seja  Y a variável aleatória definida por:

Y  =  número ensaios necessários até a primeira ocorrência de A,

contando inclusive o ensaio em que A ocorre. 

Assim, por exemplo, Y((Ac, Ac, Ac, A)) = 4.

A  função de probabilidade de Y é dada por:

Probabilidade({Y=j}) =  (1-p)j-1p,   para todo  j  natural.

Neste caso diremos que Y tem distribuição geométrica de parâmetro  p  e  utilizaremos a notação  Y~G(p). 

Exercício 1.

Um banco de sangue necessita sangue do tipo 0-Rh negativo. Suponha que a probabilidade de uma pessoa ter este tipo de sangue seja 0,10. Doadores permanentes chegam ao hemocentro para fazer sua doação rotineira. Calcule as probabilidades de que o primeiro doador com sangue do tipo 0-Rh negativo seja;

a) o primeiro a chegar; b) o segundo; c) o quarto  e   d) o sétimo.

Exercício 2. 

Demonstre as seguintes propriedades da distribuição G(p). 

a)  Probabilidade ({Y = j+1})  =  (1-p). Probabilidade({Y = j}),      então a moda de Y é 1; 

b)  Probabilidade ({Y(j}) =  (1-p)j-1,   para todo  j  natural; 

c) E(Y) =  1/p  e   Var(Y) =  (1-p)/p2; 

d) Probabilidade ({Y(j+k / Y(j}) = Probabilidade ({Y > k})      para  j e k  naturais.  

Observação.  

A propriedade d) é conhecida como  falta de memória. Esta propriedade caracteriza a distribuição geométrica, isto significa que se uma distribuição com suporte nos números naturais  tiver a propriedade de falta de memória  esta distribuição será geométrica.    

Exercício 3.

No contexto do Exercício 1, calcule:

a) probabilidade de que o primeiro doador com sangue no grupo 0-Rh negativo apareça a partir do quarto doador; 

b) probabilidade de que o primeiro doador com sangue no grupo 0-Rh negativo apareça no máximo em 5 tentativas.  

A distribuição de Pascal.

Consideremos o contexto da distribuição G(p)  e  seja  r  um número natural fixo. São realizadas repetições do experimento E  até a  r-sima aparição de A (incluída).

O espaço dos resultados deste novo experimento, consistente em repetir E  até a r-sima ocorrência do evento A  pode ser também representado por seqüências.

Seja  W a variável aleatória definida por:

W  =  número ensaios necessários até a r-sima ocorrência de A,

contando inclusive o ensaio em que A ocorre. 

A  função de probabilidade de W é dada por:

Probabilidade({W=j}) =  combinatório(j-1,r-1).(1-p)j-rpr,   para todo  j  natural,   j(r.
Neste caso diremos que W tem distribuição de Pascal de parâmetros  r  e  p  e  utilizaremos a notação  W~Pascal(r,p). 

É fácil verificar que a distribuição geométrica é um caso particular da distribuição de Pascal, mais precisamente,  a  G(p)  coincide com a  Pascal(1,p).

Observação.

Uma variável aleatória  W  com distribuição Pascal(r,p)  pode ser representada  como soma de  r  variáveis aleatórias  X1, X2, . . . , Xr  independentes e idénticamente distribuídas segundo uma G(p). Utilizando este argumento pode ser provado que:

E(W) = r/p    e também que    Var(W) =  r.(1-p)/p2.

