A distribuição binomial

Exercício 1. Joga-se uma moeda 3 vezes e observa-se a seqüência de caras e coroas obtida. a) Construa ( = {espaço dos resultados associado ao experimento};

b) calcule a probabilidade de cada ((( sob as seguintes hipóteses: 


I)   p = probabilidade de {cara} é a mesma em todas as jogadas;

II) eventos associados a conjuntos disjuntos de jogadas são independentes.

c) defina explicitamente a variável aleatória X = número de caras obtido nas 3 jogadas e observe que a probabilidade definida em ( no item anterior induz uma probabilidade em R através de X.  

Exercício 2. Uma moeda cuja probabilidade de cara é 0,4 é jogada 5 vezes, sendo satisfeitas as condições I) e II) do enunciadas no Exercício 1. Compare os seguintes eventos e calcule suas probabilidades:

a) a seqüência {(CKCCK)}, onde C denota cara e K coroa;

b) {são obtidas exatamente 3 caras nas 5 jogadas}.

Exercício 3: o modelo binomial. 

Sejam ( o espaço de resultados de um experimento E e A um evento fixo de (. O experimento E é repetido n vezes e supomos verdadeiras as seguintes hipóteses: 


I)   p = probabilidade de A é a mesma em todas as repetições;

II) eventos associados a conjuntos disjuntos de repetições são independentes.

Seja X a variável aleatória  número de ocorrências de A nas n repetições. Calcule Probabilidade({X=j})  para todo inteiro  j  tal que  0(j(n. Calcule E(X) e Var(X).

Exercício 4. Uma prova consiste em 25 perguntas de tipo escolha múltipla. Cada questão tem 5 respostas, sendo que apenas uma delas é verdadeira. A nota X é igual ao número de respostas corretas. Uma pessoa lança um dado equilibrado e indica a resposta cujo número aparece na face de cima do dado (se sair {6} o lance  é desconsiderado).

a) qual é a distribuição da variável nota nestas condições? Veja se no contexto do problema são válidos os supostos nos quais o modelo utilizado se baseia; 

b) calcule as probabilidades dos seguintes eventos utilizando o modelo escolhido em a):

{2(X<4}, {3(X<6}, {4(X<8}, {1<X<4}, {14(X<22}, {X(6}, {X(10}, {X(1},        {X<1}, {X(20}, {X<20}, {X(1}, {X>4}, {X(23};

c) quais das hipóteses do modelo deixariam de ser satisfeitas se a pessoa respondesse  seriamente em vez de usar o esquema acima descrito?

Exercício 5. Uma companhia de seguros vendeu apólices a 20 pessoas da mesma idade e condições de saúde.  De acordo com as tábuas atuariais, a probabilidade de que uma pessoa nas condições dos assegurados sobreviva 10 anos à data dos contratos é de 0,9. 

Calcule as probabilidades dos seguintes eventos: 

a) todas as pessoas sobrevivem? b) nenhuma sobrevive; c) sobrevivem ao menos 5 pessoas; d) sobrevivem ao menos 15 pessoas; e) morrem exatamente 3 pessoas; f) morrem no máximo 2 pessoas; d) morrem no mínimo 5 pessoas.

Calcule o número médio de sobreviventes e o número médio de mortos aos 10 anos do contrato.  Calcule as variâncias do número de mortos e do número de sobreviventes aos 10 anos do contrato.

Exercício 6. Uma urna contém 50 bolas, sendo 20 brancas e 30 vermelhas. São extraídas 10 bolas, uma após outra, com reposição. Calcule as probabilidades dos seguintes eventos: 

a) o número de bolas vermelhas extraídas é  igual a 4; b) o número de bolas brancas extraídas é igual a 1; c) pelo menos duas bolas vermelhas são extraídas; d) no máximo 3 bolas vermelhas são extraídas.

Qual é o número médio de bolas brancas (vermelhas) extraído? Quais são as variâncias do número de bolas brancas e vermelhas extraído? 

Analise a aderência às hipóteses do modelo utilizado para responder as perguntas acima caso as extrações sejam sem reposição. 

Exercício 7. Um comerciante deseja comprar um lote de 200 mesas a uma fábrica. O lote oferecido tem 10 mesas defeituosas (mas o comerciante desconhece este fato). O comerciante adota a seguinte regra de decisão: ele observará uma amostra de 20 mesas escolhida por sorteio e aceitará o lote se ele tiver até 2 mesas defeituosas. Qual é a probabilidade do comerciante aceitar o lote nas condições acima detalhadas?

Observação: nas situações reais a amostragem é feita sem reposição, mas para encarar este problema precisaremos estudar a distribuição hipergeométrica. Por enquanto ficamos devendo. 

Exercício 8. Calcule a  média, mediana e moda da distribuição binomial(n,1/2) para n igual a 5,10, 15 e 20 utilizando as tabelas. Depois compare com os gráficos anexos a esta lista. Localize graficamente a moda na binomial(20,p) para p igual a 0,2; 0,3; 0,4; 0,6; 0,7 e 0,8. Compare com as respectivas médias. 

Exercício 9. 

a) Sabe-se que quando a distribuição é perfeitamente simétrica a média e a mediana coincidem e são ambas iguais ao centro de simetria. É o que acontece com a binomial(n,1/2) para qualquer n natural. Mais ainda, neste caso podemos observar que também a moda coincide com o centro de simetria. De um exemplo de uma distribuição discreta simétrica onde a moda seja diferente da média e da mediana (Dica: considere uma distribuição discreta simétrica que assuma 3 valores).

b) De um exemplo de uma distribuição discreta em que média, mediana e moda sejam todas diferentes. 

Exercício 10. 
Sejam X e Y variáveis aleatórias com distribuições binomial(n,p)  e  binomial(n,1-p), respectivamente. Prove que:

para todo inteiro j,  0(j(n
vale que
P({Y=j}) = P{(X=n-j)}.

Verifique este fato nos gráficos, comparando a binomial(20,p) com a binomial(20,1-p), para p igual a 0,2; 0,3 e 0,4. 

Prove também que 

E(X) + E(Y) = n    e  que   Var(X) = Var(Y).

