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Introdução

Um processo estocástico {Yt} é dito ser um processo AR(p) se:

Yt = ϕ1Yt−1 + · · ·+ ϕpYt−p + ϵt (1)

Algumas propriedades foram discutidas (ao menos para casos particu-

lares) aqui, aqui e aqui.

Vamos no focar no caso em que o processo (1) é estacionário, causal

e que ϵt ∼ RB(0, σ2).
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Introdução

Não é dif́ıcil verificar que E(Yt) = 0,∀t.

A versão do processo (1) de média µ (E(Yt) = µ,∀t) é dada por:

Yt = µ+ ϕ1 (Yt−1 − µ) + · · ·+ ϕp (Yt−p − µ) + ϵt , ϵt ∼ RB(0, σ2).

Considere, inicialmente, o problema de estimar a FAC e FACP de um

processo AR(p), com µ = 0.
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FAC

Note que (multiplicando-se ambos os lados da primeira equação por

Yt):

Yt = ϕ1Yt−1 + · · ·+ ϕpYt−p + ϵt

Y 2
t = ϕ1YtYt−1 + · · ·+ ϕpYtYt−p + Ytϵt

E (Y 2
t ) = ϕ1E (YtYt−1) + · · ·+ ϕpE (YtYt−p) + E (Ytϵt)

γ(0) = ϕ1γ(1) + · · ·+ ϕpγ(p) + E (Ytϵt)

Lembrando que γ(h) é a função de auto-covariância do processo.
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FAC

Além disso, como o processo é causal então E (ϵtYt−k) = 0 para

k ≥ 1, logo (multiplicando-se ambos os lados da primeira equação

por ϵt):

Yt = ϕ1Yt−1 + · · ·+ ϕpYt−p + ϵt

ϵtYt = ϕ1ϵtYt−1 + · · ·+ ϕpϵtYt−p + ϵ2t

E (ϵtYt) = ϕ1E (ϵtYt−1) + · · ·+ E (ϕpϵtYt−p) + E (ϵ2t )

E (ϵtYt) = E (ϵ2t ) = σ2 (2)
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FAC

Portanto, aplicando (2) em (4), temos que:

γ(0) = ϕ1γ(1) + · · ·+ ϕpγ(p) + σ2

1 = ϕ1ρ(1) + · · ·+ ϕpρ(p) +
σ2

γ(0)

γ(0) =
σ2

1− ϕ1ρ(1)− · · · − ϕpρ(p)
. (3)
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FAC

Por outro lado, temos que (multiplicando-se ambos os lados da pri-

meira equação por Yt−k e dividindo-se ambos os lados da penúltima

por γ(0)):

Yt = ϕ1Yt−1 + · · ·+ ϕpYt−p + ϵt

Yt−kYt = ϕ1Yt−kYt−1 + · · ·+ ϕpYt−kYt−p + Yt−kϵt

E (Yt−kYt) = ϕ1E (Yt−kYt−1) + · · ·+ ϕpE (Yt−kYt−p) + E (Yt−kϵt)

γ(k) = ϕ1γ(k − 1) + · · ·+ ϕpγ(k − p)

ρ(k) = ϕ1ρ(k − 1) + · · ·+ ϕpρ(k − p)

Lembrando que, em um processo estacionário, ρ(h) =
γ(h)

γ(0)
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FAC

Em termos matriciais, para k = 1, . . . , p temos que:
ρ(0) ρ(1) . . . ρ(p − 1)

ρ(1) ρ(0) . . . ρ(p − 2)
...

...
. . .

...

ρ(p − 1) ρ(p − 2) . . . ρ(0)




ϕ1

ϕ2

...

ϕp

 =


ρ(1)

ρ(2)
...

ρ(p)

 (4)

Esse sistema é conhecido na literatura como equações de Yule-Walker.

De posse de ϕ = (ϕ1, . . . , ϕp)
′ e de ρ = (ρ(1), . . . , ρ(p))′ podemos

obter σ2 através de (3).

Como estimar ρ e ϕ?
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Exemplo

Considere o processo:

Yt = 0, 33Yt−1 + 0, 5Yt−2 + ϵt , ϵt ∼ RB(0, σ2)

(1 − 0, 33B − 0, 5B2)Yt = ϵt ,

Fazendo ϕ(z) = 1− 0, 33z − 0, 5z2 = 0 temos que z = −1, 78221 e

z = 1, 12221. Logo o processo é estacionário e causa e, de (4), temos

que:

ρ(k) = 0, 33ρ(k − 1) + 0, 5ρ(k − 2)
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Exemplo

Portanto, temos que as equações de Yule-Walker são dados por:

ρ(1) = 0, 33 + 0, 5ρ(1)

ρ(2) = 0, 33ρ(1) + 0, 5,

resolvendo o sistema temos que ρ(1) = 0, 66 e ρ(2) = 0, 7178 e

portanto γ(0) = 2, 362391σ2.
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Exemplo

Para resolver as equações em diferença ρ(k) = 0, 33ρ(k−1)+0, 5ρ(k−

2), precisamos calcular as ráızes de ϕ(z) = 1 − 0, 33z − 0, 5z2 = 0,

que são m1 = −1, 78221 e m2 = 1, 12221, e como elas são reais e

diferentes, temos que:

ρ(k) = c1

(
1

m1

)k

+ c2

(
1

m2

)k

.

Para obter c1 e c2 utilizamos as primeiras autocorrelações calculadas

ρ(1) = 0, 66 e ρ(2) = 0, 7178.
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Exemplo

Dito isso, temos que:

0, 66 = c1

(
1

m1

)
+ c2

(
1

m2

)
0, 7178 = c1

(
1

m1

)2

+ c2

(
1

m2

)2

.

Resolvendo a equação acima temos que c1 = 0, 159143 e c2 =

0, 840867, portanto:

ρ(k) = 0, 159143

(
− 1

1, 78221

)k

+ 0, 840867

(
1

1, 12221

)k

.
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Estimação - Introdução

Considere {Yt} um processo AR(p) com média µ, estacionário e cau-

sal:

Yt = µ+ ϕ1(Yt−1 − µ) + · · ·+ ϕp(Yt−p − µ) + ϵt , ϵt ∼ RB(0, σ2).

Dada uma amostra (y1, . . . , yn)
′ (ST observada), como podemos es-

timar os parâmetros θ = (µ, ϕ1, . . . , ϕp, σ
2)′ =

(
µ,ϕ′, σ2

)′
, em que

ϕ = (ϕ1, . . . , ϕp)
′?

Há algumas opções como : métodos dos momentos, ḿınimos qua-

drados condicionais, máxima verossimilhança e métodos bayesianos.

Discutiremos os três primeiros.
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Estimação - Método dos momentos (MM)

Consiste em igualar os momentos populacionais aos amostrais, resol-

vendo o respectivo sistema de equações resultante (aqui).

Para µ, como este é a média do processo, o estimador pelo métodos

dos momentos (EMM) é µ̂ = Y .
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Estimação - Método dos momentos (MM)

Para ϕ = (ϕ1, . . . , ϕp)
′ podemos usar o sistema de Yule-Walker, subs-

tituindo ρ(1), . . . , ρ(p) pelas autocorrelações amostrais ρ̂(1), . . . , ρ̂(p)

de sorte que:


ρ̂(0) ρ̂(1) . . . ρ̂(p − 1)

ρ̂(0) . . . ρ̂(p − 2)

. . .
...

ρ̂(0)




ϕ̂1

ϕ̂2

...

ϕ̂p

 =


ρ̂(1)

ρ̂(2)
...

ρ̂(p)

 ,
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Estimação - Método dos momentos

Portanto, temos que o EMM para ϕ é dado por ϕ̂ = R−1r , em que

ϕ̂ = (ϕ̂1, . . . , ϕ̂p)
⊤, r = (ρ̂(1), . . . , ρ̂(p))′ e

R =


1 ρ̂(1) . . . ρ̂(p − 1)

1 . . . ρ̂(p − 2)

. . .
...

1
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Estimação - Método dos momentos - Exemplos

AR(1): para o modelo AR(1) temos que ϕ̂ = (1)−1ρ̂(1) = ρ̂(1).

AR(2): para o modelo AR(2) temos que:

 ϕ̂1

ϕ̂2

 =

 1 ρ̂(1)

ρ̂(1) 1

−1  ρ̂(1)

ρ̂(2)


=

1

1− ρ̂(1)2

 1 −ρ̂(1)

−ρ̂(1) 1

 ρ̂(1)

ρ̂(2)


=

1

1− ρ̂(1)2

 ρ̂(1)− ρ̂(1)ρ̂(2)

ρ̂(2)− ρ̂(1)2

 .
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Estimação - Método dos momentos

Para σ2, uma vez que:

γ(0) =
σ2

1− ϕ1ρ(1)− · · · − ϕpρ(p)
,

então um estimador para σ2 é:

σ̂2 = S2(1− ϕ̂1ρ̂(1)− · · · − ϕ̂p ρ̂(p)), (5)

em que S2 =
1

n − 1

n∑
i=1

(Yi − µ̂)2 é a variância amostral dos valores

observados do processo.
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Estimação - Método dos momentos

Para obter outros resultados inferenciais (EP, IC, TH), o seguinte

resultado assintótico é útil que, sob certas condições de regularidade

(aqui):

√
n(ϕ̂− ϕ)

D−−−→
n→∞

N(0, σ2R−1)

Note que, uma vez que estamos estimando parâmetros associados

à um modelo de regressão, utilizando determinados métodos de es-

timação, os estimadores da média (µ) e da função de auto-covariância

/ correlação ((γ(h), ϕ(h)), podem ser diferentes daqueles propostos

aqui.
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Estimação - Ḿınimos quadrados condicionais (MQC)

Assemelha-se ao método de ḿınimos quadrados (aqui), no sentido de

minimizar uma soma de quadrados.

Para um modelo AR(p) podemos escrever os erros como:

ϵt = Yt − µ− ϕ1(Yt−1 − µ)− · · · − ϕp(Yt−p − µ)

Logo, os estimadores de ḿınimos quadrados condicionais de θ =

(µ, ϕ1, . . . , ϕp)
′ = (µ,ϕ′)′ são obtidos minimizando:

S(µ,ϕ) =
n∑

t=p+1

ϵ2t

Em relação à (µ,ϕ′)′. Note que se utiliza n − p observações no

processo de estimação.
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Estimação - Ḿınimos quadrados condicionais (MQC)

1 Se µ for conhecido, os estimadores de MQC de ϕ, possuem forma

fechada.

2 Se µ for desconhecido, os estimadores de MQC de ϕ não possuem

forma expĺıcita. Assim, ou métodos numéricos (resolução de sistemas

de equações não lineares, como Newton-Raphson, Escore de Fisher,

BFGS etc), ou aproximações anaĺıticas/assintóticas como expansão

em série de Taylor, convergência estocástica, devem ser utilizados.

3 Uma alternativa é utilizar o EMM de µ (µ̂ = Y ), na expressão de ϕ̂,

mencionada no item 1).

4 Para mais detalhes veja aqui e aqui.
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Estimação - Ḿınimos quadrados condicionais

Essencialmente, temos que resolver o seguinte sistema de equações

não-lineares:

S(µ) = ∂
∂µS(µ, ϕ) |µ=µ̂,ϕ=ϕ̂= 2

∑n
t=p+1 ϵt

∂
∂µϵt |µ=µ̂,ϕ=ϕ̂= 0

S(ϕ1) =
∂

∂ϕ1
S(µ, ϕ) |µ=µ̂,ϕ=ϕ̂= 2

∑n
t=p+1 ϵt

∂
∂ϕ1

ϵt |µ=µ̂,ϕ=ϕ̂= 0

...

S(ϕp) =
∂

∂ϕp
S(µ, ϕ) |µ=µ̂,ϕ=ϕ̂= 2

∑n
t=p+1 ϵt

∂
∂ϕp

ϵt |µ=µ̂,ϕ=ϕ̂= 0
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Estimação - Ḿınimos quadrados condicionais

Como exemplo, considere um modelo AR(1). Os estimadores de

ḿınimos quadrados condicionais para (µ, ϕ) são obtidos minimizando:

S(µ, ϕ) =
n∑

t=2

[yt − µ− ϕ(yt−1 − µ)]2 (6)

ou seja, resolvendo o seguinte sistema de equações:

S(µ) = ∂
∂µS(µ, ϕ) |µ=µ̂,ϕ=ϕ̂= 0

S(ϕ) = ∂
∂ϕS(µ, ϕ) |µ=µ̂,ϕ=ϕ̂= 0
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Estimação - Ḿınimos quadrados condicionais

Derivando a equação em (6) com relação a µ temos que:

∂

∂µ
S(µ, ϕ) = 2

n∑
t=2

(ϕ− 1) [yt − µ− ϕ(yt−1 − µ)]

= 2(ϕ− 1)
n∑

t=2

yt − 2µ(ϕ− 1)(n − 1)

− 2ϕ(ϕ− 1)
n∑

t=2

(yt−1 − µ)

= 2(ϕ− 1)(n − 1) [y1 − µ− ϕy2 + 2ϕµ] ,

em que y1 =
∑n

t=2 yt/(n − 1) e y2 =
∑n

t=2 yt−1/(n − 1).
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Estimação - Ḿınimos quadrados condicionais

Agora, derivando a equação em (6) com relação a ϕ temos que:

∂

∂ϕ
S(µ, ϕ) = −2

n∑
t=2

(yt−1 − µ) [yt − µ− ϕ(yt−1 − µ)]

= −2

[
n∑

t=2

(yt−1 − µ)(yt − µ)− ϕ

n∑
t=2

(yt−1 − µ)2

]
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Estimação - Ḿınimos quadrados condicionais

Por fim fazendo
∂

∂µ
S(µ, ϕ) = 0 e

∂

∂ϕ
S(µ, ϕ) = 0, temos que:

µ̂ =
Y 1 − ϕ̂Y 2

1− ϕ̂
,

ϕ̂ =

∑n
t=2(Yt−1 − µ̂)(Yt − µ̂)∑n

t=2(Yt−1 − µ̂)2

Ou seja, não é posśıvel obter uma solução expĺıcita.

Proposição: sob algumas condições, assintoticamente, os estimado-

res de ḿınimos quadrados condicionais equivalem aos do MM.

Prof. Caio Azevedo

Processos autoregressivos (parte 3) 26



Estimação - Ḿınimos quadrados condicionais

Prova: Note que se n → ∞ então Y 1 = Y 2 ≈ Y e se ϕ̂ ̸→ 1, então:

µ̂ ≈ Y − ϕ̂Y

1− ϕ̂
= Y .

E utilizando esse resultado temos que se n → ∞:

ϕ̂ ≈

n∑
t=2

(Yt−1 − Y )(Yt − Y )

n∑
t=2

(Yt−1 − Y )2
= ρ̂(1).

Para estimar σ2 podemos utilizar (5), por exemplo.
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Estimação - máxima verossimilhança (MV)

O método de MV consiste em, essencialmente, maximizar a verossi-

milhança associado ao modelo estat́ıstico de interesse (aqui)

Adicionalmente as suposições usuais, assumiremos que ϵt ∼ NID(0, σ2)

Serão apresentados detalhes o modelo AR(1). Para o modelo geral

AR(p) o racioćınio é análogo (veja aqui).
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Estimação - máxima verossimilhança (MV)

Seja, assim, o modelo AR(1) gaussiano:

Yt = µ+ ϕ(Yt−1 − µ) + ϵt , ϵt ∼ N(0, σ2), |ϕ| < 1,

Logo, considerando y1, . . . , yn os valores observados do processo, te-

mos que a verossimilhança é dada por:

L(µ, ϕ, σ2) = f (y1, . . . , yn;µ, ϕ, σ
2) = f (y1)f (y2|y1) . . . f (yn|yn−1).
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Estimação - máxima verossimilhança

Por outro lado, temos que Yt |yt−1 ∼ N(µ + ϕ(yt−1 − µ), σ2) com

densidade:

f (yt |yt−1) = fZ ((yt − µ)− ϕ(yt−1 − µ)),

em que fZ (.) é a densidade de Z ∼ N(0, σ2).

Logo, temos que:

L(µ, ϕ, σ2) = f (y1)
n∏

t=2

fZ ((yt − µ)− ϕ(yt−1 − µ)).

Sabendo que {yt} é causal, então y1 = µ +
∞∑
j=0

ϕjϵ1−j e portanto

Y1 ∼ N(µ, σ2/(1− ϕ2)).
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Estimação - máxima verossimilhança

Finalmente, temos que:

L(µ, ϕ, σ2) =

√
1− ϕ2

(2πσ2)n/2
exp

{
− 1

2σ2
S1(µ, ϕ)

}
,

em que

S1(µ, ϕ) = (1− ϕ2)(y1 − µ)2
n∑

t=1

[(yt − µ)− ϕ(yt−1 − µ)]2,

Portanto, temos que os estimador de MV são obtidos maximizando

L(µ, ϕ, σ2) e consequentemente minimizando S1(µ, ϕ).
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Estimação - máxima verossimilhança

Porém, note que minimizar S1(µ, ϕ) é equivalente a minimizar S(µ, ϕ)

(associado ao método dos ḿınimos quadrados condicional).

Assim os estimadores de MQC e MV, para µ e ϕ, são os mesmos.

Isso, em geral, não ocorre para p ≥ 2.

Para σ2 temos que:

L(µ, ϕ, σ2) ∝ 1

(σ2)n/2
exp

{
− 1

2σ2
S1(µ, ϕ)

}
=⇒

ln L = log{L(µ, ϕ, σ2)} = −n

2
lnσ2 − 1

2σ2
S1 (µ, ϕ) + const.

Prof. Caio Azevedo

Processos autoregressivos (parte 3) 32



Estimação - máxima verossimilhança

Cont.:

∂ ln L

∂σ2
= − n

2σ2
+

1

2(σ2)2
S1 (µ, ϕ)

Assim, temos que:

σ̂2 =
1

n
S1

(
µ̂, ϕ̂

)
em que µ̂ e ϕ̂ são tais que suas estimativas devem ser obtidas nume-

ricamente.
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Estimação - máxima verossimilhança

Para o modelo AR(p), dada uma amostra de tamanho n, a ideia é

decompor a verossimilhança como:

L(θ) = fY1,Y2,....,Yt−1,Yt (y1, y2, ..., yt−1, yt ;θ)

= fYp+1,...,Yt |Y1,...Yp
(yp+1, ..., yt |y1, ...yp;θ)

× fY1,Y2,....,Yp (y1, y2, ..., yp;θ)

=

{
T∏

t=p+1

fYt |Yt−1,Yt−2,...,Yt−p
(yt |y1−1, yt−2, ..., yt−p;θ)

}
× fY1,Y2,....,Yp (y1, y2, ..., yp;θ)
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Comentários

Assintoticamente, os EMM e os EMQC são assintoticamente equiva-

lentes (n → ∞).

Um procedimento usual que tende a levar aos melhores resultados

(entre os que foram apresentados) consiste em:

Obter as estimativas de MQC (de modo iterativo) a partir de estima-

tivas iniciais pelo MM ou pelo MQC (de forma não iterativa).

Usas as estimativas obtidas anteriormente como valores iniciais no

processo iterativo para a obtenção das estimativas de MV
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Comentários

Sob certas condições de regularidade (aqui e aqui), temos, para n

suficientemente grande, que:

θ̂MV ≈ Np+2

(
θ, I (θ)−1

)
em que I (θ) é a respectiva informação de Fisher.
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