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Inferéncia bayesiana

» Sejam A e By, By, ... eventos associados a um mesmo espaco de
probabilidade (2,4, P)

» Pelo teorema da probabilidade total, temos que
P(A) = 3272, P(AIB)P(B))

> Pelo teorema de Bayes, temos que

_ P(ANnB;)  P(AB)P(Bi)
PEBIA= =5ty = 5=, P(AB)P(B)
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Inferéncia bayesiana

> Seja X um vetor aleatério com densidade p(x|3) (verossimilhanga)
em que [ é um vetor de pardmetros (deconhecidos), 3 C R”.

» Adimita que a ingnordncia a respeito de 3 pode ser traduzida por
uma densidade p(B|ng) = p(B). As componentes de 1g sdo
conhecidas como hiperparametros.

»> A inferéncia bayesiana baseia-se na utilizacdo da distribuicdo a
posteriori de 3, ou seja:

p(x) [ p(xI8)p(B)dB
o< p(x|B)p(B)

k) — PB) _ pxB(B)
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Estimagdo bayesiana das habilidades

> As estimativas de MV n3o estdo definidas para escores nulos ou
perfeitos.

» Escore nulo L(6;) =[],_,(1 — Pj)
> Escore perfeito L(6;) = [],_,(P;)

» Solucdo: utilizagdo de métodos bayesianos.
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Estimagdo bayesiana das habilidades

Parametros dos itens conhecidos

p(y|6,<)p(6)
fp y|0,¢)p(6)d6

[I1T7 e _HP(@J')

p(Oly, <)

o< p(y|6, ¢)p(0)

i=1 j=1
J
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Estimagdo bayesiana das habilidades

Moda a posteriori

> Maximizar Inp(8ly, <) = >-7_; Inp(6;ly ;,€)

ol (6;) — 01(9)) N ding (6;lm)

Sl)s = 06, 06 6;
I
Me
( 'DI)_

» Informacdo de Fisher

-

Z P’JQU
i=1

» Erro-padrio a posteriori (assintético
) = 9.)-1
EP(0;) = \/1(6))
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Estimagdo bayesiana das habilidades

Média a posteriori

/%Gp(y‘j|9j, ¢)p(0;)do
[ #0018 C)0(000
R

- L1 0:P(Y 101,¢)g(6in)
E 0ily .. ¢, ~ E |0y ¢, = =B = 9
[03ly > €. m] [05ly j- -] iy P(Y j101,.¢)g(01]m)
S 0,P(Y ;10,,¢)A
= P(Y 0, OA
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Estimagdo bayesiana das habilidades

Varidncia a posteriori

/% [0 — E O P(Y }10.C)g(0]m)do
/% P(Y (6. ¢)g(6]m)d6

Em termos dos pontos de quadratura, temos que

Var [9j|y‘j,C,n] =

q
S {0 - E[Gly;,¢.m] ) PY 161,Q)g(@lm)
Var [Gily ;,¢m] = =

ZP(Y 101.)e(@ln)

Erro-padrao a posteriori
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Estimagdo bayesiana das habilidades

e Maxima Verossimilhanga - MV

Para testes “longos” produz estimadores ndo
viciados;

N3o esta definido para alguns padrdes de resposta.

O &

e Bayesiano - EAP

Definido para qualquer padrdo de resposta;
Possui o menor erro médio;

Sua implementag3o é relativamente simples;
Viciado;

Necessidade de uma distribuicdo a priori para 6.

(OJOXSRSRSS)

e Bayesiano - MAP

Definido para qualquer padr3o de resposta;
Viciado.

Exige cdlculos mais complexos do que o método de
MV

Necessidade de uma distribui¢do a priori para 6.

O OO
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Estimagdo bayesiana das habilidades

Tragos latentes conhecidos

pbly. C) = f,f(y|'§f),f((;’))dbocp(yo,c)p(b)

GRS (ﬁpw,-))

i=1j=1
1

= LCCAURST: Hpbly,,

i

» Que priori utilizar para os parametros de dificuldade?
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Estimagdo bayesiana das habilidades

Tragos latentes conhecidos

pbly. C) = f,f(y|'§f),f((;’))dbocp(yo,c)p(b)

GRS (ﬁpw,-))

i=1j=1
1

= LCCAURST: Hpbly,,

i

» Que priori utilizar para os parametros de dificuldade?

> b; ~ N(up,03) (dificuldades sdo “habilidades”).
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Estimagdo bayesiana das habilidades

Moda a posteriori

» Maximizar In p(bly, 8) = 21:1 In p(bily ;,0)

oly (bi) i (by) | Olng (bi)

S (bi)g b 0b ob;

n bi_M

Sb)s = D - P)- =5
j=1

» Informacdo de Fisher

- 1
I(bi) =Y PyQy+ -
j=t b

» Erro-padrio a posteriori (assintético
57)([),) = /(b,’)fl
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Estimagdo bayesiana das habilidades
@0000

Estimagdo bayesiana dos pardmetros dos itens Todos os pardametros desconhecidos

Posteriori

n 1 1
p(¢mly.) o ]I /m 11 P(Yil6.¢) g6,m) do {H p(cilr;)}

j=1 i=1 i=1

Log-posteriori

n ] !
Inp(¢.mly.) o Z'n/%HP(YUIG,C,-)g(B,n)dG +{Z|np(4;|ﬂ)}
j=1 i=1 i=1
Maximizar a log-posteriori

n

)
Elnp(c,nly) o jlaiclln/m,l
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Estimagdo bayesiana das habilidades
(o] Jelele]

Estimagdo bayesiana dos pardmetros dos itens Todos os pardametros desconhecidos

Expressoes
q n b _
S(bi)sm = Z[(Z ngJ 9’ - ”ng 9’ )] Jilub
L = bi — b
- Z [(Fu — FuPi)] — —=—,
=1 b
a 1
I(b)em = Z fuPuQu+ —
=1 b
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Estimagdo bayesiana das habilidades
[e]e] Tele]

Estimagdo bayesiana dos pardmetros dos itens Todos os pardametros desconhecidos

Algoritmo EM - distribuicdo a posteriori
> Tomando a esperanca da log-posteriori, condicionada a (Y’ ,b’)’, para os

dados completos, temos que

-

q

E[lnp(b|(Y',b"))] = C+ Z Z {Fuln Py + (fi — Fi) In Qi } + In p(b) ,
=1 =1

em que

ri = E[I‘,’/|Y_,,b]7 fi= E[f;/‘Y,b] e C= E[C‘Y,b]

» Dessa forma, os passos E e M s3o :

» Passo E
Usar os pontos de quadratura 6/, os pesos A,l=1--,qe
estimativas iniciais dos parametros dos itens, b;, i =1,---,/,
para gerar g7 (0)) e, posteriormente, 7y e fy, i=1,---,/ e
I=1,---.q.

» Passo M
Com r e f obtidos no Passo E, resolver as equacdes de
estimagdo para {;, i =1,---,/, usando o algoritmo de

Newton-Raphson ou Escore de Fisher.
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Estimagdo bayesiana das habilidades
[e]e]e] o]

Estimagdo bayesiana dos pardmetros dos itens Todos os pardametros desconhecidos

Passo M
» Passo M

em que

1(bi)

o)

Y = B+ 1) S ()

n

>[(S s @

1

HZ& @))]- b;gub

M-m

[(Fu — FuPi)]

=1

. 1
Z 1P Qi + —
I=1 b
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Estimagdo bayesiana das habilidades

[e]e]ee] }

Estimagdo bayesiana dos pardmetros dos itens Todos os pardametros desconhecidos

Maxima Verossimilhangca Marginal - MVM:
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Métodos de estimagdo ba

53]

@

(ONONONORS3)

Possui propriedades assintéticas: as estimativas dos parametros a;,
b; e ¢; sdo consistentes;

Uma vez estimados os parametros dos itens, pode-se estimar as
habilidades através de métodos simples;

Permite resolver o problema de indeterminagdo (métrica) relativo ao
modelo,uma vez que se atribui um pardmetro de escala e de posicdo
para a distribuicdo das habilidades;

Permite caracterizar empiricamente a distribuicdo das habilidades;
N3o esta definido para itens com acerto total ou erro total;

E bastante trabalhoso computacionalmente;

Necessidade do estabelecimento de uma distribuicdo para 6;

Apresenta problemas na estimagdo do pardmetro ¢; em alguns casos;
deve ser usado somente com um nimero suficientemente grande de
respondentes.



Comparacdo

Moda marginal a Posteriori - MMAP:

Azevedo
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Definido para qualquer padr3o de resposta;

Uma vez estimados os parametros dos itens, pode-se estimar as
habilidades através de métodos simples;

Permite resolver o problema de indetermina¢do (métrica) relativo ao
modelo,uma vez que se atribui um pardmetro de escala e de posigcdo
para a distribuicdo das habilidades;

Permite caracterizar empiricamente a distribuicdo das habilidades;
E mais trabalhoso computacionalmente do que o MVM;

Necessidade de distribuicdes a priori para os pardmetros dos itens.
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Estimagdo bayesiana dos pardmetros dos itens M3P

Posteriori

n ! ! I
p(¢mly.) o {H/%HP(YUIG,C;)g(G,n)dH} {HP ¢ili) }{Hp(‘r;)}
j=1"%ix i=1

i=1

Log-posteriori

n ) !
Inp(¢mly.) o {ZInAHP(Yue,ci)g(e,n)de} +{Zlnp(<,-|r,-)}
j=1 i=1 i=1

!
+ {Z In P("‘i)}
i=1

Maximizar a log-posteriori

n a ! 8
Qmp(gmy) < {;aC;In/éﬁil:[lP YUI9C g(o, n)d@} {BC;
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Estimagdo bayesiana dos pardmetros dos itens M3P

Parametro a

1 1
p(ailpa;, 0%) = Voraon P [zgg,('" aj — #a,v)ﬂ :

Parametro b

1 —(bi — p)?
2 i i
p(bi|pp;,01.) = exp

(bilkn;, o) ron { 22

Parametro ¢

Moi+6i—2) a2

T e —Drg —n° (1 ¢)%2.

p(cilai, Bi)
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q
SC)s = D (Fa—faPa)hy+ X,

I=1

com

D (]. — C,') (0j - b,‘)

s o) L 8P,’j . —Da,-(l—c,-)
n=(Pi0;) " (52) = b
P
y
!
N 1 1+|na,'*,ll«a,- o (bi—pp) a2 -2
' aj 0’3]_ ' ‘thy- ' Cj 1—C,'
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n

62 82 1
5¢5e Inp(¢,mly.) o ;84,-84 InAHP(YU|9,Ci)g(9,n)d9

{ac e ™)}

C)BM_Zf/P;; I/ l/hll A;.
I=1

:U‘a, a, 1
Al = 0 -
op

. _9 . _ 9

0 0 _ | > +6’72

G (1-q)
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Simulagdo

» Foram gerados n = 5000 valores independentes de uma distribui¢do
N(0,1) a fim de servirem como as habilidades dos individuos.

» | = 50 itens de maneira a cobrir os valores apropriados para os
pardmetros: a variando de 1,0 a 1,8, b variando de -2,0a 2,0 ec =
0,20 e 0,25.

» Para a geragdo das respostas foi construido um programa em
linguagem Ox.

» Para a obtengdo das estimativas dos pardmetros (itens e
habilidades) foi usado o programa Bilog
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Estimagdo dos

Tabela: Estatisticas relativas as estimativas dos parametros dos itens

Estatistica Parametro
discriminacado(a) dificuldade(b) acerto casual (c)
MVM BM MVM  BM MVM BM

SQR 1,74 1,30 1,81 0,65 0,31 0,07
SVar 1,27 0,92 3,10 0,89 0,75 0,14
SEQM 3,01 2,22 4,91 1,54 1,06 0,21
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Estimagdo dos
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Estimagdo dos
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Estimagdo dos
[ ]

Moda a posteriori

Ing’(6;) = Const +In P(Y ;|0;,¢) + In g(0;]n). (1)

Equagdo de estimagdo bayesiana

dIngr(0;)  aInP(Y 6}, ¢) N dlng(6;|m)

- =o0.
6; 6; 0;

Informacg3o de Fisher

1(6;) E P QW h2 2
( ij Xij ( )
Scoring de Fisher

7 Gaa I O BV O NS P )
0 = 09+ 1010l
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Estimagdo dos

Esperanca a posteriori

P(y ;18,¢)g(8|m)

Py, IC. ) 3)

g@ly,¢m) =

Segue que a esperanca da posteriori é

[ 02(0Im)P(y ;16,¢)do
J5 &@m)P(y ;16,¢)d6

0, =E[ly;, ¢ ml =

7, 0,P(Y 10),¢)g(0:n)
1 P(Y j161,¢)g(61|m)
S, 01P(Y 161, QA

S P(Y 10, 0A

Q

E [EJIY.p(, n} =
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Estimagdo dos

@000

Esperanca a posteriori

E a varidncia a posteriori

[ (6 — E(0))” g(6|m)P(y ;10,¢)dO
[ g(0lm)P(y ;16,¢)d0o

Var (GJ-) = Var[0|y_j,<, n=:

S {0 E[Bly,.c.n| ) POYBL Qe@im)

q
/=1

Var Pj‘)’.jv ¢, 77] =

M-

P(Y j16/,¢)g(0:|m)

I=1
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Estimagdo dos

o] le]e)

Esperanca a posteriori

Azevedo

MV com MVM : estimativa de maxima verossimilhanca das habilidades usando
a estimativa de maxima verossimilhanga marginal dos parametros dos itens.

MV com MMAP : estimativa de maxima verossimilhanc¢a das habilidades usando
a estimativa bayesiana marginal dos parametros dos itens.

EAP com MVM : estimativa da esperanca a posteriori das habilidades usando a
estimativa de maxima verossimilhang¢a margianl dos pardmetros dos itens.

EAP com MMAP : estimativa da esperan¢a a posteriori das habilidades usando
a estimativa de bayesiana marginal dos pardmetros dos itens.

MAP com MVM : estimativa da moda a posteriori das habilidades usando a
estimativa de maxima verossimilhangca marginal dos parametros dos itens.

MAP com MMAP : estimativa da moda a posteriori das habilidades usando a
estimativa bayesiana marginal dos pardmetros dos itens.
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Estimagdo dos

[e]o] ]o)

Esperanca a posteriori

Tabela: Estatisticas relativas as estimativas das habilidades

Métodos de Estimacao Estatisticas
SQR SQVar SQM

MV com MVM 831,08 30938766,88 30939597,96
MV com MMAP 807,59  22954776,39 22955583,98
EAP com MVM 626,85 632,70 1259,55
EAP com MMAP 624,10 638,09 1262,20
MAP com MVM 628,80 617,02 1245,82
MAP com MMAP 625,44 623,37 1248,81
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Esperanca a posteriori

Estimagdo dos

[eJo]e] )
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= o
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<
s o o°o e ® o
2 H
= H
§ ° 5
g o o
a ]
¥
-4 2 4 4 -4 2 0 2 4
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<
. ©o Y o
s E
s - ;
S 8
z o
H ]
A
-4 2 0 4 -4 2 0 2 4

habilidade verdadeira (e)
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habilidade verdadeira (f)
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