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Aspectos Gerais

Elevado nimero de parametros.
Falta de identificabilidade.
Dificuldades na estimacdo dos parametros.

Dificuldades na verificagdo do ajuste dos modelos.

vV v v v .Y

Auséncia de metodologias apropriadas para a selecdo de modelos
ndo encaixados.
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i.i.d.

> Os tragos latentes sdo varidveis aleatérias: 6; "~ N(0,1)
(identificabilidade)

> Suposicdes (inferéncia) :

>

>

O tempo para se responder o teste é necessério.

As informacdes necessdrias para se modelar a probabilidade de
resposta sdo: o traco latente do individuo e os parametros do
item.

Apenas uma dimens3o do traco latente é necessaria para se
modelar tal probabilidade (unidimensionalidade).

Dados omissos s3o oriundos de mecanismos de n3o resposta
n3o informativos.

As probabilidades de selacdo de cada individuo que compde a
amostra sdo as mesmas.

Condicionadas nas informac&es citadas anteriormente, as
probabilidades de resposta s3o independentes.
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Método de Maxima Verossimilhanca

» Método de Madxima Verossimilhanca
» Consiste em maximizar a verossimilhanca com relacdo aos

pardmetros (de interesse).
» A verossimilhanga, basicamente, é a fungdo conjunta da

amostra vista como fun¢do dos parametros.
» Modelo Logistico de 1 pardmetro

1
P:.: = P(Y: = 1|9.’ b:) =
y ( Y J l)_ 1 e_(ej_bi)
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Contexto Geral

» Considere que n individuos respondem a um teste composto
por [ itens.

» Verossimilhanca : pela independéncia entre as respostas dos
diferentes individuos e pela independéncia condicional temos,

0.5 = TTTT Y0},

i=1j=1

em que Qj=1—Pjj, 6 =(01,...,0,) e b= (b1,...,b).
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Quantidades necessarias

» logverossimilhanga

n I
10,b) => > " {yylnP; + (1 - y3) InQy},

j=1 i=1
» Suponha que temos um conjunto de n=1000 individuos submetidos a um
teste de | = 30 itens.

» Considere que os itens que comp&em o instrumento de medida sdo
oriundos de uma banco de itens e, portanto, seus pardmetros sao

conhecidos.
» A verossimilhanga passa a ser
n /
10) =" {vilnPs + (1 - ys) InQs} .
j=1 i=1
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Descrigcao dos itens do teste 1

Iltem  Dificuldade (b) [ Item  Dificuldade (b) [ ltem  Dificuldade (b)

1 -3,0 1 -0,6 1 1,4
2 -2,8 2 -0,4 2 1,8
3 -2,4 3 -0,2 3 2,0
4 -2,0 4 0,0 4 2,2
5 -1.8 5 0,2 5 2,4
6 -1,6 6 0,4 6 2,6
7 -1,4 7 0,6 7 2,8
8 -1,2 8 0,8 8 3,0
9 -1,0 9 1,0 9 -1,1
10 -0,8 10 1,2 10 1,1
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Representacdo Grafica dos Itens - teste 1

Curvas Cararcteristicas dos 30 itens
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Desenvolvimento das equa¢des de estimacao
» Func3o escore

dlnL(6
S(6)) = —9 GQZZ{YJ/"PUJF ~ ¥i) InQy}

Jj=1 i=1

» Desenvolvimento

dlnL(6) _0lIn Py _ 8InQU
T@j = Z Yij 90; + (1= yy)

1 (0P; 1 (0P;
yupij'(BOJ) (1 yj)Qu( 1)}

{
|
(g} ()
.

S
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Desenvolvimento das equa¢des de estimacao

Mas,

oPj e~ (0i=bi) 1 e~ (0i=bi)
09,  [14+eGi=bI2 { 1+ e (0=bi) } 14 e (@=b)

dessa forma,

I
S0;) =y — Pl
i=1
» A equacdo acima ndo possui solucdo explicita.

» Alternativa : uso de algoritmos numéricos
(Newton-Raphson/Escore de Fisher).
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Elementos dos Processos lterativos

» Para a utilizagdo dos algoritmos anteriores é necessario o
célculo da fungdo Hessiana / Informag&o de Fisher.

» Func3o Hessiana

L 0S(0) oP; .
H(0) = 90, = 06 == PiQs

i=1 i=1

» Informac3do de Fisher
Notando que a func3o Hessiana é n3o-estocastica temos,

I
16;) = P Q.
i=1
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Métodos lterativos

1)

. t . . ;. . ~
» Considere 0j uma estimativa de 0, na t-ésima iteracao.
Newton-Raphson

gy g [H @(t))]‘l S (gj(t)) .

Escore de Fisher

FeD 90 4 [, (gj(r))r1 S @(t)) .

» Estimativas iniciais : escores padronizados.
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Resultados da estimacdo dos tracos latentes
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Invariancia na estimacdo das habilidades

» As estimativas obtidas através da TRI possuem a propriedade
da invaridncia, ou seja, uma vez obtidos os seus valores, estes
sao Unicos.

» Considere a estimac3o das habilidades dos mesmos individuos
obtidas a través de dois outros conjuntos de itens (provas).

» O primeiro conjunto é constituido de itens, em geral, mais
faceis que o primeiro conjunto. Ja o segundo, é constituido de
itens mais dificeis.
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Descricao dos itens do teste 2

Iltem  Dificuldade (b) [ Item  Dificuldade (b) [ ltem  Dificuldade (b)

1 -3,0 1 -0,6 1 -2,4
2 -2,8 2 -0,4 2 -1,8
3 -2,4 3 -0,2 3 -1,4
4 -2,0 4 0,0 4 -1,0
5 -1.8 5 0,2 5 -0,6
6 -1,6 6 0,4 6 -0,2
7 -1,4 7 0,6 7 0,2
8 -1,2 8 0,8 8 -2,6
9 -1,0 9 -1,1 9 -1,2
10 -0,8 10 -3,0 10 0,0
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Representacdo Grafica dos Itens - teste 2

Curvas Cararcteristicas dos 30 itens

prob. de resposta correta
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Descricdo dos itens do teste 3

Iltem  Dificuldade (b) [ Item  Dificuldade (b) [ ltem  Dificuldade (b)

1 1,0 1 1,1 1 0,2
2 1,2 2 1,0 2 0,4
3 1,4 3 14 3 0,6
4 1,8 4 2,0 4 0,8
5 2,0 5 2,4 5 0,2
6 2,2 6 2,8 6 0,6
7 2,4 7 3,0 7 0,0
8 2,6 8 2,6 8 -0,2
9 2,8 9 1,2 9 -0,2
10 3,0 10 0,0 10 -0,4
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Representacdo Grafica dos Itens - teste 3

Curvas Cararcteristicas dos 30 itens

prob. de resposta correta

traco latente
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Resultados da estimacdo dos tracos latentes
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Habilidades conhecidas - Parametros dos itens desconhecidos
» Logverossimilhanc¢a

I(b) = Z Z {yilnPj + (1 — yi) InQy} .

Jj=1 i=1

» Equacgdes de estimacao

dl(b) "
db;

Ob;

>

- S (“’”) -0 (55))
1
> 'k

a( lnPU (1—y,) 5‘(an,-]-)}
ij

Vie —Yi) A }(BP”>
U Ij y QIJ bi
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Desenvolvimento das equa¢des de estimacao

Mas,

oP; —e—(05=bi) -1 e (0i=bi)
obj  [L+eGi=b)]2 { 1 4+ e—(6j—bi) } 14 e—(0j—=bj)

= —P;Qy,

dessa forma,
n
S(bi) ==Y lvy — Pyl
j=1
» A equagdo acima n3o possui solugcdo explicita.

» Alternativa : Uso de algoritmos numéricos
(Newton-Raphson/Escore de Fisher).
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Elementos dos Processos lterativos

» Para a utilizagdo dos algoritmos anteriores é necessario o calculo da
fun¢do Hessiana / Informag¢&o de Fisher.

» Func3o Hessiana

85 bi 8Pl
H(bi): 8(13) J__ZPUQU

» Informag3o de Fisher
Notando que a fun¢do Hessiana é n3o-estocastica temos,

=> P;Qj.
j=1
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Métodos lterativos

. >(t . . ;- . ~
» Considere b,( ) uma estimativa de f; na t-ésima iteragao.

Newton-Raphson

B _ 50 [H @_(t)” s (Eft)) .

1

Escore de Fisher

B 50 [, (Ei(t)ﬂ s (E,(t)) :

» Estimativas iniciais : proporcao de erros padronizadas.
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Descricdo do teste 4

» Considere um grupo de n=1000 individuos, com as proficiéncias
conhecidas, submetido a uma prova com | = 30 itens (com os pardmetros
desconhecidos).

densidade
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1 1 )
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Resultados da estimagao dos pardmetros dos itens - teste 4

item
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est. par. itens
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Invaridncia da estimacdo dos parametros dos itens

» Considere mais dois outros conjuntos de individuos (n=1000 cada um),
com tragos latentes diferentes (do conjunto anterior testes anteriores e

entre si).
2 o 2

proficiencia

2 o 2

proficiencia
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Resultados da estimagao dos parametros dos itens - 3 testes

g

K} 2 1 o 1 2 3

est. dos par. dos itens - teste 4

st dos par
b

3 2 1 o 1 2 3

est. dos par. dos itens - teste 4

E 2 EY o 1 2 3

est. dos par. dos itens - teste 5
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Comentarios

> Os erros-padrdo assintéticos podem ser calculados estamos através
de I(b;)"tel(6;) .

» Problemas com padrdes de resposta escore nulo e escore perfeito
(item e individuo).

» Pode-se obter estimativas enviesadas para os tracos latentes, via
MV quando a métrica de sua distribui¢do se afasta de (0,1), veja
Azevedo and Andrade (2009).
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Estimac3do dos dois conjuntos de parametros

» Suponha que temos um conjunto de n=1000 individuos
submetidos a um teste de | = 30 itens,em que todos os
parametros s3o desconhecidos.

» Temos que estimar, neste caso, 1030 pardmetros.

» Note que, agora, hd a necessidade de se estabelecer uma
métrica em que os pardmetros irdo ser estimados.

» Verossimilhanca

I n
Lo.b)=T[IIPre; "

i=1j=1
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Consideracdes do processo de estimacdo - Maxima Verossimilhanga

» N3o identificabilidade

p. — 1 _ 1
T 14 e D) 1 e D(Gd)~(b=d))
.
1+ e_D(ef_b;ﬂ)

» Estimacdo simultanea

» Inversdo de matrizes da ordem de n x |.
» Comprometimento das propriedades assintéticas dos
estimadores.

» Alternativa : Estimacdo por Maxima Verossimilhanca
Marginal.
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Estimacdo por Médxima Verossimilhanca Marginal

» Considera-se uma distribuicdo de probabilidade para os tracos
latentes (ndo necessariamente no sentido bayesiano).

» Multiplica-se a verossimilhanca original por essa densidade
porposta e entdo integra-se com respeito aos tracos latentes.

» Maximiza-se, entdo, essa verossimilhanca marginal, com
relacdo aos parametros dos itens.
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Construgdo da Verossimilhan¢a Marginal
» Probabilidade Marginal de Resposta

P (Y, =y lbn) =P(Y,lbmn) /WP (Y =y,6:b) g (6,m) d0
_ /%P(vjzyd-|0,b)g(0,n)d0
= [ POnb)g@man.

em que P (Y ;|0,b) = H Py” Q1 i g n é chamado de vetor de

parametros populacionais.

» Verossimilhanca marginal

L(b,m) = HP Y ,|b,n) = H/ Y J16.b) £ (6,m)d6
Jl_[l/%l_l_[lp(YU|97b;)g(9,n)d9
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Desenvolvimento das expressoes

» logverossimilhanga

n !
/(b)) = Z/nAHP(YU|9,bf>g(e,n)de.
j=1 i=1

> Estimadores de Maxima verossimilhanga (Marginal)

al(b,m) _ 9 |y )

_ Z 1 OP (Y j|b,n)
= P(Y,lb,n) ob; '
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Desenvolvimento das expressoes

g I\élas( |b, 1)
P(Y j|b,n /
=B - 0,b)g (0,n)do
b b, Y |0,b) g (0,m)

/% (fP(YJWa b)> g(0,m)do
/ /

H (Y110, bn) ) g(0,m)do

I

h=1
I
0
P (Y110, bh)) (@P(Y:‘jl@, b,-)) g(0,m)do
h#i !

= /s}e( P (Y;]6, b)) )P(Yﬂ@,b)g(@,n)d&
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Desenvolvimento das expressoes
» Além disso,

_ yi—1 (0P 1—yj Yi(1 _ N Vi —0P;
= y;P; (8b,-> Qi +F; (1 }’u) Qi ( Ob;
_ pYiTlAal=yi  pYi o\ Vi @

= [}’UP; Q; PP (1-y) @ ] (at;,) :

Notemos que o termo entre colchetes vale 1 quando y;; =1 e -1 quando
yj = 0, portanto, podemos reescrevé-lo como (—1)%i*!. Com isso,

OP (Yilbin0) _ (_qyer (0P
Ob; ob; ) -

Note agora que

(1) PQr Qi, seyj=1
Plyqufyu - —P,‘, se yij = 0

i

= lyi — Pil-
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Desenvolvimento das expressoes
» Dessa forma, temfs que

d (vj — Pi) (0P
P (Y6, b)abP(Y”wb)_ PiQ: (ab,- ’
Logo,
OP (Y. lb.m) _ / (vi — P;) (0P _ 40
= [l PP le.b) g @) db,
R
portanto,

A
S(5) = Bv ) 2 [ i=Plg @

em que,

P (Y j|0,b) g (6|n)
P(Yjlb,n)
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Desenvolvimento das expressoes
» Forma de quadratura

n

S(bi) = Z[ —Pi)lg (61) ,

Jj=
» Equacdo de Bock & Aitkin

q

[ @) -5 @)

=1 Jj=1

S(bi)

q
= Z /—f,/P,/

=1

em que

Fi = Zy;jgj* (5/) . fi= Zgj* (5/) .
j=1 Jj=1
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Aplicacdo de um (pseudo) Algoritmo EM
» Calcula estimativas de maxima verossimilhanga na presenca de dados
faltantes (processo iterativo).

» Aplicacdo na TRI : considerar as proficiéncias como os dados n3o
observados.

» |mplementag¢do do algoritmo EM
Seja L(b|Y..,0) a densidade conjunta do dados completos
(verossimilhanca) . Se b® ¢ uma estimativa de b na iteragdo t, entdo os
passos EM para obtencio de b(ttD) s30

Passo E: Calcular E[In L(b|Y_,8)|Y ,b®]
Passo M: Obter b{**Y) que maximiza a funcio do Passo E.

» No passo M a mazimiza¢do pode ser feita utilizando o algoritmo
Newton-Raphson/Escore de Fisher.
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Desenvolvimento da verossimilhanca - Algoritmo EM i
» Considere uma populagdo divididade em g categorias de proficiéncia e que

dela se extrai uma amostra de tamanho n.

» Suponha que as propor¢des no item anterior sio dadas por

= (m,...,7q).

» Denote por fi=(fi1,--- , )" a quantidade de individuos em cada nivel de
habilidade e r; =(ri1,-- -, riq)’ a quantidade daqueles que respondem
corretamente ao item i com nivel de habilidade /, ambos observados na
amostra. Além disso r = (r, -+ ,r;).

> A probabilidade conjunta que os f individuos tenham habilidades 6,
I=1,---,q, é dada pela distribuicio multinomial:

q
ny! foo
P(F; =f;|7) = P(f;|n) = 7T-'I7 i=1,---,1,
(Fi=fim) = P(m) = e T
» Dados f; e 6;, a probabilidade de ocorrerem r; acertos ao item i dentre as
fi tentativas (respostas) por individuos com habilidade 6, é

f;'l rit Afi1—ril
il il — il
Pil Qil ’

rif
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Desenvolvimento da verossimilhanca - Algoritmo_EM _ _
> A probabilidade conjunta de f e r, dados 8 = (61,--- ,04) e, é

P(F=f,R=r|0,7) = P(f,r]0,n) P(r|f,8,7)P(f|0, )
= P(r|f,0)P(f|r)

{H 11 P(r,-,|f,-,,9,)} {H P(f;w)}

i=1 I=1 i=1

> Segue que a Iog—verossimilhqn(;aq para os dados completos é :

InL(¢) In P(flm) + > > " InP(ra|fy, 0))

i=1 I=1

1 q

In P(f|7) + Z Z {In (Z;) +raln Py + (fi — ry) In Qil}

i=1 I=1

i

Z {riln Py + (fy — ri) In Qit},

1 i=1

B

/
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Desenvolvimento da verossimilhanca - Algoritmo EM
Tomando a esperanca da Ibg—verogssimilham;a, condicionada a (Y',b")’,

para os dados completos, temos que
I q
E[InL(B)|(Y',b)] = C+ Z Z {Faln Py + (fi —7u) In Qu} ,
i=1 =1

em que

Ti = E[I’,’/|Y_,,b]7 fi= E[f;/‘Y,b] e C= E[C‘Y,b]

» Dessa forma, os passos E e M s3o :

» Passo E
Usar os pontos de quadratura 6;, os pesos A,l=1---,qe
estimativas iniciais dos parametros dos itens, b;, i =1,--- [,
para gerar gi(f)) e, posteriormente, Ty e fy, i=1,--- ] e
I=1,---,q.

» Passo M
Com r e f obtidos no Passo E, resolver as equagdes de
estimagdo para ¢;, i =1,---,/, usando o algoritmo de

Newton-Raphson ou Escore de Fisher.
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Passo M

» Passo M

b = B+ 1(5{") ' s(B") (1)

em que

sw) = L[(Lne @) -~ s @)
= j [(Fir — FuPi)] .
I(b)) = z": fiPuQi

I
N
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Estimacdo das habilidades - Maxima Verossimilhanca Perfilada

» De posse das estimativas dos parametros dos itens constroi-se uma
verossimilhanca perfilada para estimar as proficiéncias

L(o b)_HHPy’J Q; ",

i=1 j=1

» Assim, utiliza-se a verossimilhanc¢a acima, tal como no caso em que os
parametros dos itens eram conhecidos.

» Considere um teste com n=1000 individuos e =30 itens, com todos os
parametros desconhecidos.
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Resultado do processo de estimacao

o
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o J __—. --__
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-4 -2 o 2 4

est. da proficiencia

Azevedo
Introdugdo e alguns modelos



Resultado do processo de estimacao

item
15

1
o]

est. par. itens
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Resultado do processo de estimagdo - comp. com os verd. valores

estimativas das prof. - bilog

T T T T T T T
-3 -2 -1 o 1 2 3

verdadeiras proficiencias
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Resultado do processo de estimagdo - comp. com os verd. valores

est. dos par. dos itens bilog

T T T T T T T
-3 -2 -1 o 1 2 3

par. verdadeiros
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