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1 Introducao

A ndo homogeneidade da populagdo pode ser incorporada nos modelos matematicos
de epidemiologia modificando-se, por exemplo, a taxa de incidéncia (taxa com a qual
novas infec¢cdes ocorrem). Nos modelos epidemiologicos classicos, onde considera-se
a taxa de incidéncia bilinear, supde-se, de maneira geral, que os individuos estédo dis-
tribuidos homogeneamente na populacdo e que a quantidade de novas infeccdes é pro-
porcional ao numero de encontros entre individuos suscetiveis e infectados (515). Este
€ 0 caso mais simples, no qual a taxa cresce com o crescimento de suscetiveis e infecta-
dos. Porém, essa suposi¢cdo nem sempre é adequada, dependendo do fendmeno a ser
modelado. A fim de citar algumas situac¢des nas quais a nao bilinearidade na taxa de in-
cidéncia pode ser necessaria, citamos: a) efeito de saturacdo na propagacao da infeccédo
dependendo da quantidade de infectados presente, uma vez que parece razoavel que
0 namero de contatos de um individuo suscetivel com individuos infectados por uni-
dade de tempo nd@o possa crescer sempre linearmente [Capasso [1]]; b) a necessidade
de exposicdes multiplas ao patdbgeno para que ocorra a infeccdo [Hethcote [2]]. Pode-
mos ainda utilizar taxas ndo bilineares para descrever as situa¢des nas quais é relevante
considerar a heterogeneidade genética dos individuos. Isto pode acarretar diferentes
respostas imunologicas, diferentes eficiéncias de transmissdo de acordo com a quanti-
dade de virus presente no organismo, diferentes grau de suscetibilidade, o que tornaria
alguns individuos mais suscetiveis do que outros.

Neste trabalho, apresentamos um modelo com taxa ndo bilinear que generaliza a
taxa proposta por Liu [3] #IPS, considerando-se 0 expoente p como uma fungéo ¢
que depende do numero de individuos e que descreve, em certo sentido, a facilidade
ou oposicdo a propagacao da infeccdo. Inicialmente, exigiremos que a funcdo ¢ seja
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continua, positiva, monétona, sem pontos de inflexdo. O fato da funcdo poténcia de-
pender das densidades de individuos suscetiveis, infectados e recuperados tem como
objetivo refletir aspectos como, por exemplo, a hostilidade do ambiente (que desfavo-
rece a propagacao de uma doenca), a imunidade coletiva conferida pelos individuos
imunes, o risco representado pelos infectados, etc.

2 O Modelo

Consideremos um modelo SR com uma taxa de incidéncia na qual permitimos que
o valor da poténcia do modelo de Liu [3] dependa do numero de individuos de cada
classe.

Admitimos que as “prote¢des” sejam uma medida de como os individuos imunes e
0 ambiente se opde a um contato adequado (dificultando a propagacédo da doenca), e 0
“risco” indique a habilidade da transmissdo da infeccdo quando um contato adequado
ocorre entre suscetiveis e infectados.

Dessa forma, as suposi¢des que determinam esta dependéncia séo:

a) a heterogeneidade espacial e a imunidade “coletiva” contribuem para levar o sis-
tema ao ponto de equilibrio trivial. Assumimos que a protecdo fornecida pela imuni-
dade coletiva obedece a uma relacéo linear com relacdo a r, enquanto que o termo cons-
tante p, representa barreiras naturais. Assim a funcao de “protecdo” considerada pode ser
dada por: ¢5(r) = p, + pr.

b) o risco representado pelos portadores contribuem para levar o sistema ao ponto
de equilibrio ndo trivial. Assumimos novamente uma relagdo linear para esta forma de
risco com relagdo a s e i, isto &, a funcdo de “risco” é dada por: ¢;(s,i) = as + hi.

Note que se p, > p entdo o ambiente é hostil para o espalhamento da doenca e esta
hostilidade protege mais os individuos suscetiveis do que a imunidade coletiva. Por
outro lado, é razoavel supor que os infectados provocam um risco maior do que 0s
suscetiveis e, nesse sentido supomos 4 > a.

Considerando as duas suposi¢cdes acima, isto &, os individuos imunes mais o0 am-
biente podem ser considerados como barreiras contra o espalhamento da infecgéo, en-
guanto que individuos suscetiveis e infectados facilitam a transmissao do virus, a fungdo
poténcia de infecciosidade ¢ & descrita por

¢ = % = ¢(S,’L> =

po+p(l—s—1)
s+ hi

, 1)

onde py =py/a,p=p/a,h=hjlaer=1—s—i.

Os parametros p e p, representam, respectivamente, as protecdes conferidas pela
imunidade coletiva e pelo ambiente, e i € o risco devido aos portadores distribuidos de
forma heterogénea na comunidade.
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A partir das suposi¢des acima, nosso modelo é descrito pelas equacdes:

N I CURSTE o
% = [A(s,0)] = (n+7)4,

onder =1 —s—ie\s,i) = B3i?®9s & aforga de infecgdo ndo linear com ¢(s, i) dada
por (1).

3 Pontos de Equilibrio

Os pontos de equilibrio do sistema (2) s&o:

e Ponto de equilibrio trivial 7, = (1,0), correspondente a auséncia de infeccdo na
populagdo, que sempre existe, pois como p, > 0, temos

ds )

di

- — 0170 — 0.
o 1o B

e Os pontos de equilibrio ndo triviais P* = (s*,:*), com i* # 0 que sdo as solugdes

do sistema
i) = Rt
{0 &, ®
onde
R M
Wty
e
Rz 2
U e’

Usando o fato que no equilibrio a quantidade de individuos suscetiveis é dada por
s =1 — R~'i, obtemos

_1—po—[p(R'—1)+ R —hli
B 1—(Rt—h)i '

f (@) (4)

As solucgdes viaveis do sistema (3) devem permanecer no intervalo 0 < ¢ < i,, = R.
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4 Estabilidade do Equilibrio Trivial

As conclusdes sobre a estabilidade do ponto de equilibrio trivial F, sdo obtidas a par-
tir da anélise do sistema (2) numa vizinhanca do ponto (1,0), novamente a partir da
expressdo para a variacdo da fracdo de individuos infecciososque é dada por

di -p(s,1)— :
- =[BT = (ut )]
Substituindo a expressdo para ¢(s, i) dada em (1) e usando o fato que s +i +r = 1,

obtemos:

di po—1+(p+r—(h-1)i
% — ﬁSZ 1—r+(h—1)i _ (M + 7) 1

po—1+(p+1)r—(h—1)i
1—r+(h—1)i

— Ryt 4,

IN
sy

poisl1>1—r—i=s.
A estabilidade do ponto de equilibrio trivial depende do comportamento da fungéo

po—1+(ptDr—(h—1)i

¢ +x=Di _ Como nossa funcdo poténcia ¢ depende também dos individuos imu-
nes, definimos

po—1+(p+1)ry—(h—1)i
—r h—1)i
Qry) = sup i T (5)

0<i<im

para um valor fixo r; da fracdo dos individuos imunes. Assim, podemos escrever

Se Q(ry) < Ry teremos % < 0 e o ponto de equilibrio trivial sera estavel. Se Q(ry) >
Ry ndo podemos concluir nada a respeito da estabilidade do ponto trivial.

Vamos analisar as possiveis regides de atracdo do ponto de equilibrio trivial ) =
(1,0) em funcdo dos valores de i e » dependendo do sinal do expoente. Como ja comen-
tamos acima, consideraremos h > a, 0 que implica considerarmos h > 1. Desta forma,
o sinal do expoente depende apenas do numerador, po — 1 + (p + 1)r — (h — 1)i. Escre-
vendo r em funcdo de ¢, obtemos r = (h=Ditl=po o desta forma r depende linearmente

e . p+1 . L
de . Basta portanto verificar o sinal do expoente nos semi-planos limitados pela reta.
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Caso 1:

-1/ 0P 05 !
-1+

2

; e (h=1)it1—
Figura 1: r(i) = =——7—" quando 0 < p, < L.

Na regido A (semi-plano que ndo contém a origem), o expoente — f(i) & positivo e na
regido B (semi-plano que contém a origem), o expoente é negativo. Numa vizinhanca
do ponto de equilibrio trivial no inicio da doenca, isto &, fazendo r; = 0 e ¢ suficiente-
mente pequeno, temos

d
d—::”yi—ur§7i>0,parai>0
e _
di ' _p0—1+(17+1)7’—(]}—1)i N
= = Bl(1—r—i)  1-rth-bi — Ry |t

po—1—(h—1)i
> B(1—1)i I+(h—1)i _ R51
e para ¢ suficientemente pequeno teremos % > 0, pois 0 expoente é negativo. No semi
plano que contém a origem o expoente & negativo e portanto o ponto trivial (0,0) é
instavel. Se a solugdo em algum instante ¢ encontra-se no semi plano oposto, temos
varias possibilidades. Se houver um ponto de equilibrio ndo trivial P* estavel, entéo a
solucdo pode tender a ele. Se ndo houver tal ponto nesta regido, entdo a solucao pode
ser atraida para o semi plano que contém a origem e neste caso nao se estabilizar.
Portanto no caso 0 < py < 1, o0 ponto de equilibrio trivial € sempre instavel.

i,

Caso 2:

Na regido A (semi-plano que contém a origem), temos que o expoente — f(i) é po-
sitivo e na regido B (semi-plano que ndo contém a origem), o0 expoente & negativo. No
inicio da doenca, logo apo6s a introducdo da infeccdo na comunidade, a fracdo de in-
dividuos imunes pode ser desprezada. Em outras palavras, fazendo r; = 0 em (5),

obtemos
po—1—(h=1)i
Q=Q(0)= sup i D

0<i<im
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: — h—1)i+1—
Figura 2: (i) = “=U2 quando p, > 1.
Notemos que
—1-(h—1)i \ / po—1_(h1)iy,
Z@W — e I po—1-(h=1)i1 | 1 ; —po(h=1)
= 1+(h—1)i [1+(h—1)i]?

po—1—(h—1)i
I+ (h—1)i

é crescente quando p, > 1 ei < i, = 2=1, Isto implica

e, portanto, a fungéo i o

que ©(0) ocorre em 4.

Se Q(0) < Ry' entdio % < 0 e a doenca ndo se estabelece; o ponto trivial & estavel.

Contudo, se Q(0) > Ry, no intervalo 0 < i < i, existe um valor limiar da fragdo de
pQ;l(*h(hlf)l) i
F+(h—1)i

infectados, ¢ para o qual ( 7) = R;' = Q*. Neste caso, para valores de i tais
po—1—(h—1)i
1+(h—1)7

que i < i teremos i < Ry' e assim quando a condig&o inicial i, satisfaz i, <
a doenca nao se estabelece; o ponto trivial é estavel. Para valores de i tais que i >

po—1—(h—1)i
T+(h—1)7

?
0

teremos ¢ > Ry! e assim quando a condig&o inicial i, satisfaz i, > 7 a doenga
pode se estabelecer. No grafico abaixo representamos a reta R, e um esbogo da curva

po—1—(h—1)i
HODE At = g,

Até i, a fungdo cresce. Se Q(0) < R, (caso I) para qualquer valor de i tal que i < i,
a doenca n3o se estabelece. Se (0) > R;' (caso Il), entdo existe um valor de i, i, para
o qual abaixo dele garantimos que a doenca nado se estabelece. Acima desse valor a
doenca pode se estabelecer. Portanto, se a barreira natural p, é suficientemente grande
é possivel erradicar a doenga no inicio do processo nos casos: a) R, é suficientemente
pequeno tal que Q(0) < Ry*'; b) a fragdo inicial de infectados esta abaixo do valor limiar
i mesmo quando Q(0) > R,*.

Vale a pena notar que essa analise tem sentido somente no inicio do processo de
espalhamento da doenca, quando r ~ 0, e além disso, neste caso temos

di po—1—(h—1)i
d_jf =~ B 1+(h—1)i _Ral i,
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Figura 3: i*00—1 = paraQ < Ry (1) e Q > Ry (ID).

poisl —r—i>1.
Devido a este fato, nas simulagdes numéricas com valores i & R,' o sistema tende
para o ponto de equilibrio trivial.

5 Ponto de Equilibrio Nao Trivial

A analise da quantidade de equilibrios ndo triviais existente para o sistema (2) em
questdo sera feita considerando-se as condicdes de equilibrio, ou seja, substituindo
s* = 1— R e usando o fato que »r = 1 — s — i. Assim passamos a trabalhar com
uma fungdo de uma variavel, ou seja

~ Do +p2'(R71 — 1)
o) == (R — h)i

e
B W l=po—[p(R' =)+ R —hli
Temos ainda
¢(0) = 1l—po
iy — “PET 1) —po(RT - )
I 11— (R - h)z]2

e Se f'(1) < 0e f(z) > 0 entdo a funcdo g(:) & decrescente;

e Se f'(i) < 0e f(i) < 0ou f'(z) > 0 entdo a funcdo g(i) pode ser crescente ou
decrescente.
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Neste caso, a analise do comportamento da funcéo f(i) dada por (4) sera feita através
de um estudo geométrico a partir das expressdes de seu numerador e denominador.

Sejam
n(i) = 1—py—[p(R"'—1)+R'—hl|ie
dii) = 1— (R —h)i

as expressdes para o numerador e denominador de f(i), respectivamente. Temos que
n(i;) = 0 e d(iz) = 0 com

iy = 1 —po

R (p+1)—(p+h)
. 1
19 = 7R_1 — h

As possibilidades para os graficos de n(i) e d(i) sdo mostrados nas Figuras 4,5,6 e 7:

4 4

2 -1 0p N
2 00 1 2
-2
-1

(@) (b)

Figura 4: Grafico de n(i) quando 0 < py < 1 e (a) p > =8 (b) p < L=,

4 4
2 2

5 y ob 1 2 2 1 ob 1 2
2 2
4 4
@ (b)

Figura 5: Grafico de n(i) quando p, > 1e (a) p > &2 (b) p < =2
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Figura 6: Grafico de n(i) quando p, = 1e (a) p >

N W B~ O

(b)

h—R”!
R—l_la

6
4

2

h—R~!
R-1-1"

(b)p <

b o Ao

@

(b)

Figura 7: Gréafico de d(i) quando (a) R~ > he (b) R~ < h.

O sinal da fun¢do f(i) bem como da sua derivada f’(i) depende das posi¢des relati-
vas de i; e i, e como o intervalo de interesse € 0 < i < i,, = R, essa analise depende dos

valores de
Z.m - Z.l
Z.m - Z.2
11— 1o

Caso (A) 0 < py < 1e R~ > h. Observe que neste caso temos sempre p >

R'p+1)—(p+h)— R*(1—p)

T RIRpr1) - (pth)
—h
~ R URT—h)

(R —h) (A —po) =R (p+1)+p+h

(R-Yp+1)—(p+h) (R —h)

e temos as possibilidades descritas a seguir. Nos graficos abaixo, a linha cheia (—)
representa o grafico de d(i) (denominador de f (7)), enquanto que a linha pontilhada (- -
-) representa o grafico de n(i) (numerador de f(i)).

h—R~!
R-1-1"
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A1) p> "R Isto implica que 0 < iy < iy, < i

R

0.5

-0.2 0p 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.5

-1

Figura 8: n(i) (- - -) e d(i) (—) no caso (A.1).
A2)p < =R Isto implica que 0 < i, < i1 < i

T

0.5

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.5

-1

Figura 9: n(i) (- - -) e d(i) (—) no caso (A.2).

Caso(B) 0 <py<leR<h.

B.1)p > At

B.1.1)p > "=Em |sto implica que is < 0 < iy < i,

2

-1 -0.5 0 0.5 1

-1

-2

Figura 10: n(i) (- - -) e d(i) (—) no caso (B.1.1).
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B.1.2) p < "=Em |sto implica que iy < 0 < iy, < 1.

2

-

-1 -0.5 0p 0.5 1

-1

-2

Figura 11: n(i) (- - -) e d(i) (—) no caso (B.1.2).

B.2)p < '}{ff:i.

B.2.1)p > =R ) ‘isto implica que i, < iy < 0 < iy,

1.4
1.
1

0.8
0.6
0.4
0.2

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 ® 0.2 0.4
-0.2

Figura 12: n(i) (- - -) e d(i) (—) no caso (B.2.1).

B.2.2) p < 2R ) "sto implica que iy < i1 < 0 < i,

1.4
1.
1

0.8
0.6
0.4
0.2

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 ® 0.2 0.4
-0.2

Figura 13: n(i) (- - -) e d(i) (—) no caso (B.2.2).
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Caso (C) po > 1 e R~' > h. Observe que neste caso temos sempre p > ’;{ffj e isto
implicaque i; <0 < i, < is.

.

21

Figura 14: n(i) (- - -) e d(i) (—) no caso (C).

Caso (D) pp >1e Rt < h.

D.1)p < i,

D.11)p < hlgf%fjfo. Isto implica que iy < 0 < i1 < iy,

2-

.

-1 -0.5 0p 0.5 1 1.5

24

Figura 15: n(i) (- - -) e d(¢) (—) no caso (D.1.1).
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D.1.2) p > =2 "m0 isto implica que iy < 0 < iy, < 1.

2

-2

Figura 16: n(i) (- - -) e d(i) (—) no caso (D.1.2).

h—R~!
D.2)p > F=1.
D.2.1) p > ”Ol(%h_%?). Isto implica que iy < i1 < 0 < 4,

2

/

-1/—(12/—0.6 04 02 ® 02 04

-2

Figura 17: n(i) (- - -) e d(i) (—) no caso (D.2.1).

D.2.2) p < 2=F) Isto implica que iy < ip < 0 < iy

2

/

-1/—(18/—0.6 04 02 ® 02 04

2

Figura 18: n(i) (- - -) e d(i) (—) no caso (D.2.2).
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Caso (E) po = 1 e R~! > h. Observe que neste caso temos sempre p > ’};’f’j e isto

implicaque 0 < iy < iy, < is.
\2

-2

Figura 19: n(i) (- - -) e d(i) (—) no caso (E).

Caso (F) pp=1e R7! < h.

F1)p > =1 Isto implica que is < iy = 0 < iy,

2

/

—1/—04%/—0.6 04 -02 ® 02 04

-1

2

Figura 20: n(i) (- - -) e d(i) (—) no caso (F.1).

-2

F.2)p < "B Isto implica que iy < i; = 0 < iy,

Figura 21: n(i) (- - -) e d(i) (—) no caso (F.2).

A partir destas informacdes, representamos graficamente os possiveis comporta-
mentos para a fungao g(i).
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40

30 1

20 1

—

0o 0.05 0.1 0.15 02 025 0.3

Figura 22: ¢(i) nos casos (A.2), (B.1.2), (B.2.1).

40 20
30 15
20 10
10 5
00 01 02 03 04 05 06 0.7

00 005 01 015 02 025 0.3

Figura 23: g(7) nos casos (A.1), (B.1.1), (B.2.2).

Nos casos (B.1.1) e (B.2.2) a funcéo g(i) pode apresentar diferentes comportamentos,
dependendo dos valores dos parametros, conforme os seguintes graficos:

Ja nos casos (C), (D.1.1), (D.1.2), (D.2.1) e (D.2.2) o comportamento qualitativo da
funcdo ¢(:) é sempre o mesmo, exceto sua inclinacdo proximo a origem. Temos que
lim; 0¢'(i) = 0sepy > 2elim;_og'(i) = cosel < py < 2. Assim temos 0s seguintes
graficos possiveis:

0.2 0.1

0 0.2 0.4 0.6

0§ 1
0b 02 0.4 06 08 1

Figura 24: ¢(i) nos casos(C), (D.1.1), (D.1.2), (D.2.1), (D.2.2).

Finalmente para os casos (E) e (F), gue correspondem ao caso particular p, = 1 temos
as seguintes possibilidades:
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3

Figura 25: g(7) nos casos(E), (F.1) e (F.2).

Desta forma, podemos sintetizar os principais resultados qualitativos na Tabela 1:

Quantidade de

Caso Condicdes eqlrji'\llliglno equilibrios
nao triviais
D0<po<l]|la)l<h<R! instavel 1
L) R~ < h 0<p<olhRD) instavel 1,20u3
polh B D) o< BB | nstavel | 1
bRl o p< hBp instavel 1
bR o hRpo instavel 1,20u3
instavel
) po = 1 ou 0,1,20u3
LAE
instavel
) po > 1 Ma)l<h<R! ou 0,10u?2
LAE
instavel
by R~ < h ou 0,10u?2
LAE

Tabela 1: Sintese dos resultados qualitativos.
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5.1 Estabilidade do ponto de equilibrio néo trivial

Reescrevendo o modelo dado pelo sistema (2)

ds po+p—p(s+1)
— = pu—pus—[fsi sthi = Fi(s,1)
dt (6)
di _potp—p(s+i) , ,
D= Bsi R —(utq)i = Bysi).
As funcges Fi(s,i) e F5(s,7) podem ser escritas como
. po+p—pls+i) .
F; = — 1S — 1
T B
. po+p—p(s+i) . .
F. = Ini| — :
J(s,i) 6sexp[ - m] (n+ )i
A matriz jacobiana do sistema acima (6) & dada por
J— —p — Bau (s, 1) —Bsas(s, i) } ()
Bay(s, i) —(u+ ) + Bsas(s, 1)

onde

po+p—p(s+i) h— 1)
. {l_poﬂoﬂ?( )

a1(s,2) = 1 sthi
1(,9) (s + hi)?

sthi po+p—p(s+i) (po +p)h—p(h—1)slm}

(s + ha)i (s + hi)?
A estabilidade de cada ponto de equilibrio néo trivial (s*,i*) depende dos autovalo-
res da matriz(7) calculada nesses pontos. Apos varios calculos, obtemos

po+p—p(s+i)
(0%} (57 2) = |:

" h —1)i*
(5%, %) §1=F0) ll _ ot pt 5 )i s*Iné*
(s* + hi*)
&2(5*’i*> ,L'l—f(i*) [1_f(2 ) . (p0+p)h_p(h2_ 1)8 IHZ*:| .
(& (s* + hi*)

O célculo de det(J* — AI) = 0 nos fornece o seguinte polinémio caracteristico
)\2 + CLl/\ + a9 = O
com
ar = plag(s* ) + RV 4+ 1 — as(s*, %)
ay = p{[L+on(s", )] R — ao(s™, i)}

De acordo com os critérios de estabilidade de Routh-Hurwitz para o caso n = 2 as
condic¢des necessarias e suficientes para que o ponto de equilibrio ndo trivial (s*,*) seja
localmente estavel séo a; > 0 e as > 0.

Devido a complexidade das expressdes para estes coeficientes, essa analise sera feita
numericamente, ap6s obter, também numericamente, as coordenadas do ponto (s*,*).
Entretanto, é facil ver que quando i > 1 (que & o caso que estamos considerando) temos
sempre a;(s*,i*) > 0.
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6 Simulacdes Numéricas

Os valores atribuidos aos parametros escolhidos para realizar as simulacdes numeéricas
visaram atingir, basicamente, os seguintes resultados:

a) ter uma visdo genérica sobre o comportamento qualitativo do modelo;
b) ter uma idéia sobre a influéncia de cada parametro no modelo;
c) detectar possiveis problemas numéricos;

d) generalizar resultados sobre a estabilidade dos pontos de equilibrio do modelo.

Desta forma, separamos inicialmente as simulagées em 3 casos: py < 1, pp = 1 e
po > 1. Os valores utilizados para os parametros p e v foram fixados em . = 0.015 e
v = 52, correspondendo, respectivamente, a uma expectativa de vida de ;! = 67 anos
e um periodo de recuperacédo de y~! = 7 dias. Esta escolha nos fornece iy, = R~! =
0.0002883.

Para cada valor escolhido do parametro p, (barreira natural), escolhemos dois valo-
res distintos do parametro p (protecéo conferida pelos imunidade coletiva).

Como ponto de partida para atribuir valores para o parametro % (risco devido aos
individuos infectados), escolnemos h = R~ + ”R;i;‘”, gue corresponde ao valor para
0 qual o expoente 1 — ¢(i) & constante. Essa escolha deve-se ao fato de sabermos o
comportamento do modelo com rela¢@o a quantidade de pontos de equilibrio (ndo com
relacdo a estabilidade) nesse caso, uma vez que esse conjunto de parametros reproduz
0 expoente considerado por Liu. A partir desse valor para o parametro h, escolnemos
ainda dois valores menores e dois maiores, com o0 objetivo de observar as mudancas
gualitativas do modelo (principalmente com relacdo a quantidade de equilibrios nao
triviais).

Para atribuir valores para o parametro 3 (lembremos que este parametro influi ape-
nas no valor de R, e ndo na fungdo g(7)), verificamos inicialmente que valores possi-
bilitavam cobrir os casos previstos com relacdo a quantidade de equilibrios n&o triviais.
Desta maneira, para cada conjunto de valores para os parametros p,, p € h escolhemos,
no minimo, trés valores distintos para 5.

Antes de apresentarmos algumas das simulacdes realizadas, valem algumas obser-
vacoes. No decorrer da realizacdo das simula¢cdes numéricas, notamos que:

e O modelo é pouco sensivel ao parametro p, isto é, uma grande variacdo em p
acarreta pouca variacdo na funcéo ¢(i). Podemos concluir, desta forma, que a
imunidade coletiva ndo é suficiente para determinar, sozinha, grandes alteracdes
no comportamento qualitativo.

e Uma vez fixados os valores dos par@metros p e py, a variagdo do parametro h
acarreta mudancas consideraveis no comportamento qualitativo da funcéo g(i).
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e A estabilidade é determinada, entre outros fatores, por uma relacdo entre os va-
lores de 5 e h. Nas simulacgdes realizadas para o caso p, < 1 (para o qual sempre
existe pelo menos um ponto de equilibrio ndo trivial), verificamos que para al-
guns valores de 3 e h, 0 ponto de equilibrio trivial poderia ser estavel ou instavel.
Caso existisse mais de um ponto de equilibrio ndo trivial, os maiores eram sempre
instaveis e 0 menor poderia ser estavel ou instavel, dependendo dos valores de g
e h.

e Apesar de conseguirmos determinar a estabilidade local dos pontos de equilibrio
em todos os casos considerados, problemas de ordem numeérica ocorreram na
simulacdo da dinamica da infeccdo em alguns casos, como por exemplo: valor
de ¢* muito proximo de i,,.y, a partir do qual a funcéo ¢(i) passaria a ser negativa,;
existéncia de mais de um ponto de equilibrio (um estavel e outro instavel) com
coordenadas de i* muito préximas; valor de i* estavel muito pequeno.

Apresentamos a seguir algumas tabelas com resultados sobre estabilidade.

h g(7) 6] Equilibrios Estabilidade
nao-triviais
50000 | Figura 24 | 0,001 | - - -

250 0,163083 10~* | instavel
0,288325 1073 | LAE

Tabela 2: po = 2,p = 0, 001.

h g(1) I6; Equilibrios Estabilidade
nao-triviais
10 Figura23 (1) | 0,05 | 0,873023 107% | LAE
100 | 0,132086 10~2 | instavel
4161* | Figura23 (1) | 0,05 | 0,918149 10 ° | LAE
1 0,122416 10=% | instavel
15000 | Figura 23 (1) | 0,08 | 0,374892 10—° | LAE
0,537560 10~* | instavel
0,108324 10~* | instavel
20000 | Figura 23 (I1) [ 0,01 | 0,373267 10 | LAE
0,05 | 0,117624 1075 | LAE
0,603745 10~* | instavel
0,926458 10~* | instavel
1 0,2278395 10~2 | LAE

Tabela 3: po = 0,5,p =0, 1.
-1
*valor parao qual temos h = R~! + %
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Os gréficos abaixo representam alguns dos comportamentos da solugdo do modelo,
dependendo da condigéao inicial.

1,5 0,0000015
@ 173
\g 1,0 § 0,0000010
© °
& 05 | & 0,0000005
3 £
0,0 : : 0,0000000 - : :
0 250 500 0 250 500
tempo (anos) tempo (anos)
Figura 26: po = 0,5;p=0,1;h=10e 8 = 0, 05.
1,2 0,002
» 0
: g
2 06 g 0,001
3 R
] £
0!0 T T T T 01000 i T T T
0 5 10 15 0 5 10 15
tempo (anos) tempo (anos)
Figura 27: po =0,5;p=0,1; A = 15000 e 3 = 0, 08.
1,01 0,00000020 -
0 0
3
S 1,00 ¢ 0,00000010 -
3 £
? £
0,99 ‘ 0,00000000 ‘ ‘ :
0 250 0 100 200 300
tempo (anos) tempo (anos)

Figura 28: py = 0,5:p = 0, 1; h = 20000 e 3 = 0, 01.

Para os valores dos parametros utilizados na Figura 26 temos um Gnico ponto de
equilibrio ndo trivial localmente estavel, para o qual a solucdo convergiu. Neste caso,
para qualquer valor de 3 sempre existe um Unico ponto de equilibrio ndo trivial, porém
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Figura 29: py = 0,5:p = 0, 1; A = 20000 e 3 = 0, 05.
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Figura 30: po = 0,5;p=0,1; h = 20000 e 3 = 1.
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Figura 31 py = 2;p = 0,001; h = 50000, 3 = 250 € iy = 1, 50457 1077

para valores suficientemente grandes de (3, este ponto passa a ser instavel e ocorrem
problemas numéricos nas simulagdes.

Para os valores dos parametros utilizados na Figura 27 existem trés equilibrios ndo
triviais, sendo que apenas o menor deles é localmente assintoticamente estavel. Note-
mos que, embora o valor de i* seja muito pequeno, o ponto néo é o trivial, pois s* # 1.
Este fato ( a coordenada de * ser muito proxima de zero) também acarreta problemas
numéricos. Podemos observar pelo grafico, que ha uma queda brusca no valor dos
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Figura 32: po = 2;p = 0,001; h = 50000, 3 = 250 e iy = 1,50459 1077,

infectados e o fato de i* se aproximar de zero gera problemas numéricos devida a insta-
bilidade do ponto de equilibrio trivial. Novamente neste caso, existem valores de 5 que
tornam o ponto de equilibrio nao trivial instavel.

Nas Figuras 28, 29 e 30 variamos apenas o valor do parametro 3, com o objetivo de
visualizar as mudancgas no comportamento do modelo de acordo com esse parametro.
Para g = 0,01 (Figura 31), existe apenas um ponto de equilibrio ndo trivial localmente
estavel, para o qual o sistema converge. Para 5 = 0,05 (Figura 29), existem trés pontos
de equilibrios nao triviais, sendo localmente estavel apenas o menor deles. Novamente
a solucdo tende a esse ponto. Ja para § = 1 (Figura 30), o0 modelo volta a ter apenas
um equilibrio ndo trivial, ainda localmente estavel. A medida qua ( cresce, esse ponto
passa de estavel para instavel.

Janas Figuras 31 e 32 apenas a condicao inicial foi alterada e detectamos que a fracédo
limiar inicial de infectados que define se a doenca se estabelece ou ndo na populacgéo,
esta no intervalo (0,0521735;0,052174).

Obs: Os resultados dos valores utilizados para 3 relacionados as Figuras 26 a 30
encontram-se na Tabela 3 e os valores utilizados nas Figuras 31 e 32 correspondem a
Tabela 2.
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