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Resumo

Este é ainda um trabalho inicial, no qual foram utilizadas algumas técnicas da teo-
ria fuzzy em um modelo de epidemiologia do tipo SI. O coeficiente de transmiss@o
foi considerado como um conjunto fuzzy, devido a sua subjetividade intrinseca e, o
valor de reprodutibilidade basal foi discutido para o modelo.
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1 Introducgao

Na tltima década, a literatura matematica, que trata de fendbmenos imprecisos, tem cres-
cido consideravelmente [3], principalmente no tocante da teoria de controle automatico
(controladores fuzzy).

A necessidade de se estudar o comportamento dinamico de epidemias é de funda-
mental importéncia no que diz respeito a sua evolucgao, estabilidade e controle. Porém,
como boa parte dos fendmemos naturais, os fendmenos bioldgicos possuem uma carga
grande de subjetivade que ndo é incorporada nos modelos matematicos tradicionais
deterministicos que os descrevem.

Nosso principal interesse, nesta area, esta relacionado com o estudo de fen6menos
biologicos que exibem graus de incertezas e que possam ser modelados pela Teoria
Fuzzy, formalizada por Zadeh [6]. Tal ferramenta pode acrescentar “novas” informacoes,
facilitando a analise e compreensdo de algumas situacfes reais, como a propagacao e
controle de epidemias [4][5], onde tem-se apenas informacgdes parciais ou imprecisas.

Dessa forma, nosso objetivo é estudar modelos epidemiol6gicos incluindo aspectos
de incertezas que estao presentes nos fendmenos biolégicos.
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2 Preliminares

Um subconjunto fuzzy F do conjunto universo i/ é definido em termos de uma fungéo
grau de pertinéncia v que a cada elemento x de I/ associa um numero u(zx), entre zero e um
chamado de grau de pertinéncia de x a f . Assim, o conjunto fuzzy F & simbolicamente
indicado por uma func¢do grau de pertinéncia

u:U —10,1].

Os valores u(x) = 1 e u(z) = 0 indicam, respectivamente, a pertinéncia completa e a
nao pertinéncia do elemento x a F .

E interessante notar gue um subconjunto classico A de U/ & um particular conjunto
fuzzy para o qual a fungéo grau de pertinéncia é a funcéo caracteristica X4 : 4 —{0,1}.

3 O Modelo

O modelo classico mais simples para descrever a dinamica de doencas transmitidas
diretamente onde ha interacdo entre individuos suscetiveis e infectados &€ o modelo do
tipo S1. As equag0es diferenciais classicas normalizadas que descrevem essa dindmica
sdo dadas por:

S = —pBSI
I = BSI (1)
com S+I1=1

onde S é a proporc¢do de individuos suscetiveis, I é a proporc¢ado de individuos infecta-
dos e 3 é o coeficiente de transmissao.

Os conceitos de suscetivel bem como de infeccioso sdo incertos no sentido que ha
diferentes graus, tanto de suscetibilidade como de infecciosidade. O mesmo pode-se
dizer a respeito do parametro 3, que é responsavel pela novas ocorréncias da doenca.

Visando incorporar essa heterogeneidade populacional, numa primeira abordagem
consideramos apenas o parametro 3 (que, de maneira geral, representa a chance de que
num contato entre um suscetivel e um infectado ocorra a transmissado da doenga) como
um conjunto fuzzy [1][2].

Como o parametro (3 €, em certo sentido, “responsavel” pela chance de ocorrer novos
casos, admitimos que ele depende, por exemplo, da carga viral. Assim, quanto maior
for a carga viral, maior sera a chance de transmissdo da doenca. Em outras palavras,
assumimos que 3 = (3(v), onde v é a carga viral, € uma funcdo ndo decrescente. Por
outro lado, espera-se que quando a carga viral € pequena ndo ha chance de ocorrer a
tranmissdo. Em outras palavras, admitimos que exista uma carga minima necessaria
Umin Para gque haja chance de transmissédo da doenca. Além disso, a partir de uma certa
carga viral vy, a chance € maxima. Admitimos ainda que, a carga viral maxima deve
assumir um valor maximo, v,,4,.



42 Barros, Leite & Bassanezi

Escolhemos )
0sev < vmm

V—VUmin ,
VUM —Vrmim S€ VUpmin < V < Vg

Bv) =

1sevy <V < Vnaa

\ 0sev > Unge

O parametro v,,;, representa a quantidade minima de virus necessaria para que possa
ocorrer a transmissado da doenca. Este parametro poderia ser interpretado como o valor
gue da a suscetibilidade do grupo estudado. De fato, quanto maior for o valor de v,
maior é a quantidade necessaria de virus para que ocorra a transmissao e, isto significa
gue o0 grupo possui uma baixa suscetibilidade a doenca. Em outras palavras, quanto
maior for v,,;,, maior & a resisténcia dos individuos suscetiveis. Ja o parametro v,,4, re-
presenta a carga viral a partir da qual a chance de transmissdo &€ maxima. Obviamente,
isto ndo significa que de fato ocorra um novo caso.

Além disso, consideramos que a carga viral distribui-se na populac¢éo de acordo com
a funcéo distribuicdo p(v) dada a seguir:

((0sev < —§

s(—v+d)se v -6 <v<v

—5(v— v —0) se V< v <V +6

\ 0sev >v 40

Assim, o0 parametro v € a carga viral média presente (neste caso a carga viral média
dos individuos infectados), enquanto § da a dispersao.

4 Analise e Interpretacdo do Modelo

4.1 Solucao
A solucdo para o modelo é obtida escrevendo-se
I = B—-DI
Assim obtemos T
I(v,t) = m. (2)

Desse modo (v, t) indica o numero de individuos infectados no instante ¢ devido
a carga viral v. Para cada v fixo, I(v,t) & uma solu¢cdo do modelo com coeficiente de
transmisséo 5(v).
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Por outro lado, fixando-se ¢, I(v,t) & uma variavel aleatoria e também um conjunto
fuzzy, ja que I(v,t) € [0, 1]. Assim, faz sentido calcularmos o nimero médio de infecta-
dos no instante ¢.

4.2 Esperanca do numero de individuos infectados
4.2.1 Esperanca Classica

Como o parametro 5 € modelado pelo conjunto fuzzy acima, calculamos a esperanca do
nmero de individuos infectados, E(I(v,t)), dada por

v+6

I(v,t)p(v)dv = / I(v,t)p(v)dv, (3)

v—4

—+00

B(1w.0) - [
—0o0
pois para valores de v fora desse intervalo, temos p(v) = 0.
Como existem varias possibilidades para calcularmos a esperanca em func¢do dos
parametros, escolhemos inicialmente trés casos particulares para serem analisados:

Caso (a): vy >V +6

Nesta situacdo, para todos os individuos infectados o coeficiente de transmissédo 3(v)
é nulo. Substituindo G(v) = 0 e I(v,t) dado por (2) em (3), obtemos:

U446
E(I(0.0) = [ I, )p)dv = T
v—4

Portanto, como todos os individuos infectados apresentam carga viral abaixo de 4,
(nenhum individuo possui a carga minima necessaria para que ocorra a transmissao),
n&do ocorre a propagacado da doenca. Poderiamos interpretar essa situagdo como a de um
grupo altamente resistente (v,,;, € alto), o que faz com que a suscetibilidade seja muito
baixa. A quantidade de infectados permanece inalterada /.

Caso (b): vy <V —d eV 46 < Upmga-

Neste caso, o coeficiente de transmissdo € maximo para todos os individuos infecta-
dos, isto & 5(v) = 1. Ap0s efetuar os calculos, obtemos

V46

E(I(v,t)) :/ I(v,t)p(v)dv = Toe

) So + Ipet’

t

Observe que a expressao acima coincide com a solucéo classica do modelo quando
consideramos o coeficiente de transmissao constante, isto é 5 = 1.

Caso(C):v -6 >vpmerv +0 < vy
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Nesta situacé@o o coeficiente de transmissao é variavel para todos os individuos in-
fectados. Toda a distribuicdo de v esta onde = Py
A esperanca matematica é dada por:

E(I(v,t)) = /_+Oof(v,t)p(y)du

E(I(v,t)) = / (v, )p()dv = / ;I(v,t)p(z/)dujt / Lo, ()

—§

ApOs substituir as expressoes para I (v, t) e (v), obtemos

E(I(v,t) = 2 {ln(l t fa o=ty _n(1 4 foe(ren)t) g
L To p(btav)t (—1 + cosh(adt)) — %é—‘;e(bﬂ”_)t(—l + Cosh(2a(5t)>}

atd? So

1 — Vi
ondea= ——eb= —""
VM — Vmin VM — Vmin
A expressdo acima foi obtida a partir da integracdo por partes e considerando a série
de Taylor até segunda ordem da fungéo In z.

4.2.2 Esperanca Fuzzy

Se o conjunto fuzzy u € uma variavel aleatéria entdo a esperanca fuzzy de « é definida
por
FEV[u] = supyc,<;min|a, P{u > a}],

onde P{u > a} é a probabilidade de ocorrer o evento {z : u(z) > a}.

Prova-se [2] que |E(u) — FEV[u]| < 1/4 e que quando H(a) = P{u > a} tem ponto
fixo o, entdo FEV[u| =a.

No nosso caso, temos H(a) = P{I(v,t) > a} =1— P{I(v,t) < a}.

A seguir vamos calcular FEV[I(v,t)] para os mesmos casos considerados na esperanca
classica.

Caso (a): Vi >V +6
Para esta situacao, obtemos

asea < I
0sea> I

min[a, H(o)] = {

e, portanto
FEV[I(v,8)] = L.

Este resulatado é coerente, pois nesta faixa temos 5(v) = 0.
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Caso (b): vy <v —de v +0 < Ungs.

Para esta situacdo, obtemos

/ asea < Soﬂ?;:)et
min[a, H(a)] = t
0sea > Sol-i(ﬁoet
e, portanto
FEVI(0,8)] = -1
v =,
’ So + [oet

Novamente neste caso obtemos a solucdo classica quando 5 = 1.
Caso(C): v -0 >vpmer +0 < vy

Neste caso, obtemos

(

lse0<a<I(v—ot)

(A_V )2
5 1
1- seI(v —=6,t) <a<I(v,t)

H(a) = s

(A_V )2
3 1
5 se I(v,t) < a < I(v+6,t)

[ Ose (v +6,t) <a <1,

onde A = vy + (Vs — Vinin) ln(%)%.

De acordo com a expressdo de H («) & possivel concluir que FEV[I(v,t)] € no maximo
I(v +4,t). Dessa forma, a doenga ndo se propaga se tivermos

B +6) <0 <=V +0 — Upin < 0. 4)

5 Valor de Reprodutibilidade Basal

Para os modelos epidemiolbgicos classicos, um parametro essencial &€ o valor de reprodu-
tibilidade basal, Ry, que da o nUmero de casos secundarios causados por um individuo
infectado que é introduzido numa populacdo inteiramente suscetivel. Dessa forma, esse
parametro indica sob quais condi¢des a doenca se propaga na populacdo. Se um in-
dividuo infectado consegue provocar mais que um novo caso (isto é Ry > 1) entédo a
doenca se propaga. Por outro lado, quando R, < 1 entdo a doenca se extingue. Para
0os modelos epidemioldgicos mais simples, a expressao para esse parametro pode ser
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obtida a partir da condicdo dI/dt > 0, que é a condi¢cdo para que ocorra acréscimo no
namero de infectados. Dessa forma, para o modelo ST classico, teriamos

%>0<:>ﬁ512ﬁ(1—1)1>0
que é satisfeito até que existam individuos suscetiveis na populacéo, pois g > 0.

Ja quando utilizamos um conjunto fuzzy para descrever o parametro [ isto pode
ndo ocorrer. No nosso caso, de acordo com a analise feita acima, é facil verificar que
a condicdo suficiente para que ndo ocorra a transmissao da doenca é que nenhum in-
dividuo infectado possua a carga minima necessaria para transmitir a doenga. Ou seja,
a seguinte condicdo deve ser satisfeita v +§ < v,,;,,. ESta expressédo foi obtida também
em (4).

Poderiamos assim, definir o valor de reprodutibilidade basal fuzzy para o nosso modelo
como )
R(J;uzzy _ V——|—5

Vmin

Como na modelagem classica, as medidas de controle e prevengdo visam reduzir o
valor do parametro R, (de tal forma que R, < 1) para que a doenca ndo se propague.
Neste modelo ST isso ndo seria possivel, visto que a variagdo dos individuos infectados
€ sempre positiva, como vimos acima.

Ja se for considerado (5 fuzzy, mesmo esse modelo simplista da informacdes adicio-
nais a dinamica da doenca. Por exemplo, para que a doenga ndo se propague, devemos
reduzir o valor do parametro R/"**¥. Isto pode ser feito de duas formas: aumentado-
se o valor de v,,;,. Isto significa que devemos aumentar a resisténcia dos individuos
suscetiveis (baixar a suscetibilidade) o que poderia ser feito, por exemplo, através de
vacinacdo, saneamento basico, etc. Nesse sentido, pelo fato do parametro v,,;, estar re-
lacionado aos individuos suscetiveis, essa forma de diminuir R, refere-se a medidas de
controle. Uma outra opc¢éo para reduzir R, seria diminuir o valor da expressao v +4,
diminuindo v ou §. A diminuicdo de § poderia se dar através de medidas de controle
na populacédo infectada, como por exemplo, isolamento. O fato de diminuir v que os
individuos infectados apresentariam uma carga viral menor, o que esta relacionado a
medidas de tratamento.
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