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Resumo. Um modelo discreto de reproducao periddica com competicao in-
tra e inter-especifica é proposto como forma de discutir a selegdo de periodos
primos, observados na natureza em espécies de cigarras. Uma aproximagao
para a média das populagbes é proposta e analisada para o caso de 2 e 13
populagoes. Os resultados indicam que os periodos primos possuem vantagem
quando comparados com periodos compostos, sugerindo que os periodos ob-
servados nas especies de cigarras possam ter origem no processo de selecao

natural por valor adaptativo.
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1. Introducao

Diversos seres vivos possuem ciclos de vida periédicos: plantas anuais,
bienais e perenes (Edelstein-Keshet, 1988; Tielborger e Petru, 2010), salmoes
e pulgdes (Whitham, 1980) sdo exemplos de espécies com esse tipo ciclo. Em
particular, o exemplo bioldgico que inspira os modelos apresentados neste artigo
é o das cigarras periddicas (Alexander e Moore, 1962). As cigarras apresentam
um ciclo de vida na qual os adultos duram poucas semanas (Williams e Simon,

1995), enquanto que os estdgios de larva, que normalmente vivem no subsolo
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alimentando-se de nutrientes de plantas extraindo-os de seus xilemas, pode
durar desde 1 até 17 anos (Karban, 1982, 1984; Williams e Simon, 1995).

Diversas espécies do género Magicicada,(Magicicada septendecim, M.
cassini, M. septendecula, M. tredecim, M. tredecassini, M. tredecula), possuem
ciclos de 13 ou 17 anos. De especial interesse é o fato desses niimeros serem
primos e de nao serem encontradas espécies com ciclos de valores intermediarios
como 10, 11, 12, 14, 15 ou 16 anos. Gould, Loyd e Dibas (Gould, 1977; Dybas
e Lloyd, 1966; Edelstein-Keshet, 1998) foram uns dos primeiros a apresentar
possiveis razoes para a selecao de ciclos com valor de nimeros primos. Parte
da explicagao seria que a evolugao de tais ciclos se daria como uma estratégia
para evitar parasitas ou predadores periddicos, pois ciclos com valores pri-
mos tendem a coincidir um ndmero menor de anos com ciclos dos predadores
do que espécies com ndmeros compostos (se um predador possui um ciclo de
vida no qual o adulto emerge a cada 4 anos, entao coincidird com todos ciclos
de presas que levam 16 anos para emergir, enquanto que seu ciclo coincidira
com uma presa de ciclos de 13 anos apenas a cada 52 anos). Alguns modelos
matematicos foram elaborados seguindo esse tipo de sugestao e confirmaram
que é possivel que exista a selegao de ciclos primos na interagao de parasita e
hospedeiro (Webb, 2001). Outros modelos trabalharam com hipéteses de hi-
bridizacdo (desvantagem reprodutiva quando individuos de ciclos de duragao
distintas se reproduzem sexualmente para produzir descendentes) para obter a
selegao de ciclos com valores primos (Yoshimura et al., 2008).

Consideragoes biolégicas (Lloyd e White, 1976; Martin e Simon, 1988)
sugeriram periodos de “aceleracao e desaceleragao” de 4 anos, com individuos
demorando 4 anos a mais ou a menos para surgir como adultos. A descoberta
desse tipo de observagao levou investigadores a sugerir (Grant, 2007) que pode-
ria nao existir necessidade de uma “explicacao especial” para os ciclos de 13 e 17
anos, uma vez que certas espécies (Soper et al., 1976), possuem ciclos varigveis
que podem chegar até 9 anos. A partir do ciclo de 9 anos, duas “aceleragbes”
de quatro anos produziriam os ciclos de 13 e 17 anos. Nesse caso, nao seria ne-
cessario explicar o fato de néo terem sido encontradas espécies periddicas com
ciclos de 11 anos, que também ¢é primo. Este é um exemplo muito interessante
que serve para ilustrar a contraposi¢ao entre uma explicagao de adaptativa e
por restrigoes evolutivas (Gould e Vrba, 1982), na primeira, os ciclos primos
e as “aceleracoes” teriam sido moldados pela selecao natural, enquanto que

na segunda, as “aceleragoes” de quatro anos teriam uma explicagao genética
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prépria, gerando, por acidente ciclos de nimeros primos que sestao relaciona-
dos com restricoes na geracao de diversidade de fenétipos. Até a presente data,
nao esté claro se uma das duas explicacoes esta correta ou mesmo se 0 processo
é resultado de uma combinacao de ambas.

Neste artigo, apresentamos um modelo extremamente simples de re-
producgao periédica que indica existir uma vantagem adaptativa para ciclos
de vida primos. Nesse sentido, o modelo contribui como evidéncia a favor da
explicagao adaptativa. Como o modelo é bastante geral, em principio, ele su-
gere que seria possivel montar experimentos biolégicos com populagoes de ciclo
curto, nas quais seria possivel observar uma selecao de ciclos primos. Sob a
hipétese de que tais experimentos confirmassem as previsoes tedricas, teriamos
forte evidéncia a favor da explicagao adaptativa, com a possibilidade das “ace-
leragoes” de quatro anos serem um subproduto do processo adaptativo que

levou a geracao de ciclos primos.

2 O modelo

Em nosso modelo, a varidvel £ € N representa o nimero de intervalos
de tempo transcorridos entre as atualizagoes dos valores das varidveis, para o
caso especifico das cigarras, k é dado em anos.

Denotamos por N;(k) a populagdo de adultos com ciclos de periodo
i €T =1{1,2,3,.., M} no instante k. M é uma escolha limitada arbitraria
de intervalos possiveis, com o intuito de comparar as dindmicas populacionais
de populagoes que possuem ciclos primos com ciclos com valores de ntimeros
compostos. Na realidade, o préprio conjunto de valores de ciclos vidveis deve
ser o produto da evolugao das espécies, mas tal abordagem reservamos para
trabalhos futuros. O presente modelo tem como objetivo analisar o papel do
comprimento dos ciclos na selecao das populagoes, dessa forma, utilizamos
hipéteses que visem criar populagoes homogéneas com relagao aos outros as-
pectos da dinamica populacional. A seguir, listamos as hipéteses utilizadas no
modelo.

1. Na auséncia de outras populagoes com ciclos distintos, todas populagoes
crescem logisticamente, com o meio apresentando a mesma capacidade

de suporte para cada uma delas.

2. As taxas de reproducao no modelo logistico por ciclo sao idénticas.
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3. Os adultos das espécies exercem uma influéncia negativa na variacao do
numero de adultos das populagoes de ciclos distintos, sendo essa influéncia

proporcional ao produto do niimero de adultos de cada tipo de ciclo.

As hipéteses 1 e 2 sdo simplesmente uma forma econémica de modelar
a competicao dos individuos dentro da populagao de cada ciclo, para gerar po-
pulacdes cuja principal diferenca seja determinada pelo comprimento do ciclo.
No caso especifico da hipétese 2, vale mencionar algumas observagoes. Os in-
dividuos das populagoes que possuem ciclos maiores teriam, em principio, que
passar um maior intervalo de tempo até emergirem como adultos, o que poderia
afetar a velocidade de reproducao logistica, resultando em taxas menores para
populagoes de ciclos maiores. Entretanto, ha evidéncias (Karban, 1997) de
que populagoes de ciclos maiores depositam mais ovos, de maneira a atuar na
diregao contraria ao efeito de sobrevivéncia dos individuos até emergirem como
adultos. De fato, alguns autores consideram a fracao de individuos adultos que
emergem a partir de uma unica deposi¢cao de ovos como sendo independente

do comprimento do ciclo (Yoshimura et al., 2008):

The clutch size C of a copulated adult female with interval y is
assumed to be an increasing function of interval (growth period) y,
such that C(y) = Ry, where R is a constant. This assumption is
supported by Karban’s (1997) demonstration that 17-year cicadas
have higher fecundity than 13-year cicadas living nearby. Note that
there is a trade-off between intervals with respect to overall juvenile
survival rate and clutch size C per cycle. Emergence failure in peri-
odical cicadas is frequently seen in nature and appears to be related
to crowding rather than nutrition (White et al. 1979). Therefore,
successful emergence rate E (0 < E < 1) is kept constant, assuming

emergence failure is independent of life-cycle length.

Novamente, como o objetivo do modelo é analisar o papel do compri-
mento dos ciclos, supomos que os efeitos se cancelam, resultando em taxas
logisticas idénticas mesmo para ciclos de comprimentos distintos.

A hipétese 3 é uma forma simples de modelar a competicao entre po-
pulagoes de ciclos distintos, supondo que o ntimero de encontros entre as po-
pulagoes é proporcional ao nimero de adultos de cada populagao e que cada

encontro reduz a capacidade reprodutiva das populagoes em uma quantidade
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fixa. E uma aplicacao da lei de agao das massas as populacoes, foi escolhida ape-
nas por parcimonia. Além disso podemos mencionar que hé competicao entre
larvas de mesma idade (Behncke, 2000), “Competition between young nymphs
also plays a role, but the density is balanced after the second year.”. Assim, a
principal fonte de competigao entre larvas se dd no primeiro ano, de maneira
que podemos dizer o niimero de adultos que vivem no mesmo ano (que define
o ntimero de larvas que irdo competir no ano seguinte) é uma varidvel impor-
tante nas taxas de reproducao e mortalidade das cigarras. Ou seja, é possivel
modelar indiretamente a competicao entre larvas sem recorrer a um modelo de
populacao estruturada, pois o principal fator de competicao concentra-se no
primeiro ano.

Definimos o parametro K como a capacidade de suporte com relagao
as populagoes, r a taxa de reprodugao logistica por ciclo e ¢ o coeficiente que
determina o grau de interferéncia entre as populagoes. Com essas hipdteses e

parametros, podemos escrever equagcoes de dinamicas para as populagoes:

Ni(k + i) = Ni(k) (1 = r)N; (k) /K) + 1) — ¢ N;(k) > N;(k) (2.1)
J#i

note que, se escrevemos r = 1 + s, a dinamica pode ser reescrita como:

Ni(k + i) = Ni(k) + sNi(k)(1 — Ni(k)/K)) — ¢ Ni(k) > N;(k) (2.2)
J#i
ou ainda:
AiN;i(k) = sNi(k)(1 = N;(k)/K)) — ¢ Ni(k) > N (2.3)
J#i

Na figura 1 apresentamos um esquema que ilustra o processo de atualizagao de

populagoes de ciclos 1, 2 e 3.

N.(0),N5(0), | | N:(D), N(2),N,(2), | | M 3) R,
N3 (0)' N. ’ M’ N3 (3)1

Figura 1: As populagoes sao atualizadas em momentos discretos. A populagao
de ciclo de periodo 2 estard presente somente nos indices pares de k, a de

periodo 3 somente nos multiplos de 3 e assim por diante.
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Naturalmente, podemos redimensionar as varidveis N; para N = N; /K,
de forma a obter o modelo adimensional (j& abandonando os asteriscos por

conveniéncia de escrita):

onde 0 = ¢/s.

Assim, os parametros fundamentais para o modelo sao s, que regula o
crescimento maximo em um periodo de cada populagao, e 8, o coeficiente de
competicao entre as espécies. E bem conhecido o resultado de que a equagao
discreta logistica na forma xgy; = rag(l — x) apresenta comportamentos
cadticos para r além de um valor critico r* =~ 3.56. Se escrevemos uma equagao
logistica na forma yr4+1 = yr + syx (1 —x/K), e fazemos a mudanca de varidvel
xr = syr/((1 + s)K), obtemos uma equagado na forma xy1 = (1 + s)zx(1 —
z), de forma que a relagdo entre os parametros s e r é dada por r = 1 + s.
De forma a evitar comportamentos cadticos, trabalharemos com valores de s
inferiores a 1. O parametro 6 controla o grau de interféncia entre as espécies que
possuem ciclos periddicos distintos. Se # > 1, entao competicao entre cigarras
de periodos distintos é mais forte que aquela de cigarras de mesmo periodo,
enquanto se 6 < 1 a competigao inter-especifica é mais fraca que a competicao

intra-especifica.
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Figura 2: Simulagoes do modelo 2.4 com 11 populagoes. Note que em todas
simulagoes as populagoes que se reproduzem em periodos primos possuem uma
média populacional maior. a) s = 0.8, § = 0.8. b) s = 0.05, § = 0.8. ¢)
$=0.8,0=0.2.d) s=0.056=0.2.

Nas figuras 2-a) a 2-d) apresentamos algumas simulagoes do modelo com
M = 11 (ntmero de populagdes). Um fato que se observa todas simulagoes,
é que as populagoes que apresentam um ciclo de periodo primo apresentam
médias populacionais superiores aquelas que apresentam ciclos em ntimeros
compostos, com a populacao de periodo 1 sendo superior a todas.

A analise do modelo 2.4 ¢ dificultada pelo fato de que em diversos ins-
tantes de tempo muitas populagoes nao estao presentes. Mesmo a existéncia
de pontos de equilibrio fica comprometida no modelo, como se pode constatar
pelas simulagoes apresentadas na figura 2.4. Entretanto, as solugoes aparentam
oscilar em torno de médias de forma consistente, de forma que surge natural-
mente a questao da possibilidade de formulagdo de um modelo que busque
descrever somente o comportamento dessas médias.

Uma forma de obter uma dinamica simplificada para a dindmica de IV;, a

dinamica da populagao que possui um periodo i, é tomar um periodo de com-
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primento p, e observar que, durante esse periodo, a populacao N; contribui,
aproximadamente, p/i vezes (pois a dindmica da populagdo N; somente é atu-
alizada a cada i ciclos) para o aumento de N;(k). Além disso, uma populagao
Nj estard presente na dinamica de N;(k), pMDC(4,5)/j. Por exemplo, durante
um perfodo de 12 anos (digamos para k de 0 até 11), na populagao de N, a po-
pulagdo N; exercerd uma influéncia na dindmica 6 vezes (anos 0,2,4,6,8,10),
pois esta presente em todos ciclos de 2 anos, N, também estara presente 6 vezes
(anos 0,2,4,6,8,10), N3 exercera sua influéncia 2 vezes (anos 0 e 6), Ny 3 vezes
(anos 0,4 e 8). Naturalmente, para periodos curtos, a férmula apresenta erros
de arredondamento, como no caso de N5, que, neste caso, contribuird 2 vezes
enquanto a férmula apresenta como resultado 6/5 (para um perfodo p = 20 a
féormula estard correta). O erro relativo da férmula de aproximacdo tende a
zero (por exemplo, para p = 256, a férmula fornece como aproximagao 25.6,
enquanto que o nimero real é 26. Assim, se denotamos a dinamica aproximada

por APN,-, temos que a dinamica do modelo médio sera dada por:
- - - MDC(4, j)N;
AN = PN (1-N -0 MDCG, j)N; (2.5)
? — J
J#i

Na secao a seguir, fazemos uma dedugao e analise detalhada do modelo

e da sua aproximacao no caso mais simples, isto é, quando N, = 2.

3 O caso bidimensional

3.1 Deducao da equacgao para as médias

Neste caso, adotaremos a notagéo zx = n1(k) e yr = na(k). O modelo
pode ser descrito pelos seguintes operadores:

D(z,k) = sz(1 — z — Oyy)

3.6
F(z,k) =s52z(1 — z — Oxy) (3.6)

de forma que as equagoes de recorréncia do sistema sao dadas por:
Tht1 :ajk—l—D(fL'k,k) (3.7)

Yk+2 = Yk + F(yr, k)

com condigoes iniciais xg, yg € y1 = 0. Note que como a relagao de recorréncia
para y; é de segunda ordem, o valor de y; é necessario para a completa de-

terminagao do sistema, sendo definida como nula, gera uma populacao que sé
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esta presente nos indices pares. Neste caso, vamos analisar uma aproximacao

para a dindmica das médias:

Tp = (U1 + 1) /2

Uk = (Yrs1 +Yx)/2 (3:8)

Comecamos com o caso de k par. Por conveniéncia, escreveremos Dxj, no lugar
de D(xy, k) e Fyg no lifar de F(yg, k). Em primeiro lugar, observamos que a
média pode ser escrita como

Tr4+1 + Tk zr + Dxyp + zp Dxy,

TRE Ty T 2 =Tt

e também que um passo de ordem 2 em xj é aproximado por:
T2 = Tpy1 + Dxgpyr = x + D + sxp1 (1 — 2p41)

pois k € par e yi+1 = 0. Substituindo, z;+1 = z + Dz e agrupando os termos
de ordem de s%, obtemos:

Trio = o) + Dy, + szp(1 — x5) + O(s%)
finalmente, escrevendo Dz, explicitamente:
Thio = Tp + 252 (1 — 21 — Oyp/2) + O(s?) = xp + Doz, + O(s?)  (3.9)

onde Doz = 2sx(1 — xp — Oyi/2).
Se escrevemos o valor médio para o instante k + 1, temos:
Th42 + Tk Tk + Doz + 0(82) + x + Dxy,

Tp41 = B) = B)

que pode ser reescrito como:

D D
Tp1 = (xk + xk) 22k O(s?)

2 2

de onde
Thy1 = T + sxk(l — T — Hyk/2) + 0(82)

Lembrando que z = ) — Dz /2 e agrupando os termos de ordem s2, obtemos

uma relacao de recorréncia para Ty:

AL, = Tyl — T = ka(]. — Tr — ka/2) + 0(82) (310)
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essa relagao de recorréncia é valida quando n é par. A seguir, fazemos a dedugao
para o caso n + 1 (fmpar). Assim como fizemos para Ty, Tx41 pode ser escrito

Ccomao: D
_ Tk
Thi1 = Thy1 + 2“. (3.11)

Agora, Tjyo depende de xy3, que reescrevemos:

Tpts = Tpt2 + DTpyo = py1 + Drgy1 + $2p2(1 — Tpgo — Oypi2)
COMO Tpto = Tit1 + DTri1 € Ypyo = yr + O(s)
Tht3 = Tpp1+5Tk11 (L=2p 1) +8(Thg 1+ Dgy1) (1=2pg 1 — Dgr1—0(yx+0O(s)))
agrupando os termos de ordem 2, ficamos com:
Thys = Tpy1 + Dozpyr + O(s?) (3.12)

Com esta relagao, podemos estabelecer a relagao de recorréncia para Tj.ys:

Th+3 + T2
2

usando a equacao 3.11 temos que

Tpqo = = Tp41 + Doyt + Tpp1 + Drgyr + O(s7)

Thy2 — Thy1 = S$k+1(1 — Tpt1 — ka/Q) + 0(82).

Substituindo 11 = Z + k + 1 — Dxg41 e agrupando os termos de ordem 52,

odtemos
AZpir = Trgo — Tpyr = 8Tt (1 — Tpp1 — Oyn/2) + O(s%). (3.13)
Note que a relagao de recorréncia para yx1o pode ser escrita como:
ke = Yk + syp(1 =y — T1) + O(s”) (3.14)

O sistema composto pelas relagoes de recorréncia 3.10, 3.13 e 3.14 possui tempo
de atualizacao distintos, com passo 1 para a variavel T e passo dois para
a variavel yi. Isso impede o uso das ferramentas tradicionais de andlise de
equilibrio e estabilidade par sistemas dindmicos discretos. Uma forma de con-

tornar essa dificuldade é simplesmente utilizar a relagao 3.10 em 3.13, obtendo:

Thao = B, + 28Tx(1 — Ty — Oyi/2) + O(s?) (3.15)

Yrt2 = Yp + syk(1 — yp — Tp) + O(s?) .
que é um sistema onde ambas varidveis sao atualizadas em passo 2. Note que
a equagao 3.15 é um caso particular da equagao 2.5 e que o mesmo tipo de
relagao de recorréncia poderia ser obtido se utilzassemos somente o valor de

ZTp4o COMO na equacao 3.9.
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3.2 Andlise do modelo das médias

Por conveniéncia, adotamos a notagdo Txio = Uy1, Tk = Ut, Ykto =

Zt41 € Yp = 2. O sistema possui quatro pontos de equilibrio: Py = (0,0),

Plz(].,O), P2:(0,1)eP3:(u*,

z*). Os autovalores para o Jacobiano nos

equilibrios Py, P; e P53 sao dados na tabela 1.

Tabela 1: Estabilidade para os pontos Py, P; e Ps.

Ponto Autovalores Estabilidade
AM=1+2
F /\1 11 5 s >0, A1, Ao > 1, Py instavel
2 = S
Ar=1-2s 0, logo Py instével se 6 < 1
P s >0, logo P, mnstavelse 6 < 1e

)\2:1+S(1—9)

estdvel se 0 > 1

)\1:1+S(2—9)

P
2 )\221—8

O ponto P; é dado por u*

s >0, logo P; instavel se < 2 e
estavel de 6 > 2

(2-0)/(2-6%) e = = 2(1 - 0)/(2 - 62),

de onde é vidvel biologicamente se § < 1 ou 6 > 2. A estabilidade do ponto P;3

foi analisada numericamente, e seus resultados foram incorporados na figura 3

que apresenta as regioes de estabilidade dos diferentes pontos de equilibrio com

relagdo aos parametros s e 6.
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P1 e P2 estaveis
P1 estavel
P3 estavel mas inviavel biologicamente

Somente P3 estavel

Figura 3: Estabilidade dos pontos P;, P> e P3 para o modelo 3.15 em funcao
dos parametros s e #. O que se observa é que, para 0 < # < 1 o modelo
converge para a coexisténcia (Ps), para 1 < 6 < 2 temos o estabelecimento
somente da populagao de periodo 1 (P;) e para 6 > 2 temos bi-estabilidade e

a sobreviviéncia de uma ou outra populagao depende das condicoes iniciais.

O que se observa é que, para 0 < # < 1 o modelo converge para a coe-
xisténcia (Ps3), para 1 < 6 < 2 temos o estabelecimento somente da populagio
de perfodo 1 (P;) e para 6 > 2 temos bi-estabilidade e a sobreviviéncia de
uma ou outra populacao depende das condigoes iniciais. Ou seja, quando a
interferéncia (no sentido de competigéo) entre individuos de perfodos reprodu-
tivos distintos é maior que a interferéncia entre indiviiduos de mesmo periodo
reprodutivo, entao espera-se que somente um tipo de individuo sobreviva, com
maior chance para aquele de periodo 1, neste caso. Quando a interferéncia é
menor, ambas populagoes sobrevivem.

Com isso, temos clara a natureza do comportamento do modelo 3.15,
que busca aproximar a dinamica das médias do modelo 3.7. Entretanto, visto
a natureza das aproximacoes, é natural perguntar-se sobre a qualidade das
aproximagoes em funcao dos parametros, questao que abordamos na préxima

Sec¢ao.
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3.3 Comparagao modelo das médias e médias do modelo
original

Para analisar a qualidade das aproximagoes realizamos simulagoes para
diversas combinagoes dos parametros s e  no quadrado [0.01,0.99] x [0.05, 2.5],
utilizando um ntmero total de iteragoes de Tr = 3500 e condigoes iniciais
2o = yo = 1/2. Ao final, calcula-se a média dos valores de xj, e yj (excetuando-
se os zeros) para os ultimos 100 valores de k (k = 3400 a k = 3500. Com isso
obtemos estimativas das médias vg = (Z,y) para serem comparadas com os
valores do ponto de equilibrio do modelo 3.15, v = (u*, 2*).

O erro é avaliado fazendo-se E(s,0) = ||lvg—vr||2/||vE||2, ou seja o desvio
relativo em norma 2. Nas figuras 4-a) e 4-b) apresentamos um exemplo de
comparacao de média simulada e calculada pelo modelo e o mapeamentodo erro
relativo. Basicamente, o que se observa é que, dentro da regiao de estabilidade
do ponto Ps, a férmula apresenta uma boa aproximacgao para a média numérica
calculada através do modelo 3.15.

s=0.5,0=0.4
1 25
Ry

0.9
[%2]
[}
'3.0.8
©
>
s
a 0.7

0.6
a) 0 100 200 300

Anos

Figura 4: Para calcular o erro relativo, compara-se a média das simulagoes do
modelo 3.7, (Z,7), com as coordenadas do ponto de equilibrio Ps, (u*,z*),
do modelo 3.15. a) Gréfico com as a trajetéria completa das populagoes
Tk, Yk, as médias T, y e os equilibrios u* e z*. b) Erro relativo na forma
(Z,g) — (u*,2*)||2/]|(Z,7)|l2- R1 representa uma regido de erros “pequenos”
(entre 0.01 % e 5%), Ry temos erros elevados (até 100%) e Rz é uma regiao
em que o modelo original apresenta valores negativos de populagoes, perdendo
o significado biolégico.
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4 Observacoes sobre o caso M = 13

Para o caso M = 13, é possivel mostrar, usando as mesmas ideias do
caso bidimensional que a dinamica da média do modelo original 2.4 pode ser

aproximada por:

onde p é o perfodo utilizado para fazer a média (idealmente, p = MMC(1, ..., M)).

A equagao 4.16, acima, pode levar facilmente a resultados cadticos ou
populagoes negativas, dado que sp/i pode facilmente ultrapassar a unidade.
Entretanto, vale notar que o ponto de equilibrio do modelo com todas coor-
denadas positivas levando em conta somente os termos da ordem de s ¢ inde-
pendente do valor de p. Assim como no caso bidimensional podemos utilizar o
ponto de equilibrio da dindmica das média (N* ponto fixo de 4.16) e compara-
lo com a média dos ultimos p periodos de simulacao das populagées do modelo
2.4 (N). Se calculamos o erro relativo médio pela norma 2, [N — N*||2/|| N ||z,
em funcao dos parametros 6 e s, obtemos resultados muito similares aqueles
da figura 4-b) feita para o caso bidimensional. Isso ilustra que o comporta-
mento do modelo original pode, para diversas combinagoes de parametros, ser
analisado através do equilibrio da dinamica aproximada das médias.

Essencialmente, nos interessa determinar se o desempenho das populagoes
de periodo primo é superior aquelas com periodo composto. Para tanto, re-
alizamos simulagoes para diversos valores de 6 e s utilizando tanto o modelo
original 2.4 quanto a dinamica das médias 4.16. O perido p das médias uti-
lizado foi de 100 iteragbes e o numero total de iteragoes foi de T = 10000.
Para cada simulacdo calculamos o valor de N e N*, em seguida, para cada
populagao Ny, Na,..., Ni3 determinamos sua posicao em comparacao com as
outras, quando o vetor é colocado em ordem crescente. Assim, a maior po-
pulagao recebe como posigao o valor 13, enquanto que a menor recebe como
posicao o valor 1. Quando as populacdes apresentavam um valor inferior a 10~°
o valor 0 era atribuido as suas posigoes.

Com isso é possivel verificar, em termos dos parametros 6 e s quais
populagoes sao as mais abundantes na populagoes e quando vao extintas. Nas
figuras 5-a) e 5-b) apresentamos os resultados para os dois modelos, com s = 0.1
e € [0.05,1.4]. Nas figuras 6-a) e 6-b) resultados analogos para s = 0.7. E fcil

notar que, em ambos modelos, o desempenho das populacées com periodo primo
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é superior aos desempenhos das populagoes de periodo composto. Além disso,
observa-se um comportamento qualitativo muito similar de ambos modelos,
com populagoes trocando de posicao na populacao ou sendo extintas para o

mesmo a valor critico de # em ambos modelos.

Na secao seguinte apresentamos uma demonstracao de que, para o caso
M = 13, as populagoes de equilbrio para os periodos primos é superior as

populagoes de equilibrio de periodos compostos.
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Equibrio modelo das médias s=0.1

Posicéo (quando ordenado em ordem crescente)

a)

Média do modelo original s=0.1
14 Ny

Posicéo (quando ordenado em ordem crescente)

O
~

Figura 5: Comparagio dos comportamentos dos modelos 2.4 e 4.16 p/s = 0.1.

As populacoes sao ordenadas em ordem crescente e sua posicao é apre-
sentada em funcao do parametro 6. Uma posicao igual a 0 significa que a
populacao chegou a valores inferiores a 107°.

a) Resultados para os valores de N* do modelo 4.16. Os perfodos primos
possuem vantagem sobre compostos.

b) Resultados para os valores de médios do modelo 2.4. Os periodos primos
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possuem vantagem sobre compostos.

- Equilibrio modelo das médias s=0.7
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Figura 6: Comparagao dos comportamentos dos modelos 2.4 e 4.16 para s =
0.7.

As populagoes sao ordenadas em ordem crescente e sua posicao é apre-

sentada em fungao do parametro 6. Uma posicao igual a 0 significa que a
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populacao chegou a valores inferiores a 107°.

a) Resultados para os valores de N* do modelo 4.16. Os perfodos primos
possuem vantagem sobre compostos.

b) Resultados para os valores de médios do modelo 2.4. Os periodos primos

possuem vantagem sobre compostos.

4.1 Demonstracao de N; > N para o caso M =13

Proposicao 1 Suponha que o sistema (2.5) esteja em equilibrio com N} >
O,viely ={1...,.M}, com0 < 0 < 1. FEntao para q,k € Ip;, com k
divisivel por q, distintos, temos Ny > Ny

Demonstracao: Por hipétese N > 0,V i € I, sao pontos de equilibro de
(2.5). Portanto

MDC(i
1-Nf =0y ————~ —O,ViGIM. (4.17)

J#i
JEIM

Dados ¢,k € I, podemos reescrever suas equagoes, a partir de (4.17),

como segue

MDC(k, ) N* MDC(k, j)N*
1—-N;—6 %—FZ& -0 (4.18)
1 7k J
J7#4q

MDC(q, k) N} MDC(q, /)N
1-N; -0 (9. %) £y @DNF | _, (4.19)
k ; J
J#q
Jj#k

Efetuando a diferenga entre (4.19) e (4.18), observando que & é divisivel
por g, ou seja, MDC(k, q) = ¢ e MDC(k, j) > MDC(q, j), V j € I, obtemos

N: N7 N
N; — N} —fq (q - k:k> =60 (MDC(k,j) — MDC(q, j)) == > 0. (4.20)
q g J
J#k

Portanto,

N Ny Ny N;
N*N*Gq(q’“+k k)zo, 4.21
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ou seja,

1 1
(1—0) (N; — Nj) > 0gN;; ( - ) >0, (4.22)
q
de onde segue o resultado. [ |

Proposigao 2 Suponha as hipdteses da Proposicio 1, com M = 13. FEntdo
para todo p € {1,2,3,5,7,11,13} e k € {4,6,8,9,10,12}, temos N > Nj.

Demonstracao: A demonstracdo consiste na comparagao entre as populagoes
do primeiro conjunto de indices com as do segundo. Para diminuir o nimero
de casos, iniciamos mostrando que Nf > N,V i € {6,8,10,12}. Este fato,
permite nos ater apenas as comparagoes com as populacoes N e N do segundo
conjunto de indices.

Considerando as equagoes do sistema em equilibrio, calculando a dife-

renca entre as equagoes apropriadas, obtemos

e o (2 1 11 2 1
Nf —Ni=6 <3 5+ G NE = NG - NS+ NG+ 6N12>
N;—Niy=10 (21\/‘4 + 2N = N — 2Ny - 6N12)

Portanto,

Nf—Ng= 0 (%NB* + iN;f + (%N;,‘ — %N;{) + (iN;f — iNg*)Jr
+2N; + §N)

Nj = Nip = 0(35N;+EN3 + (1N] — 1N3) + (§N3 — N[+
+($N§ - %Nfz)) .

A Proposicao 1 garante que as diferencas do lado direito das equagdes
anteriores sdo positivas, portanto Nj > Ng e Nj > Niy. Os casos Nj > N¢ e
Nj > N, é consequéncia imediata da Proposigao 1.

Vamos a demonstragao do resultado principal. Para p = 1 o resultado
segue da Proposigao 1.

No caso p = 2, temos da Proposigao 1 que N5 > N, assim basta mostrar

que N5 > N§. De forma andloga ao desenvolvido anteriormente, obtemos

NN = (N5 ENGANGH NG NG NGH)
1570 + 15 Vi)
(e ) N (b BN
NG NG NG - NG+ V)
> 0.
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Observe que para p = 3, temos que fazer apenas a comparacao com k = 4 e
para os demais valores de p, faremos as duas comparacoes, listadas abaixo:

Nj = Ni = 0(3N5+ N5 — §Ni — §N§ + §Ng — §NG + g Nfo+
+112N1*2)
Ni—Ni = 0(3N5+3INf+5N5+ 5N+ ENg — 5 V0o + 1)
Ni = Ni = 0(3N5— gNj+gNg + N7 + §Ng + 15Vio + 1V1)
Nfy = Nj = 0(3N5 — {Nj + §Ng + 8N + 15N{0 + 7 N7y + 1N7)
Niz — Ng 0 (5N3 — TNi + gN§ + §NE + 15NTo + 1 N5, + 15N5s)
€

Ny = Ng = 0(3N5+gN;+ 5N — §Ng — 2Nj, + 5 Vi)

Nf—=Ng = 0(3N5 +3Ng + 7N7 — 5Ng + §V5,)

Niy = Ng = 0(3N5 +3Ng — gNG + 5 NTy + §NTs)

Niz = N5 = 0(3N5+5Ng — gNg + g Nis + 15NV73) -

Rearranjando os termos de forma apropriada e utilizando a Proposicao 1 o

resultado segue. ]

5 Conclusoes

Nossos resultados mostram que, de fato, no caso de simples competicao
entre as popluagoes de diferentes periodos, aquelas com periodo primo apre-
sentariam uma vantagem sobre as de periodos compostos. Isso se daria através
de uma menor chance de extingao provocada por maior valores médios de po-
pulagao. Essa hipétese é interessante no sentido que nao necessita nem de
efeitos negativos de hibridizacao ou a suposicao da existéncia de predadores
periddicos para explicar a emergéncia de periodos primos para tais insetos. O
fato de que a populacao de periodo 1 é ainda superior nao apresenta nenhuma
contradigao, uma vez que a maior parte das espécies de cigarras possui ciclo de
vida anual.

Naturalmente, o modelo apresentado é extremamente simples e pelo me-
nos duas diregoes de aperfeicoamento podem ser indicadas. Em primeiro lugar,
é de esperar que as populagoes que possuem periodos mais longos sao desceden-
tes de populagoes de periodos mais curtos. Dessa forma, seria interessante pro-
por um modelo que incluisse mutagoes entre populacoes de periodos distintos e
que iniciasse somente com uma populacao de periodo 1. Em segundo lugar, as
populagoes reais estao divididas em “cepas” que surgem periodicamente, mas

todos os anos. Isto é, em todos os anos temos a presenca de populagdes com
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periodos 13, por exemplo, cujas larvas foram concebidas ha 13 anos. O modelo
apresentado considera como 0 a populagao nos anos miultiplos do periodo.

Finalmente, os resultados do modelo indicam que, se fosse possivel ma-
nipular alguma espécie com ciclo reprodutivo curto e periédico (dias, horas
ou minutos) seria possivel se observar que as variedades que possuem ciclo
de reproducgao primo se apresentariam com maior abundancia. Em tal caso,
teriamos uma comprovacao experimental do efeito e forte evidéncia de que os
ciclos primos apresentados pelas espécies de cigarras sao produto de selecao por
valor adaptativo.
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