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Resumo. Um modelo compartimental SIS (Suscetivel — Infectado — Sus-
cetivel), com difusdo espacial para dindmicas epidemiolégicas em humanos é
formulado por meio de um sistema de Equagdes Diferenciais Parciais néo line-
ares. Este modelo pode ser aplicado a doengas transmitidas por vetores, como
dengue, zika, chikungunya e malaria. Neste caso, a populagdo de mosquitos
transmissores da doenga nao é considerada explicitamente, mas sim indireta-
mente por meio das taxas de transmissdo e difusdo. Sao feitas andlises de
estabilidade do modelo restrito & varidvel temporal por meio de um método
frequencial, com simulagbes de Monte Carlo, que permitiu a obtengdo de es-
timativas de pardmetros para a endemia mais provavel da doenca. Com es-
tes parametros, sdo realizadas simulagdes do modelo por meio dos métodos
de Elementos Finitos e Crank-Nicolson, com andlises de erro e convergéncia
numéricas. As simula¢ées mostram que o modelo proposto tem capacidade de
refletir resultados interessantes para uma populagdo e area equivalentes a do

estado de Sao Paulo.

Palavras-chave: Epidemiologia matemdtica; Equagoes diferenciais; Mé-
todos numéricos.
1. Introducao

Modelos compartimentais, baseados em sistemas de Equacoes Diferen-

ciais Ordindrias (EDOs), sdo os mais utilizados em epidemiologia matemadtica.
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Esta classe de modelos considera equagoes diferenciais para populacoes em dife-
rentes compartimentos, como Suscetiveis, Infectados, Expostos, Recuperados,
Removidos, que se relacionam por meio de nao linearidades (Edelstein-Keshet,
2005; Murray, 2002). Em cada caso, diferentes modelos, com diferentes com-
partimentos, podem ser propostos, levando a diversas opgoes de modelos para
uma mesma doenga a ser estudada. Como exemplos, podemos citar aplicagoes
a Malaria (Agusto e Lenhart, 2013) e Toxoplasmose (Turner et al., 2013), onde
sao realizadas andlises qualitativas sobre os modelos de forma a compreender
melhor as doengas e suas consequéncias. Outra abordagem é a aplicagao de
dados coletados na cidade de Campinas, Sao Paulo, para a estimacao de alguns

pardmetros de um modelo de estudo para dengue Yang et al. (2016).

Modelos baseados em EDOs consideram apenas variagoes temporais, e
nao espaciais, assumindo que a distribuigao espacial é homogénea. Para incluir
este outro aspecto, pode-se considerar a difusao espacial das populagoes em
uma certa regiao de estudo, obtendo assim sistemas de Equagoes Diferenciais
Parciais (EDPs) (Cantrell e Cosner, 2004; Okubo e Levin, 2013). Trabalhos
em epidemiologia neste sentido incluem, por exemplo, dispersao da influenza
avidria (Souza, 2010), espalhamento de dengue na cidade de Campinas (Gomes,
2009) e dispersao do mosquito Aedes albopictus na Franga (Roques e Bonnefon,
2016). Nestes trabalhos, solugbes numéricas das EDPs sdo necessérias visto que
suas solugoes analiticas nao podem ser facilmente obtidas. Para a identificacao
e estimagao dos parametros envolvidos nos modelos, uma abordagem por meio
de logica fuzzy é utilizada em (Gomes, 2009), e uma abordagem estatistica em
(Roques e Bonnefon, 2016).

O objetivo deste trabalho é analisar um modelo espagotemporal simpli-
ficado para a dinamica de doengas transmitidas por vetores, sem considerar
explicitamente a dinamica do vetor, mas apenas populacoes de humanos sus-
cetiveis e infectados a doenca. O foco das andlises qualitativas e quantitativas
é na capacidade do modelo em exibir comportamentos interessantes, de forma

a auxiliar na compreensao de possiveis surtos e epidemias.

A abordagem na modelagem considerando apenas populagoes de huma-
nos contrasta com a maioria dos trabalhos nesse sentido, como os ji citados
(Agusto e Lenhart, 2013; Gomes, 2009), que consideram equagoes para diferen-

tes classes dos mosquitos transmissores de malaria e dengue, respectivamente.

A modelagem matematica é apresentada na Secdo 2. Na Secdo 3, uma

andlise de estabilidade frequencial é feita sobre o modelo restrito apenas a va-
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riagao temporal, caracterizando as frequéncias de pontos de equilibrio, endemia
mais provavel e correlacoes entres os parametros. Simulagoes computacionais,
por meio dos métodos de Elementos Finitos e Crank-Nicolson, sdo apresentadas
na Secao 4, com parametros da endemia mais provavel, assim como analises
numéricas de erro e convergéncia. Por fim, as conclusoes sao tratadas na Secao

5.

2. Modelagem matematica

Consideramos a dinamica de humanos suscetiveis e infectados a uma
doenga transmitida por vetores, que pode ser entendida como a populacgao to-
tal em uma cidade, estado ou pais, sem a interacao explicita com os vetores.
Assumimos, por simplicidade, que estes estao homogeneamente distribuidos na
regiao de estudo, assim suas contribuicoes sao consideradas na transmissao da
doenca, isto é, elevando a taxa de contagio no contato entre humanos suscetiveis
e infectados. Desenvolvemos um modelo compartimental SIS (Suscetivel — In-
fectado — Suscetivel), pois assumimos que apds a infec¢do da doenga é possivel
contrai-la novamente, sem que haja um periodo de resisténcia. A reproducao
das populagoes foi considerada como do tipo logistica (Edelstein-Keshet, 2005;
Murray, 2002).0 espalhamento espacial das populagdes é modelado por meio da
movimentagao difusiva (Cantrell e Cosner, 2004; Okubo e Levin, 2013). Este,
presente em ambas populagoes, incorpora também indiretamente a difusao dos
vetores da doenga. Nao assumimos caracteristicas migratérias ou preferéncias
de direcao do movimento, nem o fluxo de movimento externo ao dominio. De-
notando por S = S(z,y,t) a populagdo de humanos suscetiveis e I = I(z,y,t) a

de infectados, em Q x [0, T, temos entdo seguinte sistema nao linear de EDPs:

ﬁ—aSVQS:—BSI—i—T(S—i-I) (1—<S+I)) +ol.

ot K

ol 9

E—qu I=p5I—-0ol—pul. (1)
S(sc,y,O) = S’o(x,y), I(x’y70) = Io(x,y).

as ol

I 0, I 0 para (z,y) em Of).

Aqui ag e ag sdo os coeficientes de difusdo das populacoes de suscetiveis
e infectados, respectivamente; 5 denota a taxa de infeccao da doenga pelo con-

tato de suscetiveis e infectados (e também dependente do nimero de vetores
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presentes), r a taxa de reprodugdo intrinseca da populagao, k sua capacidade
de suporte, o a taxa de recuperacao da doenca, p a taxa de mortalidade devida
a doenca. Todos estes parametros sao assumidos constantes por simplicidade,
embora possam ser considerados como fungoes do tempo e/ou espago, de forma
similar ao realizado em (Araujo et al., 2016). Além disso, 2 C R? é o dominio
espacial com contorno 92 e [0,7] o dominio temporal. As condigdes iniciais
So(z,y) e Ip(x,y) refletem a configuracao espacial das populagoes no instante
inicial £ = 0. As condicoes de contorno foram escolhidas como Neumann ho-

mogéneas, significando que nao ha fluxo externo as fronteiras.

3. Analise de estabilidade frequencial

Restringindo (1) somente & varidvel temporal, temos o seguinte modelo:

s S+
ar o (2)

S(0) = S, 1(0) = .

Este modelo pode ser interpretado como a configuracao espacial ho-
mogénea de (1), de forma que as anélises de estabilidade de ambos os modelos
estao relacionadas.

Nosso objetivo é realizar uma anélise sobre os pontos de equilibrio do
sistema (2), de forma a obter informagoes sobre configuragoes de endemia, ex-
tincao da doenca, suas estabilidades, e possiveis correlagoes entre os parametros
do sistema e os equilibrios (Edelstein-Keshet, 2005; Murray, 2002). Devido
a alta complexidade algébrica decidimos utilizar uma abordagem estatistica,
frequencial, com um método de Monte Carlo (Ross, 2006) para geragdo de
pardametros baseado em (Passos, 2006; Souza et al., 2015). Expomos a seguir
as andlises realizadas, uma explicacao do método numérico e os resultados ob-
tidos.

Igualando as derivadas de (2) a zero obtemos um sistema algébrico em

funcao de S e I. Resolvendo este sistema, obtemos 4 pontos de equilibrio:

(Slvll) = (070)7 (S27[2) = (K‘)O)v
_(pn+o A-B _(pn+o A+ B (3)
o1 = (152 gy ) (st = (M5 557 )
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onde A= %k (r —pu)—208r(u+o)e B = ﬂS/Q\/E\/,@H(T — 1)+ 4rp (u+ o).
O ponto (S, I2) corresponde & extin¢ao da doenca, e (Sy,I4) ao de endemia.
Observamos que I3 sempre assume valores negativos, e S e [; sdo sempre
nulos, portanto (S, 1) e (S5, [3) ndo tém interesse real de estudo.

Para avaliar a estabilidade dos pontos estaciondrios, precisamos calcular
os autovalores A; ; e A2 ; da matriz jacobiana de (2) avaliados nos pontos de
equilibrio (S;,1;), j = 1,...,4. Se a parte real de ambos autovalores forem
negativos, o ponto correspondente é estavel; mas se apenas um autovalor tiver

parte real nao negativa, o ponto é instavel. A matriz jacobiana é dada por:

—BI—FT—Q—I:(S—FI) —65-1—7‘—2%(5’—1-1)—1—0
I BS—p—o

J(S,1) = (4)

A matriz jacobiana é 2 x 2, sendo assim possivel o célculo direto de seus
autovalores, porém suas entradas e o ponto (Sy,l4) contém termos de dificil
manipulagao algébrica. Decidimos portanto utilizar um método numérico para
o calculo destes autovalores com o propésito de também auxiliar na andlise de
estabilidade.

O método, utilizado em (Passos, 2006; Souza et al., 2015), consiste em
utilizar um principio de Monte Carlo para gerar aleatoriamente, por meio do
Método da Transformada Inversa, conjuntos de parametros 5, o, r, k e u do
sistema (2). Detalhes sobre estes métodos podem ser encontrados em (Ross,
2006). Para aplicar o método, assumimos que os parametros 3, o, r, kK € p sdo
varidveis aleatérias. Nao estamos assim considerando (2) como equagoes dife-
renciais estocdsticas, pois no sistema os parametros continuam deterministicos.

O principio de Monte Carlo esté relacionado & um numero finito N de
geracoes aleatdrias de certo parametro que segue uma distribuicao de proba-
bilidade. Estas sao entao utilizadas para a avaliagdo deterministica de algum
resultado. Se NN for suficientemente grande, pode-se entender este processo
como uma aproximagao de todos os resultados possiveis para o parametro con-
siderado. O Método da Transformada Inversa gera nimeros aleatérios z que
seguem uma dada distribuicdo com fungdo de distribuigdo acumulada F. O
método consiste em gerar um numero aleatério u da distribuicao uniforme no
intervalo [0, 1] e aplicar a funcdo inversa F~! & u, obtendo # = F~!(u). Para
um dado numero N de sorteios deste modo, obtemos N ntumeros aleatorios
distribuidos de acordo com F'.

Na nossa abordagem, geramos os parametros (3, o, r, k e p dessa forma
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para N sorteios utilizados no principio de Monte Carlo. Para cada conjunto
{Bi,oi,7i ki i}, © = 1,..., N, sdo avaliados os pontos de equilibrio (S;,I;),
j = 1,4 e em seguida os autovalores das matrizes jacobianas J associados a
estes pontos. Estados estacionarios com componentes negativas ou imaginarias
sao classificados como infactiveis, visto que nao tem interpretagoes; estados
com componentes nao negativas sao classificados como factiveis. Os pares de
autovalores associados a cada ponto de equilibrio sao separados em estaveis,
caso a parte real de ambos seja negativa, ou instaveis, caso a parte real de ape-
nas um autovalor seja nao negativo. Desse modo obtemos uma caracterizagao
frequencial dos pontos de equilibrio (3) do sistema (2). Por frequencial quere-
mos dizer que classificamos os pontos (um ntmero finito deles) segundo suas
frequéncias.

Com o software Mathematica, geramos N = 10000 conjuntos de parame-
tros B, r, K, 0, i, e classificamos os pontos correspondentes em factiveis estaveis,
factiveis instdveis e infactiveis. Consideramos que os parametros seguem dis-
tribuigbes uniformes [0, 1], pois nao estamos assumindo nenhuma informacao
sobre seus valores e comportamentos. Ao considerar os parametros no intervalo
[0, 1], estamos fazendo uma redimensionalizac¢ao do sistema (2) em fungao das
dimensoes das varidveis S, I (que tém mesma dimensao) e ¢, pois parametros
que refletem a realidade podem ter valores fora deste intervalo. Os resultados

da caracterizacao frequencial estdao na Tabela 1.

Tabela 1: Frequéncia de pontos estacionérios

(S1,I)  (S2,I2) (S3,13) (Sa,14)

Factiveis estaveis 0 93.78% 0 6.22%
Factiveis instaveis ~ 100% 6.22% 0 0
Infactiveis 0 0 100%  93.78%

Observamos que o ponto (Ss, I3) é sempre infactivel, pois I é sempre
negativo, como ja mencionado. O equilibrio trivial (S1,I;) = (0,0) é sempre
factivel, mas sempre instavel. Estes equilibrios nao tem interesse na dinamica,
embora devam ser considerados na anélise. O equilibrio de endemia (S4, I4) é
estavel em 6.22% dos casos, significando que de todas as configuracoes possiveis,
o equilibrio em que humanos suscetiveis e infectados coexistem é estavel em
aproximadamente 6% dos casos.

As porcentagens referentes a (Sz, I2) factiveis estaveis e (S4, I4) infactiveis
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sa0 as mesmas, assim como as referentes a (So, I5) factiveis instéveis e (Sy, I4)
factiveis estaveis. Este resultado nao é uma coincidéncia. Consultando os
parametros correspondentes, verificamos que sao conjuntos iguais. Isto é, os
pardmetros que levam a (S, ) factiveis estdveis sdo os mesmos que levam
a (S4,14) infactiveis, assim como para (S2,I3) factiveis instdveis e (Sy,I4)
factiveis estaveis. Este é um resultado interessante do ponto de vista ma-
tematico, e ainda mais se considerarmos a interpretacdo dos equilibrios. O
ponto livre de doenga (Ss,I2) é factivel estdvel sempre quando o ponto de
endemia (Sy, I4) é infactivel. Logo, para estas configuragdes de pardmetros,
a doenga ird se extinguir da populacao, e isto ocorre em um grande nimero
de vezes (93.78%). Por outro lado, se (S4, I4), o ponto endémico, for factivel
estavel, o ponto livre de doenga (S2, I2) serd infactivel instavel, significando que
para estes parametros, mesmo que a doencga suma da populagao, a tendéncia é

que a dinamica caminhe para endemia.

Apresentamos na Figura 1 histogramas referentes as frequéncias dos
pardmetros associados a (Sz, I2). Podemos observar que as frequéncias de to-
dos os parametros sao similares a uma distribuicao uniforme. Como assumimos
desde o principio que as distribuigoes para os parametros eram uniformes, estes

histogramas nao trazem novas informagoes.

B Histograma o Histograma r Histograma
500 o = 500 — B 500f_ mm wil =T
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Figura 1: Frequéncia dos parametros associados aos pontos factiveis estdveis
de (SQ, .[2)
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Figura 2: Frequéncia dos parametros associados aos pontos estdveis factiveis
de (54, I4)

Na Figura 2 apresentamos histogramas referentes as frequéncias dos
parametros associados a (Sy, I4). Podemos observar que as frequéncias de 3, o,
K e p sao similares a uma distribuicao exponencial, e de r a uma distribuigao
uniforme. A partir deste resultado, assumimos que (3, o, kK e u tém de fato
distribuigao exponencial, e r distribuigao uniforme. Utilizando estimadores
de méaxima verossimilhancga, calculamos estimativas para os valores esperados
destes parametros que levam a pontos factiveis estaveis de (S4,14), que de-
notamos por B, o, T, Kk, . Com estes parametros temos o ponto endémico
(§4,f4) = (0.4091,0.1860). Esta configuragdo de parametros podem ser inter-
pretados como a endemia mais provével do modelo (2), e sdo utilizados com esse
propdésito. Apresentamos na Tabela 2 os valores sem interpretacao bioldgica e
os transformados, por meio das escalas 1 : 14.6 no tempo e 1 : 53319114 para
individuos. Essas mudancas foram tomadas de forma que a capacidade de su-
porte & equivalesse a 40 milhoes de habitantes, aproximadamente a populacao
do estado de Sao Paulo, e um tempo ¢t = 50 equivalesse a um periodo de 2 anos,
ou 730 dias.
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Tabela 2: Parametros de endemia mais provéveis de (2)

Sem interp. Redimensionalizados

bioldgica (com unidades)
B 0.7651 9.828 x 10719 (individuos - dia)~!
o) 0.1976 1.353 x 1072 dia~!
7 0.4933 3.378 x 1072 dia~!
I 0.7502 4 x 107 individuos
i 0.1773 1.214 x 1072 dia~*
T 50 730 dias
Sy 0.4091 26131698 individuos
A4 0.1860 9917355 individuos

Na Figura 3 apresentamos graficos referentes a solucoes numeéricas de
(2) com os parametros de endemia mais provavel redimensionalizados (segunda
coluna da Tabela 2). As condicdes iniciais foram Sy = & = 4x 107 e Iy = 533191
individuos e um tempo final T' = 730 dias. As condigoes iniciais refletem uma
situacao de inicio de endemia, em que toda a populagio (representada pela
capacidade de suporte) é suscetivel e alguns infectados séo inseridos no sistema
(por exemplo, parte da populacdo de uma cidade). Observamos que ambas as
populagoes tendem ao equilibrio (347f4), em um tempo de aproximadamente
400 dias (pouco mais de um ano), e continuam no equilibrio por todo o tempo,

como esperado.

Figura 3: Solugdes numéricas do problema (2), com pardmetros de endemia

mais provaveis. Em azul, linha continua: S, em vermelho, linha tracejada: I.

X 10" Solugdo numérica de s(t) e i(t)

0 100 200 300 400 500 600 700

tempo



98 Miyaoka, Meyer & Souza

Com as configuragoes de parametros obtidas, calculamos também cor-
relagoes entre os valores dos parametros que levam aos equilibrios estaveis de
(S2,15) e (S4,14) e: eles proprios, pontos de equilibrios e partes reais dos au-
tovalores da matriz jacobiana. Quase todas as correlagoes foram baixas, con-
siderando que uma correlacao relevante (em valor absoluto) é superior a 0.9.
Lembramos que correlagoes baixas nao implicam que as varidveis nao estao re-
lacionadas, somente que nada podemos concluir. O resultado expressivo obtido
foi aquele referente a r e o autovalor negativo dominante associado a (Sy, I4),
com uma correlagao de —0.93, e cujo gréfico apresentamos na Figura 4. Este
resultado nos indica que ao diminuir 7, a taxa de reproducao intrinseca, a zero,
o autovalor associado também é zerado, levando a perda de estabilidade de

(S4,14), isto é, ao fim da endemia.

Correlacéao

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

by

= A
0.0

-08 -06 -04 -02

Figura 4: Correlagao entre r e o autovalor negativo dominante associado a

(S4, 14).

4. Solucoes numéricas do modelo difusivo

Com os métodos de Elementos Finitos e Crank-Nicolson, implementamos
em Fortran 90 rotinas capazes de obter solugdes numéricas para o problema (1).
Foram utilizados elementos lineares (em P ), bilineares (em Q;), biquadréticos
(em Q5) e bictbicos (em Q3), com transformagoes isoparamétricas (Hughes,
2012). Nas simulacoes desta segdo utilizamos elementos bilineares. O trata-
mento das nao linearidades foi feito por meio de um método preditor corretor
(Douglas et al., 1979). Consideramos um dominio retangular Q = [0, L] x [0, H]
por simplicidade, embora as implementagoes sejam capazes de tratar dominios
irregulares. Toda a implementagdo é similar & realizada em (Gomes, 2009;
Souza, 2010).
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Os parametros utilizados foram os de endemia mais provavel do modelo
(2) obtidos na Segao 3. Fizemos novamente uma redimensionalizacdo do sis-
tema (1) em fungdo das dimensoes de S, I, t e e y. Todos os parametros
utilizados encontram-se na Tabela 3. Observamos que devido & dependéncia
do espaco, as mudancas de escala sao agora outras, resultando em diferentes
valores redimensionalizados. Consideramos que para um dominio quadrado de
lado 1, os parametros sem unidades s@o equivalentes tanto no modelo de EDOs
quanto de EDPs, portanto tomamos este dominio como referéncia. As escalas
utilizadas foram: para o tempo 1 : 14.6, para individuos 1 : 53319114, e para
o espago 1 : 500. Esta escala transforma o dominio unitério [0, 1] x [0, 1] em
uma regido quadrada de 4rea 250 mil km?, que é aproximadamente a area do
estado de Sao Paulo.

Tabela 3: Parametros para simulagées de (1)

Sem interp. Redimensionalizados

bioldgica (com unidades)
& 0.7651 2.457 x 10~* (individuos/km? - dia)~*
& 0.1976 1.353 x 1072 dias™*
P 0.4933 3.379 x 1072 dias™!
R 0.7502 1.6 x 102 individuos/km?
fi 0.1773 1.214 x 1072 dias™*
as, o 0.001 17.12 km? /dia
L, H 1 500 km
T 100 1460 dias
Sy 0.4091 104.53 individuos/km?
I 0.1860 39.67 individuos/km?

As condigoes iniciais foram tomadas como: Sy = & homogeneamente dis-
tribufda no dominio, considerando que toda a populacao em estudo (capacidade
de suporte) é suscetivel; e Iy = 2.13 individuos/km? em um ponto no canto
do dominio, representando a chegada da doenca em um determinado ponto da
regido de estudo (uma cidade, por exemplo). Esta condigdo inicial pode ser
visualizada na Figura 5. Nas Figuras 6 a 9 temos as solugoes de Suscetiveis
e Infectados para os tempos ¢t = 365, 730, 1095 e 1460 dias. Na Figura 10
temos as solucgoes ao longo do tempo em 9 nés distribuidos uniformemente no

dominio. A condigao inicial I é inserida no né 1. Para ter uma melhor ideia da
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distribuicao das populagoes ao longo do tempo em todo dominio, na Figura 11
apresentamos graficos das integrais das populagoes em todo dominio ao longo
do tempo, que representam a quantidade total de suscetiveis e infectados em

toda regiao espacial.

condic&o inicial de s(x,y) curvas de nivel de s(x,y)
161 500 1
162
160.5 0.8
5 161 0.6
X
% 160 160 > 250
159 159.5
500 .
50
250 0
y 0o X o 0 3 250 500
Figura 5: Condicao inicial para o problema (1).
condicdo inicial de i(x,y) curvas de nivel de i(x,y)
500 2
2
2
l 15 15
=
>>—_<: ! 1 > 250 1
0
500 0.5 0.5
50
250 250 o o
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solugéo de s(x,y) curvas de nivel de s(x,y)
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Flgura 6: Solu(;oes numerlcas do problema para t = 365 dias.
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Flgura 8 Solugoes numeéricas do problema para t = 1095 dias.
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Ap6s um periodo de um ano, 365 dias, na Figura 6 observamos o efeito
espacial da dinamica epidemiolégica, em que a populacao de suscetiveis passa
a ser de infectados na regiao préxima de onde foi inserido inicialmente o foco
de doenga. Este foco se espalha espacialmente, e na Figura 7, apés um periodo
de 2 anos, ou 730 dias, observamos que todo o dominio contém individuos in-
fectados, com maior incidéncia ainda na regiao préoxima ao foco inicial. Na
Figura 7, apds 3 anos, ou 1095 dias, ambas populacoes apresentam compor-
tamento estabilizado na regiao mais préxima ao foco inicial, e uma diferenca
apenas na regiao oposta a esse foco. Notamos que nesta figura a escala jé esta
muito préxima para as duas populagoes, portanto a diferenca em ntmeros de
individuos por area é pequena. Ja apds um periodo de 4 anos, 1460 dias, ob-
servamos na Figura 9 que ambas as populacoes atingiram o equilibrio, tanto
espacial pois estao homogeneamente distribuidas, como temporal, pois atingi-
ram os valores do ponto de equilibrio (Sy, Iy) = (104.53,39.67).

Na Figura 10, observamos nos graficos ao longo do tempo que em todos
os nés da malha considerados as populagoes tém o mesmo comportamento do
sistema de EDOs (2), com os gréficos todos similares ao da Figura 3, a menos
das escalas, visto que agora estamos considerando o aspecto espacial. Todos
os graficos atingem individualmente o equilibrio (5'4, f4) = (104.53, 39.67), con-
firmando o resultado da Figura 9. Devido a difusao espacial, os graficos em
cada né atingem o equilibrio em tempos ligeiramente diferentes. Pontos mais
préximos do foco inicial de infectados, né 1, atingem o equilibrio mais rapida-
mente, como os nds 1, 2 e 4. Afastando-se do foco, observamos que os nds 5,
6, 7 e 8 demoram um pouco mais para atingir o equilibrio, e o né 9 é o dltimo

a atingi-lo, conforme podemos observar também na Figura 8.

Embora a andlise de pontos discretos do dominio espacial ao longo do
tempo seja importante, uma analise que englobe todo o dominio também é. Na
Figura 11 podemos fazer esta andlise, por meio dos gréaficos das integrais de
suscetiveis e infectados. Estas integrais nos dao o valor total de individuos em
todo dominio, em contrapartida aos valores de densidade (individuos/km?) que
estavamos considerando até agora. Podemos observar que o comportamento é
0 mesmo que nos noés individuais, com o equilibrio sendo atingido em torno
de 900 dias (aproximadamente 2 anos e meio). Como os valores sdo da po-
pulagdo total, o equilibrio atingido é o mesmo que o do modelo de EDOs (2),
26131698 suscetiveis e 9917355 infectados, valores que sao também equivalentes
4 densidade individual (S, I,) = (104.53,39.67).



Simulagoes de endemia em um modelo SIS espagotemporal 105

Como as Figuras 9, 10 e 11 nos mostram, com o passar do tempo as
solugoes do modelo difusivo (1) tendem a estabilizar no espago e tempo, con-
vergindo para o mesmo equilibrio estdvel do modelo temporal (2). Temos assim

que a estabilizagao espacial de (1) corresponde ao modelo (2).

4.1. Analise numérica de erro e convergéncia

Inserindo termos fonte nas equagoes em (1), podemos escolher fungoes
que se tornam solucbes exatas do problema. Dessa forma calculamos o erro
entre as solugoes exata e numérica em sucessivas malhas refinadas, e verificamos
a convergéncia dos métodos utilizados. Resultados em teoria de aproximagao
de Elementos Finitos afirmam que erros obtidos na norma L?(£2) em P; sdo
O(h?), e em Q, sao O(h"1), para r inteiro, onde h é o didimetro méximo entre
os diametros de todos os elementos. Além disso, as normas dos gradientes em
Py sao O(h), e em Q, sdo O(h™) (Arnold et al., 2002). J4 o erro do Método
de Crank-Nicolson ¢ O(At?), e pode ser obtido por meio de analise de erro de

truncamento (LeVeque, 2007).

Para a andlise de erro do Método de Elementos Finitos, consideramos um
tempo final £ = 0.01, e n; = 219, obtendo um passo de tempo At = 9.77 x 1076,
um valor suficientemente pequeno para que o método temporal nao influencie no
erro numeérico espacial. Como estamos utilizando malhas regulares, o nimero
de divisoes nas direcoes = e y é o mesmo, denotado por n, e o lado de cada
elemento é denotado por h. Realizamos as andlises para elementos lineares,
bilineares, biquadraticos e biciibicos, variando o valor de n. Nas Figuras 12 e
13 apresentamos respectivamente graficos dos erros por h na norma L? e na
norma gradiente em L?; e regressdes lineares para cada caso, eliminando pontos
em que o erro foi muito alto ou baixo (outliers). Podemos observar que todos
os resultados foram os esperados: os erros diminuem com as ordens esperadas

e vao diminuindo conforme utilizamos mais pontos em cada elemento.
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Figura 12: Erros numéricos na norma L? por tamanho de lados de elementos.
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e bicibicos n = 2*. Calculamos o erro com a norma 2 vetorial, aplicada &
integral de S e I em todo dominio, para cada passo de tempo. Na Figura
14 apresentamos gréaficos dos erros por At na norma 2 vetorial e regressoes
lineares para cada caso, eliminando pontos em que o erro foi muito alto ou
baixo (outliers). A presenca de outliers neste caso é maior pois a estabilidade
dos métodos depende fortemente do tamanho de passo de tempo. Podemos
observar que todos os resultados foram os esperados: os erros diminuem com
as ordem At? e sdo muito préximos em todos os casos, visto que estamos

analisando somente o erro temporal e nao espacial.

Figura 14: Erros numéricos na norma 2 vetorial por tamanho de passo de

temo}s)o. A esquerda referentes a S e a direita a I. X, em vermelho: elementos
xh Erros numéricos x h

tmearesTo; emnrjazul1° hiliteares;—&,emrverde: bi draticos; to:
O, 10 0, —biquadraticos; ¢, em preto:

bictibico egressoes Jineares sao exibidas péra cada daso.

Este trabalho visa cop#fibuir para uma melhor dompreensao de surtos e

10°

Fg{gidemil%q de d(fo Il(;asofogulblllitidﬂ)@ por vet%geb, por I:{OQiO de um modelo ma-
tematico simples. Os modelos trabalhddos, tanto o baseado em Equagoes Di-
ferenciais Ordinarias, quanto de Equagdes Diferenciais Parciais, mesmo sim-
plificados (pois nao consideram os vetores da doenga) foram capazes de exibir
comportamentos interessantes, e os métodos utilizados trouxeram resultados
relevantes. O estudo destes modelos e métodos é uma importante contribuicao
para aplicagoes de interesse, como o estudo de epidemias de zika, dengue, chi-

kungunya, febre amarela, malaria, entre outras.
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A metodologia frequencial utilizada na Secdo 3, baseada nos métodos
de Monte Carlo e da Transformada Inversa, se mostraram eficientes em cum-
prir o objetivo proposto: a andlise de estabilidade do sistema (2). Gragas ao
método obtivemos também estimativas da endemia mais provavel e uma forte
correlagao entre um parametro e a condigao de estabilidade de endemia. A
simulacao realizada na Segdo 4 sobre o modelo (1) mostrou que este é capaz
de refletir resultados interessantes para uma possivel endemia, em uma regiao
espacial equivalente ao estado de Sao Paulo. Mais ainda, temos que as solugoes
ao longo do tempo do modelo espacial (1) sdo semelhantes as do modelo tem-
poral (2), tendendo ao mesmo equilibrio estdvel. Com essa relagdo entre os
modelos, a andlise de estabilidade frequencial foi importante para a obtencgao
de parametros e do estado estaciondrio que também foram utilizados no modelo
difusivo. A andlise numérica de erro e convergéncia dos métodos mostrou que
estes foram robustos. Simulagbes com parametros e dominios realistas podem
ser realizadas, assim como alteragoes no modelo que retratem outras situagoes

de interesse, como a introducao de populacoes de vetores da doenca em estudo.
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